MEGJEGYZES AZ ALGEBRAILAG ZART MODULUSOK
ELMELETEHEZ

Irta: PAPP ZOLTAN

A moduluselméletben gyakori a kovetkezd problémakorok felvetése.
Ha megadjuk az ABEL-féle csoportok egy tulajdonsagat, akkor:

a) egy adott R gyiiriihoz hatdrozzuk meg az 6sszes olyan R-modulust,
amely rendelkezik a megadott tulajdonsaggal;

b) hatarozzuk meg az Osszes olyan R gyiiriit, hogy barmely R—modulus
rendelkezzék a megadott tulajdonsaggal.

A két problémakoér egymdasnak dudlisa. Az elsé csoportba tartozd prob-
lémak vizsgalata a csoportok és modulusok elmélete szempontjabol jelentdsek,
mig a masik részben elért eredmények inkabb a gyitiriielméletet gazdagitjik.
Dolgozatunkban a fenti két problémakorrel kapcsolatos kérdéseket vizsgalunk. .

Eldismeretek szempontjdbdl utalunk KERTESZ ANDOR [1] dolgozataira, és
itt csak-a legfontosabb fogalmakat és elnevezéseket foglaljuk Ossze.

Egy R gyiiri balidedljaira. nézve teljesiti a maximumkﬁvetelményt,
(mlmmumkovetelmenyt) ha balidedljainak minden szigorian novekvé (csok-
kend) lanca csak véges sok egymastol kiilonbozo tagot tartalmaz. A-maximum-
kovetelmény ekvivalens . azzal a feltétellel, hogy az R gyfirii minden L bal-
idedlja végesen generalhaté. Ezeket a ,gyuruket NOETHER-féle - gyiiritknek
nevezik.

Féligegyszeriinek neveziink egy gyiir(it, ha balidealjaira nézve teljesiti a
minimumkovetelményt és nem tartalmaz nilpotens balidedlt a {0} balidedlon
kiviil. (Az R gylirli egy L balidedlja nilpotens, ha létezik olyan természetes
szam, hogy L"=0). Ismeretes az a tétel, mely szerint a gyiirii akkor és csak
akkor féligegyszerii, ha jobbegységelemes és minimalis . balidealjainak direkt
Osszege.

Direkt osszeg alatt midig diszkrét direkt oOsszeget értiink, jelben:
A= ZA = A+ As+ -+ +A;+---. Ho G=A+B, akkor A-t (és ennek

megfeleloen B-t is) G direkt 6sszeadanddjanak nevezziik.

Legyen I" egy indexhalmaz. Egy (..., A,,...)»er modulusrendszert,
(A»= A minden » € I" esetén) fiiggetlennek nevezunk ha I" minden veges ren—
dezett (vy, 75, ... %) részhalmaza esetén teljesiil az A,, N {A,,, A,,, ..., An} =
feltétel, azaz az A,, (v € I') modulusok osszege direkt osszeg. A {..... } sznm—
bolum jelenti a zarojelben szerepld elemek vagy részmodulusok altal generalt

modulust.
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Legyen H a G R-modulus részmodulusa és tekintsiik az
1) oy )y x=h, rv,n>€eR, hoe Hyvel)

egyismeretlenes kompatibilis linearis egyenletrendszert. H-t a G R-modulus
szervans részmodulusanak nevezziik, ha abbdl, hogy egy (1) tipusi kompa-
tibilis egyenletrendszert G-ben megoldhaté, mindig kovetkezik, hogy H-ban
is megoldhaté (R* jelenti az R gyiiri DORROH-féle egységelemes bovitését).

Ha a H R-modulusban minden (1) tipusi kompatibilis egyenletrendszer
megoldhatdé, H-t algebrailag zart R-modulusnak nevezziik. A dolgozatban
felhasznaljuk az algebrailag zart R-modulusok alabbi tulajdonsédgait, (lasd pl.
KERTESZ ANDOR |1] dolgozatait). -

I. Tetszbleges G R-modulusnak létezik algebrailag zart” bovitése.

Il. A G algebrailag zart R-modulus direkt Osszeadanddja- minden 6t
tartalmaz6 modulusnak.

. A H=G,+ Gy~ --- 4+ G. modulus akkor és csak akkor algebrailag
zart, ha minden i=1,2,..., n esetén @, algebrailag zart modulus.

Az algebrailag zart Abel-féle csoportok egy fontos tulajdonséga az, hogy
ha a G Abel-féle csoportnak H, és H, algebrailag zart részcsoportjai, akkor
a H={H,, H,} részcsoport is algebrailag zart. Tetszéleges R gyiirii esetén
algebrailag zart R-modulusokra ez nem teljesiil, (kés6bb ezt egy példan latni
fogjuk).

Felvetjiik a kovetkezd6 problémat: legyenek A, és A, a G R-modulus
algebrailag zart részmodulusai. Milyen feltételek mellett lesz az A = {A,, Ay}
R-modulus algebrailag zart? '

A probléma egy megoldasat az 1. tételben fogalmazzuk meg. Ehhez
sziikségiink lesz a kovetkezd definiciora.

Definici6. Egy A R-modulust erfsen algebrailag zart R-modulusnak
neveziink, ha minden Homomorf képe algebrailag zart.

1. Tétel. Egy tetszéleges A, R-modulus akkor és csak akkor rendelkezik
azzal a tulajdonsaggal, hogy barmely A, algebrailag zart R-modulussal egyiitt
algebrailag zart R-modulust generdl, ha A, erbsen algebrailag zart.

Bizonyitds. Legyen A, erBsen algebrailag zart modulus és A, tetszobleges
algebrailag zart modulus, (feltehetjiik, hogy A, és A, a G modulus rész-
modulusai) és

A={A1, AQ}, A12:A1nA2.

Az izomorfizmus tétel felhasznaldsaval A|A,== A,|A,,. Mivel A, algeb-:
railag zart modulus, érvényes az A = A, C felbontds, tehdt C>= A|A, =~ A,|A,,.
Minthogy A, erésen algebrailag zart, a C modulus is algebrailag zart, ami az
allitdsunk egyik részét bizonyitja.

. Megforditva, tegyiik fel, hogy A, nem er0sen algebrailag zart modulus,
azaz létezik egy olyan A,, részmodulusa, hogy A, = A,| A, nem algebrailag zart.

Legyen A=(A,+ A;)|H ahol A,nA,=0, A,=>~A, és jeloljik ezt az
izomorfizmust ¢-vel; H jelentse az 6sszes olyan (a—a¢) elemek altal alkotott
részmodulust, ahol a € Ay, ekkor AnH=A,nH=0.
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Bevezetjiikk a kovetkezd jeloléseket:
B,— (A, +H)|H, B,=(A,4-H)|H, B,=(Ax+H)H.
Konnyii belatni, hogy A={B,,B,}, BinBy,=5B,, Bi~A, B,~A, és

" B)|By>A,. Mivel B, algebrailag zart modulus, A= B,+ C és igy az izomor-
fizmus tétel alapjan

C>~A|By~ B,| B> A,

tehat A,-gyel egyiitt C sem algebrailag zart modulus. Ebbél kovetkezik, hogy
a {B,,B;)=A=DB,+C modulus sem lehet algebrailag zart, ami a tétel
masik &llitasat bizonyitja. )

Megmutatjuk, hogy létezik olyan algebrailag zart modulus, amely nem
erdsen algebrailag zdrt.

Legyen &, a paros szamok gyiiriije és & az & gyiirli DORROH-féle
egységelemes bovitése. KERTESZ ANDOR 1] dolgozata 21. tételébdl kovetkezik,
hogy a racionalis szamok & additiv csoportja mint ftrividlis &,-modulus
algebrailag zart. Legyen & az egész szamok additiv csoportja (R részmodu-

lusa) és tekintsiik az &|8 =~ > C(p»), faktormodulust. Ez nem algebrailag

p
zdrt, mert legyen az a € &|8 elem rendje (az &; gyilrdi <{r,n>a=0 -{feltételt
kielégitd elemei) O(a) ={<2, 2}, akkor a <2,0>x=a (<2 0> € &;) egyenlet
kompatibilis — ugyanis az {s,m><2,0>=0 (s, m>€&;) feltételbdl 2s+
+2m=0 azaz s+m=0 kovetkezik, és miutdn s oszthaté 2-vel igy m is,
tehat <s, m>a—sa—|—ma-—0 — de oil\@ -ben nyilvan nem oldhat6 meg, mivel
R|& trividlis S,-modulus.

A fenti példa és az 1. tétel segitségével konnyen konstrualhatunk példat
olyan algebrailag zdrt modulusokra, amelyek &ltal generalt modulus nem
algebrailag zart. Legyen B>~ A, =&, B, A,,=©§, akkor megadhatd (lasd
1. tétel) olyan B,, hogy A= {B,, B,} nem algebrailag zart modulus.

Ezutdn néhany egyszerii lemmat bizonyitunk be, amelyeket a tovabblak—
ban alkalmazni fogunk.

1. Lemma. Erdsen algebrailag zart modulusok homomorf képe is erdsen
algebrailag zart.
Az allitas helyessége a homomorfizmus tranzitivitasabol kovetkezik.

2. Lemma. Ha R NOETHER-féle gylir, akkor az erbsen algebrailag zart
R-modulusok novekvd lancanak egyesitési halmaza -is erfsen algebrailag zart
modulus.

Bizonyitds. Tekintsiik az A, (« € I") erSsen algebrallag zart R-modulusok

novekvd lancat:
ACAES...CAS...

és legyen A= |J A,, A~ A"~ A|A,, ahol A’ A tetszéleges homomorf képe.
er
Felhasznalva az”izomorfizmus tételt, tetszéleges w(€I') index esetén
B.={A., Aj}|Ay== Au|Aun Ay,
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tehat By(ue ') algebrailag zart modulus. Ekkor a [2] dolgozat 1. tétele alapjan
a B= |J B, R-modulus is algebrailag zart, igy a kovetkez0 egyenl6ségek

uwer

A= AlA= U (A, A}l A= U Bu=B

mutatjak, hogy A’ is algebrailag zart R-modulus.

3. Lemma. Ha A,, A,, ..., Au(E G) erbsen algebrailag zart modulusok,
akkor az A=1{A,, Ay, ..., Ax} modulus is erdsen algebrailag zart modulus.

Bizonyitds. Ha n=2, akkor az 1. tétel alapjan az A= {4A,, A,;} modulus
algebrailag zart. Legyen A A ftetszOleges homomorf képe, A~ A akkor

A={A, A;} ahol az A,~ A,, A, ~ A, homomorfizmusokat az A~ A homo-

morflzmus indukalja. Mivel A, és A, erbsen algebrailag zart modulusok, az
. lemma alapjan A, és A, is erdsen algebrailag zart. Az 1. tételb6l kovet-

ke21k hogy A is algebrailag zart.
Tetszleges n esetére a tétel dllitdsa teljes indukcioval konnyen kiter-
jeszthetd.

A [2] dolgozat 1. tétele és a 2. Lemma alapjan kimondhatjuk a kovet-
kezd tételt.

2. Tétel. Legyen R NOETHER-féle gyirli és Au,(u€I') a G R-modulus
er6sen algebrailag zart részmodulusai, akkor az A={..., A, .. }uer R-mo-
dulus erdsen algebrailag zart. :

A rovidebb irdsmod kedvéért azt mondjuk, hogy egy' R gylrii
T-tulajdonsagu, ha minden olyan A R-modulus, amelyet algebrailag
zért részmodulusai generédlnak, algebrailag zart.

A 2. tétel és KERTESZ ANDOR [1] dolgozatdnak 20. tétele alapjan érvé-
nyes a kovetkezo tétel.

3. Tétel. Egy R gyiirii akkor és csak akkor 7-tulajdonsagu, ha NOETHER-
- féle és minden balidedlja egy szabad R-modulus direkt Osszeadandoja.

Befejezésiil megvizsgaljuk azokat az egységelemes R gyiiriiket, amelyeknél

a gyirit additiv csoportja (jelolése: R™) mint baloldali R-modulus erdsen

algebrailag zart. (R-modulus alatt mindig unitér R-modulust értiink, azaz ha

a gyiirii egységeleme 1, akkor 1-g==g fteljesiil minden g ¢ G elem esetén.)
rvényes a kovetkezd tétel.

4. Tétel. Tetszbleges egységelemes R gylir(i esetén az aldbbi allitasok
ekvivalensek:

a) R* erdsen algebrailag zart R-modulus;

b) Minden végesen generalhatd R-modulus algebrailag zért;

¢) Minden G R-modulusban a végesen generdlhatd részmodulusok direkt
osszeadandok; '

d) Minden G R-modulusban a végesen generalhato részmodulusok
szervans részmodulusok.
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Bizonyitds. a)=>b) Legyen H tetszleges végesen generalhaté R-mo-
dulus. Mivel R egységelemes, egy tetszbleges n-rangt szabad R-modulusra

érvényes az
F=R1+R2+"' +Rn

felbontds, ahol minden i-re (i=1,2,...,n) Ri==R*. A 3. lemmabdl kovet-
kezik, hogy véges sok er0sen algebrailag zart R-modulus direkt Osszege is
er6sen algebrailag zart, tehdt F erbsen algebrailag zart R-modulus. Felhasz-
nalva azt a tételt, hogy minden végesen generélt R-modulus egy véges rangi
szabad R-modulus homomorf képe, azt kapjuk, hogy H=~F|S, és mivel F
er6sen algebrailag zart, kovetkezik, hogy H algebrailag zart R-modulus.

A b)=>c¢) és ¢)=>d) allitasok nyilvanvaléak, mert egy algebrailag
zart modulus minden bdvitésében direkt Osszeadandd, és egy modulus direkt
osszeadandéja mindig -szervans -részmodulus.

d)==>a) lLegyen H tetszbleges végesen generalt R-modulus és tekintsiik
H-nak egy H algebrailag zdrt bovitését. A feltétel szerint H H szervéns
részmodulusa, igy maga is algebrailag zart. Specidlisan R* és 0sszes homo~
morf képe is végesen generdlhaté R-modulusok, igy algebrailag zartak. Ebbdl -
kovetkezik, hogy R* erbsen algebrailag zart R-modulus. Ezzel a tétel bizo-
nyitasat befejeztiik.

A kovetkez6 tétel a féligegyszerii gyliritk osztdlya és az el6bb meg-
hatdrozott gyiiriiosztdly kozti kapcsolatra mutat ra.

5. Tétel. Egy R gyiirli akkor és. csak akkor féligegyszerii, ha R* erbsén
algebrailag zart R-modulus és az R gylirii balidealjaira nézve teljesiti a
kovetkez6 két feltétel egyikét: :

a) maximumkovetelmény,

b) minimumkovetelmény.

Bizonyitds. Ha az R gyiirii féligegyszerli, akkor a feltételek nyilvan
teljesiilnek.

Mivel R* algebrailag zart R-modulus, az

rx=r (reR)

kompatibilis linedris egyenletrendszer megoldhaté R*-ban, igy az R gytriinek
létezik jobbegységeleme. '

a) Az R gyiirii teljesiti a maximumkovetelményt. A [2] dolgozat 2. tétele
alapjan érvényes a kovetkez6 felbontas: '

R=Li+ Lo+ 4L"

ahol L; (i=1,2,...,n) nem tartalmaz algebrailag zart valédi részmodulust
(balidealt). Ekkor minden i-re L; minimalis. balideal. Ellenkezd esetben, ha
egy Li balidedlra Lic L; teljesiilne, akkor tetszbleges ' € Li-re RIS Lic L.
Mivel R* erdsen algebrailag zart R-modulus és R* ~ RI’, kovetkeznék, hogy
R!' algebrailag zart és L; valodi részmodulusa, a feltétellel ellentétben.

Tehat R jobbegységelemes gytirii €s minimalis balidealjainak direkt
osszege, igy az [1] dolgozat 29. tétele alapjan R feligegyszerii gyiiril.
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b) Az R gyiirii teljesiti a minimumkovetelményt. Legyen € az R gyfirit
minimalis balidealjainak egy maximalis fiiggetlen rendszere. ¢ szémosséga csak
véges lehet, ugyanis, ha az £ rendszer végtelen sok Li(i=1,2,...,n,...)
minimalis balidealt tartalmazna, akkor az

Ne= 2 L; k=1,2...,n,...)

i=k

balidedlok egy végtelen szigoriian csokkend lancot alkotndnak, ami a feltétel
szerint nem lehetséges. Legyenek az € elemei az L,, Ls,...,L. minimilis
balidealok. Mivel minden i-re ha L€ L;, Li=RIl;, Rt ~RI; és R* erbsen
algebrailag zart R-modulus, az Li(i=1,2,...,n)ésazL=L,+L,+---+ L.
R-modulusok (balidedlok) algebrailag zartak. Tehat az R=R* =L+ N fel-
bontdsban az € rendszer maximalitisa miatt csak az N =0 eset allhat fenn, azaz

R=L1+L~2+"'+Ln-

Ismét azt kaptuk, hogy az R jobbegységelemes gyfirii és minimalis balideal-
jainak direkt osszege, tehdat R féligegyszerti gyiirii. Ezzel a tétel bizonyitasat
befejeztiik.
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3AMEYAHUE K TEOPUM AJITEBPAUYECKH 3AMKHYTBIX MOAYJIEM .
3. MMann

Hazosem R-mopynp A anre6panyecku CWIbHO SAMKHYTBIM, €C/H Kax[bli roMmomoph-
Hblii 06pas ot A anre6pauqecxn 3aMKHYT.

Konbuo R o6napaer ceoiicrBom T, ecnmn Beskuit R-mopynbs A, nopopaemblit CBOHMB
anre6pan4yecky 3aMKHYTHIMH TNOAMOOY/ISIMH, Cam SIBASIETCS anreﬁpauqecm 3aMKHYTBIM,

JlOKa3bIBAIOTCS CIEAYIOLME TEOPEMBL.

Teopema . R-mopyns Ay TOrAQ u TOALKO TOrAA NOPOKAAET BMECTE CO BCAKHM
anre6panieckn_ 3amKHYTHIM R-mopynem A, anreGpaudecku 3aMmkHyTniil R-mopynb, ecam A,
SIBIISIETCS] aNreGpanyeckn CHILHO 3aAMKHYTHIM.

Teopema 2. Koabto. R Torna-u- TOIbKO TOTfa o6aapaer coiicTBom 7, ecinu BuINOA-
HSIETCSL B HEM yCnOBHE _06pbifa yObIBAIOIUMX UENEW NEBBIX HAEAI0B M €C/M BCSIKMil NEBbIA
H[€AT B HeM SIBISIETCS NPsiMbIM CMAaraeMbiM B HEKOTOPOM CBOGORHOM R-mopyne.

Teopema 3. [Ipn mpoussoneHOM KOMbUE C efuHuUell R ciaepyrouue ycnosusi sBisi-
HOTCS 3KBUBANEHTHLIMH . .

a) R+ anreépauqecm CHJIBHO 3aMkHyTblH R-mopyns, .

6) BCAKHI KOHEYHO MOPOWAaeMblil R-mOaynb sBASETCS anreGpanyecKky 3aMKHYTBIM,

B) KOHEYHO NMOPOWAAEMBIE 0OAMOAYMM A0GOro R-MOAyAst ABAAIOTCH NMPSIMBIME Cra-
raeMbIMH TOCJE[HEro,

I) KOHEYHO MOPOXKAAEMblE NMOAMOAYIH MOGOTO R-MOLYAsl CepBauTHLI.

Teopema 4. Koasuo R TOTAA U TOABLKO TOrAa ABASAETCS MOAYNPOCTHIM, xorAa R+
anre6pan4yecks CHIAbLHO SaMl\HYTblH R-Mofynb M NEBblE WIEAAB KONbLA R NOAMMHSIIOTCS Ofl-
HOMY M3 CJIeAyioWHX ABYX YCAOBHil:

a) ycnoeue MaxKCHMyMa,

6) ycnosue MHHHMYMA.
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- A REMARK ON ALGEBRAICALLY CLOSED MODULES
By
Z. PAPP

‘An R-module A is called stictly algebraically closed module, if each homomorphic image
of A is algebraically closed.

A ring R has the Property P, if any R-module, generated by its a]gebralcally closed
submodules, are algebraically closed.

In this paper we proved the following theorems.

Theorem 1. An arbitrary R-module Ay has the properry that A = = { Ay, As} is algebraical-
ly closed, where Ay is an arbitrary algebraically closed R-module if and only if Ay is
a strictly algebraically closed R-module.

Theorem 2. An arbitrary ring R has the Property P if and only if R is a Noetherian
. ring and every left ideal of R 1s a direct summand of a free R-module.

Theorem 3. For an arbitrary ring with unit element the following condmons are
equivalent:

a) R+ (the additive module of R) is strictly algebraically closed R-module;

b) any finitely generated R-modules are algebraically closed;

¢) in arbitrary R-module G the finitely generated submodules are direct summans;
d) in arbitrary R-module G the finitely generated submodules are pure submodules.

Theorem 4. A ring R is semi-simple if and only if R+ is a strictly algebraically closed
R-module, and one of the following conditions are satisfied:

a) the ascending chain condition for the left ideals of R;

b) the descending chain condition for the left ideals of R.

A ring R is semi-simple if R satisfies the descending chain condition for lefr ideals
and has not nonzero nilpotent left ideal.
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