VEGYES ABEL-FELE CSOPORTOK SZETHASITHATOSAGAROL
frta: PAPP ZOLTAN

1. FucHs LAszLO—ABEL-féle csoportok c. konyvében szerepel a vegyes ABEL-
féle csoportokra vonatkozd kovetkezé szethasxthatosagr kritérium.! Egy G csoport
széthasithatd, ha valamely n természetes szam esetén nG széthasithatd. Az nG cso-
port G homomorf képe, ahol a homomorfizmus G, magja az ng=0, (g€G) fel-
tételt -kielégitd elemek részcsoportja. Dolgozatunkban a fenti kritérium- néhany
altalanositasi lehetGségét vizsgaljuk meg.

1. Definicio. Egy A csoport G bgvitését T-tulajdonsaginak neveziink, ha
G/A széthasithatdsagabdl kovetkezik G széthasithatésaga.

2. Definicié. Egy G csoportot A szervans bd8vitésének nevezziik, ha A szervans
részcsoport G-ben.

A dolgozat f6 problémija az olyan csoportok leirasa amelyeknek minden
szervans bdvitésiitk 7-tulajdonsagi. Nyitott probléma marad azoknak a csoportok-
nak a leirasa amelyeknek minden bévitésitk 7-tulajdonsagi. A tétel bizonyitasahoz
felhasznalt 1. Lemma a Fuchs [1] kdnyvében szerepld, emhtett Kritérium altalano-
sitasa.

2. A tétel bizonyitdsdhoz sziikségiink lesz a kovetkezo ‘harom lemmara.

1. Lemma. Ha K korldtos rendii torziécsoport, akkor G/K szethaszthatosagabol ‘
kovetkezik G szethaszthatosaga o

Megjegyzés: a G ~nG (g —ng, g€G) homomorfizmus G, magja az olyari gEG
elemek halmaza amelyekre ng =0 teljesiil. G, tehat G korlitos részcsoportja, ezért
az 1. Lemmabdl kivetkezik a Fuchs [1] konyvében szereplS kritérium.

Bizonyitds. Legyen K G-nek korlatos rendii részcsoportja. Vezessitkk be a ko-
vetkez$ jelsléseket: G =G/K és g=g+ K a G~ G/K (g—~g) homomorfizmusnal a
g elem képe. Legyen G széthasithat6, azaz G =7 + B ahol T a G vegyes csoport
maximalis torziérészcsoportja és B torziomentes csoport. Ha T-vel ill. B-vel jelol-
jik a T ill. B csoportok teljes invérzképét G-ben a G~ G/K homomorfizmusnal,
akkor G ={T, B} azaz a T és B csoportok generaljak G-t.

A T részcsoport G-nek maximalis torzmreszcsoportja Valoban legyen g€eaG
és kg =0 valamely k egész szadm esetén. Ekkor kg =0 azaz g€T. Mivel g egy inverz-
képe ezért g€ T. Forditva ha ¢ tetszSleges T-beli elem, akkor €T, tehat van olyan

) A dolgozatban csoporton mindig ABeL-féle csoportot értiink. Széthasithatonak neveziink
egy vegyes csoportot, ha felbonthaté maximdlis torzidrészcsoportja és egy torzidmentes csoport
direkt osszegére. Eldismeretek szempontjabol utalunk Fuchs [11 kdnyvére.
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{ egész szam, hogy o =/i=(It) azaz /€ K, amibd8| kévetkezik, hogy a 1 elem rendje
véges, hiszen a K részcsoport elemei véges rendlek.

Legyen b(b€ B) véges rendli, akkor b=0 mert B torzidmentes csoport, igy
be K tehat nb=o0, ahol n a K részcsoport korlatja. Tehat a B vegyes csoport véges
rendii elemei korlatos rendiiek, igy B=T, + F, ahol T, a B csoport maximalis torzi6-
részcsoportja és F torzidmentes csoport. Bebizonyitjuk, hogy G=T+ F. A TN F=0
€s T+ FSG relacidk nyilvanvaldan igazak s igy csak a GE T+ F tartalmazasi
relaciot kell bizonyitanunk. Legyen g tetszBleges G-beli elem, akkor G={T, B}
miatt g=r+b, (t€T,beB) de a B=T,+ F felbontasbol b=1,+f(t, €T, fE€F),
azaz g=t+t+f=t'4f (t'€T, mertt’ rendje véges és T a G csoport maximalis
torziorészcsoportja,) tehit G & T+ F. Ezzel bebizonyitottuk, hogy G =T+ F, azaz
G széthasithatdé vegyes csoport.

2. Lemma. Ha F a G vegyes csoport szervdns torziomentes részcsoportja és
G| F torzioesoport akkor G=T+ F, ahol T a G vegyes csoport maximdlis torzio-
részcsoportja. '

Bizonyitds. Legyen F szervans reszcsoport G-ben akkor a G/ F faktorcsoportnak
létezik olyan 77 =(... ... )eer (h€G és T valamilyen indexhalmaz) reprezentans-

rendszere, amelynel az nh =0 egyenl8ségbdl nh, =0 kovetkezik. (Lasd Fuchs [1]
82. old.) T’ csak véges rendu elemeket tarta]mazhat mert a G/F faktorcsoport tor-

zidcsoport. Ha a 1, és ¢, véges rendiielemekrez,, 1, €h, akkor t, =t,, mertat, =t, +f
(f€ F) egyenl6ség csak f=0 esetén allhat fenn, tehat s, csak egy véges rendii eleme
tartalmazhat. Legyen T a G csoport maximalis torzidrészcsoportja, akkor T°ET.

Forditva, ha 1€ T, akkor G = |J h, miatt valamilyen o, €T esetén 1€h
acl

sigy a TS T’ relacié is fenndll, tehat T"=7T. EbbSl kozvetleniil lathato, hogy

-G =T+ F, amivel az allitisunkat bizonyitottuk.

azaz t=h

Ay’ ao

3. Lemma. Ha az F torzidmentes csoport szervdns G-ben, akkor G|F széthasit-
.hatésdgdbdl kovetkezik G széthasithatdsdga.

Bizonyitas. Legyen F a G vegyes csoport tetszdleges szervans részcsoportja
€s G|F=A*+ B*, ahol A* torzidcsoport és B* torziémentes csoport. Jeldlje A4
ill. B az A* ill. B* csoportok teljes inverzképét G-ben, akkor G={A, B}, A/F= A4*
-€s B/F== B*. Mivel F szervins G’-ben's igy A-ban is és A% torzibcsoport a 2. Lemma-
bol kovetkezik, hogy A =T+ F, ahol T az A vegyes csoport maximalis torziorész-
~csoportja Masrészt B*-gal egyiitt B is torzidbmentes csoport, mert ha nb=o, akkor
nb=(nb) =0 tehat b=o (b€ B*) s igy b€ F de ez csak h=o esetén allhat fenn, mert
F torziomentes csoport. Az 1. Lemma bizonyitasa végén levé gondolatmenet meg-
ismétlésével konnyen belathatd, hogy G=T+ B, azaz G széthasithatd csoport.

3. A dolgozat elején felvetett probléma megoldasat a kovetkezd tételben ad-
juk meg.

Tétel. Egy A redukdlt csoportnak minden szervans bévitése akkor és csak akkor
lesz T-tulajdonsdgii, ha A=K+ F, ahol K korldtos rendu tor_locsoport és F torzio-
.mentes  csoport.,

Megjegyzés. Nem jelent megszoritast az, hogy csak a redukalt csoportokat
vizsgaljuk, mert mint konnyen belathatod, egy csoportnak minden szervans bGvitése
akkor és csak 7-tulajdonsagi ha a redukalt részére érvényes hasonlé allitas.

Bizonyitds. Az elegendGség bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy A szervans rész-
-csoport G-ben és A=K+ F, ahol K korlatos rendii torziéesoport, F torzibmentes
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és GJA széthasithatd csoport. Ekkor az 1. Lemmat alkalmazva G/F/A/FgG/A

alapjan kovetkezik, hogy G/F széthasithato vegyes csoport, mert az A/F csoport
elemeinek rendje korlatos. Mivel A s igy F is szervans részcsoport G-ben és G/F
széthasithatd, a 3. Lemmabdl kovetkezik, hogy G is széthasithatd vegyes csoport.

Tegyiik fel most a feltétel sziikségességének igazolasa végett, hogy az A csoport
barmely G* szervans bGvitése T-tulajdonsagi. Ekkor specidlisan G* =4 is T-tulaj-
donsagl szervans bvités és G*/A = {0} széthasithatd csoport, tehat a feltétel szerint
A=G* =T+ F, ahol T torziécsoport és F torzidmentes csoport. Kimutatjuk, hogy
a T torzidcsoport korlatos rendii.

Tegyiik fel, hogy 7T elemeinek rendje nem korlatos igy a BAER—FOMIN tétele
(lasd pl. Fucss [1] 187. old.) alapjan Iétezik egy nem széthasithaté H vegyes csoport
amelynek T a maximalis torziérészcsoportja. Legyen G=H + F, ekkor A szervans
részcsoport G-ben. Ugyams legyen az nx—a(aEA) egyenlet egy megoldasa 2(€G),
akkor g=h+fésa=t'+f (heH;f,f €F;t'€T)é az ng=nh+nf=1 +f egyen-
18ségekbll a G = H + F direkt felbontas alapjan nf=f" és nh=1" kovetkezik. Mivel
T a H csoport maximalis torzidrészcsoportja szervans részcsoport, s igy alkalmas
1€T elemre nt=7, tehat az nx =a egyenlet ¢+ f megoldisa az A csoport eleme.
Legyen a GJA faktorcsoport egy rendhi reprezentansrendszere (..., LJael
(I': indexhalmaz.) Ekkor egy nh =0 egyenl8ségbdl nh, =0 kdvetkezik, azazh ETSA,
mert G és H maximalis torzidrészcsoportja megegyezik, igy ha—O, tehat G/A torzio-
mentes, azaz széthasithatd csoport. A feltétel értelmében G =T+ F’ (F’: torzio-
mentes csoport,) de HS G és TS H miatt H=T+ F” (F”: torzidbmentes csoport)
kovetkeznék ami ellentétben van azzal, hogy H nem széthasithato vegyes csoport.

- Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik.
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O TIIPOBJIEME PA(,LU,EI'I.HSIEMOCTI/I CMEWAHHBIX ABEJIEBBIX T'PYIII
3. TIAIII '

B 3amerke [0Ka3niBaercs CJEAyIOLLas TeopeMa:
Teopema. Idas Toro uto6H BCsiKoe pacliupedie G peAyUHPOBaHHOH abefeBOi FPynmul
A, comepxauee A B KauecTBe CEPBAHTHON INOATPYIIL, PACAC]GCH, €CaH TOJIbLKO pacna-

raetcss daktoprpynna G/A, HeoGXOAHMO I AOCTATOYHO, uTo6H Gblo A=K 4 F, rae
K — meproaMyecKkast TPYyMlia ¢ OPraHHYEHHBIMII B CBOKYNHOCTH MNOPSIJIKAMH 32JIGMEHTOB,
a F — rpynna 6e3 KDyueHHS.

ON THE SPLITTING PROBLEM OF MIXED ABELIAN GROUPS
Z. PAPP |

In this .paper we prove the following theorem.

Theorem. A reduced group A4 has the property that every extension G of A, in which Ais a )
pure subgroup splits whenever G/A splits if and only if- 4 = K+ F, where K is a bounded torsion
group and F is torsion free.
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