FELCSOPORTOK BOVITESEROL
Irta: SZENDREI JANOS

1. Jeldljon ® =, B, 7, ... egy tetszésszerinti félcsoportot, F=0, a, b, ... pedig
egy zéruselemes félcsoportot. Ha ®-nek, illetve F-nek van egységeleme, akkor ezt
e-nal, illetve e-vel jeloljik. A @ félcsoportnak az F félcsoporttal valé (CLIFFORD-
féle) bdvitésén értiink egy olyan E félcsoportot, amelynek @ idedlja és E/@~ F
teljesiil [1]. Ezek a bivitések — ha egyaltalan léteznek — a kovetkez6képpen allnak
elG:

Legyen E= F,U®, ahol F; = F\0. £-ben definialunk egy * miiveletet ugy, hogy

ab, ha ab=0,
M “*b:{gg,_,b,>,e¢,‘ ha ab=0,
) a%a, akacd,
() axf=—af.

E nyilvan akkor és csakis akkor ®-nek F-fel vald bdvitése, ha az E-ben bevezetett
* miivelet asszociativ.

CLIFFORD [1] alatti dolgozatiban megmutatja, hogy a @ félcsoportra tett bizo-
nyos kikétések mellett 1étezik ®-nek egy tetszésszerinti F félcsoporttal valé bévi-
tése. Nyitott kérdésként veti fel azonban -ilyen-bgvités létezésének az eldontését az
altalanos esetben.

Ebben a dolgozatban REDE [3] és VAN LEEUWEN [5] alatti gyiiriielméleti vizsga-
latainak analégonjaként ramutatunk a félcsoportok kett8s-tranzlacidinak hasznal-
hatdsagara s ezek felhasznalasaval megvizsgaljuk a félcsoportok bdvitéseit.

2. A @ félcsoport kettds-tranzlaciéjan értjiikk a ® olyan dénmagaba valé 4:a —
—A4a, a - o4 (rendezett) leképezésparjat, amelyre teljesiilnek a kovetkezs feltételek:

Aup)= (1B, (@p)*=a(p), (M
(@B = a(*p), ()
(o) = A(a). - 3

®-nek A, B kettGs-tranzlacidjanak szorzatat igy értelmezziik:
ABa:A(Ba)’ aAB'= (A8, (4)

Az A és B kettGs-tranzlacidkat bardtsdgosnak nevezziik, ha
(Ha)? = 4(a). ©)
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A kett8s-tranzlacidk egy halmazat (vagy egy félcsoportjat) baratsagosnak mon-
juk, ha e halmaz barmely két eleme baratsagos. (3)-bol nyilvanval6, hogy minden
kett8s-tranzlacidé onmagival baratsagos. A KURATOWSKI—ZORN-lemma alapjan
kovetkezik, hogy baratsagos kettds-tranzlacidknak barmely halmaza egy maximalis
ugyanilyen halmaznak része. Konnyen belithaté az is, hogy baratsagos kettds-
tranzlacidknak egy maximalis halmaza félcsoport, s ezt maximalis baratsagos kett6s-
tranzlacié-félcsoportnak nevezziitk. Az elmondottakbdl koévetkezik, hogy minden
kettos-tranzldcio-félcsoport legaldbb egy maximdlis bardtsdgos kettds-tranzldcio-fél-
csoportnak része.

Ha ¢ a ® egy rogzitett eleme, akkor a B,:« — ¢, a —op ®-nek 6Snmagaba valo
leképezésparja ®-nek kettds-tranzlacidja, amelyet a @ (¢ altal indukalt) belsé kettds-
amelyet a @ teljes belsd kettSs-tranzlacio-félcsoportjanak neveziink s B, -vel jeldljiik.
Erre vonatkozik az '

1. tétel. By a @ félcsoport minden maximdlis bardtsdgos kettds-tranzldcio-
félcsoportjanak idedlja.

Bizonyitds. Legyen A egy tetszésszerinti, B, pedig egy belsé kett8s-tranzlacio.
(4) és (1), illetve (4) és (2) felhasznalasaval adodik a kovetkezs:

Wiy =(Pra) =Y(po) = ("p)a, o' **7 = ()"0 = (@) p =2 ("9),

azaz AB, egyenl6 az 4¢ elemmel indukalt bels6 kettds-tranzlaciéval. Hasonléan
kapjuk azt is, hogy B, A4 egyenlS a ¢#-val indukalt bels6 kettSs-tranzlacidval. Tehat
AB,, B,A€ By, ami bizonyitandé volt.

Ervényes tovabba a kovetkezG™--- .

2. tétel. Egy félesoport akkor és csakis akkor egységelemes, ha csak belso
kettos-tranzldcioja van. ;

Bizonyitds. Legyen a ® félcsoport egységeleme &. Ekkor (1) miatt @ barmely

srrr

A kettds-tranzlacidjara _
Ao =A(ea) = ("e)a, at=(ae)! =0(e?),

tovabba (2) miatt ‘e =e&(4e) =(¢4)e=¢4, amikb8l kovetkezik, hogy ® barmely A
kett8s-tranzlacidja egyenld az 4e(€ @) elemmel indukalt bels§ kettds-tranzlacidval,
azaz A =B, Megforditva, ha ®-nek minden kettSs-tranzlacidja belsd, akkor az
identikus leképezésparnak is belsé kett8s-tranzlacionak kell lennie. Ebbdl kovetkezik,
hogy ®-nek van egységeleme.

A fentiekbdl latszik, hogy egy félcsoportnak altalaban tobb maximalis barat-
sagos kett8s-tranzlacio-félcsoportja van. Az alabbiakban néhany olyan félcsoport-
osztalyt adunk meg, amelyekhez tartozo félcsoportoknak egyetlen maximalis baratsa-
gos kettds-tranzlacié-félcsoportja van.

3. tétel. Ha a ® félcsoportban érvényes az egyoldali leosztdsi szabdly, akkor
D-nek egyetlen maximdlis bardtsdgos kettés-tranzldcio-félcsoportja van.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ®-ben érvényes a jobboldali leosztasi szabaly
azaz ay=fy fennallasabdl kovetkezik az a=f egyenlSség. Jeldlje 4, B a @ keét
tetszésszerinti kett8s-tranzlaciojat. (2)és (1) ismételt felhasznalasaval kapjuk a kovet-

kez6t:
((A2)B)y = (*2) (By) = 4(a(®y)) = H((2®)y) = (*(2®)) 7.
Ebbdl a feltevés miatt
| (4a)P = 4(a?)

kovetkezik, azaz barmely két kettds-tranzlacié baratsagos, ami bizonyitandé volt.
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4. tétel. Ha a @ félcsoportnak bdrmely eleme felirhaté-két elem szorzata-
ként, akkor ®-nek egyetlen maximdlis bardtsdgos ketitds-tranzldcio-félcsoportia van.

Kiegészités. Ilyen félcsoportok példaul a kovetkezSk: '

a) A bal- (ill. jobb-) egységelemes félcsoportok;

b) Azok a félcsoportok, amelyekben minden elem idempotens;

¢) A NEUMANN-féle regularis félcsoportok.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy © barmely o eleme o=fy alakban irhaté fel.
Ekkor (1) ismételt felhasznalasaval kapjuk a kovetkezst:

(40)" = (A(B1)* = ((1B)7)* = (“BY(y") =4 B(y™) = *((By)®) = 4(=").

Eszerint barmely két kettds-tranzlacié baratsagos, tehat ®-nek egyetlen maximalis
baratsagos kett8s-tranzlacio-félcsoportja. van.

3. Ezutan ratériink a félcsoportok "Bévitéseinek vizsgalatara.

Legyen F a @ félcsoportnak egy bGvitése az F zéruselemes félcsoporttal. Az
{a, b> €D elemek halmazat, ahol a, 50 és ab=0, faktorrendszernek nevezziik, s

W-vel jeloljitk. W lehet az iires halmaz is, mégpedig akkor és csakis akkor, ha F,

_ félcsoport. Vilagos, hogy az asszociativitisbol kifolydlag a faktorrendszerre a, b, ¢ #0,
abc=0 esetén

{ab, c>=Xa, bc> {ab,c> =a *<{b,c), {a, by xc={a,bcd, {a,b> ¥c=a *{b,c> (6)
érvényes aszerint, hogy
ab, bc#0; ab#0, bc=0; ab=0, bc#0; ab=0, bc=0.

Az E-ben értelmezett * miivelet szerint £, minden a eleme ®-nek egy [a] kettJs-
tranzlacidjat indukalja, mivel @ idealja E-nek. Tekintsiik E-ben az F, altal generalt
félcsoportot s jelsljuk ezt { F,}-val. Nyilvanvald, hogy {F,} 2 Fo UW. A @ félcsoport-
nak E-ben az {F,} elemeivel indukalt kett8s-tranzlacidinak [{ F,}] halmaza nyilvan-
valdan tartalmazza az [F,]U[¥] halmazt. [{Fo}] baratsagos kett8s-tranzlacio-fél-
csoportja ®-nek. Az a—[a] hozzirendelés..az F-nek olyan leképezése [{F,}]-ba,
amely az a#0 esetén egyértelmii, a O-nak megfelelo halmaz pedlg tartalmazza
Y-t és .

[ab]a, a[ab),
[a][b} = {\a, by, «a, b,

aszerint, hogy ab #0, illetve ab=0. Az F félcsoportnak egy ilyen leképezését az F
eldgazé homomorfizmusdnak nevezzilk a @ egy baratsagos kettds-tranzlacid-félcso-
portjara. ‘

Megforditva, ha valamely F zéruselemes és @ tetszésszerinti félcsoport esetén
létezik egy ‘¥ faktorrendszer a (6) feltétellel, és létezik az Frnek @ egy [W]:t tartal-
maz6 baratsigos kett8s-tranzlacio-félcsoportjara valé eldgazé homomorfizmusa,
akkor létezik ®-nek F-fel vald bévitése. Az F=F,U® halmazban definidljuk a
% miiveletet a kovetkezGképpen:

o[a][b] = { (M

_ fab  (ab#0), e ,
a¥xb= (a, b) (ab=0), axka=[alx, 2 ¥ a=ulal, « ¥ f=0af. ®

E-ben a % miivelet asszociativ volta kozvetlenul adddik az (1)—(7) alatti osszefiig-
gesekbol
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Osszefoglalva tehat kimondhatjuk a kovetkezd tételt:

5. tétel. Egy @ félcsoportnak akkor és csakis akkor létezik valamely F
zéruselemes félcsoporttal valé bévitése, ha megadhato a (6) feltételt kielégité ¥ faktor-
rendszer és van az F-nek a ® egy, a [\Y]-t tartalmazé bardtsdgos kettés-tranzldcio-
félesoportjdba. vald eldgazé homomorfizmusa.

Ekkor az E=FyU® halmaz a (8) alatt definidlt mielet szerint félcsoportot
alkot, s ez ®-nek F-fel valo egyik bovitése, tovabbd zlyen modon dllithato elé a ®-nek
F-fel valé osszes bovitése.

4, Végiil az elmondottaknak néhany alkalmazasat mutatjuk be.

a) Ha ® egységelemes, akkor mint elGbb lattuk, akkor ®-nek csak bels§ kettds-
tranzlacidja van, s ezek félcsoportja izomorf magaval ®-vel. Ezért ®-nek F-fel vald
barmely bdvitése ugy all elS, hogy vesszitkk az F-nek ®-be valo elagazé homomor-
fizmusat. (Lasd CLiFForD [1] 2. tétel.)

b) S. ScHwaRrz [4] dolgozataban a kdvetkezd két félcsoportkonstrukciét adja
meg:

1°. Legyen F, és ® koz0s elem nélkiili csoport. Legyen ¢ az Fy-nek ®-be valo
homomorf leképezése. Az E= F,lU® halmazban definialjuk a kdvetkez6 miiveletet:

a*¥b=ab, a*a=p(a),. oka=apa), o*f=af.

E egységelemes félcsoport, @ idealja E-nek.

Ezt a konstrukciét a kovetkez6képpen is megadhatjuk.

A F=F,U{0} halmaz a 0-0=0, 0-a=a-0=0(a € F,) definiciék szerint zérus-
elemes félcsoport. Most F, félcsoport lévén a W faktorrendszer az iires halmaz.
Tovabba @ egységelemes lévén, egyetlen maximalis baratsadgos ketts-tranzlacio-
félcsoportja van, a bels6 és az izomorf magaval ®-vel. Mindezek alapjan F-nek
®-ba valé elagazé6 homomorfizmusa éppen az Fy-nek @:=be valé a—[a]=p(a)
homomorf leképezése. Az E=F,U® halmazban a fenti mddon értelmezve egy
miiveletet, E félcsoport és ez a ®-nek egyik bdvitése az F= FyU {0} félcsoporttal.
Az is nyilvanvalo ®-nak az F-fel valé minden bdvitése igy adhaté meg.

2°. Legyen ® egy csoport és a egy, nem a ®-ben fekvs elem. Legyen ¢ a G egy
rogzitett eleme. Az E£={a} U® halmazban definidljuk a miiveletet a kovetkezs-
képpen: a ¥a=g?, a %o =9x, a ¥a=ag, « ¥f=aff. Ekkor E félcsoport. ‘

Ezt a konstrukcidt a bGvitések segitségével a kovetkezSképpen adhatjuk meg.

Legyen F={a, 0}, amelyben 0-0=0, 0a=a-0=0, a:a=0. A faktorrendszer
egyetlen elembdl all, ez az {a,a) €®. Masrészt ® egységelemes 1évén, egyetlen
maximalis baratsagos kettGs-tranzlacio-félcsoportja izomorf ®-vel. F-nek barmely
elagazé homomorfizmusa ®-be a —[a] = g( € ®) leképezéssel adhaté meg. A (7) alatti
[al[a]x ={a, a)a, ala][a] =ala, a) Osszefiiggésbbl kovetkezik, hogy {a, a) =92. Az
E={a}U®, tehat ®-nek az F={a, 0}.félcsoporttal valé bdvitése és az dsszes ezen
az uton nyerhetd.

) 'KAUFMAN [2] dolgozataban leirja véges c1kl|kus félcsoportok ciklikus fél-
csoportokkal vald bévitéseit.

Legyen @ ={a}=a, ..., Cnyry, @~ 2F1 qn2 (amFl=qm-n2tl) és S={a}=
=aq,..,an " gnntlgm (gmtl=gm-nitl), Két esetet kiilonboztetiink meg
aszerint, hogy r, =2 vagy r, =1. Az elGbbi esetben S-nek nincs zéruseleme, a maso-
dikban a™ S-nek zéruseleme. Ennek megfelelden az els6 esetben legyen F=SU {0},
a masodik esetben F=S.
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A @ ={a} Osszes kett8s-tranzlacidi-a kovetkezdk:
[e):a—o, ¢ —a
[o)f it — oo, a0 —otox? (t=1,..,n,—1),

ezek halmazat jelslje D. [e] akkor és csakis akkor belsS, ha r, =n,, azaz ® ciklikus
csoport.”([«]' 1=0 esetén jelentse [g]-t.) Nyilvanvald, hogy [a]"z={a]"2~"2.

1°. Tekintsiik az elsé esetet. Mivel most F, = S félcsoport, azért W iires. F-nek
D-be vald elagazé6 homomorflzmusait pontosan azok az a —[a]' leképezések szol-
galtatjak, amelyekre t=0 vagy r,|rit és (ny—ry+1)t=n,—r,. Ezért érvényes a
kovetkez6 allitas: ,

Az {a} félcsoportnak akkor és csakis-akkor van bdvitése az {«} (r, =2).fél-
csoporttal, ha létezik olyan ¢ szdm, amelyre t=0, vagy =0 esetén r,|r.t,
(n,—r +Dit=n,—r, teljesil. Ekkor a bévités a kovetkez6képpen adhatd meg:.
Az E={a}U{a} halmazban a * miiveletet az

dxad=ad** axa=[ala=a¥a=afa] =a'*!, al kak=gi+k

relaciékkal definialjuk. .

2°. A masodik esetben F= S, Fo=a, . ,a"~1 ahol F, nem félcsoport. A ¥
faktorrendszert azok az {ai, a*) elemparok alkotjék, amelyekre i+ k =n,. Az F-nek
D-be val6 elagazé homomorfizmusait most is a—[a]' alakban adhatjuk meg. (7)
miatt <d', &> ¥a=[a]o]"a, o %<&, a*) =ala][x]*, amib8l kovetkezik, hogy
{d', a*y =o™ minden i, k-ra (i+k=n,). Ezt figyelembe véve az a—[a]’ leképezés
akkor és csakis akkor eldgazé homomorfizmusa F-nek, ha 1. 1=0 (s ez akkor és
csakis akkor kdvetkezhet be, ha [¢] belsé kettds-tranzlacio, azaz {a} ciklikus csoport);
2. t#0 esetén m=n,t vagy r,lm—nt és njt=n, —r, (m#=nt) teljesil.

Osszefoglalva, az {a} félcsoportnak akkor és csakis akkor van' bdvitése az
{a} (ry =1) félcsoporttal, ha léteziiek olyan m es 1 egész szamok, amelyekre teljesiil
a kovetkez8 feltételek egyike

1. t=0 és n,=r,, m=n,, azaz {a} ciklikus csoport;

2. m=nt vagy m#=nt és rylm—nt;nt=n, —r, (t#0). A bbvités a kdvet-
kez8képpen adhaté meg: Az E={{a}\am}U {a} halmazban miiveletet az

o att  itk<ny,
axa = . " -
o lamts i+k=n, itk=n,+s,

a¥a=[a)e, axa=ofa) =o'+1 o ka*=at* relaciokkal definialjuk.
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O PACHIMPEHWH TOAYTPYIlll
1. CEHIPEH

IMapa orc6paxennii noayrpynnst @ 8 cefe, yAoBjeTBopsiollas yciaosuaMm (1)—(4).
HasuBaeTcs ABOfiEmiM casuroM. [IpM noMouwiit ABOMHHX CABHrOB MNOJMYFPYNNm 3anaerca
1eoOXOANMOe N NOCTATOMHONE YCJAOBHe AJs cyulecTBoBanus KanddoparoBa paciuu-
penua £ noayrpyrnm @ ¢ noMoubio foayrpynnn F ¢ Hydem, T, e, nayrpynnet E, B Ko-
Topoiih @ — BYCTOpOHBHIT Hiean u Bunoauserca E/@ = F Pesyibrar sBAsieTcs YCHJte-
nueM pesyabratoB Kaunddpopaa ([l]. MeronaM, H3a0KeHHBIMH 31echb, OKa3hBaloOTCs
HPOCTO CKOHCTPYHPYEMBIMH NOJYrpynnsl, 3aganuste LiBapuom [4] u Kayd Manom [2]

UBER DIE ERWEITERUNGEN VON HALBGRUPPEN

Von
J. SZEENDREI

Unter einer Doppeltransiation einer Halbgruppe @ verstehen wir eine Doppelabbildung
(ein geordnetes Paar von Abbildungen) der Halbgruppe @ in sich, die die Bedingungen (1)—(4)
erfilllen. Mit Hilfe der Doppeltranslationen wird eine notwendige und hinreichende Bedingung
gegeben dafiir, daB eine CLiFForDsche Erweiterung E einer Halbgruppe @ mit einer Halbgruppe
F (mit Nullelement) existiere, d. h. in der Halbgruppe E die Halbgruppe @ ein zweiseitiges Ideal
sei und- es gilt £/@ ~ F. Dieses Ergebnis verschirft die Resultate von CLIFFORD [1], Ferner, die
hier. betrachtete Konstruktion liefert die von ScHwarz {4] und KAUFrMAN [2] gegebenen Erweiter-
ungen von speziellen Halbgruppen. ’



