A PARABOLA SIMULO KOREINEK KOZVETLEN TARGYALASA
irta: GAZSO ISTVAN

A simuld kor fogalmat kézépiskolai fokon nem vezetjiik be, legfeljebb utalunk
ra a geometriai optikdban, amikor a parabolikus tiikkroket targyaljuk. A matematika.
féiskolai oktatasaban is csak futdlag talalkoznak vele a hallgatok, mert tobbnyire
késén, mar csak akkor foglalkozunk vele, amikor rendelkezésiinkre all a targyala-
sahoz sziikséges differencialszamitas.

Ezen a helyzeten javitani kell és lehet azzal, hogy kozvetleniil ismetetjik meg
a hallgatdkkal legalabb egy gorbe simuld koreit, és azokkal kapcsolatban felada--
tokat oldatunk meg.

Az alabbiakban bemutatok egy targyalast, amelyet a parabola simuld koreire
vonatkozdan a fGiskolai oktatas céljara kidolgoztam.

1. Elbkészités. Targyalasunk egyszeriisitésére alkalmazhatdé a kovetkezd
Segédtétel: Ha a P pontbdl hizott a és b szel6k egyik szdgfelezdje parhuzamos a para-
bola tengelyével, akkor az a-n fekvé A, és A,, illetve b-n fekvé B, és B, metszéspon~
tokra teljesiil :

1) PA,-PA, — PB,-FBs;

II) az Ay, A,, By, és B, pontok egy kiron fekszenek, (konciklikusak);

1I1) az A A,B,B, négysziog siulypontja a parabola tengelyére esik.

Bizonyitds: Tekintsik az y?=2px egyenletli parabolat és a sikjaban fekvd
Po(xq; yo) pontot.

1) Legyen a Py-bdl hiizott és a parabolat metsz8 a egyenesnek az x tengely
pozitiv felével bezart szoge «, akkor az a egy tetsz8leges P(x; y) pontja koordina-

tait a t-——Po_ﬁ tavolsag felhasznalasaval a kovetkez§ egyenletek fejezik ki:
(1. : X=Xxq+1COS q, y=Yo+1sina

Ha b egyenes teljesiti a Segédtételben foglalt feltételt, akkor n—o szdget zar
be az x tengely pozitiv felével (1.a) és b) abra). Tetsz8leges pontjanak koordina-
tait, az el6bbihez hasonldan, a kovetkezd egyenletek fejezik ki:

2) x=x¢+1cos(n—o)=x9—1cos o
y=yo+tsin(m—a)=yo+tsin a.

Az q egyenes és az y?=2px egyenletli, parabola 4, és 4, metszéspontjainak
koordinatai kielégitik az
(yo+ 1 sin @)2=2p(xy+f cos o)
egyenletet.



la ‘ébra: : 1b dbra

‘Ebbsl meghatarozhatjuk A, és 4, koordinatait, ha az egyenletet 7-re megoldjuk,
Rendezéssel kapjuk a
(3) t2sina+t(2yosina—2pcosa)+y3—2pxe =0

-egyenletet, amely t-ben masodfoku és amelynek 7, és £, gybkeire egyrészt teljesiil,
hogy

POAIZII éS P0A2=t2,
masrészt
. p—2px
(4) Pody-Pody = goza
Hasonlé médon kapjuk a & egyenes B, és B, metszéspontjainak koordinatira
vonatkozdlag az
(y3+tsina)? = 2p(x,—1cosa)
-egyenletet, ebtdl pedig:

«(5) 12sin a+t(2yo sina +2p cos o) + y2 —2px, = 0.
Az (5) egyenlet 1] és t; gyodkeire egyrészt

PoBi=t; é PoBy=t;,
‘masrészt

, ., Ye—2pxo
(6) .  PoBy:PoB; = ti-1; = inla

A (4) és (6) Osszehasonlitasabdl kovetkezik, hogy

POAI'POAZ = POBI"PIBZ'

Ezzel a segédtétel I) pontjat bebizonyitottuk.
II) Az I)-ben bizonyitott Osszefiiggést irhatjuk

Pod,:PoB, = PoB,:PoA,

alakban is, ami pedig — figyelembevéve, hogy az A4,P,B,; < =B,Pyd, < — azt
Jelenti, hogy PyA B, A ~PyB,A, . Ebbdl pedig kovetkezik, hogy az 4, B, szakasz
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A,-bol és B,-bbl ugyanakkora szog alatt latszik. Tehat — a keriileti szog tételének
megfordithatosaga alapjan — az A,, B;, A, és B, pontok egy koron fekszenek.

Megjegyzés: a szobanforgd kér kdzéppontjat megkaphatjuk a 4 pont altal
meghatarozott 6 szakasz koziil barmelyik ketté felez6merdSlegesének metszéspontja-
ként, hiszen mind a 6 szakasz hidrja a kérnek.

A III) pont bizonyitasa elStt emlékeztetiink arra, hogy egy négyszdg sulypont-
janak koordinatait csicspontjai koordinatiinak szdmtani kozepei adjak. Szamit-
suk ki az 4, A,, B, és B, pontok ordinatainak Gsszegét.

Minthogy
Y4, = Yo+ itisina
Y4, = Yo+ tasina
Vg, = Yo+ t{sina
Vg, = Yo+ tisina
ebbd]

J’A.+J’A2+J’B.+y32=4yo+5in O‘(t1+’2+’i+t§)
Masrészt a (3) és (5) egyenletekbdl:

2ygssina—2pcosa

t 1, = -
1+ sinZ o
Hath = — 2y0sinc.x—i—2pcosoz
sin? o
azaz
4
A+t = — 2.
s o
Ez azonban azt jelenti, hogy
7 _ . B 4y, |
U Ya,tYa,+¥p,+ ¥y, = 4y + sina Sno =0

7

Tehat a négy pont ordinété’jénak Osszege 0, vagyis az altaluk meghatirozott négy-
szog sulypontja valéban a parabola tengelyére esik.

2. A paraboldaval érintkezd korok.

a) Vegyiik fel most a parabolan a P, pontot. EgyelSre zarjuk ki azt az esetet,
amikor P, a parabola csucsaba esik.

Ha a P, ponton athaladé a és b egyenesre teljesiil a Segédtétel kikotése, akkor
most is érvényes I), 11} és III).

Az I) ugyanis PyA,=0 és PyB, =0 miatt nyilvanvaléan fennall, hiszen

POAI'POAZ = POBI'POBZ = 0.

A 1I) szerint A,, B, és Po(=A4,=B,) pontok egy k korre esnek. Ez az allitas
3 nem kollinearis pontra mindig teljesiil. Az A,, B, és P, azonban jelenleg nem akar-
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milyen pontok. Ennek megértésére vegyiik fel atmenetileg a P, pontot igen kozel
a parabolahoz. A kapott A, A, B, és B, pontokon athaladé & koér kozéppontjat
— a Segédtétel bizonyitasa kozben tett megjegyzés értelmében — meghatarozhat-

juk a PoA, és PyB, szakaszok felezGmerdlegeseinek metszéspontjaként is. Ha most
a P, pontot kozelitjilk a parabolahoz, hataresetben a PyA, és a PyB, egyenesek

atmennek a P, ponthoz tartozé parabola-érintGbe. A hataresetben eltiinG Py4,

és P,B, szakaszok felez6merdlegesei pedig atmennek a parabola P, pontjihoz
tartoz6 normalisba.

Ez azt jelenti, hogy a k kor hataresetben olyan k korbe megy at, amelynek
a kézéppontja rajta van a parabola P, pontjahoz tartozé érintdre emelt merélege-
sen: tehat a paraboldnak és a k kérnek kézds érintdje van Py-ban.

Ertelmezés: ha egy érintdnek kétszeres kozos pontja van a gorbével, mint a
legtobb esetben, azt mondjuk, az érint6 és a gorbe elsérendiien érintkezik.

S minthogy a most targyalt esetben a parabolanak és a k kornek a P, pontban
egy kétszeres k6zOs pontja van az érintével, — tehat egyméssal is —, azt mond-
hatjuk, hogy a parabola a P, pontban elsdrendiien érintkezik a k korrel.

Végiil teljesiil a Segédtétel IIT) pontja is, ha a sGlypont koordinatainak szami-
tasakor a P, pontot kétszeresen szamitjuk, annak megfeleléen, hogy benne — a.
korabban szereplé négy pont kozill — kettS, A, és B, egybeesik.

b) Rogzitsiikk a Py(xy; yo) pontot, ellenben forgassuk a rajta athaladé a-t és
vele szemben b-t is Uigy, hogy a Segédtétel kikotése tovabbra is teljesiiljon, azaz,
hogy az a és b egyenesek egyik szogfelezje parhuzamos legyen a parabola tenge-
lyével. Az igy kapott egyenesparok olyan pontokat metszenek ki a parabolabél,
hogy a rajtuk és a P, ponton athalad6 korok kozéppontjai rajta vannak a para-
bola P, pontjahoz tartozé normalison. Mas szdéval: az igy kapott kérok mindegyi-
két érinti a parabola P, pontjahoz tartozé érint6. — Ezt az eredményt agy is ki-
fejezhetjiik: ezek a korok mind elsbrendiien érintkeznek a paraboldval a P, pontban.

P

2. abra

3. A parabola simulo korei.

Vegyiik fel végiil igy az a egyenest, hogy egybeessék a parabola P, pontjahoz
tartozoé e érint6vel. Ebben az esetben az 4, pont is a P, pontba keriil. Tehat a ko-
rabban szereplS 4 pont koziill mar hirom pont (4,, 4, és B,) egybeesik a parabola
P, pontjaval. Az a egyenes érintGbe vald elforgatasanak megfelel§ olyan b egyenes,
amely teljesiti a Segédtétel kikotését, a Py, ponton kiviil metszi még egy B, pontban
a parabolat.

Ebben a kiilonleges esetben is érvényesek a Segédtétel allitasai.
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Van egy és csak egy olyan kor, amelyet meghataroz e hatarhelyzet: a P, pont-
ban egybeesG A4,, A, és B; pontok és a rajtuk kiviil es6 B, pont. Ezt a kort nevez-
zilk a parabola P, pontjdhoz tartozo simulo kornek, vagy gorbiileti kdrnek.

- ‘Ha figyelembe vesszilk a simul6 kornek a k6z6s érint6re vonatkozd titkorképét
is, tovibba a parabolat a P, pontban belilr8l és kiviilrdl érint§ 6sszes koroket,
azt mondhatjuk: a simulé kor az egyetlen olyan kor, amelynek a P, pontban hdrom-
szoros kézds pontja van a paraboldval és azon kiviil is van még kézds pontja a para-
boldval.

Ez utdbbi tulajdonsiga miatt a simuld kort mdsodrendiien érintkezé kiornek
is nevezzik.

4. A parabola simulé kiérének néhdny tulajdonsdga.

1° A simul6 kor értelmezéséb8l kovetkezik, hogy mikdzben P, pontban ha-
romszoros kozés pontban érinti — ugyanott metszi is a parabolat (3. abra).

Z Q

G4

4

3. dbra

2° A simuld kor tehat részben a parabola belsejében, részben a kiilsejeben
halad.

3° A parabola szimmetridja miatt vannak olyan pontok a paraboldn, amelyek-
hez ugyanakkora sugari simulé kordk tartoznak. Ha a parabola egyenletét y2=2px
alakban irtuk fel, azt mondhatjuk: az egyenld abszcisszajii pontok simulé korei
egyenld sugarnak.

5. A csucspont simulo kére.
Vegyiik szemiigyre most azt az eddig ideiglenesen kizart esetet, amikor a
Py(x0;¥0) pontot a parabola csicsadban vessziik fel. Minthogy a parabola cstics-

érintGje merdleges a tengelyére, itt az a egyenes csak akkor valik érintévé, ha o = g,
igy a Segédtétel szerint hozza rendelt b-nek a tengellyel bezart f szogére teljesiil a
A
=1—o=n—= = =,
B 272

Ez azt jelenti, hogy b is merGleges a tengelyre, tehat az a és b egybeesik. Vagyis
ebben a kivételes esetben az 4, 4,, B, és B, pontok mind egybeesnek a parabola
P, pontjaban. Eszerint:

a csucshoz tartozé simulo kiérnek a csiicspontban négyszeres kizés pontja van
a paraboldval. Ekkor azt mondjuk, hogy a két gorbe harmadrendiien érintkezik.
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A simuld kor 4.-ben emlitett tulajdonsagai koziil az 1° és 2° nem vonatkozik
a cstcshoz tartozd simuld korre. Ez ugyanis nem metszi a parabolat, (kbrnek és
parabolanak legfeljebb 4 kozos pontja lehet) és teljes egészében annak beljesében
halad. — A 3° pedig semmitmondé. Ennek ellenére a csticshoz tartozé simulé kor
is egyértelmiien meghatarozott. Alabb megmutatjuk, hogy sugara és kdzéppontja
kiszamithato.

6. A parabola és a simulé kér kézds hurja.

Tétel: Az y?=2px egyenletii parabola Py(xy; yo) pontjéhoz tartozé simulé kor-
nek még egy Q kézos pontja van a paraboldval, ennek koordindtdi: Xo=9x4; Y=
=—13y,; és a PoQ kézds hurt tartalmazé h egyenes egyenlete:

®) h=(y—y0) Yo+ p(x—x0)=0.

Bizonyitds: A Segédtétel 11I) pontja alapjan — és mivel P, pont haromszoros, az
¥o-t is hiromszorosnak kell venniink — felirhatjuk a (7) szerint a

3yo+Yo=0 egyenletet,
amibdl: Yy=—3y,.
Mivel pedig Q pont rajta van a parabolan, teljesiil

Y3=2pX,, azaz (- 3y0)?*=2pX, is,
amib8l: 9y3=2pX, és y3=2px, miatt
9-2pxy=2pX,, tehat: X,=9x,.

A P,0 kozos hurt tartalmazé h egyenes egyenletét legegyszeriibben annak
figyelembevételével irhatjuk fel, hogy a parabola P,(x,; y,) pontjadhoz tartozd e
érintd egyenlete, mint ismeretes

® e=(y—yo)o—P(x—x0)=0.

Az o és m—o szogek miatt az e illetve & egyenesek iranytangense csak eljel-
ben tér el egymastol, tovabba mivel A is atmegy a Py(x,; yo) ponton, egyenlete
valéban

h=(y—yo)yo+p(x—x0)=0,
amit bizonyitani kellett.

Ezt az egyenletet kielégiti a Py(0; 0) ponthoz tartozd elfajult eset is, ha az ide
tartozd érint§ egyenletét annak figyelembe vételével irjuk fel, hogy x=0.

7. A simulo kor kizéppontja.
Tétel: Az y*=2px egyenletii parabola Py(xy; yo) pontjdhoz tartozé simulé kér K,
kozéppontjdnak koordindtdi:

' _ v Y
(10) Xo=3xo+p; Yo=—3

p2

Bizonyitds: a) Induljunk ki el6sz6r abbol, hogy K, rajta van a parabola P, pont-
jahoz tartozd n normaélison, amit az ide tartozd e érintd (9)-ben felirt egyenlete
alapjan irhatunk fel, annak figyelembevételével, hogy meréleges az érint6re. Az u
normalis egyenlete tehat:

(11) nE(X—xo)}’o‘*‘_P(y_}’o):O
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Masrészt K, rajta van a kozos hur felez6mer6legesén is. Ahhoz, hogy ennek
egyenletét felirhassuk, elébb kiszamitjuk a k6zos hir F felez6pontjanak koordina-
tait, P, és Q koordinatai segitségével.

Yo—3¥0o

3 = —Jo-

(12) XFZ;"‘»Z——sto; Yp=

gy tehat az F-en atmend s a (8)-cal felirt 4 egyenesre merGleges egyenlete:

(13 S=—yo(x—=5x0)+p(y+ye)=0.

Az n és f egyenesek metszéspontjanak koordinatait tehat a (11) és (13) egyen-
letekbdl képzett egyenletrendszer adja.
Rendezéssel kapjuk a kovetkezS egyenleteket:

YoX+py—yo(xo+p)=0
—YoX+py+yo(5xo+p)=0,

amibdgl:
Yop(5xo+p+Xxo+p)
X, = = 3x,+
0 ) oTp
Y :yé(xo+P—5xo_P) _ —4x0Y0 _ _}i).
o 250 p 2p p?

b) A simuld kor fogalmanak mas gdrbékre vald altalanosithatoésdga szem-
pontjabdl érdemes megmutatnunk, hogy a most kapott képletekhez eljuthatunk
a Segédtétel nélkiil is.

A P, pontban eltling szakaszok (4,A4,; 4,P, és A P,) felez6merGlegesei he-
lyett tekintsiik altalaban a parabola egy P, (x,; y,) pontjaba, tovabba a Py(xq; ¥o)
pontba emelt normalisok egyenlete altal kapott kovetkezd egyenletrendszert:

y1(x—=x)+p(y~y)=0
Yo(x—x0)+p(y—ye)=0

E két normdlis M metszéspontjanak koordinatait az egyenletrendszer kovet-
kez4 megoldasa adja:

Y5+ yoyi+i . Yo¥1(Yo+ 1)

14 Xy = EANEALSILIES Sy = _20J1 o V1)
2 2
(A rendezésnél felthasznaltuk, hogy x1=§‘—p;xo=%.

Kozelitsiik most a P, pontot Py-hoz, akkor x, kozeledik x,-hoz, y, pedig yo-
hoz. S igy — ha még az y2=2px, osszefiiggést is felhasznaljuk —, X,-re és Yy-re
ismét a (10)-ben szerepl8 képleteket nyerjiik.

Megjegyzés: Az 0(0; 0) csucspont simulé korének kozéppontjara vonatkozo-
lag az X,=p és Y,=0 értékeket nyerjik,

8. A simulo kér sugara és egyenlete.
Tétel: Az y*=2px egyenletii parabola Py(x,; y,) pontjdhoz tartozd simulo kor
sugara:
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1
(15) 0 = p—zl’(pz+y6)3
Bizonyitds: A P, és a hozza tartozé simuld kér K, k6zéppontjanak koordi-
natai segitségével egyszeriien kiszamithatjuk a simuld kor sugarat, két pont tavol-
saga szerint:

0% =(xo— Xo)* +(yo ~ Yp)?*

3)2
06 = (xo—p—3x0)* + [.Vo+%] .
2
Az y?=2px, miatt 2x,= y—;-t irbatunk s igy:

1 1
o8 I)T(PG +3y§p* +3y5 P> +y§) = I (p* + 5

amibdl
1 -
0 =7 V(2 +y3)3.

Annak megfelelGen, hogy a simuld kort gorbiileti kérnek is nevezziik, sugarat
gorbiileti sugdrnak, reciprok értékét,—Ql—-t pedig a gdrbiilet mértékének nevezzik.
A (15) alapjan megallapithatjuk, hogy a parabola gorbiilete annal nagyobb,

minél kisebb ordinataji pontjat tekintjiik. Legkisebb y,=0 esetén, azaz a csiics-
pontban, amikor a gorbiileti sugir g=p, a parabola paramétere. Ugyanitt a gorbiilet

mértéke: —1— .
p

Tétel: Az y*=2px egyenletii parabola Py(xy; yo) pontjdhoz tartozé simulé kor
egyenlete :

3)2 1
(16) (x—p—3xO)2+[y+f;§—] =p—4(y%+p2)3-

Bizonyitds: Irjuk a kér (x—a)?+ (y—b)*=r? alaki egyenletébe a és b helyére
a (10)-ben, r helyére a (15)-ben kapott értékeket, igy a (16) egyenletet nyerjiik.
Megjegyzés: Ha a felirt egyenletii kérnek az y>=2px egyenletli parabolaval
2

valé metszéspontjait meg akarjuk hatarozni, célszerli az x= g—l; alapjan kikiiszo-
bdlni x-et, s ehhez hasonldéan x,-t is. Az igy kapott y-ban negyedfoki egyenletet
rendezve ' ’ '
an (Y—yo)*-(y+3y0)=0

alakdra hozhatjuk.

Ebbdl az egyenletbdl algebrai uton is megallapithatjuk, amit eddig csak geo-
metriai megfontoldsok alapjan tudtunk, hogy: a simulé kornek az y, ordinatajua
pontban 3 Osszees§ kozos pontja van a parabolaval, azonkiviil metszi még azt a
(—3yo) ordinataji pontjaban,
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9. A parabola evolutdja.
Tétel: Az y?>=2px egyenletii parabola pontjaihoz tartozo simuld korék kiozép-
pontjainak mértani helye a

(18) 8(x—p)*=27Tpy?
egyenletii gorbe.
) 3
Bizonyitds: Kiiszoboljiik ki az X=p+3x, és Y= ~%képletekb6l elgbb xo-t

2
az Xg= }2% alapjan, majd az yo-t is X és Y altal:

32 y3 . X=p)2p .
X=§;°+p; Y=~;‘2’—’ y6=—~§——p’ -y =pY
8 X__ )3p3 .
y8=—(——2§7 s oys =ptY
amibdl:
LS
és igy

8(X—p)® = 27pY>.

Megjegyzés: A kapott egyenlet felhasznalasaval elGallithatjuk a parabola si-
muld koreinek kbzéppontja altal leirt gorbét (4. abra), amit a parabola evolutdidnak

2 8 3
=i—7(x—p)

LJ’=2P>(

4. dbra

neveziink. Altaldban is: egy gorbe evolutijanak nevezziik a simulé korei kozép-
pontjai altal meghatarozott gorbét. Ennek a gorbének sok érdekes kapcsolata van
az eredeti gorbével. Koziliik itt most csak azt emlitjiik meg, ami a targyalasbol
is kovetkezik: az eredeti gbrbe normaélisai érintdi az evolutanak. A parabola evolu-
tdja eszerint ugy is felfoghat6, mint a parabola normalisai altal burkolt gorbe.
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10. A parabola alakjinak megkozelitése simulo kordkkel.

Minthogy a parabola egy P, pontjaban érintkezé korok kozill a simuld kor
érintkezik vele legszorosabban (3 pontban), a simuld k6r kdzéppontjara és sugarira
kapott eredményeinket felhasznalhatjuk a parabola alakjanak megkozelitésére.
Erre példaul olyan gyakorlati feladatok megoldisa kozben lehet sziikség, amikor
nem mindegy, hogy mekkora méretli parabolat rajzolunk, tehat sablonokat nem
alkalmazhatunk, illetve elébb jo sablont kell késziteniink, hogy aztin felhasznal-
juk. Nyilvanvald, hogy a megkozelités annal pontosabb lesz, minél kozelebb esd
parabolapontok simuldé koreit szerkesztjitk meg.

Az 1. tablazat tartalmazza az y?=2px egyenletii parabola

) 1 2 3 n
Xo=0; X =opr Xy =Sp X3= P N =)
abszcisszajl pontjaihoz tartozd y,= ]/2px,, ordinatékat, tovabba a simul6 kor kozép-
. . Va L @x,+p)? ;
pontjanak X,=3x,+p és Y,=— =% koordinatiit és g,= |/ —"—— sugarat.

SzembetiinG tablazatunkban, hogy Y, €s ¢, értékei hasonlé sorozatot adnak.
Csupan annyi a kiillonbség kozottiik, hogy

00=—Y,;0,=Y,;... altalaban: ¢,=—-Y,,,.

Ennek figyelembevételével a kdvetkez8 — aranylag egyszerli — eljarast ir-
hatjuk el§ a parabola alakjanak simulé korokkel valé megkozelitésére:

1. Mérjiik fel a megrajzolandé parabola tengelyére csicsatdl kezdve az adott

N n i
p-nek megfelelé 5P 5P 5P beosztast.

2. Allitsunk merdlegeseket a tengelyre a kapott osztaspontokban és mérjitk

felra a megfeleld pV1, p¥2, ... pVnordinatakat, melyeket legegyszeriibben az 5. abra
szerint szerkeszthetiink meg.

-

5. dbra

3. Szerkessziik meg az Ko (p; 0) kdzéppontii p sugara kort, ez a parabola csi-
csahoz tartozd harmadrendidien érint6 kor.

5
4. Tizziik a korz6t az K, (f‘p; —p) pontba és vegyilkk korzényilasba a ¢,=

=K,P, tavolsagot; szerkesszilk meg a P,-en athaladd simulo koért, majd ennek
tikorképét is a tengelyre vonatkozdan.
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1. tabldzat

Index Xn ¥n Xn Yn on
0 0 0 %p 0 P
| 1 — 5 _
57 Y1 57 4 22 p
.2 . 8 _ _
2 5P Y2 57 -2¥2 p W3 p
3 _ 11 _ _
3 37 pY3 i ~3¥3p a4 p
|
4 — 14 _ —
4 7p PV4 7]’ -4}/4 p 5V5 14
n %p pVn ' 3";21) —nfn p (n+1)Wn+1p

8 .
5. Tartsuk meg a g, tavolsagot, tlizzilk a korz6t a tengely (E D; 0) pontjaba.

és jeloljik ki K,-t és K3-t. Vegyiik kérz8be a ¢,=K,P, tdvolsdgot, szerkessziik
meg vele a P,-n és P3-n athaladd simulé koroket.

11 .
6. A o, tavolsdgot megtartva tiizzilk a korzot a tengely (—2— D 0) pontjaba.

és jeloljik ki K,-at és K3-t. Stb.

Megjegyzések :

a) Célszerli a rajzot négyzethalds papiron késziteni. Ezzel meggyorsithato-
n
2

b) A parabola alakja mar néhany simulé kor megszerkesztése utan kirajzo--
l6dik. A 6. abra minddssze 5 simuld kor megszerkesztésével késziilt.

¢) A szerkesztésbdl kovetkezik, hogy minden k, kor, amelynek kozéppontja.
a tengelyre vonatkozdalg ugyanazon a félsikon fekszik, teljes egészében tartalmazza.
az Osszes el6z8 kg, ky, ...k,—; simuld koroket.

~d) A simul6 korok sugara gyorsan novekszik. Tehat tobb simuld kor felvé--
telehez nagy papirra van szitkség. _

e) Ha p=1, vagyis ha az y>=2x egyenletii parabola tablazatat készitjik el.

a tengelyen fekv6 = p pontok éé az ide allitott merdlegesek felvétele.

a /o0, V1, V2, ¥3,...Vn abszcisszaji pontokhoz

1 2 3

n o
akkora O, 30 30 5 g ordinatakat nyerjiik.

A simuld korok sugarainak sorozata pedig
ll/T, 2¥2, 3V3, ... (n+1) Vn+1 lesz,
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6. dbra
amit felirhatunk igy is: yi3, V23, V3%, ... V{n+1)2.

‘Ezzel a kobszamok négyzetgyokeibdl allo sorozat egy érdekes geometriai jelentését
nyertik.

Ez az eredmény is ravilagit a d)-ben tett megjegyzésiinkre. Amig ugyanis az
ordinatak csak a természetes szdmok négyzetgyokei szerint ndvekednek, a hozza-
Jjuk tartozé simul6 kérok sugarai mar a kvetkez8 szamok kdbeinek négyzetgyokei
szerint.

11. A megkozelités javitdsa.

Minthogy messzire nehezen tudjuk kovetni a parabolat, technikai okokbdl,
-a simulé kordk sugaranak gyors novekedése miatt, felmeriil az igény, hogy akkor
legalabb a kozelben levd iveit kozelitsitk meg minél pontosabban,

Osszuk a p paramétert r egyenld részre! Készitsiik el az egyes osztaspontokhoz
‘tartozdé x,, ¥,, X, ¥, és o,-re a 2. tablazatot.

a) Mutassuk ki, hogy Y, és o, értéke paratlan r esetén nem lehet egyenld!

b) Mutassuk ki, hogy paros r esetén Q-5 =Y,!

¢) Készitsiik el egy paros r esetére a 3. téblézafot és annak alapjan allapitsunk
‘meg egy eljarast a parabola alakjanak simulé korokkel vald megkozelitésére vonat-
kozélag!

12. Néhdny feladat az érintett fogalmak és kérdések tovabbi vizsgalatara és alkal-
‘mazasara:

a) Vizsgaljuk meg, milyen modositassal érvényes a Segédtétel ellipszisre és
“hiperbolara!
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b) Mutassuk ki, hogy a parabola simul6 kdrének sugara kifejezhetS a g——-gg

képlettel is, ahol n, jelenti a parabola P, pontjaban emelt normilisnak a parabola
tengelyén levd N metszéspontjaig terjed6 PN szakaszat, p pedig a paramétert!
(Keressiink Osszefiiggést ng, yo €s p kozott!)

60

7. dbra

¢) Bizonyitsuk be Steiner tételét, mely szerint: a parabola tetszSleges P, pont-
_jahoz tartoz6 simuld k&r sugara kétszerese a P, pont normalisin a Py-t6l a nor-
malis és a vezérvonal M metszéspontjaig mért PoM tavolsagnak!

d) Mutassuk ki, hogy a parabola Py-hoz tartozo6 simuld koérének sugara akkora,
mint a Py-ban emelt normalisnak a parabola tengelyén lev8 N és a vezéregyenesén
lev6 M metszéspontjai altal meghatarozott NM szakasz!

e) Allapitsunk meg szerkesztési eljarasokat a Py-hoz tartozoé simulé kér kozép-
pontjanak szerkesztésére vonatkozdlag a ¢) és d) feladatok alapjan!
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HEIMNOCPEOCTBEHHOE OBCVYXJEHUWE KPVIOB
KPUBH3HLI [TAPABOJIBI

H. Iaxnco

[Mousite KpyroB KPHBH3HBEI Mapabosibl B CpejHeil 1mIKoie BOOOwe He H3y4aeTcs, a B 06y-
YEHUU MATEMATHKe B MEJUHCTHTYTE OHO TMPOXOAWTCS TOJbKO MHMOXOAOM. A C TOYKH 3PEHHs
TIPAKTUYECKOr0 OTHOLUEHHS BOIIPOCA HAMHOro noapobHee HAaX0 Obuio Obl 3aHMMATbCSI C HUM.
ABTOp MOKa3LIBaeT MCTOA, KOTOPBIH OH BHIpa0oTan st o0yyeHHst B MEAMHCTUTYTE 110 BOM-
1pocaM KPYros KPHBHM3HBI Napadossl.
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DIREKTE BEHANDLUNG DER SCHMIEGUNGSKREISE DER PARABEL’
IM UNTERRICHT

Von 1. GAZSO

Der Begriff des Schmiegungskreises wird auf der Stufe der Mirttelschule iiberhaupt
nicht, und auch im mathematischen Hochschulunterricht nur fliichtig beriihrt. In Anbetracht
der praktischen Beziechungen des Problems wire es angebracht, sich mit den Schmiegungs-
kreisen eingehender zu beschiftigen. Es wird ein vom Verfasser zur Behandlung der
Schmiegungskreise der Parabel im Hochschulunterricht ausgearbeitetes Verfahren dargestellt.
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