EGY GYURUBOVITES ALTALANOSITASA
frta: SZENDREI JANOS

1. Ha az R gylirlinek R, és R, két olyan részgyiriije, hogy az R gyirii R*
modulusa az R, és R, részgylird R} és RS modulusanak az osszegeként elSallit-
hato, azaz

) R* = Rf +R}

teljesiil, akkor az R gyiiriinek az R, és R, részgylirijére valé dltaldnos értelemben
vett febontdsdrdl beszéliink, s a kdvetkezd jelolést hasznaljuk:

_R :R1 @Rz

A jelen dolgozatban ennek a problémanak a megforditasaval foglalkozunk,
amit a kdvetkez6képpen fogalmazhatunk meg:

Adott S, és S, gylirlih6z meghatarozanddk (izomorfizmustol eltekintve) mind-
azok az R gylriik, amelyekre )

Q) R =R ®R,,
és

(3) Ry~S81, Ry~ S,
teljesiil.

Gyiiriik altalanos értelemben vett felbontasara egyszerii példaként emlithetjitk
a kovetkezSt: Legyenek a, és a, relativ prim egész szamok, azaz (a,, a,)=1. Az
a, tobbszOrdseinek gylirlije legyen R,, az «, tobbszdrdseinek gylirlije pedig R,.
Nyilvanvald, hogy az egész szamok R gylirtijére

.R = R1®R2

teljesiil, és R, R, az a,a, tObbszordseinek gyliriije.
A fentebb emlitett problémanak az

@ R NR, =0

specialis esetét Szep J. oldotta meg [3] dolgozatiban, majd tovabbi tulajdonsagait
vizsgalta [4] dolgozataban.

Megjegyezziik, hogy az emlitett gylriielméleti probléma csoportelméleti ana-
logonjat REDEr L. és SzEp J, targyaltak [2] alatti k6z0s dolgozatukban, ami G. Zappra
[5] és G. Casapio [1] altal vizsgalt csoportbdvitések altalanositasa.

2. Legyen adott az S, gyliri a 0, a, b, ... elemekkel és az S, gytirli a 0, «, f,...
elemekkel. Tekintsilk az Osszes

(5) (a, o) (@a€sS,, «¢S,)
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alaku elemparok P halmazat. Ebben a & halmazban Osszeadast és szorzast a kdvet-
kez6képpen definidlunk:

(6 (a,2)+ (b, B) = (a+b, a+p),

@) (a. ) (b, B) = (ab+a? +2b, o + B + xp),
ahol az

€] ak,be S, ab, BES,
fiiggvények a kovetkezd feltételeknek tesznek eleget:

© 0*=a*=*0=°2=0,

(10) o'=al=%="=o0.

A P halmaz a (6), (7) alatti definicidk szerint kétmiiveletes struktura (9),-(10) miatt
(0,0) a P zéruseleme.

A P kétmiiveletes struktiranak egy C kompatibilis osztilyozisihoz tartozé
kongruenciarelaciét jelolje ,,=". Az (a, o) elemmel reprezentalt osztalyt jeldljitk
(a, )-sal. Az igy kapott osztalyok halmazat R/C jelsli, s ebben Osszeadast és szor-
zast a kovetkezSképpen definialunk:

(a3 (Z) + (ba ﬁ) = (a: Ol) + (b’ /),),

(a, ) (b, B) = (a, 1) (b, ).

Az igy definialt P/C kétmiiveletes strukturak kozott gylirlik is el6fordulhatnak,
még akkor is, ha maga P nem gyiirii.

Be fogjuk bizonyitani, hogy felvete# problémank mindegyik megoldasa (izo-
morfiatdl eltekintve) bizonyos P/C faktorstruktiraval egyezik meg, amelyet ugy
kapunk, hogy a C osztalyozasra, valamint a (8) alatti fiiggvényekre a (9) ¢s (10)
feltételeken kiviil tovabbi feltételeket rovunk ki. ,

3. Ervényes a kovetkezd
Tétel, Legyen ST, S az S, ill. S, gytirinek egy-egy olyan részgyiiriije, ame-
lyekre fenndll az

(11)  StA ST (ax—aw=Aay)
izomorfizmus. Definidljuk L-ben a kévetkezd ekvivalenciareldciot:
(12) (a, 0)=(b, B) akkor és csakis akkor, ha Ab—a)=—(f~a).

Ahhoz, hogy (12) kongruenciareldcié legyen és a hozzdtariozé B|C faktorstruktira
gyiirii legyen, sziikséges és elégséges, hogy a (8) fiiggvények (9) és (10) mellett ki-
elégitsék a kivetkezo feltételeket :

(13) ACas)=x(Aay)+ o,

(14) A1 () = a(A~'a,) — a*,

(15) Aa2) = (Aay) o —+a

(16) A1) = (A“a*)a— «a

an A(a(6?) + abr —(aby) = —(2(ty) — y),
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(1 8) A(a (bC) — (’b) c— (“b)c) — — (abc _ (O(b)c),

(19) A(@P?—(aPy) = —(*(Py) — )y —"y),
(20) A(*(Pe)—c) = —(a(f) + P~ (ap)),
(21) A(a(Pc)+a® —(af)c —c) = ~(*(B) — (“B)°),
@ A7)~ (bY) = — (x(y) +a®)— @@ty —y),
(23) AP+ —*b+c)) = — (2 +at—ab*e),
@ A@ 4@ —ait) = (5 +oy—(f +7))
(25) A(@+b7—(a+b)7) = —(4y+by—atby),
(26) ACc+Pe—a+be) = — (o + e — (2 + B)°).
Ezek az
@ R=%/C

gyltiriik ( zzomorﬁ7mustol eltekintve ) adjdk a felvetett probléma Osszes megolddsat.

A 27) gyuruben az (a, 0) o) ill. a (0, oc) elemek egy-egy R, ill. R, részgyliriit alkotnak,
amelyekre (2) és (3) teljesiil. Az R{(\R, kiz0s rész izomorf St-gal (s fermészetesen

S3-gal is), tovdbbd az (ay, o) elemek az R, N\ R, kozds rész dsszes kiilonbozé elemei.

Bizonyitas. A tétel bizonyitisat tobb 1épésben végezzik el.

Konnyen belathatd, hogy a (12) alatt definialt relacié valéban ekvivalencia-
relacio. Most megadjuk annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy a b kétmi-
veletes strukturanak a (12) ekvivalenciareliciGhoz tartozd osztilyozasa kompa—
tibilis legyen, azaz az $§/C faktorstruktura létezzék. P-nek két tetszoleges egymas-
sal ekvivalens eleme nyilvanvaléan felvehet§ az

(a: 0(), (a+ Ay, A Aa*)

alakban. P-nek ez az osztilyozasa akkor és csakis akkor kompatlblhs ha tetszo-
leges (r, 0) (€B) elemre teljesiilnek a kovetkezSk:'

(a, )+ (r, @ =(a+ax, a—Aay) + (1, @),
(r, 0)(a, )=(r, @)(a+ax, a—Aay),
(@ 3)(r, ©=(a+ ay, 0= A, 0).
Az els6 trividlisan teljesiil, igy (12) szerint 3/C akkor és csakis akkor létezik, ha
teljesiilnek a kovetkezdSk:
(28) A(ray+r*=As+o(a+ay) —r*—ea) = — (0%t +"(a—Aay) — ¢ (Aax) — "o — 0%,
29) Afawr+(@+a)e+2rr—a2—24r) = —((a—Aay) +9=% g — (Aax)o — & — ).

Ezek utan feltesszitk, hogy R/C létezik, azaz (28) és (29) teljesiil. Most sziik-
séges €s elégséges feltételét adjuk meg annak, hogy B/C gyiirii legyen. Minthogy
B/ C az 6sszeadas szerint nyilvanvaléan modulus, azért P/C akkor és csakis akkor
gylirt, ha a 8/C-ben értelmezett szorzas assziociativ és az &sszeadasra nézve disztri-
butiv. .
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ElSszér a disztributivitast vizsgaljuk. A bal oldali disztributivitas R/C-ben
a kovetkez6t jelenti:

(a, D)((6, B)+ (e, N)=(a, D)(b, B)+ (a, %)(xc, 7).

A miiveletek elvégzésével ez a kovetkezGvel ekvivalens:
(30) A(a” dardth4ic—aftr— a(b+c)) - _ (db +9B 4 a4+ 9y — (B + y) — ab+°).

Ebbél az a=0, f=y=o0 ill. 2 b=c=0, a=o0 helyettesitéssel kapjuk a (23) ill. (24)
egyenlSséget. A (23) és (24) osszeadasaval pedig nyilvanvaléan a (30) egyenlGség
all elS. Ez azt jelenti, hogy (30) ekvivalens a (23), (24) egyenlSségek egyidejii fenn-
allasaval. Hasonléan kapjuk, hogy az

3D ((a, )+ (b, B))e, )=(a, 0)(e, )+ (b, B)c, 7)

jobb oldali disztributivitds ekvivalens a (25) és (26) egyenl8ségek teljesiilésével.

Minthogy az &sszeadas definicidja és (8) alapjan (a, @)=(a, 0)+ (0, «) azért
a disztributivitds miatt a szorzas asszociativ voltat elegendd az (a, 0), (0, ») alakld
elemparokra megvizsgalni. A kovetkezG esetek lehetségesek:’

(a; 0)(b, 0)(c, 0), 0, 2)(0, AXO, )
(a, 0)(b, 0)(0, ¥), (0, 2)(b, 0)(c, 0)
(a,0)(0, )0, ), (0, 1) (0, f)(c, 0),
(a, 0)(0, B)(c, o), (0, 2) (b, 0)(©, v).

Ltt az els6 sorban allé harmasra az asszociativitas trivialisan teljesiil. A tobbi sorok-
bol pedig kozvetlen szamolassal rendre a (17)—(22) egyenleteket kapjuk. Igy P/C-
ben a szorzas akkor és csakis akkor asszociativ, ha a (17)—(22) egyenletek telje-
siilnek.

Eddig azt bizonyitottuk be, hogy %/C akkor és csakis akkor létezik és alkot
gyliriit, ha a (28), (29) és a (17)—(22) egyenl8ségek teljesiilnek.

Most azt mutatjuk meg, hogy (17)—(22) feltételezése mellett (28), (29) ekvi-
valens a (13)—(17) egyenletekkel. (28)-bol a=r=0 helyettesitéssel a (13) egyenletet
kapjuk, az a=g9=0 helyettesitéssel pedig az

(32) A(rag+r=129) = —7(—Aay)
egyenletet. Vezessiikk be a kovetkezd jelolést:
— Aa* =a*,

Ennek felhasznaldsival atrendezés utan (32)-bsl a kovetkez6t kapjuk:
A (= (A a) + 1) = ~Tas.

Innen az A-! inverz leképezésre attérve (14)-et kapjuk. Tehat (28)-nak (13) és (14)
kovetkezménye. Megforditva, bebizonyitjuk, hogy (13) és (14) teljesiilésébdl (17)—(26)
feltételezése mellett kovetkezik (28). A (23) egyenlet szerint

A(0a+ °q, — Q(a_l, a*)) N (Qa+ 0% — Qa+a*),
ahonnan

A((a+a) —%a) = ACa)+("+ ¢ = ¢+*)
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adodik. Ha az itt kapott egyenlet jobb oldalan helyettesitjiik A4 (°a,)-t (13) alapjan,.
akkor az

(33) A((a+as)—a) = —(o“*" — 0"~ ¢(Aax))

egyenlethez jutunk. (14)-b&l egyszerlien kapjuk (32)-t, aminek felhasznalasaval
(24)-b6l az el8bbihez hasoniéan nyerhet§ az

(34 A(ray +r*—2a—r?) = ((a — Aay) —"a)

egyenlet. (33) és (34) Osszeadasaval kapjuk (28)-at. Bebizonyitottuk tehat, hogy
(28) ekvivalens (13) és (14) egyidejii teljesiilésével. Teljesen hasonléan bizonyithaté-
(29)-nek a (15), (16) egyenletekkel vald ekvivalenciaja. Ezzel bebizonyitottuk, hogy

a P/C faktorstruktura létezésének és gylirli voltanak sziikséges és elégséges felté--
tele ((9) és (10) mellett) a (13)—(26) egyenleteknek a teljesiilése.

Tekintsitk most mar a (27) alatti /C gyiiriit. Konnyen lathato, hogy az (?1—,—0_)»
egy R, ill. a (0, «) elemek egy R, gyiiriit alkotnak, amelyekre teljesiil (1) és (3)..
Az R, és R, részgylirik D=R, (R, k6z0s része azokbol az (a, o) elemekbdl 4ll,.
amelyek (0, o) alakban is felirhatok. Mivel (12) szerint

(35 (a, 0)=(0,2) akkor és csakis akkor, ha Aa=2,

azért (11)-bSl kovetkezik, hogy D az (a4, o) elemekbdl all és ezek az elemek mind
kiilénbszd8k. (6) és (7) miatt pedig fennall a D~ S, izomorfia. Ezek szerint mind-
egyik V/C gyiiri megoldasa a felvetett problémanak.

Még azt kell bebizonyitanunk, hogy a felvetett gyliribGvitési probléma minden
R megoldasa a tételben megadott 3/C gylriik egyikével izomorf. A (3) alatti izo-
morfizmus miatt feltehetd, hogy

(36) R=R; D R,,

ahol R,, R, az R-nek részgyiiriije. Legyen

37N S¥=R,NR,.

(36) miatt R-nek minden eleme felvehets

(38) a+ao (@a€R,,€R,)

alakban. Nyilvanvaldan teljesiil a kovetkez§:
(39) a+a=h+f akkor és csakis akkor, ha b—a= —(f—a)€cST.

R-nek minden eleme s ezért specidlisan az ao ill. az «a is felvehetd b+ f alakban,.
mégpedig altalaban tobbféleképpen. Mindegyik a, @ par esetén rogzitsik a b és.
a f elemeket, azaz legyen b ill. f§ az a, « elemeknek egy fuggvénye:

40) ax = a*+ ‘i,

41 oa == *a+ac.

Ennélfogva

(42) (a+ )+ (b+ py=(a+ b)Y+ (a+ f),
43) (a+a)(b+p) = ab+af+ab+af=

= (ab+ af +2b)+ (2 + B+ aff).
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‘Minthogy specialisan 0x=00=0 és oa=ao=0, azért feltehetjikk, hogy (9), (10)
‘teljesiil. Mivel (8)—(10) teljesiil, azért létezik a P kétmiiveletes struktira. A (6),
+(7) alatti miiveletek alapjan (42) és (43) miatt teljesiil a kdvetkez8 homomorfizmus:

(44) P~ R((a, 1)~ a+a).

Jelslje C B-nek a (44) homomorfizmushoz tartozd kompatibilis osztalyozasat.
Ennél az osztalyozasnil P-nek azok az elemei keriilnek egy osztalyba, amelyeknek
kozos R-beli képiik van, azaz

(a, ®)=(b, f) akkor és csakis akkor, ha a+a=b+f.
Innen (39) miatt
(a, )= (b, p) akkor és csakis akkor, ha b—a=—(f—a).

"Ezzel (11)-nek és (12)-nek azt a specialis esetét kaptuk, amelynél ST=S% és A az
.St-nak az onmagira vald az identikus leképezését jelenti. (44)-b3l kovetkezik az

Ra/C

dzomorfia, ami azt jelenti, hogy a felvetett problémank valamennyi megoldasa meg-
.adhato a tételben leirt modon.
Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

IRODALOM

1] CASADIO, G.: Construzione dei gruppi come prodotto di sottogruppi permutabxll Rendz-
conti di Mat. Univ. Roma, 2 (1941), 348—360.

‘{2] Répes L., Szér J.: Die Verallgemeinerung der Theorie des Gruppenprodukte von Zappa—
Casadio, Acta Sci. Math., 16 (1955), 165—170.

:{3] Szér J.: Uber eine neue Erweiterung von Ringen I, Acta Sci. Math., 19 (1958), 51—62.

[4] Szép J.: Uber eine neue Erweiterung von Ringen II., Acta Sci. Marh., 20 (1959), 202—214

5] Zarra, G.: Sulla construzione dei gruppi prodotto di due dati sottogruppi permutabil:
tra loro, Atti Secondo Congresso Unione Mat. Italiana, Bologna 1940, 119—125.



OBOBLIEHHUE OOHOr0O PACIHMPEHUS KOJIELL
A. Cenopeu

[Tpu 3afaHHbIX KOAbUAX Si, S: Tpelyercst onucarb (C TOUHOCTBIO A0 H3oMOpdHama) BCe
‘KoJiblia R, /st KOTOPBIX BBIIONHSIOTCS

R+ =~R; + R;, R[%S], Rz%Sz,

B pabore naTcsi BCe peiueHus 3ToH npodnemsl. Pe3ynbTaT siBisieTcst 0000LIeHHMEeM peLieHHsT
OAHOr0 aHAJIOFHYHOI'0 BOIIPOCA, HCCIIEN0BAHHOIO B cTaThsiX [3, 4] H. Cen-a, rie Kpome Bbile-
YKa3aHHBIX BBHINOJHEHO W ycyoBHe RiNR. =0 (1. e. R + R} npsimass cymma).

DIE VERALLGEMEINERUNG EINER GEWISSEN ERWEITERUNG
VON RINGEN

Von
J. Szendre:

In der vorliegenden Arbeit handelt es sich um das folgende Problem: Zu beliebigen
Ringen S;, Ss sind diejenigen Ringe R zu bestimmen, fiir die
R+ =R} + R3, R,=8Si1, R2&8,,

gelten, wobei mit dem oben angesetzten ,,+" Zeichen der Modul des Ringes bezeichnet wird.
Der Satz gibt die simtlichen Losungen dieses. Problems. Diese Ringerweiterung mit der Bedingung

RiOR>=0 (d.h. R{ + R ist die direkte Summe der Moduln R* und R$) wurde von J.
SzEp (3, 4] untersucht und geldst.
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