A FELCSOPORT HOLOMORFJAI
Irta: SZENDREI JANOS

1. A csoport holomorfjanak fogalma régdta ismeretes. Ez a fogalom jelent&s:
szerepet jatszik a csoportelméletben, mivel a csoport automorfizmusaival és karak--
terisztikus részcsoportjaival éll SZOTOS kapcsolatban A félcsoport holomorfjanak
zataban. A gyiiriikre vonatkoz6 holomorf-elmélet alapjaxt REpEr L. vetette meg [5].
A csoport- és a gylirlielméleti holomorfelmélet kdzott sarkalatos az a killonbség,
hogy egy csoport holomorfjival szemben egy gylirlinek altalaban tébb holomorfja
van.

Ismeretes az is, hogy a félcsoportok sok tekintetben a gyiiriikhoz allnak koze-
lebb s nem a csoportokhoz. fgy példaul a félcsoportok idedljai rendkiviil jelent&s.
szerepet toltenek be, bar ennek a fogalomnak csoportok esetén — mint speciélis
esetben — nincs értelme. KézenfekvOnek latszik a félcsoport holomorfjanak fogal--
mat a gyflirtielméleti holomorf-fogalomnak analdgidjara bevezetni, ellentétben a
Croisot altal bevezetett fogalommal. Ebben a dolgozatban a félcsoportok holo-
morfjainak és a karakterisztikus félcsoportoknak a fogalmat vezetjiik be s meg--
vizsgaljuk legegyszeriibb tulajdonsagait.

2. ElSkésziiletiil a félcsoportok bitranszlacioit vizsgaljuk [8].

Legyen @ egy tetszSleges félcsoport, amelynek elemeit gérog kisbetiikkel je-
16ljik. Ha &-nek van egységeleme ill. zéruseleme, akkor azt ¢ ill. O jeldli.

A & félcsoport bal (jobb) transzlaciéjan értjilk a @ olyan onmagéaba valéd-
o —>a,0 (oc—»azoc) egyerte]mu leképezését, amelyre . .

m a, (@f) =(a;0) B (a2 (aﬁ)) = (‘123))
teljesiil. A @ félcsoport bal (jobb) transzlacidinak T, (T,) halmaza az
V)] (ayby)a=ay(ba) ((azbz)“ =b, (020‘))

el@irassal értelmezett szorzas szerint félcsoportot alkot.

A @ félcsoport bitranszldcidin értjiik az olyan bal és jobb transzlacidokbol
allé A=(a,, a,), azaz
3 A a—Ae=aa, o—4a=au

leképezésparokat, amelyekre

@ a(*B)=(*p, azaz a(af)=(a0)p,
®) A =a)4, azaz a,a,0=a,(a,0) =a,(a,0) =aa,a
teljesiil.
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A & félcsoport bitranszlacidinak szorzatat a kovetkezGképpen értelmezziik:
Ha A=(a,,a,), B=(b,,b,), akkor legyen

6) AB: o — 48y = A(By) g — 48 = (g4)B,

azaz AB=(a,b,, b,a,).

A @ félcsoport bitranszlacidinak halmaza altalaban nem alkot félcsoportot,
bitranszlaciok szorzatara ugyanis nem mindig teljesiil az (5) feltétel. Ezért sziiksé-
ges a kovetkez§ fogalom bevezetése:

A & félesoport tetszbleges A =(a,, a,), B=(b,, b,) bitranszlaciéparjat barat-
sdgosnak nevezziik, ha

) Aaf) = (4a)8, azaz a,b,x=b,a,q,
és

(1) B(a4) = (Ba)4, azaz b,a;0=ab,
teljesiil.

A bitranszlaciok egy halmazat (vagy egy félcsoportjat) batarsigosnak nevez-
zitk, ha e halmaz (félcsoport) barmely két-eleme batarsagos. (3)-bdl nyilvanvald
hogy minden bitranszlacié 6nmagaval baratsagos. A KURATOWSKI— ZORN-lemma
szerint baratsagos bitranszlacioknak barmely halmaza egy maximalis ugyanilyen
halmaznak része. Konnyen belathato, hogy baratsidgos bitranszlacioknak egy maxi-
malis halmaza félcsoport, ezt maximdlis bardtsdgos bitranszlicié-félcsoportnak ne-
vezzitk. Az elmondottakbdl kovetkezik, hogy minden bitranszlacié-félcsoport leg-
alabb egy maximalis baratsdgos bitranszlacio-félcsoportnak része.

Ha ¢ a ®-nek egy rogzitett eleme, akkor a

B, o — gu = By, o~ ap = ofe

leképezéspar P-nek egy bitranszlacioja, amelyet a @ (¢ altal indukalt) belsé bi-
.transzlaciéjanak neveziink. Nyilvanvalo, hogy az 0Osszes ilyenek egy félcsoportot
.alkotnak, amelyet a @ teljes belsé bitranszldcio-félcsoportjanak neveziink, s %By-vel
_jeloliink.

Az is vilagos, hogy a 9 — B leképezés P-nek H4-re valdo homomorf leképezése.
Ez a leképezés akkor és csakis akkor izomorfizmus, ha a @ félcsoportban a g a=
=9, és ap, =ag, fennallasabdl mindig ¢, =g, kovetkezik. Ezeket a félcsoporto-
kat gyengén reduktivnak nevezziik [2].

Ezek szerint B4~ @ akkor és csakis akkor, ha & gyengén reduktiv.

Ervényesek a kovetkez$, konnyen belathaté tételek (lasd: [8]-ban):

1. By a ® félcsoport mindegyik maximdlis bardtsdgos bitranszldcid-félcsoport-
Janak idedlja.

Il. Egy félcsoportnak minden bitranszlicidja akkor és csakis akkor belsé, ha a
félcsoport egységelemes.

Fontos és érdekes probléma azoknak a félcsoportoknak a felkutatasa, ame-
lyeknek egyetlen maximalis baritsagos bitranszlacié-félcsoportja van.

Tekintsitk a & félcsoport bal és jobb transzlaciéi félcsoportjanak metszetét,
azaz legyen D=T, N T,. Nyilvinvald, hogy D tartalmazza az identikus leképezést,
.az esetleg meglevs zérusleképezést, tovabba a & centrumelemei altal indukalt bels
transzlaciokat. Ha a* € D, akkor az A=(a*, a*) transzlaciopar

«(@*f) =a* (@p) = (a**) B

ata®o =a*a%q

-€s
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‘miatt kielégiti a (4)—(5) feltételt, tehat bitranszlacio. Ahhoz tehat, hogy egy &
félcsoportnak egyetlen maximalis baratsdgos bitranszlacié-félcsoportja legyen, sziik-
séges, hogy barmely 4 =(a*, a*); B=(b*, b*¥) alakt bitranszlaciépar baritsigos
legyen. Ez pedig akkor és csakis akkor igaz, ha

a*b*a =b*a*o

teljesiil. Tnnen kapjuk a kovetkezd tételt (lasd [9]-et):

1. tétel. Ahhoz, hogy a ® félcsoportnak egyetlen maximdlis bardtsdgos bi-
transzldco-félcsoportja legyen, sziikséges, hogy D kommutativ legyen.

Tekintsiik ezutdn @-nek csupdn azokat a bal transzlacioit, amelyek legalabb
-egy Dbitranszlacio els6 komponenseként fellépnek. Jeloljiik ezek halmazat T, -vel.
Nyilvanvaléan T1S T,, de Ti altalaiban nem félcsoport. Hasonldéan értelmezhetd
T; is. Kozvetleniil belathato, hogy

D=T{NT;
is érvényes.

Ahhoz, hogy @-nek egyetlen maximalis baratsidgos bitranszlacio-félcsoportja
legyen, szilkséges és elégséges, hogy barmely két bitranszlacié baratsigos legyen,
mas szoval, (7) és (7") szerint T1; barmely eleme 77 barmely elemével felcserélhetd
legyen. Igaz ennek alapjan a kovetkez§ tételt [9]:

2. tétel. 4 @ félcsoportnak akkor és csakis akkor van egyetlen maximdlis ba-
ratsdagos bitranszldcio-félcsoportja, ha minden T1-beli bal transzldacié bdrmely, T3-beli
_jobb transzldcicval felcserélhetd. Ebben az esetben Ti és T a T, ill. T, félcsoportnak
részfélcsoportja.

Az (1) és (4) ismételt alkalmazasaval kapjuk a kovetkezdket:

T (7B = () (B) = A=CP) = 4B) = (@),

azaz .
(8) (a;b,0) B =(ba,0) B
-€S
(1@P))® = () B)B = (o) (B®) = 4(«(BB)) = “((xh)®),
azaz
(9 a,b,(af) =b,a, (ap).

(8)-bdl és (9)-bdl a 2. tétel alapjan kozvetleniil leolvashatd a kovetkez§ tétel
{4, 7, 9]:

3. tétel. A @ félcsoportnak egyetlen maximdlis bardtsdgos bitranszldcio-fél-
-csoportja van, ha

a) a P félcsoportnak van legalabb egy (jobb oldali) reguliris eleme;

a,) a félcsoport gyengén reduktiv,

b) ®=&2% (ahol ®? a P-beli elemek szorzataival generdlt idedit jelenti),

azaz a © bdrmely eleme felirhaté két elem szorzataként;

b,) a félcsoportnak van bal (jobb) egységeleme;,

b,) a félcsoport minden eleme idempotens.

b3) @ Neumann-féle regularis félcsoport.

Nyilvanvalé, hogy kommutativ félcsoport esetén T =1T,=2D, ezért érvényes
.a kovetkez§

4. tétel. Kommutativ félcsoportnak akkor és csakis akkor van egyetlen maxi-
.mdlis bardtsdgos bitranszldcio-félcsoportia, ha a Ty =T, =D félcsoport kommutativ.

3. Ezek utan ratériink a félcsoport holomorfjai fogalmanak bevezetésére.

A @ félcsoport egy maximalis baratsagos bitranszlacio-félcsoportjat jeldljiik
#-vel. Bevezetjitkk a kovetkez§ jelolést:
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g°—{ 4, ha %-nek van O zéruseleme és |B|>1;
| BUO egyébként, ahol OO =A4O0=04=0 (4¢AB).

Nyilvanval6, hogy #-nek akkor és-csakis akkor van zéruseleme, ha ®-nek van.
zéruseleme.

Tekintsitk ezutdin a H=%#°\OU @ halmazt, amelyben egy x miiveletet
definidlunk a kdvetkezGképpen:

AB, ha AB = O,
0(e¢®), ha AB = 0O,
Ao =4, ax A= ab,

A(B 4
(a)={0’

A*B={

(48x, ha AB # O,
(@48 =
{0, ha AB = O,
axp=af.

Konnyen belathatd, hogy H az igy értelmezett s miivelet szerint félcsoportot
alkot, amelyben @ ideal és H/® ~ B°. Az igy kapott H félcsoportot a ®-nek #°-sal
valé CLIFFORD-féle b@vitésének nevezziik [1].

1. Definici6o. A @ félcsoport holomorfjain értjiik a ®-nek a maximdlis bardi-
sdgos bitranszldcid-félcsoportjaival valé CLIFFORD-féle bévitéseit.

A félcsoport holomorfjainak egy masik definicidja is megadhatd [6]. Jelolje
€ a & félcsoport Bsszes dnmagaba vald

a3

A: Aa—o=aa, a—ot=a,u

A=(ay, a,) leképezésparjait. $-ben szorzast a leképezések egymds utani végrehaj-
tasaval értelmezziik, azaz ha A=(a,, a,), B=(b,, b,) a két leképezéspar, akkor
legyen

AB=(a,by, bya,).

Most is bevezetjitkk a kovetkezd jelolést:

_ | &, ha $-nek van © eleme és |€]=1I,
~ 71 SUQO egyébként, ahol O9=40=0A4=0O (4€9).

(Itt is megjegyezziik, hogy €-nek akkor és csakis akkor van © zéruseleme, ha
d-nek van 0 eleme.)

Tekintsiik a K=£"\ QU & halmazt, amelyben egy * miiveletet a kovetkezs-
képpen értelmeziink:

(o]

AB, ha AB # O,
A% B = {0(@), ha AB =0,
Axa =40, ax 4= a4,
sk B=ap,
Oq=a2=0 (€®).

Nyilvanval6, hogy K gruppoidot alkot.

2. Definicié. A & félcsoport holomorfjain értjiik a ®-nek a K=\ OU ¢
gruppoidbeli idealizdtorait, azaz K-nak azokat a maximdlis félcsoportjait, amelyek
D-t idedlként tartalmazzaik.

s legyen
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A K-nak, egy a @-t tartalmazé S részhalmaza akkor és csakis akkor félcsoport,
ha S-ben a x miivelet asszociativ, azaz

(10) (A%B)%C=A%(B%C), azaz (AB)C ={6‘1$)C%€ th)a ABC2O._ o

48y, ha AB#0,
an (A% B)ky=A%(Bx*y), azaz A(By):{ O,y hz Agig,

(12) (AP C=Ax(BxC), azaz (4f)°=(f9),

B¢ ha BC#0O,
13 @xBxC=ax@x0), amz ne={ §° J2 2670

(14) (@xp)xC=ax(BxC), azaz (@P)°= =a(f°),
(15) (@*kB)ky=ax(Bxy), azaz (¢®)y=a(®y),
(16) (AxB)ky=Ax(B*7y), azaz (“By=4(),
(A7) (@*xp)ky=ax(Bxy), azaz («fy=a(By).

Lathatd, hogy (10) és (17) mindig igaz K-ban. (16) és (14) azt fejezi ki, hogy
a leképezések bal és jobb transzlaciékbél allé parok. (15) és (12) pedig azt jelenti,
hogy a tekintetbe jovG leképezések baratsagos bitranszlacidk. Végiil (11) és (13)
a leképezések szorzatat jelenti. Jelsljiik C-vel a S-ben felléps baratsagos bitransz-
laciék félcsoportjat. Legyen @°=@IJO. Vilagos a fentickbd!, hogy S a & félcso-
portnak a ©° zéruselemes félcsoporttal valé CLIFFORD-féle bGvitése. Mindezek
alapjan igaz a kovetkez$ allitas:

A @ félesoport holomorfjainak 1. definicidja ekvivalens a 2. definicidval.

Egy @ félcsoport holomorfjainak szdma tehat a maximalis baritsagos bitransz-
lacio-félcsoportok szamaval egyezik meg. A 3. tétel alapjan igaz a kovetkezd

5. Tétel. A4 & féilcsoportnak egyetlen holomorfja van, ha

a) a P félcsoportnak van legaldbb egy (jobb oldali) reguldris eleme;

a,) P gyengén reduktiv;

b) &= P2,

b,) P-nek van bal (jobb) egységeleme;

b,) @ minden eleme idempotens;
b;) @ NEUMANN-féle reguldris félcsoport.

Erdekességként allapitjuk meg, hogy az egységelemes félcsoportoknak (itt is,
-, mint a gylirliknél) a lehetS legegyszeriibb szerkezetii-a holomorfja, mégpedig Jelen
esetben a kovetkezd alaki:

H = 2\O0U d~do\OU 2.

4. Most a karakterisztikus részfélcsoport fogalmat vezetjitkk be.

Definicio. Egy @ félcsoport valamely W részfélcsoportjat karakterisztikusnak
nevezzitk, ha ¥ a ® bdrmely -Clifford- fele bévitésben idedl.

Ervényes a kovetkez8 tétel:

6 Tétel. 4 <D felcsoport b4 reszfelcsoporr]a akkor és csakis akkor karakte-

srez

(18) A, YAePYeY)
teljesiil.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ¥ karakterisztikus. részfélcsoportja . @-nek.
Legyen A egy tetszbleges bitranszlacidja ®-nek. Mivel 4 benne van legalabb egy
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@ baratsagos bitranszlacio-félcsoportban (s6t, mint tudjuk, egy maximalis ugyan-
ilyenben is), azért A eleme a @-nek C°-sal valo E=C*\ OU & CLIFFOrRD-féle bdvi-
tésének. Az E-beli % miivelet értelmezése szerint

YW=AkyeY, Yyt =y xdcY,

mivel ¥ a feltevés szerint E-nek is idealja.

Megforditva, tegyilk fel, hogy a ¥ részfélcsoportra (18) teljesiil. Minthogy
o barmely CLIFFORD-féle bSvitésének egy tetszGleges a eleme gp-nek egy A bitransz-
lacigjat indukalja, specidlisan

Y—aky=24, ¥—-yxa=y4,
azért a (18) feltétel teljesiilése most azt jelenti, hogy

axy, Yxacy,

azaz ¥ a ¢ barmely CLIFFORD-féle bGvitésében idedl. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

Az el6bbi bizonyitds modositasidval nyerhetd a kovetkezd kritérium:

7. tétel. A @ félcsoport W részfélcsoportia akkor és csakis akkor karakterisz-
tikus, ha ¥ a @ minden holomorfjinak idedlja.

Az L, 1. 4llitas, valamint az 5. és 7. tétel figyelembe vételével kapjuk az alabbi
tételt:

8. tétel. Az egységelemes félcsoportnak minden részfélcsoportja karakterisztikus.
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O I'OJIOMOP®AX TMOJIVIP VIHI
. Cenopeu

Llesibio HACTOsILel PAaGOTHI SIBJISIETCST TIEPEHECCHHE TEOPHHU ro0MOPQOB KOJIEl B TEOPHHIO
noayrpynn. Teopust ronoMOpQOB MOAYTPYNN MOXET ObiTb NMOCTPOEHA B TECHOH aHaorui
¢ Teopueil ronomophoB Koneu. ABTOP OMpefesieT XapaKTepHCTHYECKHE MOATIONYrpymbl
KaK MORNOAYFPYNMbl, SIBJSHOLIMECST WI€anaMy BO BCSIKOM KAHGOPZOBOM PaCIHPEHHH MOJ-
noayrpynnel. B cTatbe N0Ka3biBaOTCSI HEKOTOPLIE TEOPEMbl B CBSI3H C rojioMopdamu i Xapak-
TEPUCTHUECKUMH NOANONYTPYNNAMH MOJYTPYIIL.
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UBER DIE HOLOMORPHE DER HALBGRUPPE

Von

J. SZENDREI
In dieser Arbeit wird der Begriff der Holomorphe einer Halbgruppe eingefilhri. Als
Hilfsmittel, die Bitranslationen und die CLirrorpschen Erweiterungen einer Halbgruppe spielen

eine wichtige Rolle. Ferner werden die charakteristischen Unterhalbgruppen definiert und.
einige Sitze iiber die Holomorphe und charakteristische Unterhalbgruppen- bewiesen.
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