MEGJEGYZESEK A GYURU CENTRUMAROL

Irta: SZENDREI JANOS

‘Legyen R egy (asszociativ) gyidrli, amelynek elemeit latin kisberlikkel jelsljiik.
Az R gytrd C(R) centrumadn azoknak a c(eR) elemeknek a halmazit érejiik, ame-
lyekre cr=rc teljesiil az R barmely r elemére. Konnyen belathatd, hogy C(R) az R-
nek részgy(riije, de 4ltaldban nem idealja.

Csoportok esetén ugyanakkor a csoport centruma a csoportnak mindig normél-
osztdja is. Ez, s azok a tények, amelyek szerint a csoport centrumdnak megfelel§ fo-
galom a gylirlknél a gylird annulldlé idedlja, azt mutatjik, hogy a gydrit centruma mads
szerepet tolt be a gyGrlelméletben, mint a csoport centruma a csoportelméletben.
A gylirli bizonyos centrumelemei ugyanakkor fontos szerepet jatszanak szdmos vizs-
gélatban. Példdul a gylirdk Perce-féle felbontisiban fethasznaljuk azt a tényt, hogy
a gytirli valamely idedljinak az egységeleme, ami nem sziikségképpen egységeleme ma-
ganak a gylrlinek, a gylr{ centrumanak is eleme.

Az aldbbiakban azt a kérdést vizsgiljuk, hogy milyen feltételek melletr idedl a
gylirli centruma, tovabbd azt, hogy milyen Osszefiiggés van az R gylrt C(R) centruma
és az R gyirl egy tetsz8leges I idedljdnak a C(I) centruma kozorr.

Felhasznaljuk a kdvetkezd fogalmat is. Az R gy(lirliben az rs—sr (rs, ¢ R) kiilonb-
ségek 4ltal generdlt idedlt az R gylird kommutatoridedljinak nevezziik, K(R)-rel. je- °
161jiik. ‘ B ' A h : ’

Ervényes a kdvetkezd tétel:

1. tétel. Az R gydrii C(R) centruma akkor és csak akkor idedlja R-nek, ha
C(R) annullilia a K(R) kommutdtoridealt.

Bizonyitds. Legyen C(R) idedlja R-nek, s legyen c ¢ C(R). Ekkor az R gylra
barmely r, s elemére c(rs)=(cr)s=s(cr)=/(sc)r=c(rs) teljesiil, mivel a cr ¢ C(R). Innen
¢(rs — sr)=(rs — sr)c=0 adédik, ami azt jelenti, hogy C(R) 'minden eleme K(R)-nek
anulldlé eleme. Megforditva, ha a C(R) minden ¢ eleme K(R)-et anulldlja, akkor ¢
anulldlya mindegyik kommutatort 1s, azaz

c(rs—sr)=0 (c ¢ CR); r, s ¢ R).
Innen (cr)s=s(cr) kévetkezik, ami azt jelenti, hogy cr ¢ C(R), azaz C(R) az R
gylrGnek idealja. Ezzel a tételt bebizonyltottuk.
A gylrl kommurativitdsinak egy elegendd feltételér adja meg a kovetkezd tétel:

2. tétel. Ha az R gyirii centruma idedl, és a centrumnak legalabb egy, zérustol
kiilonbozd eleme nem zérusoszté R-ben, akkor az R gy#ric kommutativ.

Bizonyitds. Legyen ¢ a C(R) centrumnak olyan eleme, amely a tételbeli ko-
vetelményeketr kielégiti. Ha C(R) idedl, akkor — amint eldbb ldttuk — teljesiil a
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¢(rs —s1)=0 egyenl8ség minden r, s (¢ R) elemre. A feltevés miatt innen rs=sr ko-
verkezik, ami éppen a bizonyitandé 4llitast jelenti. :

A 2. térel a kovetkez8képpen is megfogalmazhatd:

2. tétel. Ha R nem kommutativ gyidiri, és C(R) idedl, akkor C(R) minden elem
zérusoszté R-ben.

Legyen I az R gylirlinek egy kétoldali idedlja. Most a C(R) és a C(I) kdzdtn kap-
csolatot vizsgaljuk meg. Ervényes a kdvetkezd tétel:

3. tétel. Ha az 1 ideal C(1) centruminak egy c eleme nem zérusoszté 1-ben,
akkor ¢ benne van C(R)-ben.

Bizonyitds. Legyen r az R gyliri egy tetszbleges eleme és'c a térelben szerepld
elem. Mivel rc ¢ 1, és ¢ ¢ C(I), azért (rcdec=c(rc). Innen (rc)c=(cr)c, azaz (rc—cr)=c
adodik, ahonnan'a feltevés szerint rc — cr=0, azaz cr=rc kovetkezik. Ez éppen azt
jelenti, hogy ¢ az R-nek is centrumeleme, ami bizonyitand$ volt.

A 3. térel egyszerl kovetkezményeként kapjuk az aldbbi allitdst:

4. tétel. Ha az 1 idedl kommutativ zérusosztémentes gyiirii, akkor az R gvdiri
céntruma tartalmazza 1-t.

Hasonléan bizonyithatd be a kiverkezé tétel is:

5. tétel. Ha az 1 ideil kommutativ és 1*=1, akkor az R gydri centruma tar-
tulmazza 1-t.

Bizonyitas. Az I2=1 feltevés miatt elegendd azt bizonyitani, hogy (ab)r=r(ab)
teljesiil az R minden r elemére, ahol a, b ¢ 1. Ez az 4llitds pedig-az

(ab)r—a(br)—(br)a—b(ra) (ra)b=r(ab).
egyenl&ségekbdl kozvetleniil leolvashaté.

A 3-5. tételek a gylrlk ScHreiEr-féle bdvitéseire vonatkozdan a kovetkez6-
képpen fogalmazhatdk meg:

3. tétel. Ha az R gyuru centmmana/e egy eleme nem zérusosztd, akkor ez az
elem benne van az R gytir# barmely Schreier-féle bévitésének a centrumdban.

_ #.tétel. Ha R kommutativ zérusosztémentes gy#rii, akkor az R barmely
ScHREIER-féle bvitésének centruma tartalmazza R-et.

5°. tétel. Ha R kommutativ gydirii és R*=R, akkor az R bdrmely ScHREIER-féle

b8uvitésének centruma tartalmazza R-et.

IRODALOM
[1] RépEi, L.; Algebra, Budapest, 1954.
[2] SzenprEL, J.: On rings admitting only direct extensions, Publicationes Math. Debrecen,

3 (1953), 180—182.
[3] Van der WaErDEN, B. L.; Moderne Algebra, Berlin, 1940.

174



3AMEYAHUSA O IEHTPE KOJIELL

A. Cenapen

Kak u3BeCTHO, IICHTD KOJIBI[A C HEKOTOPO TOYKH 3PEHUS UrpacT APYIYIO DOJNb, KaK HEHTD:
rpynmel. B HACTOAIER 3aMeTKe M3NATAIOTCA MEXAY NPOYHM crleAyiolde Bompochl: IIpm kakmx
ycloBUsX 6YAET LIEHTD KOJbL@ WAEATIOM M KaKHe B3aNMOCBSI3H MOXHO YCTAHOBATH MEXIY LEHT-
POM KOJIBL@ M IEHTPOM NPOH3BOABHOTO WAeana 3TOrO KOMbLa.

BEMERKUNGEN UBER DAS ZENTRUM VON RINGEN

Von .
J. Szendrei

Es ist bekannt, dass das Zentrum von Ringen nicht eine solche Rolle spielt, wie das:
~Zentrum in der Gruppentheorie. In dieser Note wird das Zentrum des Ringes untersucht, und
unter anderen werden -die folgenden Probleme betrachtet: Unter welchen Bedingungen ist das:
Zentrum ein Ideal des Ringes, ferner was fiir Zusammenhinge stehen zwischen dem Zentrum
des Ringes und dem Zentrum eines Ideals von demselben Ringe.
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