A RACIONALIS SZAMOK EFFEKTIV MEGSZAMLALHATOSAGAROL
Irta: SZEDERKENYI ANTAL

Ebben a cikkben egy egyszerii bizonyitasat adjuk annak az ismert tételnek, hogy a racionalis
szamok halmaza effektive ekvivalens a természetes szamok N halmazdval, azaz effektive megszdm-
lalhaté.

Mint ismeretes egy A halmaz effektive ekvivalens egy B halmazzal akkor és csak akkor, ha
meg tudunk allapitani egy kolcsonosen egyértelmii leképezést az adott A és B halmaz kdzour.

Az altalanosan hasznalt ekvivalencia és az effektiv ekvivalencia kozotti kiillonbség az, hogy
mig az elobbinél csak az egyértelmiiség lérezését koveteljiik meg, addig az utdbbinal effektive meg
kell tudnunk dllapitani az egy-egyértelmii leképezést.

A cikkben meg fogjuk adni az egynél kisebb pozitiv racionalis szimoknak egy sorozatba
rendezését rekurzidval, amibol kénnyen kovetkezik egy olyan leképezés megaddsa, amely minden
természetes szamhoz kolcsondsen és egyértelmiien hozzirendel egy raciondlis szamot és minden
racionalis szam fellép kép gyanant.

I. Legyen r, olyan raciondlis szdm, amelyre 0 <r,<1. Legyen tovdbbd a, a
legkisebb olyan természetes szdm, amelyre
1

rl-—-ro—a—é 0.
1

Ha r, #0, akkor jeldlje @, a legkisebb olyan természetes szdmot, amelyre
1

Pro=1r— —
dp

v

0.

Ha r, #0, akkor a; hasonld tulajdonsagl, mint a,, stb.

Igy raciondlis szdmoknak egy {r,} csokkend sorozatdt, valamint természetes
szamoknak egy {a,} novekvé sorozatdt kapjuk.

Bizonyitjuk a kovetkezd lemmat:

1. Lemma. Az r, sorozat véges sok zérustd! kiilonbozd taghdl dll, azaz van olyan
n, hogy r,=0. '

Bizonyitds. Az egyszeriiség kedvéért a tovdbbiakban egy s raciondlis szdm
szdmldlojdt §-sal jeloljiik.

Legyen

"0=ibz—(a,b€N; (a,b) =1.

Ekkor
a I aa,—b
r1 = — — = ———’

b o ba,
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Py | fay—ba,

‘ ba, a, ba,a,
. Fa1 _i _ Fya,—baya,..a,_,
n - B
baja,...a,_, a, ba,a,...a,

Nyilvdnvaléan a, <a,<ay<..., valamint igaz, hogy r,=0. Az a,, a,, a;, ...
szamok tulajdonsdga folytdn:

Fo1 1
Fn-1 ==
ba,...a,_, a,_,
Ebbdl
Foorly— Ty < bay...a,_,,
azaz

F, = f"_la"_bal._an_l < Fy-1 (n=1, 2, )
Tehat kapjuk, hogy
a=>fr>r>..=0.

Mivel itt nemnegativ egészek egy szigoruian csdkkend sorozatdt kapjuk, ezért ezek
szdma véges, legfeljebb a. Tehdt legfeljebb a 1épés utdn O kiilonbséget kapunk. Q. e. d.
A lemmdbdl és az r, sorozat konstrukcidjabol kovetkezik, hogy

1 1 1 1
r=—+—+—+...+ —,
a as as n
azaz az r raciondlis szdmot kiilonbdzé torzstortek (I szdmldldju tortek) Osszegeként
allithatjuk eld.

Megjegyzés. A raciondlis szdmok torzstortek Osszegeként vaid elddllitdsaval
mdr az okori egyiptomiak is foglalkoztak. A RHYND-papiruszon elég sok tdrtnek
megtaldlhaté ilyen elddllitdsa. Némelynek egy ilyen konstrukciébol adddo fel-
bontdsa van adva, mig mdsoknak mds.

2. Lemma. Az el6z8 konstrukcioban el6dllé a,, a,, ..., a, véges sorozatra teljesiil-
nek az

ay>1 & az ey > a(a—1) (k=1,2,..,n—1)
egyenlbilenségek.
Bizonyitds. Nyilvdn
1

-
= r‘__1 -
a, k a,_1

Ebbdl
] 1 1 ]

—_——— e k=12, ...
a = aq—1 a ag—1) ( +2 )

ry = Fe—a
kovetkezik.
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Madsrészt
|

= Ty (k = ]’27 --"n_1)5

Ax+1
amibdl végiil
ey = aa,—1) k= 1,2,...,n—1)
kovetkezik.
Az a,>1 egyenlétlenség nyilvanvald.
Bizonyitjuk a ko&vetkezét:

l. Tétel. Bdrmely O<r<1 raciondlis szdm egyértelmiten bonthaté fel véges
szdmu t0rzstért Osszegére, azaz

1 1 1
r=—+—4..+—
a4 4 a,
ugy. hogy
a>1, a > @-1—-Da._, (k=2,3,..,n)
teljesiil.

Bizonyitds. A kivdnt felbontds létezése kovetkezik az 1. és a 2. lemmadbol.
Az egyértelmiiséget indirekt uton _biZOnyitjuk. Legyen
1 1 1 1

’=Z+£+”+a_ﬁ+m+ g

ahol
a1 é a > (a-,—1)a_, (k=2,3,...,n),

by=1 és b > (boa—Db_y (=23, ..., m).

Feltételezhetjiik, hogy a; <b,. Ekkor felhaszndlva a b;-ek tulajdonsdgdt, a kovet-
kezdket kapjuk:

= -1—+—1+ +—1'+ ! 1 + ! + .. + : i ! =
- bl b2 bm-—l bm b2 m 1 b (bm_l) a
SR - : SRR -
by T by b -1_b1 bu-z byt (bw-1— Dbp-y
- +.o. : +*—1——< <! <—~1-
b b2  bu-1—1 TUTh -1 a]

. 1 .
Tehat kapjuk, hogy r<;1—§r, ami ellentmondds.
1

2. Tétel. A O0<r<1 raciondlis szdmhalmaz kélcsonosen egyértelmiien leképez-
het6 az Osszes olyan természetes szdmokbdl dllé véges (a,, a,, ..., a,) sorozatok M
halmazdra, amelyekre az

a=>1 ¢é aq > (a._,—1)a,_, (k=2,3,...,n)
osszefiiggés teljesiil.

Megjegyzés. Az ilyen tulajdonsdgi sorozatokat nevezziik ,,megengedett” soroza-
toknak.
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Bizonyitds. Tekintsiik a raciondlis szamoknak az 1. tételben szerepld egyértelmi
felbontasukat, és rendeljiilk hozzda mindegyikhez a nevezdkben szerepld szdmok
sorozatdt. Nyilvdnvaldéan ez a hozzdrendelés eleget tesz a tételben kivdntaknak.

Megjegyzés. Az Osszes egynél nagyobb raciondlis szimok halmaza ugyancsak
leképezheté a ,,megengedett” sorozatok M halmazdra. Ugyanis ha r=1, akkor

| , . . .
0<7< 1, és r-hez rendelve a reciprokahoz rendelte ,,megengedett’ sorozatot szin-

tén kolcsondsen egyértelmi, M-re tdrténd leképezést kapunk. r=1-hez az (1) soro-
zatot rendelhetjiik.

II. A kovetkezdkben a O<r<1 raciondlis szdmoknak egy ry,ry, ..., 7, ...
sorozatba vald elrendezését adjuk meg az el6z6 egyértelmii felbontds segitségével
gy, hogy minden ilyen raciondlis szdm el6fordul a sorozatban és mindegyik csak
egyszer.

El6bb bizonyitunk néhdny lemmat.

3. Lemma. Legyen n egy természetes szam. Tekintsiik azon m és d nemnegativ
egész szamokat, amelyekre

14+24+...dm<n=14+24...+m+(m+1) é&s

()
d=n—(1424...4+m)

teljesiil. Ekkor (%) a természetes szdmok N halmaza és azon nemnegativ szdmok-
bol dallé pdarok (m,d) halmaza kézott kolesondsen egyértelmii megfeleltetést dllapit
meg, amelyekre 0 < d = m+1.

Bizonyitds. Egy természetes szimhoz nyilvdn egy m és d tartozik. Megforditva, ha

(my,d)=(m,, dy) azaz m =m, és d,=d,,
akkor (% )-bdl

m=d+(0+24+...+m) =dy+(1+2+4+...4+m) = n,

kovetkezik.
Ezenkiviil-

O<d=n—-(0+2+...+m) = 14+2+...+m+m+D-Q+24+...+m)=m+1

teljesiil. Legyen végiil (m, d) olyan nemnegativ egész szdmokbdl &lld szdmpdr,
amelyre

: O<d=m+1.
Ekkor az
n=(1+2+...+my+d

szamhoz (%) az adott m és d szdmokat rendeli. Pl. 1~(0,1), 2-(1,1), 3 ~(1,2),
4 —+~(2,1) stb.
Legyen n természetes szdm és (m, d) a () dltal hozzdrendelt szimpdr. Ekkor
értelmezziik a 7 és o leképezéseket a kdvetkezGképpen:
Definicio.
t(n) =d
o(n) =m+2—d

= 2
;EZ; — ?+ d } ha m paros,

} ha m pdratlan
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azaz

t=1(n) =

1 —1ym+1 I Iy
AT LD 20,

c=0(n) = (m+2—-d).

1+(—D" L+(=1)m+1
7 9t
Nyilvanvaléan
t(m)y+o(n) = m+2.

4. Lemma. Legyen n természetes szam. Rendeljiik hozzd n-hez a (z, 6) part.
Ekkor a természetes szdmok N halmazdnak kélcsondsen egyértelmii leképezését
kapjuk a természetes szdmokbol dallé (v, o) szampdrok olyan halmazdra, amelyre
T4+0 = m+2 teljesiil.

Bizonyitds. A hozzdrendelés nyilvdnvaldan egyértelmi. Legyen megforditva
(11, 0) =(15,05), azaz t1,=71,, 6, =0,.
Ekkor
m+2 =1+0, = 1,+0, = my+2, azaz m;=m,.
Tovabbd 1, =1,-bdl
m+2—d = my+2—d,, vagy d,=d,

kovetkezik. Figyelembe véve m; =ms,-t, mindkét esetben kapjuk, hogy d,=d,.
Ebbdl ny, =n, kovetkezik.

Legyen 1+ ¢ paros. Ekkor m pdros, azaz ¢ =d.

A O<d =m+1 egyenl6Stlenségbdl 0 < 0 = 14+ 0—1, azaz 1= 1 kovetkezik.
Tehdt 1= o, 1. Ugyanezt kapjuk, ha t+ o paratlan.

Végiil legyen (7, 0) egy természetes szampar. Ekkor az

m=1t+0—2,
o, ha 7+ ¢ pdros
7, ha 1+ ¢ pdratlan
pdr dltal meghatdrozott n szdmhoz éppen (t, o)-t rendeli a 7 és o leképzés.

Legyen O<r <1 raciondlis szdm és

1 1
r =—-i-L +...+ —
a as a;

a ,,megengedett” eldallitdsa. Ekkor vezessiik be a kdvetkezd jelolést:

o(r)=a.
Definicio. Legyen r 0 és 1 kozotti raciondlis szdm, n pedig természetes szdm

Ekkor legyen
1

S = PO -1
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Az utébbi definiciobdl kovetkezik, hogy ha r ,,megengedett” elddllitdsa

1 1
r=—+— +...+ L R
a, ds a
akkor az s* raciondlis szdmé
1 1 1 1
Stm— b — o —
a, a, a n+(a,—1a

Nyilvdnvaldan s* legaldbb kéttagl (a ,,megengedett” elGdllitdsdban legaldbb két
torzstort szerepel).

5. Lemma. Egy legalibb kéttagii s* raciondlis szdmhoz kolcséndsen egyértelmiien
tartozik egy raciondlis szambdl és egy természetes szambol dallo (r, n) szampdr ugy,

hogy
s*(r, n) =s*.

Bizonyitds. Legyen s* legaldbb kéttagu, azaz ,,megengedett’ elGdllitdsa legyen

1 1 1
HFf=—Ft— 4.+ — (=2).

a a, q

Ekkor az
Feh e n = o) —o(Mle(r)—1]
a  a a_; ’ h
szdmpdrra teljesiil, hogy
s*(r, n)=s*.

Ko6nnyen beldthatd, hogy ha (ry, ny) # (ry, ns), akkor s,* =s,*, és forditva.
Definidljuk sorozatok sorozatdt rekurzidval a kovetkez6képpen:
Definicio.

1

alv =T (n=12..),

a® =s*(a%=V, a(n) *k=2,3,..).
3. Tétel. Az

ro=af  (n=1,2,..)

az osszes 0 <r<1 raciondlis szamnak egy ismétlédés nélkiili sorozatba rendezése-

. Bizonyitds. Nyilvdnvaléan 0<r,<1 (teljes indukciéval igazolhatd). Az r, n
dltal egyértelmiien meghatdrozott és r,#r,, ha n2m. Végiil legyen O<r<1 és

1 1 1
r=—-=%— 4.4+ —
a a4 a

a ,,megengedett’” eldallitdsa.
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Hal=1, akkor
r = a (l) 1 =r’l t)

ap—

ahol n a,-b6l meghatdrozhatd.

Megjegyzés.
2_3q,+4 ,
n =a—1—2al—+ , ha a, pératlan,
at—a .
n == ha a, pédros.

Ha /=1, akkor feltételezve, hogy

1 1 1

—t— Ft — ="
4 a4 a1
r=db,

ahol a
‘O'(n) = al—al-l(al—1_1)9 ‘r(n):k, a(t):n, T(f)=l

osszefiiggésekbdl ¢ meghatarozhatd, s igy r=r,.
Az eddig elmondottakat példdn illusztrdlva, hatdrozzuk meg

1. rg-t;

9
2.. ry= T4—~bol n-et.

Ad 1.

— 64
rgg=4a (;((64)))

Az 14+24...4+10 < 64 = 14+2+...+11 egyenlbtienségbdl m=10 és d = 64 —
—55 =9 és mivel m pdros 6 =d=9, 1 = m+2—d = 3 kovetkezik.

Tehdt
ru=as =s*(ag, o).
A 1(9)=3, 6(9)=2 felhaszndldsdval

 ree=s5*(d?, 2).
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dP =s*(d),0(3) =s5*(@P, 1) és a :—; )

Megfeleld helyettesitéssel

1 1 1 11
Q) _ % 1y=_ [ B
o' =s*H=3t35=3%7
ezért
po=d b, 1 1 1 1 46l
“T3TIT 7.6 37 44 924
Ad 2.
9 1 1 1 1 1
—_— = —_— == — = *44.
-2 7 3t =G
9

%—=a(1') miatt 7= s* (a(D, 4). Tehdt 1(n)=1 és a(n)=4.
Ebb3l m"=3, d’'=1. Azaz n’ = 14+2+3+1=17. Esigy

9
r,,=1—3'= a(72) .

At(n)=2,06(n)=7 értékekb8l m=7, d=2 ill. n = 1+24+...+7+2 = 30 ko-
vetkezik. Tehat

9
so =72
IRODALOM

[1] Sierpinski1, W. : Cardinal and Ordinal Numbers, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe Warszawa,

1958., 36.
{2] Wussing, H.: Mathematik in der Antike, B. G. Teubner Verlagsgesellschaft Leipzig, 1962., 22.
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Ob 3¢¢JEKT.I/IBHO]?I CUETHOCTH PALIMOHAJIBHBIX YMHCEJI
A. Cedeprenu

B 3T0it paboTe NpH NMOMOIIM PEKYPCHU ABTOD HAET 30()EKTHBHO MOCIEHOBATENBHOCTD, YJIEHBI
KOTODOH ABJISIOTCS PAMOHAJILHBIMH YHcIamy O M 1, ¥ KaXKgoe U3 HUX TOJILKO OMH pa3 BCTpeya-
€Tcs B MOC/EI0BATENIBHOCTH.

TTono6HO 3TOMY MOHO CTaBHTb B TIOCIEAOBTTENBLHOCTE BCE PALMOHAILHBLIE YHUCHA. DTO
OCHOBAaHO Ha ToM (aKkTe, YTO Ka)KAOE I' PALMOHAJBHBIE YMCIO Mexay O M 1 MOXHO Pa3fIOKHTh
OJIHO3HAYHO KaK CYMMY MHOTHX Pa3HBIX KOHEYHbIX ApOOei, MMEIOIINX OOMHAKOBLIE YHCTUTENH 1,
cObIBaeTCs

rtne a, > 1 u ag, > a (a—l) (k=1,...,n—1)

l'[onb3y;xc1> 3TUM OJHO3HAYHBIM Pa3jI0OXKCHUEM aBTODP KOHCTPYHPYET NOCHACAOBATCIABLHOCTD
TP MOMOLIM AMAroHaJIbHOrO npouecca KaHTopa.

UBER DIE EFFEKTIVE ABZAHLBARKEIT VON RATIONALEN ZAHLEN

Yon

-

A. Szederkényi

In dieser Arbeit wird eine Folge {r,} mit einer Rekursionsformel angegeben, wobei r, rationale
Zahl mit 0<r,<1 ist und jede solche Zahl in der Folge genau einmal vorkommt. Alle rationalen
Zahlen kénnen auf dhnliche Weise in eine Folge geordnet werden. Der Grund dieser Tatsache
liegt darin, dass jede rationale Zahl r (O<r<1) sich in der Gestalt

1 1 1
re—— b — o —
a, a, a,

eindeutig (bis auf die Reihenfolge der Summanden) darstellen ldsst, wobei a;>1 und a, ;> g, (@, — 1)
(k=1,..., n—1) erfiillt sind. Die Folge {r,} wird mit Anwendung diese eindeutigen Darstellung
und mit Hilfe des Cantorschen Diagonalverfahrens konstruiert.
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