
PÁRONKÉNT KITÉRŐ NÉGY EGYENES 
PARALELOGRAMMA METSZETE 

í r t a : MISKOLCZI JÓZSEF 

Ismert az a tény, hogy az egy pontra illeszkedő a, b, c, d nem komplanáris 
sugárnégyes mindig metszhető paralelogrammában [2]. 

Vizsgáljuk meg a problémát általánosabban. Legyen a négy egyenes páronként 
kitérő. Ha van olyan A, B, C,D pontnégyes, hogy Ad a, B£b, C £ c , D£d és az 
ABCD négyszög paralelogramma, akkor azt mondjuk, hogy az a, b, c, d páronként 
kitérő egyenesek metszhetők paralelogrammában. 

A következőkben szükséges és elégséges feltételét adjuk annak, hogy páronként 
kitérő négy egyenes metszhető legyen paralelogrammában; megmutatjuk továbbá, 
hogy a metszetek száma általában végtelen; végül belátjuk, ha bármely két kitérő 
egyeneshez tartozó normáltranszverzális nem egyező állású a másik két kitérő 
egyeneshez tartozó normáltranszverzálissal, akkor a paralelogramma metszetek 
halmaza három osztályba sorolható, és a minimális kerületű paralelogramma meg-
szerkeszthető. 

Jelölje n a normáltranszverzális egyenest, n pedig a normáltranszverzális sza-
kaszt (illetve annak hosszát). Bebizonyítjuk a következő állítást: 

A) Két kitérő egyeneshez végtelen sok adott t( > h) hosszúságú transzverzális-
szakasz tartozik. Ezen szakaszok végpontjainak halmazát az a egyenesen az 
AXA =AA2, a b egyenesen a B1B = BB2 szakaszok pontjai alkotják, ahol 

/4 = (n Pl a), B = {nC\ b), és A±A2 = B1B2 = 7^—~(<p = a, b<). 
sin cp 

Bizonyítás. Jelölje a két kitérő egyenest a és b. Vegyük azt az a és fi síkot, melyekre 
a 3 a , fi3b és a||/?. Majd tekintsük azt a €> egyenes körkúpot, melynek alkotója 
t hosszúságú, csúcsa illeszkedik az egyik síkra, alapköre pedig a másik síkra. E kúp 
alkotója eltolható párhuzamosan úgy, hogy az az a és b kitérő egyenesek transz-
verzálisa legyen. 

Legyen AB (A£a, B£fl) a kúp egy tetszőleges alkotója. Az eltolás kivitele-
zése a következőképpen is történhet: 

1. B'\B'íb, 
2. e\e\\AB és e^B', 
3. b ^ W b és b ^ ( e H a ) , 
4. = Ha) , 
5. A"B"\A"B"\\e és B"db. 

így A"B" éppen a t hosszúságú transzverzális. 
Megjegyzés. Természetesen egyetlen eltolással is elérhető, hogy az AB szakasz 

az a és b kitérő egyenesek transzverzálisa legyen. 
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Jelölje {Aj} az a egyenes azon pontjainak halmazát, melyekhez tartozik adot t 
1 hosszúságú transzverzális. {Aj}-t a következőképpen határozhat juk meg. Tekintsük 
a P síkot és azon az a egyenes a' merőleges vetületét. Legyen B* a /? síknak olyan 
pontja, amelyre AjB* = t. Az AjBJ szakasz merőleges vetülete a ¡5 síkon r hosszú-
ságú, ahol f az említett <P kúp alapkörének sugara. Az a' egyenes azon pont ja i 
keresendők, melyek legfeljebb r távolságra vannak a b egyenestől. Ezek a pon tok 
a z a ' egyenes egy AÍA'2 szakaszát adják, amelyet az a egyenesre merőlegesen vissza-
vetítve kapjuk az AXA2 szakaszt. Nyilván az a és b egyenes szerepe felcserélhető. 
Végül, az elmondottakból A) állításban szereplő képlet közvetlenül nyerhető. 

Könnyen belátható a következő állítás: 
B) Ha négy, páronként kitérő egyenes közül valamelyik kettőhöz tar tozó 

normáltranszverzális párhuzamos a másik kettőhöz tartozó normáltranszverzálissal, 
akkor bármely kettőhöz tartozó normáltranszverzális párhuzamos a másik ket tőhöz 
tartozó normáltranszverzálissal. 

Bebizonyítjuk a következő tételt: 
1. tétel. Az a, b, c, d páronként kitérő egyenesek akkor és csak akkor metszhetők 

paralelogrammában, ha vagy 
a) valamelyik kettőhöz tartozó normáltranszverzális nem egyező állású a másik 

ket tőhöz tartozó normáltranszverzálissal, vagy 
b) valamelyik kettőhöz tartozó normáltranszverzális-szakasz egyező állású 

és egyenlő hosszú a másik kettőhöz tartozó normáltranszverzális szakasszal. 
Bizonyítás. A feltétel szükséges. Tegyük fel, hogy van paralelogramma metszet, 

s legyen ennek két szemköztes oldala tab, illetve tci. Már az A) állításnál lát tuk, 
hogy a ?(lf,-hez tartozik egy derékszögű háromszög, melynek átfogója a tah, két 
befogója pedig az nob, illetve f a b állásával és nagyságával egyezik meg. A szóban 
forgó derékszögű háromszöget a 0 kúp egyik alkotója, sugara és magasságvonala 
alkotja. Hasonlóan a tcd-hez is tartozik egy derékszögű háromszög. Két eset lehet-
séges: vagy nob egyező állása wcd-vel, vagy nab nem egyező állása ncd-ve 1. Az első 
esetben a tab-hez és a ícd-hez tartozó derékszögű háromszögek nyilvánvalóan egybe-
vágóak. Ez pedig azt jelenti, hogy az iiab egyező állású és egyenlő hosszú az ncd-vel. 
Ekkor tehát teljesül a tétel b) feltétele. A második eset pedig az a) feltétellel azonos. 

A feltétel elégséges, a) Legyenek a, fi, y, 5 olyan síkok, melyekre 

ot^a, P3b és a\\P 

y3c, ö$d és 

Jelölje a, y síkok metszésvonalát may, ennek egy tetszőleges pont já t P, a ¡3, ö síkok 
metszésvonalát ennek egy tetszőleges pont já t Q. (Az mxy, metszésvonalak 
létezését az első feltétel biztosítja.) Az A) állítás bizonyításánál láttuk, hogy a PQ 
szakasz (P £ a, Q 6 P) eltolható úgy, hogy a P végpontja az a egyenesre, Q végpontja 
pedig a b egyenesre kerüljön. De a PQ szakasz — mivel P£y, Q£ö — ugyancsak 
eltolható úgy is, hogy a P£c és Q£d fennálljon. A P'Q'P"Q" négyszög paralelog-
ramma. (Az eltolt PQ szakasz a, b, illetve c, d-re illeszkedő végpontjait jelöli a 
P', Q', illetve a P", Q".) 

b) Ha a tétel második feltétele teljesül, akkor a paralelogramma metszet léte-
zése nyilvánvaló. 

A most bebizonyított tétel alapján mondhat juk, hogy négy páronként kitérő 
egyenes általában metszhető paralelogrammában, hiszen paralelogramma metszet 
akkor és csak akkor nem létezik, ha a normáltranszverzális szakaszok egyező állásúak 
és különböző hosszúak. 
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2. tétel. Ha az a, b, c, d négy olyan páronként kitérő egyenes, hogy bármely 
kettőhöz tartozó normáltranszverzális nem egyező állású a másik kettőhöz tartozó 
normáltranszverzálissal, akkor 

a) végtelen sok paralelogramma metszet van, 
b) a paralelogramma metszetek halmaza három osztályba sorolható —• és 
c) az egy osztályba sorolt paralelogramma metszetek között meghatározható 

a minimális kerületű. 
Bizonyítás, a) Ha figyelembe vesszük, hogy az előző tétel bizonyításánál 

Pdmxy, Q£mp3, de egyébként P is Q is tetszőleges pontok, akkor ebből már követe 
kezik állításunk helyessége. 

b) A PQ szakaszok eltolásával létrejött paralelogramma metszethalmazra 
jellemző, hogy minden elemének van egy olyan oldala, mely párhuzamos a 
7z = (mxy\\mpl) síkkal. Jelölje HK a leképezés során létrejött paralelogrammák hal-
mazából a különböző paralelogrammák halmazát. 

Ha mx3 és mey metszésvonalakat tekintjük, és a HK halmaz létrehozásánál alkal-
mazott gondolatmenetet követjük, akkor egy újabb paralelogramma metszet hal-
mazhoz jutunk, mely halmaz minden elemére jellemző, hogy van olyan oldala, mely 
párhuzamos a Q = (tnaS\\mfiy) síkkal. Az utóbbi leképezés során létrejött paralelogram-
mák halmazából a különböző paralelogrammák halmazát jelöljük / / - v a l . 

A HK minden elemének és csak azokhoz nyilván eljuthatunk úgy is, hogy például 
mp& egyenesen rögzítünk egy Q pontot, az mxy egyenesen pedig végigfuttatjuk a 
Pi pontot, majd az így kapott QPt szakaszokat rendre eltoljuk az a, b, illetve a c, d 
kitérő egyenesekre. 

Hasonlóan generálható a H 5 paralelogramma halmaz is. Indirekt módon köny-
nyen belátható, hogy az összes olyan paralelogramma metszetből alkotott halmaz, 
melyben két szemköztes oldal az a, b, illetve a c, d kitérő egyeneseken nyugszik, 
és a HK U H[, halmaz egy-egyértelműen képezhető le egymásra. 

Ezek után vegyük az a 1 ; y1, <5j síkokat, melyekre teljesül, hogy 

«i 5 a, y ^ c és ajHvx 

p ^ b , ő ^ d és № . 

Az o ^ n / ^ ; o ^ n á i ; ^ y i f l í ^ egyenesek egy négyoldalú prizmát feszítenek ki, 
jelöljük ezt 2^-val. A szemköztes élekhez tartozó síkok — a fentiekhez hasonlóan — 
két paralelogramma halmazt generálnak. Megmutatható, hogy az egyik a Hn-ve 1 
azonos. (Azt a síkot, amely Hn-1 generálja, jelölje n.) A másik paralelogramma hal-
mazt jelöljük HG-\al, a generáló síkot pedig u-val. 

Végül tekintsük az a 2 , /?2, y2, ö2 síkokat, melyekre: 

a ő 2 ^ d és o:2||«52 

Pzztb, y23c és fS2\\y2. 

Az eddigiek alapján most már itt is könnyen belátható, hogy a 2 n / J 2 ; a 2 f l y2; 
S2 f i P2 ; ő2 f i y2 egyenesek olyan I 2 négyoldalú prizmát feszítenek ki, melynél az 
egyik szemköztes élpárhoz tartozó Q sík generálja a He halmazt, mely a már ismert 
Hs halmazzal azonos, míg a másik élpár meghatározta 5 sík pedig a Hs paralelog-
ramma halmazt, mely a Ha halmazzal azonos. 

így a paralelogramma metszetek származtatási módjának bemutatásával meg-
mutattuk, hogy — a tételbeli feltétel mellett — a paralelogramma metszetek halmaza 
három osztályba sorolható: //„-be, He-ba, és Ha-ba. Ugyanazon //^-osztályhoz 
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ju tunk , ha akár n, akár n sík segítségével osztályozunk. Hasonló mondha tó a He 
és a Ha osztályokba való sorolásról. 

c) A HK halmaznak vegyük két tetszőleges elemét pnl-ct és prA-1, majd a n sík-
ban ezen elemeknek megfelelő QK tar tójú szakaszokat: PnlQn'~ Pn2QK-t. E szakaszo-
kat tar tó egyeneseket jelölje rendre e^ ,e 2 . Hasonlóan vegyük a n s íkban is a Q^ 
tar tójú PslQn, P^Qa szakaszokat, illetve ezeket ta r tó ex és e2 egyeneseket. (A Qs pon t 
a Zx prizma fr síkot meghatározó szemköztes élei egyikére illeszkedik, jelöljük ezt 
w f fy l-gyel. A Pax, PS2 pontok pedig a másik élre esnek. Jelöljük ezen u tóbbi élt 

Ezek után tekintsük azt a Pnl — P^, P^ Pkí> Qn~~Qn kikötésekkel meghatá-
rozott !F affinitást, mely a n síkot a S síkba viszi át. A Pni és Pm legyen két tetszőle-
ges megfelelő pontpár . 

Bebizonyítjuk, hogy a PniQn és a PniQn szakasz ugyanazon pni parale logrammá-
hoz tartozik. 

Toljuk el ugyanis a PnlQa, P&Qa, P„iQn szakaszokat rendre az a, b, illetve 
a c, d kitérő egyenesekre úgy, hogy a Pnl, Pn2, PK, végpontok az a, illetve y s íkban 
mozogjanak . A pálya ilyen speciális megválasztása a szakaszok végső helyzetét 
nem befolyásolja, így közvetlenül leolvashatjuk: 

, . S (P*\ Pji2 Рц>) — (Pnl Pji2 Pni) 
( 1 ) (PnlP^PJ = (P'nlP'^Pli) 

ahonnan 
(Pírl P712 Pízi) ~ (Pnl Pni Pni) 

A következő lépésben az eltolt szakaszok által meghatározot t p i , p 2 , p i para-
lelogrammák P'nlP'úi, P'niP'ni, P'niP'ni oldalainak vegyük а л síkon levő megfelelőit, 
а Р й 1 б я . PiaQn' PniQn szakaszokat. Az előzőhöz hasonló gondolatmenetet követve 
(csak most a végpontok л síkra való toláskor az a 1 ; illetve ^ síkban mozognak) 
igaz, hogy a ( P ^ P ^ P ^ O = {P^P-^Ptd-

Figyelembe véve az (1) alatti és а У affinitás miat t fennálló ( P ^ P ^ P ^ ) — 
= {РщРщРпд egyenlőségeket, következik, hogy P^ = Pm. 

Megjegyzés. Tekinthettük volna a pi,p2 ,pi para le logrammáknak a b, d egye-
nesekre támaszkodó oldalait, akkor is ugyanazon eredményhez ju to t tunk volna. 

így а 4* affinitással egymáshoz rendelt Pnh Psí megfelelő pon tpá rok a Qn, 
illetve Qn pontokkal alkotott PniQK és P^Qa szakaszok ugyanazon pní paralelogram-
mákhoz tar toznak. 

А л síkon Qn(e 1,e2,e3,...) sugársort az а П у = м ш ( = egyenes a 
Pnl, Рл2, P„3, ... pontsorban metszi. Ezen alakzatot a V affinitás a л síkba, a 
ö s ( é 1 ; ё2, é3, . . .) képsugársorból az тЯа1 képegyenes által kimetszett Pnl, Pn2, 
Ps3, ... képpontsorba viszi át. 

Tekintsük a két alakzat közül azt, amelyiknél a pontsor két tetszőleges elemé-
nek távolsága kisebb, mint a másik alakzat pon tsorának megfelelő két elemének 
távolsága. Tegyük fel, hogy ez a л s íkban levő alakzatnál teljesül. Ezek' u tán szer-
kesszünk az mS a i egyeneshez egy olyan m™ai egyenest, hogy az és egyenesek 
pontsora g s pontra perspektív, a Р '^Р'ш szakasz hossza pedig a P A Р к 2 szakasz 
hosszával egyenlő legyen. M a j d az u tóbb kapott alakzatot és a л s íkban levőt moz-
gassuk el az alábbi követelményekkel: 

A két alakzat kerüljön egy s íkba; 
A Pjf'í pont essék a Рл1-те, a P'?2 pedig a P n 2 - ^ \ 
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A z e l m o z g a t o t t mnaL és m ^ egyenesek k ö z ö s m k é p e vá lassza el a Qn és Qn-t. 
( U g y a n a z o n b e t ű k j e lö l j ék a z e l m o z g a t á s u t á n k a p o t t a l a k z a t o n a k é p e l e m e k e t 
— az ni kivételével — m i n t a z e l m o z g a t á s e lőt t . ) 

A k ö v e t k e z ő k b e n t e k i n t s ü k a z e l m o z g a t á s u t á n l é t r e jö t t ú j a l a k z a t o t . E r r ő l 
l eo lvasha tó , h o g y a Hn h a l m a z m i n i m á l i s kerü le t i p a r a l e l o g r a m m á j á t a Qn Pm; Q^P*0 

s z a k a s z o k a l k o t j á k , a h o l P^ = (m f i g s Q„); Pm = (m-xL Pl ö s ő „ ) . 
A He és a Ha h a l m a z b a n h a s o n l ó a n a d h a t ó m e g a m i n i m á l i s k e r ü l e t ű p a r a -

l e l o g r a m m a . 

IRODALOM 

[1] HAJÓS GY: Bevezetés a Geometriába, Tankönyvkiadó, 1960. 
[2] REIMAN I.: Elemi geometriai példatár, Tankönyvkiadó, 1963. 

1. B'| B ' € b jelentése: B' pontot úgy vesszük fel, hogy B' illeszkedjék b-re. 
2. Párhuzamos í 11. egyező állású úgy értendő, mint [l]-ben. 

ПЕРЕСЕЧЕНИЕ ЧЕТЫРЁХ ПОПАРНО УКЛОНЧИВЫХ ПРЯМЫХ, 
ЯВЛЯЮЩЕЕСЯ ПАРАЛЛЕЛОГРАММОМ 

Й. Мишколци 

Задается необходимое и достаточное условие для того, чтобы четыре попарно уклон-
чивых прямых имели пересечение, являющееся параллелограммом. Если такое пересечение 
существует, то их число бесконечно много и из этих пересечений можно задавать пересечение 
с минимальным периметром. 

ÜBER DIE PARALLELOGRAMMSCHNITTE VON VIER PAARWEISEN 
WINDSCHIEFEN GERADEN 

Von 

J. Miskolczl 

In der vorliegenden Arbeit wird eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür angegeben, 
dass vier paarweise windschiefe Geraden einen Parallelogrammschnitt haben sollen. Wenn solcher 
Parallelogrammschnitt existiert, dann gibt es undenlich viele. In diesem Fall kann die Parallelog-
ramme mit dem minimalen Umfang angegeben sein. 
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