PARONKENT KITERO NEGY EGYENES
PARALELOGRAMMA METSZETE

irta: MISKOLCZI JOZSEF

Ismert az a tény, hogy az egy pontra illeszkedé a, b, ¢, d nem komplanaris
sugdrnégyes mindig metszheté paralelogrammaban [2].

Vizsgaljuk meg a problémat altalinosabban. Legyen a négy egyenes paronként
kitéré6. Ha van olyan 4, B, C, D pontnégyes, hogy A€a, B€h, Ccc, DEd és az
ABCD négyszdg paralelogramma, akkor azt mondjuk, hogy az q, b, ¢, d pironként
kitéré egyenesek metszhet6k paralelogramméaban.

A kovetkezdkben szitkséges és elégséges feltételét adjuk annak, hogy paronként
kitéré négy egyenes metszhetd legyen paralelogrammaban; megmutatjuk tovabba,
hogy a metszetek szama &ltalaban végtelen; végiil belatjuk, ha barmely két kitérd
egyeneshez tartozé normaltranszverzalis nem egyez$ allast a masik két kitérd
egyeneshez tartozé normaltranszverzalissal, akkor a paralelogramma metszetek
halmaza harom osztilyba sorolhatd, és a minimalis keriileti paralelogramma meg-
szerkeszthetod.

Jeldlje » a normaltranszverzalis egyenest, i pedig a normdltranszverzalis sza-
kaszt (illetve annak hosszat). Bebizonyitjuk a kévetkezd allitast:

A) Két kitér6 egyeneshez végtelen sok adott #( = f1) hosszisagu transzverzalis-
szakasz tartozik. Ezen szakaszok végpontjainak halmazat az g egyenesen az
AA=AA,, a b egyenesen a BB = BB, szakaszok pontjai alkotjak, ahol

. ) 2V —q?
A=(nﬂa), B:(nﬂb), €S A1A223132=W(¢=a,b<1).

Bizonyitds. Jel6lje a két Kitér egyenest a és b. Vegyiik azt az a és f sikot, melyekre
ada, f3b és af|f. Majd tekintsilk azt a & egyenes korkapot, melynek alkotdja
7 hossziisagi, csicsa illeszkedik az egyik sikra, alapkore pedig a masik sikra. E kip
alkotdja eltolhaté parhuzamosan Gigy, hogy az az a és b kitéré egyenesek transz-
verzalisa legyen.

Legyen AB(A€a, B€f) a & kip egy tetszdleges alkotdja. Az eltolas kivitele-
zése a kOvetkezéképpen is torténhet:

B|B'¢b,

. ele||AB és ed> B,

. bylby|lb €s by>(eNa),

. 474" =(hNa),

. A//B/l A//B//”e és B’/ 6 b‘

[ TSI N

fgy A”B” éppen a t hosszlisagn transzverzalis.
Megjegyzés. Természetesen egyetlen eltolassal is elérhetd, hogy az AB szakasz
az g és b kitérd egyenesek transzverzilisa legyen.
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Jeldlje {A;} az a egyenes azon pontjainak halmazat, melyekhez tartozik adott
7 hosszisagh transzverzalis. {4 }-t a kvetkezOképpen hatarozhatjuk meg. Tekintsiik
a f sikot és azon az g egyenes a” merdleges vetiiletét. Legyen B} a B siknak olyan
pontja, amelyre 4;Bf=1. Az A;B} szakasz merdleges vetiilete a § sikon 7 hosszi-
sagh, ahol 7 az emlitett @ kup alapkdrének sugara. Az g’ egyenes azon pontjai
keresendOk, melyek legfeljebb 7 tavolsagra vannak a b egyenestdl. Ezek a pontok
az a’ egyenes egy AjA; szakaszat adjik, amelyet az a egyenesre merSlegesen vissza-
vetitve kapjuk az A,A4, szakaszt. Nyilvin az g és b egyenes szerepe felcserélhetd.
Végiil, az elmondottakbdl A4) allitasban szerepl6 képlet kdzvetleniil nyerhetd.

Konnyen belathato a kdvetkezd allitas:

B) Ha négy, paronként kitéré egyenes koziil valamelyik kett6hdz tartozd
mnormaltranszverzalis pirhuzamos a masik kettdhoz tartozé normaltranszverzalissal,
akkor barmely kett6hoz tartozé normaltranszverzalis parhuzamos a masik kettéhéz
tartoz6 normaéltranszverzalissal.

Bebizonyitjuk a kovetkezd tételt:

1. tétel. Aza, b, ¢, d paronként kitérd egyenesek akkor és csak akkor metszhet8k
‘paralelogrammaban, ha vagy

a) valamelyik kett8hoz tartozé normaltranszverzalis nem egyezd allasu a masik
kett6hoz tartozoé normaltranszverzalissal, vagy

b) valamelyik kett6héz tartozé normaltranszverzalis-szakasz egyezd allasu
és egyenld hosszil a masik kett6hoz tartozé normaltranszverzalis szakasszal.

Bizonyitgs. A feltétel sziikséges. Tegyiik fel, hogy van paralelogramma metszet,
s legyen ennek két szemkoztes oldala 7, illetve 7,,, Mar az A) allitasnal lattuk,
hogy a 1,-hez tartozik egy derékszdgii haromszog, melynek atfogéja a 7, két
befogdja pedig az 7, illetve 7, allasaval és nagysagaval egyezik meg. A széban
forgd derékszogili haromszoget a @ kip egyik alkotdja, sugara és magassagvonala
alkotja. Hasonldan a 7.,-hez is tartozik egy derékszogii haromszég. Két eset lehet-
séges: vagy n,, egyezd allasa n.-vel, vagy n, nem egyezd allasa n-vel. Az elsé
esetben a I,-hez és a f-hez tartozé derékszogli haromszdgek nyilvanvaléan egybe-
vagdak. Ez pedig azt jelenti, hogy az n,, egyezd allasu és egyenld hosszl az n ,-vel.
Ekkor tehat teljesiil a tétel b) feltétele. A masodik eset pedig az a) feltétellel azonos.

A feltétel elégséges. a) Legyenek a, f3, y, 6 olyan sikok, melyekre

ada, B3b és a|p
y3¢, 63d és y|o.

Jelblje «, y sikok metszésvonalat m,,, ennek egy tetszdleges pontjat P, a B, 6 sikok
‘metszésvonalat mj;, ennek egy tetszdleges pontjat Q. (Az m,,, m,; metszésvonalak
1étezését az elsé feltétel biztositja.) Az A) allitas bizonyitdsanal lattuk, hogy a PQ
szakasz (P€a, Q€ f) eltolhatd ugy, hogy a P végpontja az a egyenesre, Q végpontja
pedig a b egyenesre keriiljon. De a PQ szakasz — mivel P€y, 0 ¢€é — ugyancsak
eltolhatd gy is, hogy a P€c¢ és Q€d fennalljon. A P’Q'P”Q” négyszig paralelog-
ramma. (Az eltolt PQ szakasz g, b, illetve ¢, d-re illeszkedé végpontjait jeloli a
P, Q, illetve a P, Q")

b) Ha a tétel masodik feltétele teljesiil, akkor a paralelogramma metszet 1éte-
zése nyilvanvalo.

A most bebizonyitott tétel alapjan mondhatjuk, hogy négy paronként kitérd
egyenes altaliban metszhetd paralelogrammaban, hiszen paralelogramma metszet
.akkor és csak akkor nem létezik, ha a normaltranszverzalis szakaszok egyezé allastiak
és kiilonbdz6 hosszuak.
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2. tétel. Ha az a, b, ¢, d négy olyan paronként kitérS egyenes, hogy barmely
kettdhodz tartozé normaltranszverzalis nem egyezd allasu a masik kettéhéz tartozd
normaltranszverzalissal, akkor

a) végtelen sok paralelogramma metszet van,

b) a paralelogramma metszetek halmaza harom osztalyba sorolhaté — és

c) az egy osztalyba sorolt paralelogramma metszetek kdzétt meghatarozhaté
a minimalis keriiletd.

Bizonyitds. a) Ha figyelembe vessziik, hogy az eléz8 tétel bizonyitasanal
Pem,,, Q€myg,, de egyébként P is Q is tetszéleges pontok, akkor ebbdl mar kdvet-
kezik allitasunk helyessége.

b) A PQ szakaszok eltolasaval [étrejott paralelogramma metszethalmazra
jellemzd, hogy minden elemének van egy olyan oldala, mely parhuzamos a
7= (m,,||mg;) sikkal. Jeldlje H, a leképezés sordn létrejott paralelogrammak hal-
mazabol a kiilénb6zé paralelogrammak halmazat,

Ha m,; és my, metszésvonalakat tekintjiik, és a H, halmaz létrehozasanal alkal-
mazott gondolatmenetet kovetjiik, akkor egy Ujabb paralelogramma metszet hal-
mazhoz jutunk, mely halmaz minden elemére jellemzd, hogy van olyan oldala, mely
parhuzamos a g = (m,,||mg,) sikkal. Az utobbi leképezés soran létrejott paralelogram-
mak halmazabdl a kiilonb6z6 paralelogrammak halmazat jelSljiikk Hy-val.

A H_ minden elemének és csak azokhoz nyilvan eljuthatunk tgy is, hogy példaul
my; egyenesen rogzitiink egy Q pontot, az m,, egyenesen pedig végigfuttatjuk a
P, pontot, majd az igy kapott QP; szakaszokat rendre eltoljuk az g, b, illetve a ¢, d
kitér$ egyenesekre.

Hasonldan generalhaté a H, paralelogramma halmaz is. Indirekt médon kony-
nyen belathatd, hogy az Gsszes olyan paralelogramma metszetbdl alkotott halmaz,
melyben két szemkoztes oldal az g, b, illetve a ¢, d kitéré egyeneseken nyugszik,
é€s a H, U H; halmaz egy-egyértelmiien képezhetd le egymasra.

Ezek utan vegyiik az a4, f1, 71, 8, sikokat, melyekre teljesiil, hogy

ada, 713¢ €s oyflyy
B13b, 6,3d és B,||o,.

Az o, N Py; o, 6y; y1 M By; y1 () 6, egyenesek egy négyoldalu prizmat feszitenek ki,
jeloljiik ezt £,-val. A szemkoztes élekhez tartozé sikok — a fentiekhez hasonldoan —
két paralelogramma halmazt generalnak. Megmutathato, hogy az egyik a H -vel
azonos. (Azt a sikot, amely H -t generalja, jel6lje 7.) A masik paralelogramma hal-
mazt jeloljiikk H,-val, a generald sikot pedig o-val.

Végiil tekintsiik az a,, f,, 75, 8, sikokat, melyekre:

a29a, 62951 éS 062”52
B23b, y23¢ €s Boflye.

Az eddigiek alapjAn most mar itt is kGnnyen belathatd, hogy oo fBs; as()ys;
3,M Bs; 85Ny, egyenesek olyan X, négyoldaltt prizmat feszitenek ki, melynél az
egyik szemkdztes élparhoz tartozd ¢ sik generalja a H, halmazt, mely a mar ismert
H; halmazzal azonos, mig a masik élpar meghatarozta & sik pedig a H; paralelog-
ramma halmazt, mely a H, halmazzal azonos.

Igy a paralelogramma metszetek szdrmaztatisi modjanak bemutatasaval meg-
mutattuk, hogy — a tételbeli feltétel mellett — a paralelogramma metszetek halmaza
harom osztilyba sorolhaté: H -be, H,-ba, és H,-ba. Ugyanazon H -osztalyhoz
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jutunk, ha akar =, akar 7 sik segitségével osztalyozunk. Hasonl6 mondhaté a H,
és a H, osztalyokba valo sorolasrol.

¢) A H,_ halmaznak vegyiik két tetszéleges elemét p_,-et és p_o-t, majd a & sik-
ban ezen elemeknek megfeleld Q, tartdju szakaszokat: P,Q,; P,.0.-t. E szakaszo-
kat tarté egyeneseket jeldlje rendre e, e,. Hasonldan vegyilkk a 7 sikban is a Q.
tartoju P, Q;, P.,Q; szakaszokat, illetve ezeket tarto e, és é, egyeneseket. (A Q. pont
a X, prizma # sikot meghatarozo szemkdztes élei egyikére illeszkedik, jeldljik ezt
mg,-gyel. A Pz, Py, pontok pedig a masik élre esnek. Jeldljiik ezen utobbi élt
Mz,1-gyel.)

Ezek utan tekintsiik azt a P,y — Py, Pro— Prs, Q. — 05 kikotésekkel meghata-
rozott ¥ affinitast, mely a = sikot a 7 sikba viszi at. A P_;és P, legyen két tetszdle-
ges megfelelé pontpar.

Bebizonyitjuk, hogy a P,;Q, és a P;;Q; szakasz ugyanazon p,; paralelogramma-
hoz tartozik.

Toljuk el ugyanis a P,,Q,, P..0,, P,;0, szakaszokat rendre az g, b, -illetve
a ¢, d kitérd egyenesekre ugy, hogy a P, P, P,; végpontok az a, illetve y sikban
mozogjanak. A palya ilyen specidlis megvalasztisa a szakaszok végsé helyzetét
nem befolyéasolja, igy koézvetleniil leolvashatjuk:

) (Pnlpn2P1:")=(P1:1Pr:2P1:i)
(PnIPnani) = (P;:IP::ZP;:E)

ahonnan
(P;1P1:2P7:i) = (P;/IP;I/ZP::')

A kOvetkez$ lépésben az eltolt szakaszok altal meghatarozott p,, p,, p; para-
lelogrammak P,, Py, P, Py, P, Py; oldalainak vegyiik a 7 sikon levé megfeleldit,
a P.,0:, P-Q:, P%Q; szakaszokat. Az el6z6h6z hasonlé gondolatmenetet kdvetve
(csak most a végpontok 7 sikra vald tolaskor az «,, illetve y, sikban mozognak)
igaz, hogy a (Pyy Py Pri) = (PraiProPR).

Figyelembe véve az (1) alatti és a ¥ affinitds miatt fennallé (P, P..P,)=
= (P, P.,P;;) egyenlGségeket, kdvetkezik, hogy Pi =Py

Megjegyzés. Tekinthettiik volna a p,,p,,p; paralelogramméaknak a b, d egye-
nesekre tadmaszkodo oldalait, akkor is ugyanazon eredményhez jutottunk volna.

Igy a ¥ affinitassal egymashoz rendelt P, P;; megfeleld pontparok a Q,,
illetve Q. pontokkal alkotott P Q. és P.;0; szakaszok ugyanazon p,, paralelogram-
makhoz tartoznak.

A n sikon Q.(e, €., €3, ...) sugarsort az aly=m, (=m,) egyenes a
P, P, P, ... pontsorban metszi. Ezen alakzatot a ¥ affinitds a 7 sikba, a
0.(8,, &, &, ...) képsugarsorb6él az mg, képegyenes altal kimetszett Py, Pg,
P_,, ... képpontsorba viszi at.

Tekintsiik a két alakzat koziil azt, amelyiknél a pontsor két tetszdleges elemé-
nek tavolsaga kisebb, mint a masik alakzat pontsoranak megfelelé két elemének
tavolsaga. Tegyiik fel, hogy ez a 7 sikban levd alakzatnal teljesiil. Ezek' utan szer-
kessziink az my, egyeneshez egy olyan my, egyenest, hogy az mg, és My, egyenesek
pontsora Q. pontra perspektiv, a Pz Py, szakasz hossza pedig a P, P,, szakasz
hosszaval egyenld legyen. Majd az utébb kapott alakzatot és a n sikban levét moz-
gassuk el az alabbi kovetelményekkel:

A két alakzat keriiljon egy sikba;

A P pont essék a P, -re, a Pz, pedig a P,,-re;
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Az elmozgatott m,, és my, egyenesek kozos m képe valassza el a Q; és Q,-t.
{(Ugyanazon betiik jeloljék az elmozgatds utdn kapott alakzaton a képelemeket
— az m kivételével — mint az elmozgatas el6tt.)

A kovetkezdkben tekintsiik az elmozgatas utan létrejott 1ij alakzatot. Errél
leolvashatd, hogy a H, halmaz minimalis keriileti paralelogrammajat a Q; P;y; Q. Py
szakaszok alkotjak, ahol P,o=(mNQ: 0,); Psy= 45,1 0:0,).

A H, és a H, halmazban hasonléan adhaté meg a minimdlis keriiletii para-
lelogramma.

IRODALOM

[11 Ha16s Gy: Bevezetés a Geometridba, Tankonyvkiad6, 1960.
[2] RemAN I.: Elemi geometriai példatar, Tankdnyvkiado, 1963.

1. B’| B’¢b jelentése: B’ pontot ugy vessziik fel, hogy B’ illeszkedjék b-re.
2. Parhuzamos ill. egyez§ allasu ugy értendS, mint [1}-ben.

MEPECEYEHUWE YETBIPEX TIOITAPHO VKJIOHYUBBLIX NPSAMBIX,
SABJIAOLEECS TMMAPAJIJIEJIOTPAMMOM

H. Muwroayu

3amaercsi HEOOXOAMMOE U JOCTATOYHOE YCJIOBHE VIS TOTO, YTOOBI YETHIPE MOMAPHO YKIIOH-
YUBBIX NPAMBIX MMENY TepeceueHue, ABJstoLIeecs NapaleorpaMmoM. Eciia Takoe nepecevyenue
CYLIECTBYET, TO MX YUCIIO DECKOHEYHO MHOIO ¥ U3 3THX NEPECEYEHUI MOXHO 3a4aBaTh MEPECCYCHUE
¢ MHMHHMMAJIbHBIM TIEDHMETPOM.

UBER DIE PARALLELOGRAMMSCHNITTE VON VIER PAARWEISEN
WINDSCHIEFEN GERADEN

Von
J. Miskolczi

In der vorliegenden Arbeit wird eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir angegeben,
dass vier paarweise windschiefe Geraden einen Parallelogrammschnitt haben sollen. Wenn solcher
Parallelogrammschnitt existiert, dann gibt es undenlich viele. In diesem Fall kann die Parallelog-
ramme mit dem minimalen Umfang angegeben sein.
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