A FELCSOPORTOK EGY UJ RADIKAJAROL

irta: SZENDREI JANOS

1. Jel6ljén S egy olyan multiplikativ félcsoportot, amelyiknek van K magja.
Egy S félcsoport magjin értjik az S dsszes idedljainak a metszetét, amennyiben
az létezik.

A félcsoportelméletben — a gylriielmélethez hasonléan -— a kiilénb6z6 radikal-
fogalmak a félcsoport valamilyen szempont szerinti irregularitasait tiikrozik. Ilyen
szerepe van a félcsoportokban bevezetett SCHwWARZ-féle R(S) nilpotens radikéalnak,
a CLIFFORD-féle R*(S) nil radikalnak, a McCoy-féle M(S) radikéalnak, a komplett
prim C(S) radikalnak stb.

Azemlitett radikalok kozétti kapcsolatokat maggal rendelkezd félcsoport esetében
JiIaNG LuH [2] dolgozata tarja fel. Altalanosan érvényes a kovetkezé tartalmazasi
relacié:

R(S)& M(S)S R(S)S C(9).

Ismert, hogy ha S kommutativ, akkor ezek a radikalfogalmak mind egybe-
esnek. JIANG LuH emlitett dolgozatiban tovabbi feltételeket is ad, amelyeknét
a fenti radikalfogalmak koziil kett egyenld.

Fuchs Laszlé [1] alatti dolgozatiban gylirlik esetén egy 1uj radikalfogalmat
vezet be, amit zéroid radikalnak nevez. Jel6lje egy tetsz8leges A gylirii esetén R(A)
a nilpotens radikalt, R(A) a nil radikalt, M(4) a McCoy-féle radikalt és Z(4) a
Fucns-féle zéroid radikalt, akkor igaz a kovetkezs tartalmazasi relacio:

R(A)E M(A)S RHA) S Z(4).

A jelen dolgozatban maggal rendelkez6 félcsoportok esetén értelmezziik a gy(Grii-
elméletben bevezetett FucHs-féle radikal analogonjat s erre vonatkozéan bebizo-
nyitunk néhany Aallitast.

2.-A K maggal rendelkezd S félcsoport z, elemét bal zérusosztonak nevezziik, ha
van olyan u(¢ K) eleme S-nek, amelyre z,u€ K teljesiil. Hasonldan értelmezzik
a jobb zérusoszto fogalmat. Az S félcsoportnak egy elemét zérusosztonak nevezziik,
ha az egyidejiileg bal és jobb zérusoszté is. Az S félcsoportnak az I idealjat bal (jobb)
zérusosztoé idedlnak mondjuk,-ha I minden eleme bal (jobb) zérusoszts. Az S fél-
csoport Osszes bal (jobb) zérusoszté idedljainak Z,(Z;) egyesitése is bal (jobb)
zérusosztd ideal.

Konnyen belathaté a kovetkezd allitas:

Z(Z;) maximalis bal (jobb) zérusosztd idedlja, s ebbdl kovetkezben prim idedlja
S-nek.

Elegend6 azt bizonyitani, hogy Z, prim idedl, azaz ha valahanyszor a C, D
idedlokra CD & Z, teljesiil, akkor mindannyiszor CE Z, vagy D& Z, teljesiil. Ez az
allitas ekvivalens azzal, hogy ha CEZ, és DEZ,, akkor CDE Z,. Tegyiik fel,
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hogy CDE Z,. Ekkor van olyan c€C és d¢ D elem, amelyek nem bal zérusosztdk,
de cd bal zérusosztd, azaz van olyan u(¢ K) elem, hogy cdu€ K. Ha du€ K, akkor
deZ,, ha pedig du¢ K, akkor c€Z,, ami mindkét esetben ellentmondast jelent.
Ezért igaz az allitas.

Definici6. Maggal rendelkezé S félcsoport z-radikdljan értjik a Z(S)=2Z,NZ;
metszetet.

A fenti allitasbol kovetkezik, hogy a z-radikal prim idealok metszete.

A z-radikdlnak a tobbi radikallal valé kapcsolatira mutat rad a koévetkezd
allitas:

1. rétel. Ervényes a kovetkezd tartalmazasi viszony:

R(S)S M(S)S RH(S)S Z(S).

Bizonyitds. Az elsé két tartalmazasi relacio JIANG Lun [2] dolgozatabdl ismert,
itt azonban egy masik bizonyitast adunk. Amint ismert, a Mcoy-féle M(S) radikal
a K magot tartalmazé Osszes prim idedlok metszete. Ha N egy nilpotens ideal,
azaz ha N"C K teljesiil valamilyen n természetes szamra, akkor a K-t tartalmazé
mindegyik prim idealra N”C P teljesiil. Innen N & P adddik, amibdl az R(S)S M(S)
kovetkezik. A masodik tartalmazasi relacié a kovetkezoképpen lathaté be. Legyen
s(¢ K) olyan elem, amelyiknek egyik hatvanya sincs K-ban. K&nnyen igazolhato,
hogy egy olyan Q maximalis ideal, amely s egyetlen hatvanyat sem tartalmazza,
prim ideal. Egy ilyen idealt valédi mddon tartalmazé Q* ideal mar tartalmazza
s-nek valamely hatvanyat, azaz Q* tartalmaz nem nilpotens elemet. A Q-t valddi
modon tartalmazé két idealnak a szorzata sem lehet benne Q-ban, tehat Q* nem
prim ideal. A K-t tartalmazd prim idedlok metszete tehat csak nilpotens elemeket
tartalmaz, ennélfogva M(S)S R*(S). Végil az R(S)S Z(S) tartalmazasi relacio
abbdl adédik, hogy minden nilpotens elem bal és jobb zérusosztd, hiszen ha n(=2)
az a legkisebb természetes szim, melyre a"¢€ K, akkor g-a" " l=a""1-a€K és
a ¢ K, tehat a€ Z(S). (Az n=1 esetén trividlis az allitas.) Ezzel a tételt bebizo-
nyitottuk.

Megjegyzés. A z-radikalnak a C(S) komplett prim radikallal valé kapcsolata
nyitott kérdés.

A radikalokkal szemben altalaban azt a kovetelményt is szokas tamasztani,
hogy a szerintiik képezett faktorfélcsoport radikilja a zérus legyen. JIANG LuH {2}
dolgozatabdl ismert, hogy ez a kévetelmény a McCoy-féle M(S) és a C(S) komplett
prim radikélra teljesiil, de a ScHwWARz-féle R(S) és a CLIFFORD-féle R*(S) radikalra
nem.

A z-radikalra is csak a kovetkezd allitast tudjuk bebizonyitanis

2. tétel. A z-radikal szerinti faktorfélcsoport CLIFFORD-féle radikalja zérus,
azaz R¥(S/Z(S))=0.

Bizonyitds. Legyen R* az S/Z(S) CLIFFORD-féle radikalja, azaz az S/Z(S)
Osszes nil idealjainak az egyesitése. R*-nak minden eleme nilpotens, azaz minden
egyes ¢( € R¥) elemhez van olyan legkisebb természetes n=n(c) szdm, amelyre ¢"=0
Innen ¢"=c-c""'=c""'.c=0 alapjan addédik, hogy c"€Z(S), de c"~'¢ Z(S).
Ez azt jelenti, hogy van olyan u(€K) elem, amelyre c"u=c-c""*uc K. Itt ¢*"ud K,
azért c€ Z(S), tehat S/Z(S) CuirrorD-féle radikaljanak minden eleme benne van
Z(S)-ben. Ezért igaz a tétel.

3. A bal zérusoszté fogalmat altalanosithatjuk Ugy, hogy K helyett az S tetsz6-
leges I idealjat vessziik, s ebben az esetben az I-re vonatkozé bal zérusosztorot
beszélhetiink.
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G. THIERRIN [4] nyoman tetszéleges S félcsoportnak egy B idealjat reflektiv-
nek nevezziik, ha xy€ B(x€ S, y € S) fennallasabol yx € B kovetkezik.

Ervényes a kovetkezé allitas, amely részben szerepel JIANG LuH [3] dolgozataban.

3. tétel. Ha az S félcsoport B idealja reflektiv, akkor a B-re vonatkozé bal
zérusosztok jobb zérusosztok, tehat zérusosztdk, és a B-re vonatkozé zérusosztok
halmaza komplett prim idealt alkot.

Bizonyitas. Legyen z€ B-re vonatkozd bal zérusosztd, azaz létezik olyan u¢ B
elem, amelyre zu € B. Mivel B reflektiv, azért uz € B, tehat z jobb zérusoszté is, ennél-
fogva minden bal (jobb) zérusoszté zérusoszto. Legyen Z a B-re vonatkozd Osszes
zérusosztok halmaza. Konnyen belathatd, hogy Z félcsoport. Legyen z€ Z, ekkor
van olyan u(¢ B) elem, amelyre zu, uz € B, ezért tetszOleges s(€.S) elem esetén a zs
és az sz elemhez is taldlhato olyan elem, mégpedig u(¢ B), amelyre u(zs) =(uz)s€ B,
ezért (zs)u€ B, és hasonléan (sz)u=s(zu) € B, ezért u(sz) € B teljesiil. Ez azt jelenti,
hogy SZESZ, ZSS Z, tehat Z idealja S-nek. Tegyiik fel most, hogy ab¢ Z, azaz
van olyan u(¢ B), amelyre abu€ B. Innen, ha bu¢ B, akkor a€Z, ha pedig buc B,
akkor b€ Z kévetkezik, ami azt jelenti, hogy Z komplett prim ideal.

Kivetkezmény. A reflektiv maggal rendelkezé6 S félcsoport zérusosztdinak
halmaza komplett prim ideélt alkot s ez éppen az S félcsoport z-radikalja,

Reflektiv mag esetén igaz a 3. tétel élesitése:

4. tétel. Ha az S félcsoport K magja reflektiv, akkor Z(S/Z(S))=0.

Bizonyitds. Legyen z€Z(S/Z(S)), azaz van olyan u#0, v0 elem, amelyre
zu, vz=0, azaz zu, vz€ Z(S), ahol u, v¢ Z(S). Innen z¢€Z(S) kovetkezik, Ennél-
fogva igaz a tétel.
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Ob OJHOM HOBOM PAIUKAIJIE TNOJIYIPYIII
A. Cenopeu

JInast IpoM3BONIGHON TONYIPYImsL S C SAPOM Ben&Tcs HOBOE MOHATHE paaukana Z(S), araso-
ruyHoe 3epoun-pangukana ®dykca [1]. Qs monyrpymst S nycts R(S), M(S) u R*(S) o6o3naqaer
cooTBeTcTBeHHO panukanst IlIBapma, Mak Koita u Kaudopma. Mexny npoYnM HMEIOT MeECTO
cneayromue yrsepxaenusn: 1. R(S)S M(S) € R*(S)S Z(S). 2. R(S/Z(S))=0. 3. Ecin snpo mony-
rpynnst S pedutekTnBHo (B cmbicie Teeppena {4]), To Z(S/Z(S))=0.

UBER EINEN NEUEN RADIKAL DER HALBGRUPPEN

Yon
J. Szendrei

Es sei S eine Halbgruppe mit dem Kern K. Ein Element z wird ein Linksnullteiler genannt,
wenn es zv € K mit v¢ K gilt. Ein Ideal I von S heisst 1z-Ideal, wenn jedes Element in I Linksnull-
teiler ist. Die Vereinigung von allen 1z-Idealen ist ein maximales 1z-Ideal Z, in S. Ahnlicherweise
kann Z, fiir Rechstnullteiler eingefithrt werden. Der z-Radikal Z(S) von S mit dem Kern K ist als
Z,nZ; definiert. Wenn R(S), M(S), R*(S) bezeichnen den Schwarzschen, McCoyschen bzw. Clif-
fordschen Radikal von S, dann gilt: R(S) S M(S) € R*(S) S Z(S). Es wird bewiesen, dass R*(S/Z(S) =0,
und wenn K im Sinne von Thierrin reflektiv ist, dann Z(S/Z(S))=0 gilt.
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