ASSZOCIATIV FELGYURUK BI-IDEALJAIROL
frta: SZENDREI JANOS

1. A félcsoportok és az asszociativ gy(irlik elméletében az idealoknak, illetve a
bal (jobb) oldali idedloknak tobb altalanositasat vezették be. Egyik ilyen 4ltalano-
sitas a bi-ideal fogalma, amelyet félcsoportokra elészor R. A. Goop és D. R. HuG-
HES [1] vezetett be, majd Lajos Sandor altalanositott és vizsgalt t6bb dolgozataban
[3, 4, 5]. Legutébb Lasos Sandor és SzAsz Ferenc associativ gyiiriik bi-idealjaival
foglalkozott a [6] alatti dolgozatban.

Jelen kozleményben részben a fenti vizsgalatokat altalinositjuk asszociativ
félgytriikre (ezek a bizonyitasok a gyliriik esetérél kozvetleniil atvihetdk), részben
uj eredményeket allapitunk meg.

2. Félgylirinek nevezziik az S halmazt, ha S-ben értelmezve van egy 6ssze-
adas és egy szorzas, amely szerint S(+) zéruselemes félmodulus, S(-) félcsoport és
a szorzas az Osszeadasra nézve disztributiv.

A S félgyiirlinek egy TS S részhalmazat részfélgyiiriimek nevezzikk, ha T az S-
ben értelmezett miiveletek szerint félgylirli. Az S-nek egy RS S zéruselemes rész-
félmodulusat jobb oldali idedlnak nevezzik, ha

4y RSCR.

Az L bal oldali ideal fogalmat hasonléan definialjuk. A kétoldali idedl egyidejiileg
bal és jobb oldali ideal. .

Legyen [ az S félgyiirlinek kétoldali idealja. Az sy, s, (€S) elemeket erdsen
kongruensnek mondjuk modulo I, s ezt igy jel6ljiik

2 5, =5,(mod 1),
ha létezik olyan i, iy(¢ I), hogy

S1+ip = s+, .
Az s;, 5,(€ S) elemeket gyengén kongruensnek nevezziik modulo I, s ezt igy
jeloljuk
3) 51[ =s, (mod 1),
ha létezik olyan #,,4,(€ I), s (€ S), hogy

Sit+its = s+ +s
teljesiil.

Konnyen belathaté, hogy a most definialt mindkét kongruencia algebrai érte-
lemben kongruenciarelacié, azaz az osztalymiiveletek egyértelmiien elvégezhetdk.
A (2), ill. (3) kongruencia szerinti faktorfélgyiriit jelslje S/I, ill. S[/]1. Az S[/
faktorfélgyiirii az Gsszeadas szerint regularis félmodulus, azaz az 6sszeadasra érvé-
nyes az egyszerisitési szabaly. '

Legyen J={x¢S; x=0(mod 1)} és I={x¢S; x[=]0(mod I)}. Nyilvanvald,
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hogy I és I kétoldali idedl S-ben. Az I idedlt gyengén zdrtnak, illetve erdsen zdrinak
nevezziik, ha I=I, illetve I=1.

A Z(S):{(j} idealt zéroidnak nevezziik az S-ben, s ez az S minimalis erdsen
zart idedlja. (A fenti fogaimakat [2] alapjan vezettiik be.)

Legyen X, Y az S félgyiirinek két tetszbleges részhalmaza, XY szorzaton az
xy(x€X, y€Y) szorzatok halmazaval generalt félgyiriit értjiik. Az S félgylir{inek
egy B részfélgyliriijét bi-idedlnak nevezziik, ha

@ BSBS B
-teljesiil. : :

STEINFELD Otto vezette be a kvaziideal fogalmat [7], amely szintén fontos specialis
esete a bi-ideal fogalmanak. Egy S-beli Q zéruselemes részfélmodulust kvanziideal-
nak neveziink, ha

&) 0SNSQCQ
teljesiil.

3. A bevezetett fogalmakkal kapcsolatban a kovetkezd egyszerii Osszefiiggé-
seKet mplthatjuA meg:

a) Minden egyoldali ideal bi-ideal az S-ben.

b) Az S-ben egy bal oldali és egy jobb oldali ided! metszete bi-ideal.

c) Az S két kvaziidealjanak szorzata bi-ideal.

d) Az S bi-idedljainak metszete szintén bi-idealja az S-nek.

e) Az S egy I idealjanak és egy B bi-idedljanak a metszete I-nek bi- ideélja

f) Ha T az S-nek tetszbleges részhalmaza, B pedig bi-idealja, akkor BT és TB
bi-idealja S-nek.

g) Ha B az S-nek bi-idedlja és C a B-nek olyan bi-idealja, amelyre C*=C
teljesiil, akkor C az S-nek bi-idedlja.

h) Ha T az S-nek egy tetszdleges részhalmaza, akkor a T altal generalt 7(,,)
'bl -ideal a kovetkezé alaku:

T(1) = NT+NT2+ TAT,

ahol N a természetes szamok halmaza.
i) Jeldlje S az S részfélgyiirliinek a halmazat, S* pedig az S bi-idealjainak a hal-
mazdt. A részhalmazok szorzasaszerint S és S* félcsoport, tovabba S* idealja S-nek
A fenti allitasok bizonyitasa kozvetlenill belathatd.
Félgyiiriikre is érvényes a kovetkezd tétel:

1. tétel. Az S félgylirlinek egy B nem iires részhalmaza akkor és csak akkor
bi-ideal, ha Bbal oldali (jobb oldali) idedlja az Segy jobb oldali (bal oldali) idealjanak.

Bizonyitds. Legyen B az S-nek bi-idedlja, s legyen J a B altal generalt jobboldali
idealja S-nek, azaz J = (B+BS). B a J-nek bal oldali ideal, ugyanis
= (B+BS)BE B*+BSB & B.
Megforditva, ha J egy jobb oldali idealja S-nek és B bal oldali idealja J-nek, akkor
) BSB < (JS)B C B,
ami bizonyitando volt.

Az S fégyiiriit Neumann-féle reguldrisnak, roviden regu]arlsnak nevezziik,
ha az S minden elemére megoldhaté az sxs=s egyenlet.

2. tétel. Regularis félgyiirliben a kvaziideal és a bi-idedl fogalma egybeesik.
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Bizonyitds. Azt mutatjuk meg, hogy regularis félgyiirii barmely ‘T részfélgyfirQ-
jére TST=TS(ST. Egyrészt nyilvanvald, hogy

TSTS TSN ST.

Maisrészt a regularitis miatt minden a (€ 7SN ST) elemre az axa=a megoldhaté
S-ben és xa € ST, azért a=axa € TS.STS TST. Innen pedig a

TSNSTETST
kovetkezik. A kétiranyu tartalmazisbol kovetkezik az allitas.

A most bizonyitott tételbd! €s a c) allitasbol kovetkezik, hogy regularis félgy(iriik-
ben a kvaziidealok szorzata is kvaziideal.

A félcsoport- és gylr{ielméletben ismert tételnek altalanositasa a kovetkezd
tétel, amelynek bizonyitasa részben eltér a [6]-ban adott bizonyitastol.

3. tétel. Egy S félgyliri esetében a kovetkezd feltételek ekvivalensek:

(I) S regularis.
(1) LN R=RL teljesiil az S minden L bal oldali és R jobb oldali idealjara.
(IT1) Minden a, b (€S) elemparra

(@) N (b)1=(a). (b),
teljesiil, ahol (a),, ill. (@), az a altal generalt jobb oldali, ill. bal oldali
idealt jeloli.

(IV) Minden a(€S) elemre teljesiil
(@, N(a)=(a) ()
(V) Minden a(€S) elemre teljesiil
(a)(1a1)=(a)r(a)l~
(VI) Minden a € (S) elemre igaz
- (@q.y=aSa.
(VII) Az S minden B bi-ideéljara teljestil
' BSB=B.
(VIII) Az S minden Q kvaziidedljara teljesiil
050=0.

Bizonyitdas. (I)-bél igy kovetkezik (1I): Az LN S2RL nyilvanvalé. A regula-
ritasbdl kovetkezik, hogy ha a€ LN R, akkor az a=axa¢ RL, tehat LN RERL.
Ezzel az allitast belattuk. (I1)-b6l (I11), és ebbdl (1V) trividlisan kovetkezik. (IV)-bél
a b) tulajdonsag alapjan kovetkezik (V), ugyanis az (a), M (@), bi-ideal 1évén, sziikség-
képpen megegyezik (a)q.1y-gyel. (V)-ben az egyenléség két oldalan allo kifejezésekre

" teljesiil a kovetkezd: i
aSa g (a)(l,])a (a) (a)l C aSa,

ahonnan (VI) kovetkezik. Tegyiik fel most (VI) igaz voltat. Mivel BSBS B minden
B bi-ideaira teljesiil, ezért elég azt megmutatni, hogy (VI)- bol BS BSB kovetkezik.
Legyena€ B. (V1) miatt van olyan s(€S), hogy a=asa, ahonnan a BSB kovetkezik.
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Ezzel (VII)-et igazoltuk. A 2. tétel alapjan (VII)-bol kovetkezik (VIII). Az utobbi-
bol az (1)-et a kovetkezdképpen lathatjuk be. Mivel minden kvaziideal egy bal és
egy jobb oldali ideal metszete, azért mindegyik a (€ S) elem felirhaté

a = ka+sa = la+as’

alakban, ahol k, | alkalmas természetes szamok, és s, s° alkalmas elemei az S-nek.
Ezért (VII1) feltevése miatt

a = (la+as’)s* (ka+sa) (s*€9),

ahonnan minden a(€S) elemre az a=axa egyenlet megoldhatosaga kovetkezik.
Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik.

Végiil bizonyitjuk a kovetkezd tételt:

4. térel. Egy S félgylirlinek akkor és csak akkor nincs valddi bi-idealja, ha S
vagy primrendii zérusfélgy(irli (azaz barmely két elemének szorzata zérus), vagy
primrendii zéroidfélgyiirli, vagy fél-ferdetest. '

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy S-nek nincs valddi bi-idealja. Ekkor S-nek nincs
valédi egyoldali idedlja. Legyen R(S) az S Jacosson-féle radikalja [2]. A feltevés
miatt R(S) vagy maga az S, vagy 0. Ha S=R(S), azaz Sradikalgyiir(i, akkor most [2]
szerint az S minden s elemére és minden ¢ természetes szamra s'€ Z(S). Aszerint,
hogy az S=R(S)DZ(S)=0, illetve S=R(S)=Z(S), az S vagy zérus félgyiirii
vagy zéroid-félgyfirli, s mindkét esetben sziikségképpen primrend{i. Ha pedig R(S)=
=0, akkor [2] eredménye miatt Z(S)=0. Ekkor az S[/]{0} faktor-félgyiirii be-
agyazhaté egy S* gylirlibe, amelynek Jacomson-féle radikalja 0, ezért a gyiiri-
elméletbdl kovetkezik, hogy S* ferdetest. Innen pedig kévetkezik az allitas.

A feltétel elegendBsége kozvetleniil belathatd. Ezzel a tétel bizonyitasat befe-
jeztiik.
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O BU-UAEATTAX ACCOUUATHUBHLIX ITOJIYKPYIOB
A. Cenopeu

B pauHoii pabore Mbl 06001waeM pesymasTarsi {6] cTaThy HA ACCOUMATHBHLIE TMOJIYKDYIH.
PerynspHbie noJiykpyr1 XapakTepH3yeM, NOKAa3aTelbCTBA 3TOr0 OTYACTH HOBbie. B KoHUE MBI FO-
BOPHM O CTPYKTYpE MOJIYKPYroB, HE HMEBLUMX HACTOSALIUX MAeanoB-Ou.

ON BI-IDEALS IN ASSOCIATIVE SEMIRINGS
J. Szendrei

In this note the results in [6] will be generalised for associative semirings, among others the
regular semirinsg are characterised (this proof is however something new), finally the structure of
semirings without proper bi-ideals is treated.
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