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1. A transzlációk fontos szerepet játszanak a félcsoportelméletben. Különösen 
fontos a szerepük a CuFFOLD-féle bővítéseknél, amelyeknek problémáját a szerző 
oldotta meg teljes általánosságban 1962-ben megjelent dolgozatában [4]. A transz-
lációk vizsgálatával a gyűrűelméletben jóval korábban foglalkoztak, de mivel ott 
additív tulajdonságokat is ki kell elégíteni, inkább az endomorfizmusok oldaláról 
vizsgálták azokat. M . P E T R I C H [1] alatti dolgozatában a félcsoportok transzlációinak 
vizsgálatától jut el a transzlációknak a gyűrűk, az algebrák és a parciálisan rendezett 
algebrai rendszerek transzlációinak tárgyalásához. Különösen fontos szerepet kap-
nak a transzlációk az ún. ideálbővítéseknél, amelyekhez tartozik félcsoportok eset-
tén a CLiFFORD-féle bővítés, gyűrűknél pedig az EvERETT-féle bővítés. 

Jelen dolgozatunkban két gyűrűből, ezek transzlációinak felhasználásával alko-
tott gyűrűkkel foglalkozunk, amely speciális esetként több említésre érdemes kons-
trukciót tartalmaz. Ennél általánosabb gyűrűkonstrukcióval [2] alatti dolgozatomban 
foglalkoztam. 

2. Legyen R gyűrű, amelynek elemei 0 , a , b , ..., ahol 0 a zéruselemet jelöli, 
az R gyűrű bal (jobb) transzlációján értjük az R önmagába való olyan a—o^a 
(a—aa2) egyértelmű leképezését, amelyre 

a1(ab) = (a1a)b ((ab)a2=a(ba2)) 
teljesül. Az R gyűrű bitranszlációjának nevezzük az R olyan bal és jobb transzláció-
jából álíó a* = (a1; a2) rendezett párt, azaz az 

a*: a — a*a = a, a—aa* = aa2 

leképezéspárt, amelyre 
a(a* b) = (cm*) b, 

azaz 
a(a1bJ=(aoí^)b 

teljesül. 
Az R gyűrű bitranszlációinak halmazát jelölje Q(R), amelyben összeadást és 

szorzást a következőképpen definiálunk: 
a*+/}*: a - (a*+p*)a = a*a+p*a, a - a («*+/?*) = aaf + a f , 

a*p*:a - a*P*a = a*(j3*a), . a - a(a*/J*) = (aoc*)j3*. 
Könnyű belátni, hogy Q(R) gyűrűt alkot. 
Ha r az R gyűrű egy rögzített eleme, akkor az 

<x\at — ra = a ra, a — ar = aar 

leképezéspár az .R-nek egy bitranszlációja, s ezt belső bitranszlációnak nevezzük. 
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Az R belső bitranszlációinak a halmazát jelölje B(R), amiről könnyű belátni, hogy 
az fíCR)-nek ideálja. Az R gyűrű a*, /?* bitranszlációját permutábilisnek nevezzük, ha 

(a*a) /?* = a*(ű/?*). 

Bitranszlációk egy halmazát permutábilisnek mondjuk, ha annak bármely két eleme 
felcserélhető, azaz permutábilis. Ismert, hogy az R gyűrű minden permutábilis 
bitranszláció-gyűrűje része egy maximális permutábilis bitranszláció-gyűrűnek. 

3. Legyen P egy másik gyűrű, amelynek elemei o, a, /?, ... A P gyűrűt képezzük 
le az R gyűrű egy permutábilis bitranszláció-gyűrűjébe az 

hozzárendeléssel, és legyen [a, p] és {a, fi) a PXP halmazon értelmezett /?-beli függ-
vény azzal a kikötéssel, hogy 

[a, o] = [o, a] = {x, o} = {o, oc} = 0. 
Tekintsük továbbá az R gyűrűnek egy a-*a* leképezését a P egy permutábilis bitransz-
láció-gyűrűjébe és legyen [a,b], {a,b} az RXR halmazon értelmezett P-beli olyan 
függvény, amely kielégíti az 

[a, 0] — [0, a] = {a, 0} = {0, a} = o 
feltételeket. 

Az RXP halmazban definiáljuk az összeadást és a szorzást a következő módon: 

(a, a) + (b,'P) = (a + b + [*,Pl 6}+«+/?), 

(a, a ) ( b , P) = (ab + ap*+0L*b + {«, p}, {a, b) + a b * + <x*p + ajS). 

Könnyen belátható, hogy a fenti műveletek a [ ], { } függvényeket meghatározzák. 
Látható az is a fentiekből, hogy a tekintett két gyűrű a tárgyalásban szimmetri-

kus szerepet tölt be, ezért az egyikre vonatkozó állítások a másikra is érvényesek, 
s ha egy igaz állítást kifejező formulában a latin és a görög betűket felcseréljük, is-
mét igaz állítást, kifejező formulához jutunk. Az ilyen formulákat egymás duálisai-
nak nevezzük. A duális formulapárok közül elegendő csak az egyiket felírni. 

Érvényes a következő állítás: 
Az RXP halmaz a fentebb definiált műveletek szerint akkor és csakis akkor 

alkot gyűrűt, ha érvényesek a következő azonosságok és ezek duálisai: 

(K) [a, $] = [$, a], 
(A+!) [a, /?] + [«+& y] = [a, P + y] + Q3, y], 

( A +
2 ) [ [a , b], y ] = 0 , 

(AJ a{b,c}* = {a,b}*c, 

(A2) y) + K Pl} = {«, P} y* + {«J3, ?}, 
( A 3 ) a(fSc*)* = (a+fiyc, 

( A 4 ) {a ,b*y} = {xb\y}, 

( A 5 ) a(b*yT = {{a,b},y},- {ab*)*c = {a , {b, c}}, 

( A 6 ) {a* fi, y}=a{p, y}, {a, fic*} = {a , p) c, 

( D j ) a * (b + c) + {a, [b, c]} = a * b+ a * c + [ab*, txc*], 

( a + 6)y* + {[a, b], y} = ay*by*+.[a*7, b*y], 

( D 2 ) a[p,y] = [a*p,a*y], [a , j9]c = [ac* , 0 c * ] , 
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(D3) a* [/?, 7] + {*,P + y} = {a, P) + {«, y} + [a/?, ay], 
[a, p] y* + {oc+p,y}= {a, + {p, y} + [ay, py], 

(D4) a[b,c]* = [{a,b},{a,c}], [a, bf c = [{a, c}, {b, c}], 
(D5) [{a, b}, a*p] = [{a, b), a6*]=o, [*p;a+p]=[«P, «¿*]= 0. 

A fenti állítás bizonyítása a gyűrűaxiómák alapján egyszerű számolással adódik. 
4. A tekintett gyűrűkonstrukciónak néhány alkalmazását mutatjuk be. 
a) Legyen 

[a,Z>] = {a,Z>} = o, [a,p] = {y.J}=0, 

és minden a-ra a*=0. Ekkor a P gyűrűnek az R gyűrűvel való széteső Everett-féle 
bővítéséről van szó. 
Megjegyezzük, hogy az EvERETT-féle bővítés általános esete is speciális eseteriként 
adódik a [2]-ben tárgyalt gyűrűkonstrukciónak. 

b) Ha [a, b] = {a, b) = o, [a, p] = {«, P}=0, 

és ha P0 illetve R0 jelöli azoknak az elemeknek halmazát, amelyekhez tartozó 
transzlációk annullálják az R illetve P elemeit, akkor a gyűrűk SzÉP-féle bővíté-
sének egy speciális esetét kapjuk. 

c) Jelöljön most R és Ra egy tetszőleges egységelemes gyűrűt, illetve egy zéró-
gyűrűt, amelynek additív csoportja izomorf az R additív csoportjával. Az Ra ele-
meit jelöljük a következőképpen: 0o, aQ, ba, ..., s a kívánt izomorfizmust az a-*a0 
leképezés biztosítja. Legyen most 

[a,b] = {a,b} = 0 o , k , 6 o [ = 0 , 

további minden R -beli elemét az R zérustranszlációjára képezzünk le. A ténylege-
sen fellépő függvény és leképezések legyenek a következők: 

K , b0) = —ab, a*b0 = (ab\, aDb*= (ab)0. 
Ebben az esetben az RXR0 halmaz a definiált műveletek szerint egy gyűrűt 

alkot, amely izomorf az R feletti komplex gyűrűvel, s a megfelelő izomorfizmust 
az (a, a j — a+bi leképezés szolgáltatja. 

Ha R speciálisan a valós számok teste, akkor a kapott gyűrű konstrukció 
izomorf a komplex számok testével. 

Ha pedig R egy egységelemes komplex gyűrű az S gyűrű felett, R pedig az 
R modulusa feletti zérógyűrű, akkor tekintsük a következő definíciókat: 

[a,b] = {a,b}=0o, a0b=ab0=0, 

[aa ,^„] = 0, {a0, b0} = - ab, a* ba = (ab)0, ajb0=(ab)a. 

Az RXR0 halmaz a definiált műveletek szerint gyűrűt alkot, amely az S feletti kva-
terniógyűrűvel izomorf, s az 

~ (a,b0) 

leképezés szolgáltatja a megfelelő izomorfizmust. 
d) Végül nyilvánvaló, hogy speciális esetként megkaphatjuk a két gyűrű direkt 

összegét is. 
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П О С Т Р О Е Н И Е К О Л Е Ц С П О М О Щ Ь Ю П Е Р Е В О Д Я Щ И Х 

О Т О Б Р А Ж Е Н И Й 

Я. Сендреи 

П е р е в о д я щ и е о т о б р а ж е н и я и г р а ю т очень в а ж н у ю р о л ь в т е о р и и п о л у г р у п п и в т е о р и и 
колец, о с о б е н н о в теории пополнения п о л у г р у п п и колец. В э т о й р а б о т е и з д в у х п р о и з в о л ь н ы х 
к о л е ц с п о м о щ ь ю их переводящих о т о б р а ж е н и й п о с т р о и м н о в о е кольцо. Э т о п о с т р о е н и е 
с о д е р ж и т в с е б е как частный случай п о п о л н е н и е кольца п о EVERETT-У , н е к о т о р ы е случаи п о п о л -
нения ко л е ц п о SzÉP-y, к р о м е т о г о п о с т р о е н и е к о м п л е к с н о г о кольца н а д к о л ь ц о м с е д и н и ц е й 
и кольца к в а т е р н и о н о в и конечно п р я м у ю с у м м у д в у х колец . 

T R A N S L A T I O N E N I N R I N G K O N S T R U K T I O N E N 

J. Szendrei 

D i e Translat ionen spielen eine wichtige Ro l l e in der Ha lbgruppentheor ie und a u c h in der 
R i n g t h e o r i e , insbesondere in Erweiterungstheorie v o n H a l b g r u p p e n u n d v o n R i n g e n . In dieser 
Arbei t w i r d e ine R i n g k o n s t m k t i o n mit Hi l f e der Translat ionen v o n zwei R i n g e n angegeben . A l s 
Spez ia l fä l l e dieser Ringkonstrukt ion k ö n n e n die EvERETTschen Erweiterungen, die speziel len SZÉP-
schen Ringerwei terungen, die K o n s t r u k t i o n der k o m p l e x e n R i n g e und Quaternionenringe über 
e i n e m R i n g mit Einse lement und natürlich die direkte S u m m e v o n zwei R i n g e n betrachtet werden. 
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