A KOMPLEX SZAMOK ES A KVATERNIOK EGY KONSTRUKCIOJA
frta: SZENDREI JANOS

1. Ismeretes, hogy a komplex szdmokat a valds szimok testébdl, a kvaternidkat
pedig a komplex szdmok testébdl (vagy kozvetleniil a valds szdmok testébdl) ki-
indulva konstrudlhatjuk meg [2]. A koévetkez8, jol ismert konstrukcié hasonld
vondsokat mutat.

Legyen R a valds szamok teste, K a komplex szimok teste, Q pedig a kvaternio-
test. Az R folotti 2 X2 tipusu teljes matrixgylirlinek az
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) [—b a]

alakt elemei egy résztestet alkotnak, amely izomorf K-val. A K fol6tti 2X2 tipusu
teljes matrixgylirlinek az '

5

alaki elemei egy rész-ferdetestet alkotnak, amely izomorf Q-val. (Itt & az o« komplex
szdm konjugdltjat jelenti.) Mivel egy valds szdm konjugdltja 6nmaga, azért az (1)
alatti matrixok felfoghatdk a (2) specidlis eseteiként.

2. Az aldbbiakban egy olyan dltaldnos gylir{ibGvitési konstrukciot adunk,
amely kozos dltaldnositdsként tartalmazza a komplex szdmok testének és a kvaternio-
testnek a megaddsdt. Megjegyezziik, hogy az itt szereplé konstrukcionak tovabbi
altaldnositdsai lehetségesek [3].

Legyen R={0,a,b,...}, P={o,a, B, ...} két tetszOleges gyiiri. Jeldlje R*P
az R és a P elemeibdl képezett rendezett elempdrok halmazit. R P-ben Osszeaddst
és szorzdst a kovetkezéképpen definidlunk:

3) (a, ) +(b, B) = (a+b, x+p),

©) (a, a)(b, B) = (ab+[a, B, 2*+B+ap),

ahol [o, BI(€ R), «*, “B(€ P) olyan kétvaltozos fiiggvények, amelyekre
) \ [, 0] = [0, 2] =0,

(6) 0° = o =% =% = 0.
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Az Rx P halmaz a (3)—(4) miveletek szerint akkor, és csak akkor alkot gyfiriit,
ha teljesiilnek az aldbbi feltételek :

) o187 = (281,

® [, Byl = (2B, vl

® a’y) = @)y,

(10) “(B) = (B,

Q) [o, by] = [, ¥].

(12) «(f) = (@), By = “(By),
(13) @) = o, “Cy) ="y,

- (14) B, vl = alB, ], (o, ] = [, Ble,
15) (@, B+7] = [0, p1+(x, 71, [x+B, y] = [, YI+I8, 7}
(16) . “B+y) =B+, (a+p)° = a4+ f°,
) abte = b +ac, atby = ay by,

A tétel bizonyitdsa a miiveleti tulajdonsdgok beldtdsan alapul. Kdnnyen iga-
zolhat6, hogy (7)—(14) feltételek a szorzds asszociativitdsdt, a (15)—(17) feltételek
pedig a disztributivitdsdt biztositjak.

3. Legyen R egységelemes gyiirii, R, pedig jelentse az R gyiliri R* modulusa
feletti zérogyiriit (azaz azt a gylriit, amelynek modulusa R* és barmely két elem
szorzata zérus). Az R, elemeit a 0,, 4y, by, ... betiik jeldlik, s az r—r, leképezés
az R*-nak a Ry -ra valé izomorf leképezését adja.

Vegyiik a most tekintett R és R, gyiir(ib6l képezett (a, by) rendezett elempdrok
R* R, halmazit, amelyben az [a,, b,), a,,, aj fiiggvényeket a kovetkez8képpen
definidljuk:

(18) [a(h b()] = —ab: ab0= (ab)()’ ag: (ab)()'

Beldthatd, hogy a (18)-ban definidlt fiiggvényekre teljesiilnek a (7)—(17) iel-
tételek, ezért a most vizsgdlt R* R, halmaz gyiiriit alkot. Az igy kapott gyiirii
az R egységelemes gylrii folotti R komplex gyiirlivel izomorf, s a megfeleld izo-
morfizmust a kovetkezd leképezés adja:

a+bi—(a, by).

Jeldlje az R egységelemes komplex gylir{i elemeit 0, a, B, ... .

Ha most az R-nak tekintjiik az elobbiekhez hasonléan az R* modulusdt,
s R, jeloli az R+ f616tti zérégyiiriit, akkor az R x R, halmaz is gyiiriit alkot a (3), (4)
miiveletek szerint, feltéve, hogy az [o,, Bol, *B,, «f fiiggvényeket a kovetkez8képpen

értelmezziik :
[, Bol = —af, *Bo = (@B, ag = (aB)o,

ahol a feliilvonds a konjugdltat jelsli. Az igy kapott R+ R, izomorf az R folétti
R kvaterniogyiiriivel.
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Ha specidlisan R helyett a val6s szimok testét valasztjuk, akkor R a komplex

szamok testével izomorf, R pedig a kvaterniotesttel.

4. A fentiekben vdzolt gyiriikonstrukcio tartalmazza a gyliriik kozdnséges
(Dorroh-féle) egységelemes bovitését is, mégpedig abban az esetben, ha R az egész
szamok gyiiriije, P pedig tetszéleges (nem egységelemes) gy(rii.

IRODALOM

[1] DorroH, J. L.: Concerning adjunction to algebras, Bulletin of the American Math. Society,
38, 85—88, 1932,

[2] ReépEn L.: Algebra 1. Akadémiai Kiadd, Budapest, 1954.

[3] Szenpreg, J.: Uber eine aligemeine ngkonstruktlon durch schiefes Produkt Acta Sci.
Math. 21, 63—76, 1958.

OB OJJHOY KOHCTPYKLUHWU KOMITJIEKCHBIX YHUCEJ I KBATEPHUOHOB
. Cendpeu

MHuoxecTBO R 1 P ynopsio4YeHHbIX TIap IEMEHTOB koJiell R u P ofpa3yeT KONbLO MO deicT-
BusM (3)—(4) Torma ¥ TONBKO TOTAA, €CNM BHIMOJIHEHDBL YcitoBus (5)—(17). IMony4yenHoe Takum 00~
pa3’oM KoJbLO R M P B YACTHOM C/Iy4aeT AAaéT KOHCTPYKUHIO KOMIUIEKCHO KOJIbLA HaJl KOABLOM
C eNMHMLEN a TaKKe M KOJIbLA KBATEPHHOHOB. TeM caMbiM MOSIy4aeM HOBBIH Coco® 3axaHus moJis
KOMJIEKCHBIX YMCEN H KOJIbLIA KBATEPHUOHOB.

UBER EINE NEUE KONSTRUKTION DER KOMPLEXEN ZAHLEN UND QUATER-
NIONEN

J. Szendrei

Die Menge R ¥ P der geordneten Paare von der Form (a, «) (a€R, o€ P) bildet einen Ring
nach dem Definitionen (3)—(4) dann und nur dann, wenn die Gleichungen (5)—(17) erfiillt sind.
Dieser Ringkonstruktion enthilt als Spezialfille die Konstruktion der komplexen Ringe und die
der Quaternionenringe liber einem Ring mit Einselement. Auf diese Weise bekommt man eine neue
Konstruktion des Korpers der komplexen Zahlen und des Quaternionenkdrpers.
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