KOMMUTATIV FELCSOPORT IDEALJAIROL
irta: SZENDREI JANOS

Jelen dolgozatban a kommutativ egységelemes félcsoportok (mas szdval kommu-
tativ monoidok) olyan idedljait vizsgaljuk, amelyeknek analégonjai a valos folytonos
fuggvények gyiiriiiben jatszanak fontos szerepet [l].

Legyen S kommutativ egységelemes félcsoport. Vezessiik be a kovetkez§ szoka-
sos jelolést:

50— S, ha S-nek van 0 zéruseleme és |S|>1;
~ L SU {0} egyébként, ahol minden a (€S)-ra 00=a0=0.

Az S%-nak egy M idealjat maximdlisnak nevezziik, ha egyrészt M = S°, masrészt
S$? minden olyan 7 ideéljara, amelyre MS ASS teljesiil, akkor vagy A=M, vagy
A=S kovetkezik.

S%nak egy P idealja primidedl, ha S|P részfélcsoportja S°-nak.

Jelolje M az S° maximalis idedljainak halmazat. M (a) legyen az a (€ S) elemet
tartalmazé maximalis idedlok halmaza, M(I) pedig az I(CS°) idealt tartalmazé
maximalis idedlok halmaza S%ban.

Az [ idedlt tartalmazd Gsszes primidedlok metszetét az [ idedl radikdljanak ne-
vezziik, és R(1)-vel jeloljik.

I és K ideélok esetén a (K:7) idedlhdnyados azoknak az s (€S°) elemeknek a
halmaza, amelyekre s/S K. Az (0:7) idealhanyados az [ ideal annulldtora, amit A(I)
Jjelol.

G. MasonN [3] dolgozatat kovetve bevezetjitk a kovetkezd definiciot:

Az S° félcsoport egy I idedljat z-idedinak nevezziik, ha valahanyszor M(a)=
=M (b) és be I, mindannyiszor acl.

Kdonnyen belathato, hogy M (a)S M (b) akkor és csak akkor, ha M (a)= M (ab).
Ennélfogva a z-ideal definiciéjaban az M (a)=M(b) egyenloseg az M(a)2M(b)
tartalmazassal helyettesithetd.

A z-idedl definicidjabdl nyilvanvald, hogy S°-nak mmden maximalis ideédlja
z-idedl, tovabba z-idedlok metszete is z-idedl.

Az S° 0sszes maximilis idedljainak R, metszete, ami az S° Jacobson-féle radi-
kalja, szintén z-ideal [2]. Nyilvanvald, hogy R, benne van minden z-idedlban. Ezért
a késGbbiekben egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy R,=0. Ellenkez8 esetben a
z-idedlok vizsgalata szempontjabdl ugyanis az S°/ R, faktorfélcsoportot tekinthetjiik.

Ha egy z-idedl maximdlis idedlok metszete, akkor azt erds z-idedlnak hivjuk.
Konnyen bebizonyithato a kovetkezd allitas

1. dliitds. I akkor és csak akkor erfs z-ideal S%ban, ha S%nak K, L idedljaira
valahanyszor M (L)2 M (K) és K< 1, mindannyiszor LS 1.
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Az 1. allitas alapjan kozvetleniil beldthato, hogy minden olyan aS° féideal,
amely z-idedl, egyben erds z-ideil.
Kdzvetleniil a definicié alapjan bebizonyithatok a kovetkez§ allitasok:

2. dllitas. Minden [ idedl benne van egy legsziikebb 7, z-idedlban, mégpedig /,
az J-t tartalmazé z-idedlok metszete.

3. allitds. Minden [ idedlra és n természetes szamra (I™),=1,.

4. dllitas. ISR()ET,.

5. dllitdgs. Minden z-idedl az &t tartalmazé maximalis primidedlok metszete.
Ervényes a kovetkezd

6. tétel. Ha P az I z-idedlt tartalmazé primidedlok k6zott minimalis, akkor P
z-ideal.

Bizonyitds. A tételt kontrapoziciés bizonyitassal litjuk be. Tegyiik fel, hogy
P az I z-idealt tartalmazo primideél nem z-ideal. Ennélfogva van olyan a¢ P és bc P,
hogy M (a)2> M (b). Legyen

T=S%PU){chb"|c§ P, n€N}.

Ez a T félcsoport és TNI= g, mert cb"€l teljesiilésébSl M (ca) 2 M (cb") miatt
ca€I(S P) kdvetkezne, ami lehetetlen P primidedl volta miatt. Ennélfogva létezik
olyan P'(21) idedl, amely a P"NT= & kovetelményre nézve maximalis. Ez a P’
nyilvanvaldan primidedl, tovabba P> P’. Ez utébbi azt jelenti, hogy P nem mini-
malis. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

A 6. tételbSl adodik az alabbi
7. allitdas. S® minimalis idealjai z-idealok.

A most vizsgalt félcsoportok esetében a Neumann-féle regularis félcsoportok
jellemzését adja a kovetkezd tétel:

8. tétel. Az S° félcsoportban ekvivalensek az alabbiak:
(I) Minden idedl er8s z-ideal;

(I1) Minden ideal z-ideél;

(III) Minden f&idea! z-ideal;

(IV) S° Neumann-féle regularis félcsoport.

Bizonyitdas. ()= (II) és (I1)=(11) trividlis. (II1)=(IV) igy bizonyithat6o: Mivel
minden [ z-f8idealra I12=(I%),=1,=1, azért -barmely a (€S°) elemre a*R=aR, azaz
axa=a megoldhatd. Végiil (IV)=(I) igy lathato be: Regularis félcsoportban min-
den ideal az Gt tartalmazé maximalis idedloknak a metszete, azért igaz a kovetkez-
tetés.

9. tétel. Ha K z-ideal, akkor barmely [ ideélra (K:7) szintén z-ideal.

Bizonyitds. Ha M (a) 2 M (b), ahol bIS K, akkor mindeni(€1)-re M (ai) 2 M (bi).
Ugyanakkor bi€ K, aic K minden i-re, azért ac(K:1).

Kovetkezményként adddik az alabbi allitas:
10. dllitds. A(I) z-ideal.
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Végiil bebizonyitjuk a kdvetkezo tételt:

11. tétel. Ha P prim idedl, akkor P vagy z-ideél, vagy a P-ben levé maximalis
z-idedlok prim z-ideélok.

Bizonyitds. Legyen T a P-ben lev§ z-idedlok halmaza. T-nek vannak maximalis
elemei (a Zorn lemma miatt), legyen példaul 7 ilyen. /=P akkor és csak akkor, ha
P prim z-idedl. Ha Ic P, akkor van olyan Q@ minimdlis primideal, amelyikre IS
COEP. De Q= P, mert akkor O z-idedl. Ennélfogva vagy Q=1, s ekkor I prim-
idedl, vagy /< Q, ami lehetetlen az I maximalis volta miatt.
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UBER DIE IDEALE VON KOMMUTATIVEN HALBGRUPPEN
J. Szendrei

In vorliegender Arbeit werden die z-Ideale und Primideale einer kommutativen Halbgruppe
mit Eins- und Nullelement untersucht. Ahnliche und weitere Untersuchungen fiir kommutative
Ringe mit Einselement wurden durch G. Mason [3] durchgefiihrt. ’

OB UAEAJIAX KOMMYTATUBHOWM [ONTPYIITbI
A. Cenopeu

B nauHo#t paGoTe MbI onpenesiseM NOHSATHE UAEAIAa — Z B noJirpynne S° ¢ KOMMYTAaTHBHBIM
MOIYJIEM M HYJIEBLIM 9JIEMEHTOM, MOAAOOHO TOMy, KaK B cBoeil pabote G. MasoN [3] coeman B
KOJIbLIAX ¢ KOMMYTATHBHBIM MoaysieM. MBI HcCilelyeM CBA3b moJrpymmsl S° upeajia — z H Iep-
BMYHbIX MOEAITOB (ITPUM HACAJIOB) U NPOCTbIE CBOKWCTBA 3TOM CBS3H.

135



