'MEGJEGYZESEK A FELGYORUK BOVITESEIHEZ
SZENDREI JANOS |

1. A gytri olyan (R; +, +) kétmiiveletes algebrai struktura, amelyben az R
nem iires halmaz, a + miivelet kommutativ, asszociativ és invertilhat6, a - miivelet
asszociativ és a + mifiveletre nézve mindkét oldalrdl disztributiv. A gyliriinek tobb-
féle Altalanositasat szokds targyalni, amelyek ugy jonnek létre, hogy az emlitett kove-
telmények koziil egyet vagy tdbbet elhagyunk, ill. enyhitiink. Ha a + miivelettsl
nem kéveteljilk meg a kommutativitist és az invertdlhatdsigot, akkor a félgyiiri
fogalmahoz jutunk. Mas széval az (S; +, -) kétmiiveletes algebrai struktura fél-
gylir{i, ha S nem iires halmaz és ebben mindkét miivelet asszociativ (azaz (S; +) és
(S; -) félcspoort), és a - miivelet a + miiveletre nézve mindkét oldalrol disztributiv.

Félgytiriit alkot a természetes szimok halmaza az Osszeadasra és a szorzasra
nézve, s itt mindkét miivelet kommutativ. A 0-nal nagyobb egész egyiitthatds-polino-
mok halmaza is félgyfiriit alkot az Gsszeadds és a szorzas szerint.

Ha az (S; +, -) félgyiirliben az (S; +) félcsoportnak van 0+ neutralis eleme,
akkor ezt a félgylir{i additiv zéruselemének nevezziik. Az (S; +, -) félgyiiriinek a 0
multiplikativ zéruseleme, ha minden s(€S) elemre s0=0s=0 teljesiil. Megjegyezziik,
hogy altaldban az additiv zéruselem .nem multiplikativ zéruselem. Ha azonban az
6sszeadas kancellativ, azaz a+c=b+c fennalldsabol a=b kovetkezik, akkor a
disztributivitds miatt az additiv zéruselem egyben multiplikativ zéruselem is.

Az (S, ) félcsoport jobb oldali egységelemét a félgyiiri jobb egységelemenek
nevezzilk. Hasonléan értelmezhetd a Télgyfirii bal egységeleme, ill. az egységeleme is.
. Az alabbiakban a félgyfiriik transzlaciéit, bitranszlaciéit vizsgaljuk, s ezek segit-

ségével-egy felgyuru—konstrukcmt adunk meg. WEINERT és GRIEPENTROG [3] dolgo-
zatanak 1. és 2. tételében elegendd feltételt ad egy félgylirli-konstrukciora. Ebben
a dolgozatban megmutatjuk, hogy ez a feltétel sziikkséges és elegend6 feltétel ahhoz,
“hogy a targyalt konstrukeié félgy{iri legyen. Bevezetjiik a félgy(iri holomorfjainak
a fogalmat, amely a REDEI [2] 4ltal bevezetett gylirlik holomorfjainak altaldnositdsa.
A félcsoportok holomorfjaival a [2] dolgozat foglalkozik. Végiil a félgyiirGk egység-
elemes bovitéseivel foglalkozunk, 0j bizonyitast adva a [3] dolgozat 3. tételére.

2. Az (S; +, -) félgyliri elemei legyenek s, ¢, ... Az S énmagiba vald
oa: S~S (s—»ocs)

lekepezesemek halmazit jelolje M=M(S). A tovabbiakban fontos szerepet jatszanak
az (S; +) endomorfizmusai, azaz az olyan

n: S—~S(s—>ns)
leképezések, amelyekre

n(s+1t) =ns+nt
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teljesiil. Az (S; +) 8sszes endomorfizmusainak halmazat jelélje E=E(S). Nyilvan-
vald, hogy EC M.
Az (S; -) félcsoportnak pedig azokra a

41 S—= S (s~ 1s) .
leképezéseire lesz sziikségiink, amelyekre
A(st) = (As)t

teljesiil. Ezek az (S; -) félcsoport bal transzldcidi, amiknek a halmazat A= A(S)
jeloli. Az (S; -) félcsoportnak a

Ayt S8 (54,5 := as)
alaku leképezéseit belsd bal transzliciGknak nevezziik. Ezek halmazit A;=A;(S)
jeloli. Nyilvanvaloan teljesiil a kovetkez6:
ALEAEM
Az (S; ) félcsoportnak az olyan
¢: S—~S (s—o05)
leképezései, amelyekre
e(st) = s(ot) ]
teljesiil, az (S; -) jobb transzlacidi. Ezek halmazit P=P(S) jeldli. A
0.1 S~ S (s 0,8 := sa)
lekepzesek a bels6 jobb transzliciok, amiknek a halmazit P,= P,(S) jelsli. Most is
igaz a kovetkezd: : .
PCPCM.
Megjegyezziik, hogy az S-nek dnmagira valo identikus leképezése, amit 1 jeldl,
nyilvinvaléan eleme A-nak, P-nak és M-nek is. Az 1€4,, ill. 1€ A4; pontosan akkor
teljesiil, ha (S; -)-nek van bal, ill. jobb egységeleme.

Az (S; +, -) félgylird Snmagaba valoé Osszes leképzéseinek M halmazaban az
Osszeadast.és a szorzdst a kovetkezd mddon definidljuk:

) (x4 B)s := as+ By,
(2) ' (@B)s := a(Bs).

Konnyen ellendrizhetd, hogy az (M; +, -) kétmiiveletes algebrai struktaraban
mindkét miivelet asszociativ (azaz (M; +) és (M, -) félcsoport), tovibb4 a jobb
oldali disztributivitas teljesiil, de a bal oldali altalaban nem. Az (M; +, -) tehat
lltaliban nem félgyl’irﬁ Hasonl6 igaz a (A; +, -) és (P; +, -) strukturara is.
A (A;; +, +) és a (B +) azonban, amint az kénnyen ellendrizhetd, felgyuru

Kénnyen belathato hogy A=A L, €s 0, =0, 0s- Ennélfogva a

@5~ A; (s~ 4), . y: s~ P; (s—>0)

leképezés az (S; +, -) félgyliriinek a (4,;; +, -) félgyirtire valé homomorf, ill. a
(P;; +, -) félgyiirlire valo antihomomorf leképezése. Ez utobbi miatt célszer(i bi-
zonyos esetekben az (M ) félcsoport (M; o) dualisat tekinteni, ami azt jelenti,
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hogy M-ben a o miiveletet a kovetkezOképpen értelmezziik: «0f:=pa. Ekkor a:
v leképezés az (S; +, -) félgyliriinek a (P;; +, o) félgylirlire val6 homorf leképezése.
Természetesen, az (M; +, O) struktara az (M; +, -) struktiordnak dudlisa, s igy
balrdl disztributiv.

3. Tekintsiik az M| S egyesitési halmazt, ahol M S=0, é az S-ben, ill.
M-ben értelmezett miiveleteket kiegészitjik a ,,vegyes” elemek Osszeadisaval és.
szorzasaval az alabbi médon: '

3) a+s =0+, s4a:=A+a,

4 .8 1= as, seo = A0

~

Az igy kapott (M|JS; +, -) strukturanak, amely altaliban nem felgyuru,
olyan (M*|JS; +, -) reszstrukturalt keressiik, amelyek félgyiiriik.

Ervényes a kovetkezd

1. tétel. Az (MUJS; +, -) strukturanak egy (M*US; =, ) részstruktirdja,.
ahol M* = 0, pontosan akkor félgyiirli, ha (M*; +, -) olyan részfélgyiiriije az:
(M; +, ) struktirdnak, amelyre

A EM*SC ANE = Ag.
Tovdbbd, S az M*(JS-nek olyan bal idedlja, amelyre igaz a kévetkezd:
x-y€ S, xyM*{JS=>ycS.

Blzony1tas Legyen (M*US +, -) félgyiri. Ekkor (1) és (2) miatt M* a
két miiveletre nézve zart, s igy (M*; +, -) szintén félgyirii. A (3) és a (4).alatti m{i--
veletek értelmezése miatt pedig A; S M*. A szorzas asszociativitdsa alapjan

a(st) = a-(st) = (x-8)t = (us)t (€M)
s ezért M minden eleme bal tra’nszlécié. A disztributivitas miatt
as+) =o-(s+t)=a-s+a+t =as+at (€M)
alapjin kévetkezik, hogy M* minden eleme endomorfizmus. Ezekbdl adédik, hogy:
M* S ANE = Ag

Az allitds megforditasahoz elegendd a vegyes elemekre belatni az asszociativitast.
€s 3 disztributivitast. Az 6sszeadas disztributivitasa nyilvanval6. A szorzas asszociati--
vitdsa A,,=al, teljesilésébsl és abbdl adddik, hogy M* elemei bal transziicidk.
A disztributivitas pedig abbol kovetkezik, hogy M* elemei endomorfizmusok és.

Asp1=2s+ A, teljesill.

A tétel utolso allitasa a szorzas definici6jabol nyilvanvalé. Ezzel az 1 tételt.
bebizonyitottuk.

Az 1. tételbdl egyszeriien adédnak az alabbi kovetkezmények:

L .(M*JS; +) akkor és csak akkor kommutativ, ha (S; +) is az.
II. Az (M *US félgyliri additiv zéruseleme — feltéve, hogy létezik — az §
félgylirlinek is additiv zéruseleme.

HOI. Az § félgyiiri multiplikativ bal (jobb) zéruseleme amennyiben van, az
M*| S félgyiirtinek is ugyanilyen eleme.

IV. (S; -) -nek minden A(€ M*) bal transzlacma az (M*|JS; -)-nek A; bal
transzlaciéjaval indukalhato.
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Az 1. tétel dualisat kapjuk, ha az S-beli és az (M; +, 0)-beli miiveleteket a ké-
-vetkezoképpen terjesztjiik ki az M| JS halmazra:

(3) a+s:=a+to, st+oa:=9,+a,
RECYE a8 1= a0gd = 0, Seo 1= as.

1. tétel. Az(MUJS; +, O) struktiirdnak egy M°|JS részhalmaza, ahol M° = 0,
_pontosan akkor félgyiirii, ha (M°; +, 0) olyan részfélgyiirijje az (M; +, O) struk-
turdnak, amelyre -

P, S M°<S PN E= P
Tovdabbd, S az M°\JS-nek olyan jobb idedlja, amelyre igaz:
’ x-y €S, x,y € M°S= xc€s.

4. Most a fenti konstrukcioknak a szimmetrikus megfeleldjét keressiik meg.
Evégbdl tekintsiik az (M; +,-) és az (M; +, o) struktirak direkt osszeget Mis sz6-
val az M X M Descartes-féle szorzatban értelmezziik ‘az Osszeadast és a szorzast a
‘kovetkezd modon :

(5) . (@, B)+ (1, 8) 1= (@47, B+8),
© (@, B) (v, ) : = (ay, BOd): = (xy, 6 ).

Az el6z6ekbdl kovetkezik, hogy az igy kapott kétmiiveletes algebral struktura
.4ltalaban nem felgyuru M X M-et a késGbbiekben D jeldli.

Az S-ben és a D-ben értelmezett miiveleteket a DS egyesitetési halmazra a ko-
vetkezo definiciéval terjesztjiik ki:

M @ B+s = (& h+ %, 2y s+ @ B) 1= (s A) + (o B),
® (@ B)-s:= as, s+ (@, B) := Ps.

Az igy kapott (D; 4+, -) kétmiveletes algebrai struktiirdnak olyan részfélgyii-
rlit keressiik, amelyek S-et tartalmazzak.

Bebizonyitjuk a kovetkez§ tételt. ) ,

2. tétel. 4 (D; +, ) struktiurdnak egy (MyX M)\ JS részhalmaza, ahol 9 #
M, X M,=D,akkor és csak akkor félgyiirii a tekintett miiveletek szerint, ha (My;+,+)
és (My; +, ) olyan részfélgytiriik, amelyekre igazak a kovetkezdk:

a) 4, S M, S ANE= 4,
b) A &M, =PNE= P,
¢) minden (1, 0)(€ My X M,) transzldcidpdrra teljesiil:
(05)t = s(it) 168,
d) bdrmely A(€M,) és o(€M,) felcserélhetd, azaz
o(4s) = Ales).

Tovdbbd S az ((MyxXM)US; +, -) félgydiriinek komplett prim idedlja, azaz
Xy €S, x,yE(MyX My S = x€ Svagy y€S.

Mieldtt a 2. tétel bizonyitdsara ratériink, megemlitjiik, hogy az a) és b) .elsG
fele azt jelenti, hogy M, XM, elemei bal és jobb transzlaciokbél all6 parok. Ezeket
bitranszldcioknak nevezziik. A ¢) tulajdonsdgu bitranszliciokat kapcsoltaknak mond-
Jjuk. Megjegyezziik, hogy gyakran az ilyen tulajdonsagt transzlacidparokat nevezik
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bitranszlacidknak. A d) azt jelenti, hogy M, X M,-ben barmelyik bitranszlacié elsd
komponense felcserélhetd akarmelyik bitranszlacié masodik komponensével. A bi-
transzlacidk ilyen halmazait permutabthseknek nevezik. A 2. tétel ezen fogalmak se-
gitségével a kovetkezd mdédon is megfogalmazhatd:

Az (MyXM,)US; +, ) akkor és csak akkor félgylir(i, ha M, X M, (> #) olyan
permutabilis (kapcsolt) bitranszlaciok halmaza, amelyre teljesiil a kévetkezd:

A; X P & MyX M, & AgX Py.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy M, XM, JS(>S) a (7) és (8) miiveletek szerint
félgyﬁrﬁ. Ekkor M, XM, a benne definidlt miiveletekre nézve zart, tehat félgyiri.
(N és (8) alapjan A;S M,, P,=M,. A disztributivitds miatt pedig M,, M, < E(S).
A szorzas asszociativitisibol az (oz B)-st, ill. st-(a, B) szorzatok alapjin adodlk
hogy acA, BeP, azaz

M, S A M,EP

Az s5-(4, @) -t alakt szorzat alapjan kapjuk a c¢) tulajdonsigot, tehat M, XM,
elemei kapcsolt bitranszlaciok. A (4, ¢,) -s-(A;, 0) szorzat alapjan pedig adédik,
hogy M, X M, permutabilis bitranszlaciok halmaza.

Megforditva, tegyiik fel, hogy az (M;: +, ) és (M,; +, o) félgyfliriikkre az
a)—d) tulajdonsagok teljesiilnek. El6szor azt kell belatnunk, hogy (M, X M) JS-ben
két elem 6sszegére és szorzatéra is teljesiilnek az a)—d) feltételek. Az a) és b) telje-
suillése nyilvanvalo. ¢) és d) igy lathaté be:

(5 (o1 + Qz)) = ((01 + Qz)s)t = (0:5)t+(028)t = s(A1t) +5(Agt) = 5+ ((/11 + ‘Az).t),
{5 (0200))t = (Qles)_t = (02(0:9))1 = (015) (Aat) = s(il(izt)) = 5((A1A2) t),

(A 459) = 0(us) +0(hss) = 2,(05)+ 2(08) = (a +7s) (09),
0((e9)) = (1 (3a9)) = 1(0ia9) = Au(lales)) = ((Aula)e)s.

Ekkor (7)alapjan (M, X M,)| ) S-ben az 6sszeadas nyi‘lvé,n asszociativ, a szorzas pedig
(8), valamint ¢), d) alapjan szintén az. A disztributivitds pedig abbol kovetkezik,
hogy M,, M,S K. Ezzel a 2. tétel bizonyitisat befejeztiik.
. 5. A (DUS; +, -) strukturdban tSbb olyan részfélgylirii lehet, amely kielégiti
a 2. tételbeli kovetelményeket. Ezek kozott fontos szerepet kapnak a maximalis
ilyen részfélgyliriik. Ezeket az (S; +, -) flgyiiri holomorfjainak nevezzilk. Mds
szoval az (S; +, ) félgylird holomorfjai az S-nek a (D; +, +) struktarabeli ideali-
zatorai. .

Amint a gyfiriiknél és a félcsoportoknal, itt is felvethetd az a probléma, hogy
melyek azok a félgyiiriik, amelyeknek egyetlen holomorfja van. A félcsoportoknal,
ill. gyiriiknél ismert feltételek a félgyiriikre is alkalmazhat6k, mivel ezek lényegé-
ben a bitranszlacidk permutabxhs halmazaival kapcsolatosak. Ervényes tehit a
kovetkezd:.

3. tétel. Az (S; .+, <) félgyiiriinek egyetlen holomorfja van, ha

a) (S; )-nak bdrmely eleme szorzatként irhaté;
b) (S; ) gyengén reduktiv.

Megjegyezziik, hogy az a) esethez tartoznak a fél oldali egységelemmel rendel—
kez4 félgyliriik is.

10* ' 147



A 1., ill. I°. tétel alapjan bevezethetd a bal (jobb) holomorf fogalma is.
6. Legyen (T; 4+, -) félgyiirli az (S; +, -) félgyilirlinek olyan egységelemes
bovitése, amelyben S idedl. A T minden a eleme az (S; -)-nek

la: S—~S (s—~2Az5=4s) 0;: S— S (s 0;5=15a)
bal, ill. jobb transzlaciéjat indukalja. Legyen
Ay = {2laeT}, Pr={oddacT}.
Kdénnyen ellendrizhetd, hogy (Ar; +, -) és (Pq; ;}—, .) félgyiirii, és
{JUA; € 4: € ANE, {JUP, € Pr S PNE,

tovabbd ApXPr elemei kapcsolt permutdbilis bitranszlacidk. Az elmondottakbdl
az is nyilvanvald, hogy az {1}( 4, altal generélt A; additiv félcsoportra A;C E telje-
sil. Ebb6l pedig a bal transzlaciok kozotti miiveletek alapjan kovetkezik, hogy
(4;; +, -) félgylirli. Hasonl6 igaz (P;; +, -)-ra is.

Megforditva, ha (A4;; +, ) és (P;; +, -) félgylrti, akkor a (A;XP;; +, +)
félgyliriire teljesiilnek a 2. tétel a)—d) feltételei. Ez pedig azt jelenti, hogy
(A XPUS; +, -) félgyiiri az S-nek egységelemes bovitése, Ezzel bebizonyitottuk
a kovetkezd, [3]-ban szerepld tételt:

4. tétel. 4z (S; +, «) félgyiiriinek akkor és csak akkor van egységelemes bé-
vitése, ha (A;; +, ) és (P; +, -) félgyiirii. Ez utobbi feltétel ekvivalens azzal, hogy
A; P,SE.
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BEMERKUNGEN ZUR ERWEITERUNGEN VON HALBRINGEN
J. SZENDREIL
In der Erweiterungen von Halbringen spielen die Bitranslationen, die miteinander permutabel
sind, eine wichtige Rolle. Mit Hilfe von speziellen Bitranslationen wird eine Halbringkonstruktion

untersucht. Auf diese Weise fithren wir den Begriff der Holomorphe von Halbringen ein. Endlich
werden die Erweiterungen mit Einselement von Halbringen betrachtet.

O PACIIMPEHHMAX MOJYKOJIELT
S. CEHOPEU
Tonp3ysick 0TOOPaXECHUAMH U3 MOMyKONLa B celst, JArOTCIO Takie PACHIHPEHHS MOAYKOMA S
B KOTOPBIX SBJISIETCS JIEBBIM WM JBYXCTOPOHHBIM HIEAIOM, COOTBETCTBEHHO. C MOMOIIBIO 3TOM

KOHCTDPYKIMH BBOJMTCH TOHsTHE Tonomopda monyxonmua. [aercs HeoGxogmmoe U AOCTATOMHOE
YCIIOBHE AJIA TOTO, YTOOBI MOMYKOILO 06140310 PACHIMPEHAEM ¢ EAHHLEH.
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