EGY ALGORITMUS A HAROMSZOROSAN OSSZEFUGGﬁ
SIKBELI GRAFOK ELOALLITASARA

SZILASSI LAJOS—SOOS GABOR

Jacob Steiner vetette fel elészor 1832-ben a kovetkez8 problémat: Ismeretes,
hogy a topoldgiailag killonboz8 konvex poliéderek kozdtt egy 4 lapi, kett S laph
és hét 6 lapt van. Vajon hany 7, 8, 9, ... lapu (topoldgiailag kiilsnbozd) konvex polié-
der létezik ?

A szézad elejére sikeriilt megadni a helyes vélaszt 7 és 8 lapit pohéderekre Az
akkori kutatésok tartalmaztak blzonyos — nem is mindeniitt pontos — részeredmé-
nyeket a 9 és 10 lapt poliéderekre is, azonban az Gsszes eset leirdsara — magas szé-
muk miatt — nem keriilhetett sor. A szamitégépek elterjedésével Gj lendiiletet vettek
az ilyen iranya kutatdsok azzal, hogy szamitogépre alkalmazhaté algoritmusok ké-
sziiltek a magasabb lap- és csicsszamii poliéderek elGallitasara. fgy sikeriilt meghata-
rozni a 9 és 10 lapu poliéderek pontos szamat, egyittal megadni a 11 és 12 lapuak egy
részét is. Azonban — mint latni fogjuk — az eldallitando esetek igen magas szima
miatt a szamitogép alkalmazdsaval is hasonlé akadalyba iitkoziink, mint a szazad
elején — kisebb lapszdmra — a ,,kézi” médszerrel. fgy legfeljebb arra torekedhetiink,
hogy a magasabb lap- és csicsszamu poliédereknek egy-egy sziikebb osztalyat allitsuk
eld. .
Ebben a dolgozatban ismertetjiik a fent vazolt eredményeket, majd bemutatunk
egy algoritmust, amely alkalmas — sziikség esetén 10-nél nagyobb lap- és csiicsszimu
— poliéderek egy-egy sziikebb osztalydnak elSéllitasara.

1. Mivel.vizsgalédasunk szempontjabol olyan poliédereket tekintiink kiilonbo-
zGknek, melyek topoldgikus transzformacidval nem vihetSk 4t egymasba, a konvex
poliéderek helyett elegend6 azok Schlegel-diagramjival [1 159. old.], azaz a nekik
megfelelS absztrakt poliéderekkel foglalkozunk Ez utdbbiak pedig lényegében a
haromszorosan osszefiiggd sikbeli grafok.

Egy grafot sikbelinek (vagy halonak) neveziink, ha felrajzolhato egy sikra (ezzel
egyenértékii modon egy gombre) ugy, hogy élei sehol se keresztezzék egymast. Egy
graf hdromszorosan Osszefiiggd, ha barmely két kiilonboz§ csicsa Osszekothetd leg-
aldbb harom olyan élekbdl 4ll6 uttal, melyeknek a végpontjaikon kivill nincs kdzés
csucsuk. Ugyanezt meg lehet hatdrozni igy is: A hdromszorosan osszefiiggé sikbeli
graf barmely két csucsat az oda befutd élekkel egyiitt eltavolitva Osszefiiggd marad.
A legalabb négy csticsi, egyszerii (azaz hurokélt és parhuzamos éleket nem tartal-
mazo) hadromszorosan Osszefiiggd sikbeli grafok absztrakt poliédert alkotnak. Az
absztrakt poliéder lapjal a sik (vagy goémb) feliiletnek a graf élei 4ltal feldarabolt tar-
tomanyai lesznek, csticsai, ill. élei pedig a graf csucsali, ill. élei. Ha valamely él vagy
csucs egy lap hataran van, vagy valamely cstics egy ¢l végpontja, akkor ezt a kapcso-
latot a szokdsos modon az illeszkednek” kifejezéssel fogjuk jelolni. Az illeszkedési
relacié szimmetrikus.
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Bizonyithat6k az absztrakt poliéderek alabbi tulajdonsagai:

1/a. Minden élre ketts és csak kett6 cstics illeszkedik ;

1/b. Minden élre ketts és csak kettd lap illeszkedik ;

2/a. Két csticsra csak egy él illeszkedik ;

2/b. Két lapra csak egy él illeszkedik;

3/a. Minden cstcsra legalabb hirom lap illeszkedik ;

3/b. Minden lapra legaldbb harom cstcs illeszkedik;

4/a. Ha két lapnak van két kdz06s csucsa, akkor ezeknek a csucsoknak van k6zos
éliik, és ez a két lap kozos éle.

4/b. Ha két csucsnak van két k6zos lapja, akkor ezeknek a lapoknak van kézos
éliik, és ez a két cstics k6z0os éle.

Az 1/a.—4/b. tulajdonsagok elegenddk is ahhoz, hogy egy graf hdromszorosan {ssze-
figgs legyen.

Az absztakt poliéder minden lapjanak egy-egy belsé pontjat kivélasztva, és ezek
koziil a szomszédos (k6zos éllel rendelkezS) lapokon kivélasztott pontokat dsszekotve
egy Uj grafhoz jutunk, melyet az eredeti dudlisinak neveziink. Az 1/a.—4/b. tulajdonsa-
gokbol adédik, hogy ez a graf is abszirakt poliéder. Egy absztrakt poliéder és a dualisa
kozotti (kélesonosen egyértelmii) megfeleltetés soran lapoknak csicsok, éleknek élek,
csucsoknak lapok, illeszkedd elemeknek illeszked§ elemek felelnek meg. Igy egy abszt-
rakt poliédert megadva, lényegéten a dualisat is megadtuk.

Steinitz tétele [2] értelméten minden absztrakt poliéder realizalhaté konvex
poliéder alakjiban, azaz minden absztrakt poliéderhez létezik vele topolédgiailag
ekvivalens konvex poliéder. Ha ugyanazt a konvex poliédert két absztrakt poliéder
" is elBallitja, akkor ezeket az absztrakt poliédereket izomorfoknak nevezziik, és nem
tekintjiikk ket kiilonboz6knek. Az absztrakt poliéderek kozotti izomorfia nyilvan-
valdan ekvivalencia reldcio. Ha egy absztrakt poliéder izomorf a dudlisaval, akkor
on-dudlisnak nevezziik.

A konvex poliéderek élei, lapjai és csucsai k6zotti legalapvetobb osszefiiggések —
melyeket grafjaik konstrualdsdra barmilyen utat vdlasztva is, feltétleniil k1 kell
hasznalnunk — a kovetkezok:

(¢)) ) L+C = E+2, (Euler-tétele)

ahol La lapok, C a csUcsok, E az élek szémét jelenti; a

) qu qu_w

osszefugges ahol C,, ill. L, azoknak a csucsoknak, ill. lapoknak a szamét jeloli,,
melyekre k& él illeszkedik (azaz fokszadmuk k). Természetesen

(3) ZCk G ZLk_L

és. C,=0, L,=0. A (2) osszefiiggés lényegében abbol adédik, hogy osszeszamoljuk
az egyes csucsokra, ill. lapokra illeszked6 éleket, mikozben minden élt kétszer szamo-
lunk meg. Az (1), (2) és (3) osszefiiggésekbdl tobb, igen hasznos dsszefiiggés levezet-
heté; pl.

@ . S 42=C=2L-4,
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amely behatdrolja, hogy egy L lapu poliédernek legalabb és legfeljebb hany csicsa
(és éle) lehet. Ezek az 6sszefiiggések adnak lehetdséget arra, hogy az azonos lapszamu
polédereket kiilonbozé kisebb osztilyokba soroljuk, és ezek szamét kiilon-kiilon
meghatarozzuk. o '

A grafok konstrualdsanél nagy segitséget nyujt még az absztakt poliéderek 1/a.—
4/b. tulajdonsdga, valamint az ezekb6l adédé néhany tovabbi Osszefiiggés, pl. az,
hogy az egy csucsra, ill. lapra illeszked 6 élek ciklikus sorrendte rendezheték.

A poliédert eléallitva nyilvanval6éan egyik lapnak sincs kitiintetett szerepe, vi-
szont a grafjat megrajzolva egyik lap ,koriilveszi” az Osszes tobbit. Nevezziik ezt.
kiils6 lapnak! Kiilonboz8 lapokat kills6 lapnak véve, a legtobbszor alaposan meg-
valtozik a graf képe, ezért nehéz ranézésre felismerni, hogy két graf izomorf-¢. Pl. az
1. (és 2.) abran ugyanannak a poliédernek (a melléklet els§ poliéderének) a grafjat
rajzoltuk le, kiilonboz3 lapokat tekintve kiils lapnak. Altalaban a legnagyobb fok-
szamu lapok egyikét szokads kiils§ lapnak rajzolni.
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2. Lathatd, hogy Steiner feladata két alapvetS problémat vet fel: egyrészt azt,
hogy vegyiik figyelembe az dsszes széba johetS esetet, masrészt pedig, hogy ne tekint-
siink kiilonb6zének izomorf griafokat. Mindkét kérdés alaposabb vizsgdlata hata-
rozottan tilmutat az eredeti probléma jelentSségén. fgy nem véletlen, hogy a mult.
szazadban sok matematikus (tobtek kozott Legendre, Staudt, Cauchy, Mébius, -
Klein, Gket megelGzGen Euler, Descartes) foglalkozott a problémaval, vagy hozza-
jarult a vizsgélatahoz sziikséges oOsszefiiggések kidolgozdsdhoz [4].

A problémardl O. Hermes [3] készitette az elsé igen alapos, mai szemmel nézve
hihetetleniil .aprolékos, sok munkit feltételez6 monografidt. Eredményei koziil
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1. Tablazat

Az eddig ismert konvex poliéderek szama
Lapok Cslcsok szama: Ossze- On-
szama: 6 7 8 9 10 11 12 13 14 1s 16 sen: | dudlis:
4 - - = = = — — — — — — 1 1
5 1T - = = = — — — — — — 2 1
6 2 2 2 - = — — - — — — 7 2
7 2 8§ 11 8 5 — — - — — — 34 6
g 2 11 42 14 76 38 14 — — — — 257 16
9 — 8 74 296 633 768 558 219 L1 — — 2606 50
10 — 5 76 637 2635 6134 8822 7916 4442 1404 233 | 32300 165
1 — 38 768 6134 25626 64439 104213 554
12 —  — 14 558 8822 64439 268393 1907
13 —  —  — 219 7916 104213
14 —~ = — 50 4442 '
15 — -  —  — 1404
16 —~ - = — 233




a maig is helytallokat az 1. sz. tAblazatban a normal betiitipussal szedett szdmok jel-
zik. Eszerint 1900-ban ismert volt az Gsszes 7-és°8:lapu poliéder, és a 9 laptak egy
része is. Az 1. tdblazat (amely a dualitds miatt nyilvdnvaléan szimmetrikus a f&-
atléjara) a maig ismert eredményeket tartalmazza. A tabldzatbdl kitlinik, hogy a-sza-
zad elején igen nehéz lett volna az akkori eszkdzokkel megadni az Osszes, legfeljebb
9 lapu poliédert.

A tablazatban szereplé adatokon kiviil Hermes megadta az Osszes, legfeljebb
12 lapu Gn. egyszerii grafot, melynek minden csiicsa 3 fokszamu. Szerinte 1250 db
11 lapu, és 7533 db 12 lapu ilyen graf létezik. Ugyanezt az értéket Briickner [4]
7616-ra modositotta. Joval késGbb, szdmitégép felhaszndldsdval Bowen és Fisk
1249 db 11 lapti és 7595 db 12 lapii egyszerii grafot talalt [5]. Hermes (valamint Briick-
ner is) aszerint osztotta az L lapt grafokat kisebb alosztilyokba, hogy hany olyan
lapja van a grafnak, amely a kiils6 lappal nem szomszédos. Ez a vizsgalati médszer
nyujtott lehetGséget arra is, hogy a gréfokat egymdsbdl szarmaztassa. 1968-ban
E. J. Federico foglalta 6ssze az addig ismert eredményeket [5];:amelyben mar szami-
tégéppel kapott adatok is szerepelnek. Az dltala kézolt eredmenyeket a tablazat dolt
betiivel szedett szamai ]e121k

Federico korrigilta a Hermes munk4jaban taldlt hibakat. Pl. Hermes 293 db 9 lapa és 9 csicsu
poliédert talalt, de ezek kozott voltak izomorfak is. (Hermes szerint 51 6n-dudlis 9 lapa poliéder iéte-
zik.) A hibak felderitéséhez és a tablazat osszeallitisahoz Federico felhasznalta Duijvestijn addig
még nem publikalt, szimitogéppel kapott eredményeit. Ismertetett egy ,,kézi” modszert is, amelynek
segitségével pl. az 50 db 9 lapa (14 csﬁcsﬁ) grafbol kdnnyen el lehet allitani az egyetlen 4 fokszamu
csucsot tartalmazo 9 lapu, 13 csiicsu eseteket. Ennek 1ényege, hogy Ossze kell hizni (éliik hosszat
0-ra csokkentve) két olyan szomszédos (3 fokszamu) csucsot, melyek kozstti él mindkét partjén 3-nél
nagyobb fokszamu lap van. Ugyelve az izomorf esetek kikiiszobolésére, igy a 9 lapu és 13 csticsu
poliéderek szama 219-nek adodott. Ugyanezt az eredményt kapta Duuvestun is, mas tton, szamito-
gép segitségével.

Egy — szamitégépre konnyen alkalmazhaté — eljaras, melyet A. J. W. Duij-
vestijn dolgozott ki, és sikerrel alkalmazott a legfeljebb 10 lapi poliéderek elallita-
sdra [6], Tutte tételén alapszik [7], amely a kdvetkezGket mondja ki: Az Osszes n éld
(haromszorosan Osszefiiggs, sikbeli) graf — az n élii gila grafjat kivéve — elGallit-
hato az Gsszes (n —1) élii grafbdl oly médon, hogy az (n — 1) ¢l grafok mindegyikébe
behtizunk egy 1j élt az Gsszes lehetséges mdédon, majd az igy kapott » élii grafoknak
képezziik a dudlisait is.

Egy uj él behuizdsaval Iényegében az absztrakt poliéder valamelyik lapjit osz-
tottuk ketté egy atloval, igy a lapok szdmat is noveltiik eggyel. Ily médon pl. a mar
emlitett 9 lapa, 13 csicsu grafok helyett el6bb ezek dudlisait kell el6a i
vel 8 lapti és 13 csuiesti graf nincs — az Gsszes (558 db) 12 lapt és 9 cshicsu graf 4tl6i-
nak behuzasival. Természetesen tobb (n—1) éli grafbdl is eldall ugyanaz az n élii,
igy az el6allitott grafok kozott igen sok izomorf lesz.

Duiijvestijn egy igen praktikus jelSlést vezetett be az ,,atl6 behuzas” miiveletének szamitastech-
nikai megvalositasara. Megszamozta & graf csucsait, és minden laphoz hozzarendelte a ra illeszkedd
csticsok szamait a megfeleld ciklikus sorrendben. A kdnnyebb kezelhet3ésg érdekében a ciklus elsé-
nek leirt elemét a végén megismételte. Igy pl. az 1. dbran (t6bbszor is) lerajzolt graf a kévetkezokép-
pen irhato le: —146521—-187341—25372—-27892—1291—1981—3643—3563 —.
Ebbdl a jelsorozatbol a grafot lerajzolva a kiilsG lapot ellentétes irinyban kell szimoznunk, mint
a tobbit. Az ,,atld behtzds” mivelete azt jelenti, hogy valamelyik lap jelét a megfelel3 modon szét kell
vagnunk.. Pl ha itt az elsG lap 1—6 atl6jat akarjuk meghuzni, akkor az eredeti helyett —1461—
1 6 521 - jellel kezd6dik az 4j poliéder leirasa.

Ennél a modszernél a problémat inkabb az izomorf grafok kisziirése jelenti. Létezik ugyan tobb
algoritmus is a sikbeli grafok izomorfidjanak az eldntésére [8], [9], most azonban’ ezt igen sokszor kell
alkalmazni.

155



Ezzel az eljarassal Duijvestijn elGallitotta az Gsszes, legfeljebb 24 éli grafot, igy
meg tudta adni az 6sszes 10 lapu grafot is {6]. Tablazatunkban ezeket az 1979-ben pub-
likalt eredményeket vastag betiivel jeloltiik. (Duijvestijn megillapitotta az egyes
" grafok automorfizmus csoportjainak a rendjét is.) Duijvestijn médszere nehezen
alkalmazhat6é 24-nél magasabb élszimu poliéderek meghatdrozisira, mivel mar
legaliabb 4 - 10°% adatot kellene egyszerre kezelnie a szamltogepnek

Az L lapu poliéderek szamara vonatkozdéan R. C. Mullin és P. J. Schcllenberg
adott egy becslést 1968-ban [10]. Eszerint a 10 lapt poliéderek szdmanak 31 000 és
33 000 k&zé kell esnie. Duijvestijn 32 300-at éllitott el8. E tecslés szerint a 11 lapd
poliéderek szama legalabb 425 000, a 12 laptiaké legalabb 5000 000. igy semmikép-
pen nem remélhetd, hogy ezek mlndegylket el tudjuk allltam még szamitdgép seglt
ségével sem. .

3. Azitt vazolt eljarasok mmdegylkenek aza lenyege hogy egy 4y grafot egy mar
meglévd, nala valamilyen szempontbél egyszeriibb grafbél allit el8. Ez a rekurzivut
csak addig jarhaté, amig az elSallitand6 esetek szama nem tul nagy. Ugyancsak nehéz-
kesen alkalmazhato, ha csak egy bizonyos tulajdonsagu (pl. 6n-dudlis) poliédereket
keresiink. Mivel meg kell elégedniink azzal, hogy a bonyolultabb (pl. a t6bb, mint 24
élii) grafoknak csak egy-egy sziikebb — tovabbi részfeltételeknek eleget tevé — osz-
talyat kisérelhetjiik meg eléallitani, olyan algoritmust kellett keresniink, amely egy
0j graf konstrudldsa sordn nem valamelyik mar meglevébél indul ki.

A hdromszorosan 6sszefiiggd- sikbeli grafoknak egy kézenfekvd osztalyozasat
kap_luk ha egy osztalyba soroljuk azokat a grafokat amelyeknek ugyanannyl 3,

. fokszamu lapjuk van, és ugy’am gy az egyez$ fokszamu csticsok szama is rendré
mcgegyemk Pl. a 8 lapi és 9 csucsi (igy 15 élii) grafok lapjainak, ill. csucsainak fok-
szdmok szerinti felosztdsat a 2. tdblazat mutatja. Eszerint az ilyen grafokat 9-3= 27

2. Téblézat
L, C=9 Cs Cs Cs Cs
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osztalyba sorolhatjuk. Ilyen osztilyozast bevezetve a 7 lapu poliédereket (ill. graf-
jaikat) 40, a 8 laptiakat 144, a 9 lapuakat 404, a 10 laptiakat 1149 osztélyba sorolhat-
juk, igy ugyanennyi kisebb részfeladattd bonthatjuk az eredeti feladatot. Ezeket az
osztalyokat lényegében az (1), (2) és (3) Osszefiiggések alapjan adhatjuk meg. A gra-
foknak ezt az osztalyozasat végrehajtva az azonos osztalyba tartozé poliéderek meg- .
hatarozésahoz ,.bemend adatként” kezelhetjiikk az osztalyt- megadé adatokat, tehat
a 3,4, ... fokszamu lapok, ill. csicsok szamat.

DuleCStl_]n jeloléséhez hasonldan szamozzuk meg a graf csucsalt valammt lap-
jait is. Minden ilyen médon megszdmozott grafhoz egyertelmuen hozzarendelhetiink
egy R-relacio-matrixot, ahol R(i, j)=1, ha az i sorszdmu lap és a j sorszdmu cstics
illeszkedik egymasra kiilénben 0. (A konnyebb attekinthetSség kedvéért hasznaljuk
az ,X” és ,,-” jeleket az 1 és 0 szamok helyett.)
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1. 2.3. 4. 5.6 7. 8 9. . 1.2. 3. 4 5 6. 7.8
R 444 333 333 55 4 43 33
. 5|XX-.- XXX - Los|—2 212 122
25X+ xX . XX 2 sl 2= 2 271 221
3. 4 ) . X X X .. 3. 4| 22 — 21 01 2
4 4] .X . .0 XXX 4 4|12 2 -2 200
5. 3 xx ... 000X 5. 3] 21 1 2= 200
6 3|x - .. X X 6. 3|12 0 22 — 00
7. 03]+ XX «X .+ - . 7. 3122 1 00 0= 2
83 X - XX . - : 8 3{21 2 00 02—
5
c 1.2.3. 4.5 6 7. 89
4 4 43 33333
. 4]l— 21211122
2 4| 2— 1121212
3. 4|1 1—222210
4. 3 212=-12110 s @
5 3| 1221— 2100
6 3|1 1222=-000
7. 301 22110— 21
8. 30211100 2— 2 ®
9 302200001 2—

. ' 2. dbra

A 2. 4bran a melléklet elsS poliéderének grafjat (melyet mar az 1. 4bran is bemu-
tattunk), és a neki megfelel egyik lehetséges (a megadott szdmozashoz tartozd) R
matrixot dbrazoltuk. A matrix egy-egy sora egy-egy lapot, egy-egy oszlopa pedig
egy-egy csucsot reprezental. A sor ill. oszlop sorszama mellé odairtuk a lap, ill. csiics
fokszamat is. Az el84llitand6 graf helyett az St reprezentdlé R matrixot fogjuk els-
allitani. MielGtt tovabb mennénk, el8szor vizsgaljuk meg az R matrix néhany tulaj-
donsagét!

. Minden sorban és oszlopban a fokszdmnak megfelel§ szamu ,, X jel van. A graf

egy absztrakt poliéder grafja, igy a 2/a. és 2/b. tulajdonsdgok miatt az R métrix bar-
_ mely két sordban legfeljebb két helyen lehet egymas alatt ,,X,, jel, és ugyanez 1/a. és
1/b. miatt érvényes az oszlopokra is. Abbdl a kapcsolatbdl, hogy valamely két sor-
nak 0, 1 vagy 2 egymas alatti ,,X” jele van, készithetiink egy Ujabb L maétrixot, ha-
sonldan az oszlopok — tehat a csticsok — ko6zotti kapesolatok leirdsara egy C mét-
rixot is, amely azt mutatja, hogy valamely két lapnak hany koz6s cstiesa, (ill. a cstcs-
nak hany koz0s lapja) van. Mivel a graf minden élére pontosan két csucs és két lap
illeszkedik, az R matrixban minden élhez tartozik egy téglalap, amelynek mind a négy
csticsiban egy ,, X" jel van. Minden téglalapnak egyuttal megfelel két-két 2 értékii
elem az L & C matrixban is. A — nyilvanvaléan szimmetrikus — L és C matrixok
minden soraban és oszlopaban az illet sorhoz tartozé fokszdmmal megegyez§ szami
kettesnek kell lennie. Ha az L és C matrixban csak azokat az elemeket tekintjiik kiilén-
boz8knek, melyek értéke 2, ill. nem 2, akkor a C métrixot nevezhetjik a graf adja-
cenciamdirixdnak ([11}, 73. old.), amely ©nmagiban is egyértelmiien megadja a
grafot. Az ugyanigy moédositott L matrix a graf dudlisdnak az adjacenciamadtrixa.
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Nyilvanval6, hogy az R matrix barmely két sorét, vagy oszlopat felcserélve
ugyanazt a grafot irja le, csak a sorszamozas valtozik. Igy szoritkozhatunk arra, hogy
a fokszamok csokkend sorrendjeben szamozzuk a sorokat és oszlopokat. Két graf
pontosan akkor izomorf, ha ugyanaz az R matrix tartozik mindkett6hoz, vagy a két
matrix egyikét alkalmas sor- és oszlopcserékkel atalakithatjuk a méasikkd. (Meg lehet-
ne vizsgdlni, hogy egy mtrixon sor- és oszlopcseréket végrehajtva dtvihet§-e Snmag-
ba. fgy a graf automorfizmus csoportjinak a rendjét allapithatnank meg, de ezzel
a kérdéssel most nem foglalkozunk.) A graf sikbeli voltabol kovetkezik még az is,
hogy az egy lapra, ill. csucsra illeszkedd élek ciklikus sorrendbe rendezhet6k. Ezek-
bé] a matrixokbél leolvashatd, hogy teljesiil-e ez a feltétel is, ezzel kés6bb fogunk fog-
lalkozni.

A feladatunk lényegéten abbdl 4ll, hogy — a megfelelG osztalyt reprezentald
adatok elSallitdsa utan — irjuk le az osszes olyan matrixot, amely a fenti feltételek-
nek eleget tesz, majd allapitsuk meg, hogy e matrixok 4ltal meghatdrozott grafok ko-
ziil melyek izomorfak egymassal.

A megfeleld feltételeknek eleget tevé matrixok megkeresésére az Un. ,,backtrack”
(visszalép8) mddszert valasztottuk. Rendre (sorfolytonosan) leraktuk az ,.X” jelet
az R matrixba (kozken jegyezve a megfelel$ jeleket az-L és C matrixokban is) mind-
addig, mig a kovetkezd jel lerakdsa a feltételekbSl ad6do akadalyba nem iitk5zott.
Ha ez bekévetkezett, akkor az elStte levd jelet athelyeztiik a kovetkezd megfeleld
helyre. Amennyiten ilyen nem volt, akkor visszatértiink az ezt megel6z&re, és igy
tovabb. Kozben természetesen az j helyzetnek megfeleléen az L és C matrixok alla-
potat is a pillanatnyi helyzetnek megfelelGen valtoztattuk. Ha az &sszes ,, X jelet le
tudtuk tenni \igy, hogy az Osszes feltétel teljesiilt, akkor ezzel létrehoztuk az adott
osztalyba tartozd grafok egyikének R matrixat. Ezutan az utolsé jelet eggyel tovabb
téve folytattuk az eljarast mindaddig, mig az R matrix (és vele egyiitt L és C is) a visz-
szalépések miatt ki nem uriilt.

A gyakorlati megvaldsitds sordn hirom szempontot vettiink figyelemte:

1. Vizsgalja a program az §sszes sz6bajohetd esetet, tehat ne maradjon ki egyet-

len 1étezd graf sem.

2. Lehet6leg ne allitsunk el6 izomorf grafokat.

3. Mielébb ,,vegye észre” a gép, hogy olyan uton jir, amely nem fejezheto be,

ezzel novelje a keresés sebességét.

A 2. és 3. szempontot szolgald feltételrendszer kidolgozasa Jelentosen megnovelte
a program terjedelmét, egy-egy ,,X ™ jel lerakdsanak az idejét, ugyanakkor ez segitette
el6, bogy a program minél tébb zsidkutcat keriiljon ki. (A backtrack médszert alkal-
mazva altalaban érvényes, hogy a feltételeket alaposabb vizsgilatnak aldvetve megns
egy-egy 1épés ideje, de csokken a lépések szama. Igy nehéz megtaldini az optimalis
futasi idejii algoritmusokat.) A 2. feltételt szem elGtt tartva sikeriilt elérni, hogy a
program ne allitson el6 két olyan matrixot, amely kizarélag sor-, vagy oszlopcserével
egymasba atvihetd.

Ha valamelyik ,, X jelet az R matrixban tovabb kellett tenni, akkor azt nem a sor kdvetkezd
helyére prébéltuk letenni, hanem az elsé olyan helyre, amelyben a régi hely oszlopanak a felette levd
része (beleértve a fokszdmot jelzd részt is) kiillonbozik az Gj helytdl. Az itt bemutatott matrixban pél-
daul ha a 2. sor 1. helyén levé jel tovabbhelyezésére keriil sor, akkor ezt azonnal a 3. helyre probaljuk
meg letenni. Ugyanigy az 1. sor 6. helyén all6 X jel tovabbtevésére mar nincs lehetdség. Ezt alkalmazva
két oszlop nem lesz felcserélhets. Ugyanigy, ha egy sor fokszama megegyezett a felette levovel, akkor -
a program abban az oszlopban kezdte lerakni az ,,X™” jeleket, ahol a felette levGben. Peldénkban a8.
sor elsé ,,X” jele nem keriilhetett az 1. vagy 2. helyre. Igy valamely két sor felcserélésével sem Jutha-
tunk egy el6zdleg eldallitott matrixhoz. Ugyancsak a nem megfelel6 utak mieldbbi kiszirését segi-
tette pl. az a vizsgdlat, amely szdmon tartotta, hogy valamely sorban és oszlopban van-e még annyi
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potencidlisan szabad hely, amennyi jelet még le kell tenniink. Ha példankban tovabb kellene tenni
az 5. sor 1. jelét, akkor az el6z6ek miatt mar nem lenne méd arra, hogy az 1. oszlopba letegyiik 4 jelet.
igy ekkor még hatrabb kell nenni, egészen a 4. sor 1. jeléig.

A fenti vizsgilatok gyakorlati Kivitelezéséhez sziikség volt még két matrixra, melyekben jegyez-
tiikk az R matrix egy soraban, ill. oszlopdban levd jelek helyét. Ezek segitségével konnyen meg lehetett
taldlni a mar letett jeleket.

Az eddig vizsgalt feltételek nem biztositottak, hogy a kapott matrix sikteli grafot
irjon le. Mivel a keresett graf sikbeli, az egy lapra illeszked& csticsok (ill. az egy cstcs-
ra illeszkedd lapok) elrendezhetSk egy ciklikiis sorrendbe tigy, hogy a szomszédos
— azaz kozos éllel rendelkezé csucsok (ill. lapok) egymas utin kévetkezzenek.

Az R matrix konstrudldsa kozben nyomon lehetett kdvetni, hogy egy 1j jel lete-
vésével hany 1j él keletkezett egy-egy lapon, ill. egy-egy csucson. Ha pl. az L métrix
valamely soraban egy ,,X” jel letevésének hatasara 2-vel novekedett a 2 értékii elemek
szama, akkor ez azt jelentette, hogy az illet6 lapra utoljara illesztett csiics egyszerre
szomszédos lett a lap méasik két csiicsdval. Ilyenkor meg kellett vizsgélni, hogy a kér-
déses lapra illeszked§ élek — ha szadmuk kevesebb a lap fokszdmanal — nem alkot-
nak-e zart toréttvonalat, mert ha igen, akkor a letett ,,X” jel nem j6 helyre keriilt.
Ugyanezt a vizsgilatot a C métrixra is ugyanigy el kellett végezni. A

Ezt a ,ciklus.vizsgdlo” szubrutint, amely a szomszédosakat egymas mellé téve
rendezte az egy adott lapra, ill. csucsra illeszkedd éleket, jol lehetett alkalmazni arra
is, hogy a kész megoldist Attekinthet8 formaban frassuk ki. Pl. az itt bemutatott mat-
rixnak megfelel§ grafot a program igy irta ki: '

I. lap: 1—4—6—5—2—1 1. cstics: 1—2—6—5—1

2. lap: 1—8—7—3—4—1 2. cstics: 1—3—4—5—1

3. lap: 2—5—3—7—2 3. csucs: 2—3—8—7—2

4. lap: 2—7—8—9—2 4. csues: 1—7—2—1 .
5. lap: 1—2—9—1 5. cstics: 1—8—3—1

6. lap: 1—9—8—1 6. csucs; 1—7—8—1

7. lap: 3—6—4—3 7. cstics: 2—4—3—2

8. lap: 3-—5—6—3 8. cstics: 2—6—4—2

9

. CSUCS: 4——6——5——4»

Ebben a kiiratasi formaban lényegéten megadtuk a graf dudlisat is, csak a ,,lap”
és ,,csucs” szavakat kell felcserélniink.

A fenti eljardssal nem sikerilt elérni, hogy kilonb6z8 matrixok mindig kiilon-
b6z6 grafokat reprezentaljanak. Ezért szilkségessé valt egy olyan programrészlet
elkészitése, amely eldonti, hogy valamely két, megoldasként talalt matrix ugyanazt
a grafot irja-e le. Ha két graf izomorf, akkor a nekik megfelel§ maétrixok egyikén
alkalmas sor- és oszlopcseréket végrehajtva el tudjuk éllitani a mdasik maétrixot.
Ha ez — az Gsszes lehetséges permutaciét kiprobalva — nem sikeriil, akkor a két
graf killonboz8. A mar megtalalt nem izomorf grafok matrixat a szamitdgép hattér-
memdridjaban (magnesszalagon) taroltuk, és minden Gjonnan kapott megoldast ebbdl
a szempontbdl Gsszehasonlitottunk az Gsszes addig kapott esettel. Ez kétség kiviil
hosszadalmas eljairds — mint minden izomorfiét eldéntd program — azonban nem
kell tul gyakran alkalmazni. Pl. a mellékletben k6zolt egy osztalyba tartozé 18 kiilon-
boz8 poléder helyett a program az izomorfakkal egyiitt 35 megoldast talalt.

Két graf kozotti izomorfia kizarasara kinalkozik egy egyszer(ibb modszer is. Jellemezziink min-
den csticsot a csicsba befutéd (ciklikus sorrendbe rakott) lapok fokszamdval. Pl. a 2. dbra 1. csucsat
jellemeznék az (5—5-—3—3), a 2. csticsot az (5—4—4—3) szamok. Ugyanezt a lapokra is felirhatnank.
Ha legaldbb egy csucsnak (ill. lapnak) nem taldlndnk a masik grafon az ugyanigy jellemzett meg-
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felelGjét, akkor a két graf biztosan nem izomorf. Ez az eljdras azonban nem bizonyitja a két graf izo-
morf voltat. Pl. a 3. 4bran bemutatott két poliéder nem izomorf, de ez ezzel a mddszerrel nem dont-
heté el. (Felvethetd a kérdés, hogy az itt bemutatott 12 lapu ellenpélddnil van-e egyszeriibb, tehait
kevesebb lapd.) A 3. dbra példa arra is, hogy egy poliéder nem feltétleniil 6n-dudlis, ha az azonos fok-
szamU lapjainak és csicsainak a szima megegyezik. A dudlis poliéderek felrajzolasat az olvasora

bizzuk.

3. dbra

Az itt vazolt algoritmust a Juhdsz Gyula Tanarképz8 Féiskola WANG 2200/C
tipust, 16 K kapacitdsi, BASIC programozasi nyelven programozhatd kisszamit6-
gépen valésitottuk meg. A szamitdgép interaktiv lizemmoddja lehetSvé teszi, hogy a
program segitségével ,,beallitsuk” a gép altal készitett osztalyok kozill a keresettet,
és ezen belill megkeressiik az osztalyba tartoz6 osszes grafot. LehetSség van arra is,
hogy az R métrixot is valamilyen feltételnek elegettevé allapotra allitsuk be, vagy
menetkozben ugorjunk at megvizsgalando eseteket. Erre akkor lehet sziikség, ha az
osztalyba tartoz6 grafoknak csak egy még sziikebb részhalmazat keressiik. (A szi-
mit6gép képernySjén allandéan nyomon kovethetjiik az R métrix pillanatnyi allapo-
tat.) : :

A program sebességét mérhetjiik pl. a lépések szamaval, ahol egy 1épésnek egy
X7 jel letevését tekinthetjiik. Ez a 1épésszam osztalyonként igen nagy eltérést mutat.
Meg lehetne vizsgalni, hogy a lépésszdm — igy a program sebessége — hogyan fugg
a lapok, ill. cstcsok fokszdmok szerinti eloszlasatol, a fokszamoknak a sorok és
oszlopok szerinti csékkend, vagy névekve elrendezésétSl. Ugyancsak nyitott kérdés,
hogy ujabb feltételek megfogalmazéasdval sikeriil-e lényegesen novelni az algoritmus
sebességét, vagy azt elérni, hogy egyéltalan ne allitsunk el6 izomorf grifokat adé
matrixokat.

Nem kevésbé érdekes a program alkalmazéasaval kapott eredmények vizsgalata.
Pl. vannak olyan osztilyok, amelyekbe egyetlen polleder sem tartozik, bar ezt elemi
iton igazolni nem konnyii feladat. Ilyen pl. az

Ly=3, Ly=4, L;=1; C,=8, Cg=1
adatokkal megadott osztaly. Egy poliéder tartozik az
’ L,=4, L,=2, Ly=2; C,=8, Cs=1
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adatokkal jellemezhetS osztidlyba, amelyet az algoritmus igen gyorsan megtal4lt.
Megkeresését az olvaséra bizzuk. A 8 lapu poliéderek legnépesebb, 18 nem izomorf
poliédert tartalmazé osztilya a mar emlitett

Ly=4, L,=2 L;=2; Cy=6, Cy=3

osztaly. Mellékletként bemutatjuk ezt a 18 absztrakt, valamint a nekik megfeleld egy-
egy konvex poliédert abban sorrendben, ahogy az algoritmus elGéllitotta.
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EIN ALGORHYTMUS ZUR HERSTELLUNG DER DREIFACH
ZUSAMMENHANGENDEN PLANAREN GRAPHEN

LAJOS SZILASSI-GABOR SOOS

Die Arbeit beschiftigt sich mit der Herstellung von die konvexen Polyeder reprasentierenden,
dreifach zusammenhidngenden planaren Graphen.

Die zur Herstellung solcher Graphen bisher benutzten Algorhythmen sind samtlich rekursiv,
d.h. ein neuer Graph wird aus einem schon vorhandenen Graphen abgeleitet.

Tabelle 1 gibt die Zahl der bisher bekannten dreifach zusammenhingenden planaren, nicht
isomorphen Graphe, nach der Anzahl der Flichen und Spitzen klassifiziert, bei Unterscheidung der
1900, 1968 und 1979 bekanntgewordenen Ergebnisse an. Hieraus erhellt, dass der rekursive Weg zur
Herstellung von weiteren Graphen (mit mehr als 24 Kanten) — wegen der grossen Zahl der Fille —
praktisch nicht brauchbar ist, und zwar auch bei Benutzung eines Rechners nicht.

"In der Arbeit wird ein nicht rekursiver, auf Rechenautomaten angewandter Algorithmus vor-
gestellt, welcher zur Herstellung einzelner engerer Klassen solcher Graphe geeignet ist. In der Beilage
wird eine solche Klasse vorgestellt.

AJITOPUTM, CJIYXKAIMUN JJA CO3AAHUS TPEXKPATHO
CBSA3AHHBIX KOMIINIAHAPHBIX I'PA®OB

JAMOII CUJTAIIN—TABOP WIOII

B paboTte maérca ommcanye co3aHue TPEXKPATHO CBA3AHHBIX KOMIUIAHAPHBIX T'padoB, pemnpe-~
3eRTHPYIOIHX BBUTYKITBIX MOMUIAPOB.

Kaxaplit M3 anropuTMOB, NPHMEHAEMBIX A0 CHX MOP AN CO3NAHMS TAKMX rpa¢os, sBrseTCA
PEKYPCUBHBIM, T. €. HOBBI rpad mpou3BOOUTCA OT yXKe CyLLECTBYIOLEro rpada.

Ha tabmume Nel wu3obpakaercss YMCIO YKE M3BECTHBIX JO CHX TIOP TPEXKPATHO CBA3AHHBIX
KOMIUIAHAPHBIX HEU3MOP(PHBIX IpadoB, KJACCHOHIUPYSA HX 110 MUCY TPaHEHl U BEePIOHH, H pa3/IM4as
Pe3YNLTATHY, JOCTUTHYThie B 1900-0M, 1968-oM 1 1979-oM rozax. CTano o4eBHIHBIM, YTO PEKYPCHB-
HBlt cnoco® co3faums paneHelummx (uMerouwmx Oosmeime 24 rpaweit) rpados, -u3-3a 60aBLIOrO
KOJMYECTBA BO3MOXHBIX CITIy4aeB, — HEMIPUEMJIEM, HAXE C UCNOIb30BAHKHEM CYETHO-BBIMHC/IMTE B
HBIX MAIHH. o

B nacrosme# paboTe HaMK ONHCHIBAETCH HE PEKYPCHBHBI, IPHMEHACMBIH IS CYETHO-BBIMAC-
JHATENBHBIX MAINUH aJITOPMTM, KOTOPBIA NPHEMIIEM IS CO3LAHMSA OIPEUNEIIEHHOIO Gonee Y3KOro
Knacca Takux rpados. B mpunoxxenuu u3o0paxeHO HMEHHO TaKoO# Kinacc rpados.
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