MERHETO FUGGVENYEK TERENEK EGY NEVEZETES
PROJEKCIOJAROL .

SZEDERKENYI ANTAL

Legyen (X, 3>, y) mértéktér és S mértéktarté T:X—X transzformdcidk egy
adott félesoportja. ARIBAUD bebizonyitotta, hogy ha u(X)~< e, akkor L*(u)-nek léte-
zik egy P pozitiv, kontraktiv projekci6ja gy, hogy valahanyszor f¢€L'(u), mind-
annyiszor PfeCy(f), ahol C,(f) az {foT|T€S} halmaz C(f) konvex burkanak
L'(u)-beli lezartja.

N. DINcULEANU ([1]) ezt az eredményt 4ltalanositotta, és beblzonyltotta hogy P
akkor is létezik, ha (1) u(X)=<=(p=1), (2) L'(u) helyett LP(u)-t vessziik, ahol 1=
=p oo, tovabba (3) skalarértékii fiiggvények helyett tetszSleges Banach-térbeli érté-
keket felvevo fiiggvényeket tekintiink.

Ebben a dolgozatban L. ALAOGLU; G. BIRKHOFF eredményeinek felhasznalésaval
([2]) bebizonyitunk egy tételt, amely (részben) magéban foglalja az emlitett altala-
nositasokat. A bizonyitds tobb segédtétel bizonyitasan keresztiil torténik. ElGszor
emlitsiink meg néhany szitkséges fogalmat, amelyet a tovdbbiakban felthasznilunk.

Ha F Banach-tér és G F-beli transzforméciok egy félcsoportja, akkor egy o

indexen értjik a Ay, ..., A, (=0) és Ty, ..., T, rendszert, ahol D> A,=1és Ty, ...,
. k=1

., T,€G; tovabba, az f (€ F) f* kdvetdién értjitk az f*:= > 4,- T, kf elemet.
k=1
Az indexek halmazat I-vel jellve értelmezziik a kovetkezs, tranzitiv reldciét:
f=go3acllg =S (f, gcF).

Ez a reléci6 tranzitiv, hiszen ha f=g, g=h (f, g, h€ F), akkor bizonyos «, illetve
Bindexre g =17, illetve h=gf. EbbSl kovetkezik, hogy h=(f)* ésigy f=h(V6.[2], 6.§.).
Igy az f* tagoknak értelmeztiik egy Vf={f* },E  dltaldnositott sorozatit.

Erre vonatkozik a kévetkezd fontos definicié:

Definicié. Azt mondjuk, hogy a Vf Aaltalanositott sorozat konvergél ag
limeszhez,
BIRKHOFF—ALAOGLU értelmében, ha barmely e=0-hoz és barmely « indexhez van
olyan B index, hogy f*=f* és minden y indexre, ha f#=f7, akkor | f?—g| <e.

. Ezt a tovabbiakban a V22, g médon jelsljiik. A G félcsoportra most tegyiik
még azt a korlatozast, hogy az elemei korlatos, linedris transzformaciok. Az F tér
(G-re vonatkozo) ﬁx pontjan ertunk egy f€ F elemet, amelyre Tf—f teljesul minden
TeG re.

Most kdevtkezik a masik fontos definicid:
Definicié. Az F Banach-tér egy f eleme ergodikus (G-re vonatkozéan), ha Vf
konvergal egy (G-re vonatkozo) fix-ponthoz.
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Legyen (X, >, ) véges mértéktér és S mértéktarté T:X—~X transzformacidék
egy rogzitett félcsoportja, valamint E egy Banach-tér.
Definici6. Az f: X~ fiiggvényt > -mérhetdnek nevezziik, ha létezik f,: X ~E

1épcsdsfilggvényeknek egy sorozata- ugy, hogy f,= Z"l<p 4°Zi, ahol A€ >, 2 €E
i=1
@i=1, ..., m,), bizonyos m,-re és f,—~f p-majdnem mindeniitt.

Megjegyzés: Itt a ¢, jeloli az A karakterisztikus fiiggvényét,

Ezutin LE(p)-vel jelsljiik a 3 -mérhets f: X —E fiiggvények halmazat; fEL )
esetén f normdja

= f nf(x)lvdu(x))? (1 <p <=).
; )

Ha a€E és fe LP(y), akkor f-a:X—E, ahol (f-a)(t):=f(t)-a (t€X). Az acE
elemet rogzitve vezessiik még be az

— L2 = {/-alfeLP ()
jelolés

Ekkor igaz a kovetkezd lemma.

1. Lemma. Ha a€E, (a=0) akkor az feLP(u) fiiggvényhez hozzérendelve
az f-acLi(p) fuggvényt az LP(p) és L2(u) terek kozott egy izomorfidt hatdrozunk
meg, amely [|al| =1 esetében még 1zometr1kus 1s.

Bizonyitas. Nyilvanvaloan teljesiilnek a kovetkezdk:

Minden f, g€ LP(), c€ R-re

(1) ha f g, akkor f-a#g-a,
@ (f+g)-a=f-atg-q

@B) ofra=c(f-a) = f-ca,

@ f-al = 1f1-al,

végiil
_(5) ha @€ L{ (1), akkor definicié szerint van olyan f¢ L?(u), hogy ¢ =f-a.

2. Lemma. L2(u) az LE(p) tér z4rt, linedris altere (a€ E). .

Blzonyltés Nyilvanvaléan L;(u) = LE (i) és mivel LP(u) teljes, ezért az 1. Lem-
ma szerint igaz az Allitas.

Legyen T€S. Ekkor egy X-en értelmezett f fiiggvényhez hozzérendelve az foT
fliggvényt egy transzformacidt hatdrozunk meg. Most tekintsitk az S elemei altal
meghatérozott transzforméciok G félcsoportjat, azaz legyen G:={[fi->foT]|T€ S}.

3. Lemma. L?(x) minden eleme ergodikus G-re vonatkozdan (1 <p< ).

Blzonyltés Legyen az F Banach-tér most L?(jr). Ekkor [2], 12. §. 6. tétel kovet-
kezménye szerint elegendd azt beldtni, hogy G elemeinek normél Iegfeljebb 1 értekuek
Ez pedig igaz, mert ha T€ S, akkor [ foT|j=|| f]. ‘

4. Lemma. Az |J L2(u) konvex burkanak LZ(u) beli lezartja maga az. L (u)
a€E

‘ tér azaz

o PR coJ Li(w) = sz(l‘),--
a€E -
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" Bizonyités. A 2. Lemma miatt a baloldal nyilvanvaldan része a jobboldalnak.
A forditott tartalmazis bizonyitasdhoz legyen f€LE(u) és e=>0 tetszSleges érték.
Adott M szamhoz definidljuk az f;, fiiggvényt a kovetkezGképpen:

{f(X) ha [ fC)ll = M

Sux):= 0, egyébként.

Nyilvanval6an létezik olyan M>0 szdm, hogy
=
( LI/ =L )P < 5
2 :

azaz ||f—full <5

Rogzitve M ertéket megkozelitjilk fy,-et 1épcsSsfiiggvényekkel. LE(w) definicioja
szerint 1étezik g, 1épcsdsfiiggvényeknek egy sorozata, amely p-majdnem mindeniitt
f-hez tart.

Ha

g:(x), ha |g,(x)] =

Bnm (%)= {0, egyébként,

akkor g (x)~fp(x) p-majdnem minden x-re.
Mivel az | fM(x) — g (X)]|? fiiggvényeknek van kozos integralhatd majornsa

ti. 2PMP, ezért a Lebesgue-tétel értelmében létezik olyan n, hogy |l fi— g,,M|(<_;_,
Igy
: If—&nmll = llf—fMH+llfM—g,.Mll <e -

© A g X—~E lépcsOsfiiggvény, tehat 1étezik olyan m, pozitiv egesz szam es A i€ Z’
7€ E (1—1 > M,), hogy .

&M = ;; Pu 2z

Nyilvanval6éan g, € co U L” < co J LE(w).

acE
Tehat .
Seco LQJE L (w),
amivel a bizonyit4st befejeztiik.
5. Lemma. L&(u) valamennyi eleme ergodikus G-re vonatkozdan. '
Bizonyitads. Mivel LP(u) valamennyi eleme ergodikus, ezért az 1. Lemma
miatt L2(y) valamennyi eleme is ergodikus (g€ E). Figyelembe véve azt, hogy az ergo-
dikus elemek egy zart, invari4ns, lineéris alteret alkotnak ([2], 8. §. 3. tétel), azt kap-
juk, hogy a co |J LE(u) halmaz L§(u)-beli lezartjdhoz tartozé valamennyi elem
aCE

ergodxkus A 4. Lemma szerint ez azt jelenti, hogy L%(u) valamennyi eleme ergodlkus
amit éppen blzonyltanunk kellett.
" Most mar ratérhetiink a tétel megfogalmazasara és blzonyltasara

Tétel. Minden E Banach-térhez 1étezik egy egyértelmiien meghatarozott
Pp: LE(u)—L5(w) linedris, kontraktiv projekcié a kovetkezd tulajdonsigokkal:

(1) Pg(foT) = PgfoT = Pgf (T€S),
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(2) Pof az {foT|TeS} halmaz konvex burka LE(u)-beli lezartjanak egyetlen
fix-pontja.

Bizonyitas. Mivel L2(x) minden eleme ergodlkus ezért minden f€ LZ(u)-héz
egyértelmiien tezik olyan f*€ L (), hogy V22, r* ahol f* fix-pont. Ertelmez-
ziik a Pg:LB(u)—~ L2 (1) transzformdcidt tigy, hogy mmden f€L2(n)-hoz hozzArendel-
jik az f *EL M) elemet Konnyen kovetkezik ([2], 5.§. (5)), hogy ha f, g€ LE(n), 2,

HER, akkor V (If + pg) = 2f*+pg™, ami azt jelenti, hogy Py lineéris.
Mivel fcL2(y) esetén f2= Z')Lk(foT,‘), ahol T,€S, (k=1,...,n) A4, ..., 2,=0

és Z)k—l ezért || f4=|f1, amib8l koévetkezik, hogy | f*|| = fI, ami azt jelenti,

hogy PE kontraktiv.

JoT=f%, ahol a specidlis index és igy V(foT) ~ f*, ami azt jelenti, hogy
PE(foT) P.f, & mivel f* fix-pont, ezért f*oT=f*, azaz PyfoT=Pgf. Ezzel bi-
zonyitottuk az (1) tulajdonsdgot.

A (2) tulajdonsag [2], 7. §. 2. tételébdl kovetkezik. Az egyértelmiiség nyxlvanvalo

Ezzel a tételt teljes egészében bizonyitottuk.

Megjegyzés. Az [1]-ben Pg-re felsorolt tobbi tulajdonsag is hasonld médon bizonyithato.
Ha az (X, ¥, u) mértéktér nem véges, akkor a 4. Lemma bizonyitasat némileg megvéltoztatva kapjuk
az eredményeket.

- Végezetiil koszonetemet fejezem ki Sziics Jozsefnek és Stacho Laszlonak a dolgozat megirasiban
nyujtott segitségiikért.
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UBER EINE MERKWURDIGE PROJEKTION DES
RAUMES VON MESSBAREN FUNKTIONEN
A. SZEDERKENYI

Fiir einen Satz von N. DINCULEANU wird ein neuer Beweis gegeben, der mit Hilfe des von
L. ALaoGLu und G. BIrkHOFF stammenden Konvergenzbegriffs durchgefiihrt ist.

0B OJTHO¥I AOCTONPUMEYATEIBHOM MPOEKIAA
IIPOCTPAHCTBA M3MEPUMOM ®YHKIIUN

A. CENJEPKEHU

Hannas paboTa COAEPKAT HOBOE HOKA3ATENLCTEO, TeOpeMbl H. Ihmxyneany I[oxa3are:m—
cTB0 OOOCHOBAHO 'HA HCHO/B3OBAHMH NOHATHA KOHBepreHlmK BBIAEHHOrO' MaTeMaTHEaMu JI.
Anaorny, I'. Bupkrot.
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