EXTREMALIS TULAJDONSAGU TOROIDOK
SZILASSI LAJOS

J6részt mar az Okorban tisztizott kérdés, hogy adott tulajdonsagi (pl. szabalyos)
soksz6gekbdl épitkezve legkesvesebb hdny sokszdgre van szilkségiink egy egyszerii
poliéder elSallitasahoz. Nyitott kérdéshez csak ugy juthatunk, ha a poliédert hatarol6
lapokra és testszogletekre egyre bonyolultabb feltételeket szabunk.

Lényegesen Osszetettebb kérdéscsoporthoz jutunk, ha ugyanezt a problémat a
magasabb nemszamu poliéderek korében vetjilk fel.

Toroidnak (torusz-szerti poliédernek) nevezziik azokat a k6zonséges poliédereket,
melyeknek a nemszama p=1.

Egy poliéder nemszama p, ha topoldgiailag ekvivalens egy p darab ,,fogantyu—
val” ellatott gombbel (1. dbra). Specialisan a gdmb nemszdma 0, a térusz nemszdma
1. A p némszamu, egyszerii sokszogekkel hatarolt kozonséges poliéderre érvényes az
Euler-féle L+C—~E=2—2p Osszefiiggés, ahol L a lapok, C a cstcsok, E az élek
szamat jelenti [1].

Nevezziink egy toroidot szabalyosnak ha mmden lapjanak ugyananny1 éle van,
és minden csticsaba ugyanannyl ¢l fut be.

Legyen egy p—l nemszamu szabalyos toroid egy lap_]ara illeszked$ éleinek
szAma a, az egy csticsara illeszkedd éleinek szdma b. Az L - aés C - b szorzatok egyarant
az élek szdménak a kétszeresét adjak, mivel minden él pontosan két lapra és két cstics-
ra illeszkedik. Ezek, valamint az el6bb emlitett Eunler-féle dsszefiiggés alapjan kap-
juk, hogy

ebbdl pedig E>0-t kihaszndlva az

4
a= 2+ )

diofantoszi egyenlethez jutunk. Az egyenletet csak hiarom olyan (a, b) szAmpar elégiti
ki, amely eleget teszZ az a=3 és b=3 feltételnek. Eszetint a p=1 nemszam1 sza-
bélyos toroidok — az egy lapra ill. csticsra illeszked§ €élek szama szerint osztalyozva
— hirom osztalyba sorolhaték: S,:a=3, 56=6; S,: a=4,b=4; S;: a=6,b=3.

Mint kézismert, a stk egybevagé szabalyos sokszogekkel torténd hézagmentes lefe-
désének csak hadrom médja van, a szabdlyos hdromszogekkel, négyzetekkel és sza-
balyos hatszdgekkel valé lefedés. A harom parkettazas topolégiailag éppen az el6z8
hirom esetnek felel meg. Ha egy ilyen kiparkettizott sikbol kiragadunk egy ,.elég
nagy” téglalapot, és Osszeragasztjuk a szemben levd éleit, akkor egy olyan téruszra
rajzolt térképhez jutunk, amely topolégiailag szabélyos. Ha ennek a térképnek elég
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1. dbra’ p=7 nemszdmii feliiletek
Az 1. Abra rajzait Sinko Janos grafikus (Juh4sz Gyula Tanirképzd Féiskola Rajz- Mivészettbrténeti Tanszéke) készitette.




sok tartomdnya van, akkor a siklapokkal valé realizaldsnak nincs elvi akadilya.
Mondhatjuk tehat, hogy mindhdrom osztdlyban végtelen sok szabalyos toroidot el
tudunk 4llitani. Erdekes kérdés azonban, — mint azt L. ALAOGLU és J. H. GIESE
[2] felvetette — hogy legaldbb hany lapra illetve csiicsra van sziikségiink egyes az
osztalyokba tartozd szabilyos toroidok elfallitdsdhoz, esetleg szigoritva a kikotést
azzal, hogy a toroid lapjai — vagy testszogletei — az egybevigdsig szempontjabol
minél kevesedb osztilyt alkossanak.

Az adott tulajdonsagiu — nem feltétleniil szabalyos — minimalis lapszami toroi-
kokkal kapcsolatos legfontosabb ismereteket B. M. STEWART nyoman [3] — a kovet-
dezSképpen foglalhatjuk Ossze:

Jelolje F(J, p) azoknak a kozonséges toroidoknak a minimalis lapszamat, me-
lyeknek nemszama p, és minden lapjuk rendelkezik a j tulajdonsaggal, ahol j az alabbi
tulajdonsigok egyikét jelsli:

(1) egyszerii sokszog,

(2) konvex,

(3) szigorfian konvex (azaz szomszédos élei nem esnek egy egyenesbe),

(4) haromszog,

(5) szabélyos,

(6) szabilyos haromszog,

(7) szabdlyos 6tszog,

(8) négyzet.

Az (1), (2), (3), (4), (5) tulajdonsagu poliédereket vizsgilva felvetjiik azt a kér-
dést is, hogy a lapok ko6zott hany nem egybevago van. Jeldlje a nem egybevagé lapok
szAmét k, az ilyen poliéderek minimalis lapszamat pedig F(J, &, p).

F(j, p)re, ill. F(j, k, p)-re az alabbi &litdsok igazak:
A, F(1,1) = F(1,4,1) = 7

A, 1 FQ, 1) = FG3;1) = F3,2.1) = 9

A, F(l,p=6+3p

A, i F(1,4,p) = 9+3p

As : FQ,2) = F(3,2) = F3,6,2) = 14

Ag : FQ,p) = F(3,p) = F(3,6,p) = 6+4p (p=2)
A, : F(3,2,2) = 16

A FG2,)=Tp (p=3),

Ag 1 F(3,2,p) <Tp (p = 14)

Ay F4,1) = F4,7,1) = 14

Ay: F(4;2,1) = 36

Ay F(4,1,1) = 36

Ayy: F(5,p) = F(5,2,p) = 2+19p
Ay: F(5,3,2) = 34; F(5,3,3) = 38
Ay F(5,4,p) =54+2p 4=p=11;F(54,12) = 9
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Aye: F(6,p) = 20+28p
Ay F(T1,p) = 32+48p
Ayg: F(8,p) = 54+42p

Az itt dsszefoglalt 18 4llitds mindegyikére taldlhaté [3]-ban bemutatott példa, vagy
bizonyitas.

Ebben a dolgozatban a fenti allitasokat igazolé poliéderek (pl. az 4;, A4, és A4,,
allitasban szereplo minimalis lapszami szabélyos toroidok) tovabbi elemzésével,
majd az Ay, és A, allitdsok finomitasaval foglalkozunk, megmutatva példaul, hogy
36 helyett 24 egybevago hiromszog is elegendd egy p=1 nemszamu toroid elbélh-
tasahoz.

1. Az A, allitdsban szereplé — 1977-ben felfedezett [4] — hétlapu toroid lapjai
olyan egyszerii soksz6gek, melyek koziil barmely kettének van kozds éle, azaz bar-
mely kettd szomszédos (2. abra). Ez azt jelenti, hogy hét siklappal is realiz4lhat6 az
un. Heawood-féle toruszra rajzolt hét tartomanyu térkép, amelynek barmely két tar-
tomanya szomszédos. (fgy ez a térkép csak akkor szinezhetS ki tigy, hogy a kézos
hatarvonalu tartomanyok kiilonboz6 sziniiek legyenek, ha mind a hét tartomdany
kiilonboz6 szint kap. A poliéder tovabbi érdekessége, hogy szabalyos: minden lapja
hatszég és minden csiicsdba harom €1 fut be. (A konstrualasdhoz sziikséges adatok
[3]-ban, vagy [4]-ben megtaldlhatdk.)

- Ennek a poliédernek a topoldgiai értelemben vett dudlisa az A4, allitisban sze-
repld un. Csaszar-poliéder, melyet Csészar Akos fedezett fel 1949-ben {5]. A dualités-
bél addddan ez a poliéder is szabalyos: minden csiicsaba hat €l fut be, lapjai hdrom-

2. dbra. Hétlapii szabdlyos throid: barmely két lapjdnak van kozgs éle



szdgek, s mig az el6z8ben barmely két lapnak volt k6z0s €le, itt birmely két csics-
nak van ko6zos éle, azaz nincs 4tldja (3. 4bra).

7

3. dbra. Hétcsucsu szabdlyos toroid: barmely két csucsdanak van kézos éle

A 2. ill. 3. 4bran bemutatott poliéderek nyilvanvaldan a szabalyos toroidok S,
ill. §; osztilydba tartozé minimalis lapszamu toroidok. Az Euler-téle Gsszefiiggést,
valamint a toroidok koézonséges poliéder voltat kihasznalva az is beldthat6, hogy
sem hétnél kevesebb lapi, sem hétnél kevesebb csucsil toroid nem létezik, igy az
A, és Ay, allitdsokban valéban indokolt az egyenl&ségjel haszndlata.

A szabalyos toroidok S, osztalyéba tartozé minimalis lapszami toroid hat
egybevagé szimmetrikus trapézbdl és hirom egybevigé téglalapbél all (4. 4bra).
Allitasunk 1gazoléséra szemeljiink ki az S, osztaly egy tetsz8leges pollederenek egy
A csucsat. Az A csicsra illszked8 négy lap mindegyikére tovabbi harom csics illesz-
kedik. A szomszédos lapoknak A-n kiviil még egy k6z6s csticsuk van. T6bb nyilvan-
val6an nem lehet, mert ekkor a két lap sikja egybeesne. A ko6zos éllel nem rendelkezd
(szemben fekv8) lapoknak A-n kiviil nem lehet tovabbi k6z0s csticsa, mert igy a két
lapnak lenne az A cstcsra illeszkedd metszésvonala, igy ellentmondasba keriilnénk
azzal, hogy az §, osztalyt kﬁzénséges poliéderek alkotjak. Eszerint minden S,-beli
toroidnak van legaldbb kilenc csiicsa, igy a 4. 4bra valéban egy minimalis lap- és
csticsszamu S,-beli toroidot abrazol.

Ez a toroid tamasztja ala az A, allitast. A fentiek alapjan azonban nem irhatunk
ogyenlGségjelet az F(3,2,1)=9 egyenlStlenségjel helyére, mivel az A, allitas fel-
tételei kozott nem szerepel a szabalyos megsmrltas

Ha ebbdl a kilenc lapu és kilenc esticst toroidbo! tobb egybevagot egyméshoz
illesztiink az egybevigd lapok mentén, akkor ezzel olyan 1-nél magasabb nemszadmu
toroidokhoz jutunk, melyek indokoljak az Ag, 4, és A, allitdst. Némely nemszam
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4. dbra. Kilenclapu, kilenccsicsu szabdlyos toroid

esetén kaphatunk az A43-bo6l adédoénal finomabb eredményt is. PL.a p=7 nemszamu
toroidokra Ag-bdl F(3,2, 1)=7.-7=49 adédik, az 1. 4brdn bemutatott p=7 nem-
szamu toroid, — melyet hAiromélli prizma alakd rudakbél épitett élvdzas oktaédernek
is tekinthetiink — 12 db egybevago hatszogb6l és 8.3=24 egybevigé szimmetrikus
trapézbdl all, igy ez alapjan kimondhatjuk, hogy F(3, 2, 7)=36.

2. Az eredeti Csaszar-poliéder [5]-ben (és [3]-ban is) leirt numerikus adatait vizs-
galva Kkitiint, hogy a poliéder lapszigei kozott vannak olyanok, melyek igen kozel
vannak a 0%hoz, ill. 360°-hoz, igy a poliéder modellje ,,zstifoltnak”- tiinik. Egy
,»Szellfsebb” viltozat keresése érdekében célszeriinek tiint egy olyan szamitogépi
programot késziteni, amely a hét cstics derékszogii koordinataibdl kiindulva el8szér
ellendrzi, hogy a hét pont altal meghatédrozott poliéder nem 6natmetsz6-e, majd ki-
szamitja a poliéder éleinek hosszat, élszogeit és lapszogeit. A szamitégépi programot
alkalmazva a koordinatik ,,finom” valtoztatdsaval sikeriilt egy szellGsebb, és tébb
szempontbol is tetszetSsebb valtozatot kapni. SSt a hét pont helyét, egymdashoz valé
viszonyat alapvet8en dtrendezve sikeriilt egy az eredetit6] lényegesen kiilonbozs, de
a Csaszar-poliéder osszes tulajdonsigival rendelkez8 valtozathoz jutunk. Az 1.
tablazatban C, jeloli az eredeti, C, az ettsl kissé eltérs valtozat, C, a lényegesen eltérd
valtozat numerikus adatait.

A poliéderek modelljeinek az elkészitéséhez tudnunk kell még, hogy a hét pont

7 . .
altal meghatarozott (3) = 35 haromszog koziil melyik az a 14, amely a poliéder

feliiletét alkotja, és ezek milyen sorrendben csatlakoznak egymashoz. A 2. tiblizat-
ban ezeket a haromszdgeket a cstcsaik szdmaval adjuk meg. Megadjuk tovabba,
hogy az egy-egy csucsba befuté élek milyen ciklikus sorrendben kévetik egymast.

Az 1. tibldzatban megadott koordinatakat vizsgélva kitiinik, hogy — mindha-
rom véltozatban — az 1. és 6., 2. és 5., valamint a 3. és 4. cstcs egymdsnak a koor-
dinatarendszer z tengelyére vonatkozé tiikorképe, igy a 2. tablazatban egymas ala
irt haromszogek nyilvanval6an egybevagok, tehat valéban hét kiilonbdzd haromszog-
par alkotja a poliédert, mint azt 4y, 4llitja. Ugyancsak egybevagék az elGbbi csiics-
parokhoz tartozé testszogletek is. Igy a poliédernek négy nem egybevagé testszdg-
lete van.

Az 1. tiblazat adatait vizsgalva kitiinik, hogy C, és C, kapcsolata valéban szo-
rosabb, mindkettGnek ugyanott vannak konkav lapszogel folytonosan valtoztatva a
csticsok koordinatait altalakithat6 egyik a masikka ugy, hogy ekozben soha ne legyen
onatmetsz§ a poliéder. C,-re és Cy-te ugyanez ném mondhats el, csak topoldgiailag
egyeznek meg.

C,-nak a legkisebb élszoge a 2—7—3 sz3g alig tébb 7°-nal. C,-ben ezt az élszo-
gek szempontjabdl kritikus (2—3—7) haromszoget sikeriilt egyenlGszariva alakitani,
amelynek az alapon fekv szogei tobb, mint 15°-osak. C,-ben az (1—6—2) egyenld-
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1. tdbldazat

) Co ) C, C,

Cstics X Y V4 x | v z b'e Y V4

1. 3 |—3 | o |ars| o R 4 ___132’/7

2. 3 3|1 0 8 4 o | 12 |

3. 1 2 3 —1 2 11 12 o | 122

4. —1 -2 3 1 —2 1 {—12 o | 122

5. —3 | =3 |1 o | —s8 4.1 o 1—12°| o

6. 3 3| 0o |—4r15]| o 0 3 | —a %.2—

7. 0 0 |15 0 0 20 0 0 '__263'/2—

1

"Elek Elhossz | Lapszig | Elhossz Lapszﬁg Elhossz | Lapszog
. (1—6) 8,49 153°28° 30,98 | 126°52° 10 76° 8
(2—s) 8,49 321° 3 16 343°44’ 24 70°32’
(3—4) 4,47 253°24 4,47 | 256°53° .| 24 54°26
L Q=) =(5—3) 6,71 78°20° 12,25 69° 8 24 51° 3
(2—3)=(5—4) 3 216°23° 927 | 208°37 24 52°43
G—N=@—7) 12,21 268°39° 927 | 279725 12,89 340° 8
@—7=(—7) 14,63 18°17° 17,89 35954 | 17,15 74°25
(1—5)=(6—2) 6,08 87°29° 17.89 90° 18.69 339°19°
(1—2)=(6—5) 6.08 44°17 17,89 67° 6 | 12,55 | 156°51°
(1—4)=(6—3) 5.1 352° §° 18,3 343°23 12,55  |204°28
(1—3)=(6—4) 6.16 58° 7’ 19,92 57° 6 17,36 41°40°
(1—D=(6=7) 15,59 76°20° 25,3 56°50° 5,86 243°30°

2. tabldzat

A Csészé.r-poliéder lapjai:

(1—6—2) (1—4—2) (2—4—5) (1—3—4) (1—5—7) (—4—7) (4—6—7)
(6—1—5)  (6—3—5) (5—3—2) (6—4—3) (6—2—7) (—3—7) (3—1—7)

Csucs Szomszédainak ciklikus sorrendje
1 3, 4, 2, 6, 5, 7
2 6, 1, 4, 5, 3, 7
3 2, 5, 6, 4, 1, 7
4 5, 2, 1, 3, 6, 7
5 1, 6 3, 2 4 1
6 4, 3, -5 1, 2, 7
7 1, 5, 4, 6, 2,. 3

szart haromszog csucszoge 120°, az (1—5—7) haromszog pedig egyenldszara derék-
szdgil. (A. 3. dbra a C, poliéder axonometrikus képe.) A C, poliéder csucsait ugy va-
lasztottuk, hogy az 1, 6, 3, 4 csiicsok szabdlyos tetraédert alkossanak. Itt a konstruk-
ci6 szempontjabdl az (1—2—4) haromszog ,,kritikus”. Az 1,6 csﬁcs-pér alkalmas meg-
vélasztasaval elértiik, hogy ez a haromszog egyenloszaru legyen, és az alapon fekvé
szbgel tobb, mint 17°-osak.
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Felvethet§ a kérdés. hogy a koordinatak valtoztatasidval kaphatunk-e ezeknél
1ényegesen ,,szellgsebb” viltozatokat. 1étezik-¢ az eddigi két valtozattol is lényegesen
eltérd tovabbi atlé nélkiili toroid. C, és C; Iényegesen kiilonboz8 volta sugallja a
kérdést, hogy az elGszor emlitett hétlapi toroidnak van-e ettSl 1ényegesen kiilonb6z6
valtozata.

3. A téruszra rajzolhaté Heawood-féle hétszinii térkép poliéderekkel valé rea-
lizalasa az A, allitason kiviil még t&bb érdekes poliéder konstrudldsara ad lehetSséget.
Pl. Stewart konstrualt egy olyan szabalyos haromszogekbdl, négyzetekbdl és szaba-
lyos hatszdgekbdl 4116 toroidot, melynek a lapjait alkalmas mddon szinezve minden
szin szomszédos lesz az Osszes tObbivel ([3] 198—199. old.). Ugyancsak Stewart
allitott el egy olyan toroidot is, amelynek egy-egy részét alkalmas médon szinezve
minden szin szomszédos lesz az Gsszes tobbivel, ugyanakkor mind a hét — kiilénb6z6
szin{i — tartomanya egybevagd is egymassal ([3] 202—203. old.). Ennek minden tar-
tomanya két téglalapbodl, egy hiromszogb6l és tovabbi két — eléggé bonyolult —
altalanos négyszdgbdl all. Ezt az alakzatot sikeriilt ugy egyszerisiteni, hogy minden
tartomdnya négy haromszdgbdl all, melyek koziil kettG-kettd egybevago.

ElGéllitasdhoz tekintsiik az A,, 4, ... A; szabalyos hétszéget. Forgassuk el a

360°

koézéppont koriil 2,5- nagysdgu szoggel, majd toljuk el a sikjAra merGleges

irinyban. Ily médon a B,, B,, ... B, szabalyos hétszoghoz jutunk. Szinezziik azonos
sziniire, €és nevezziik egy tartomanynak az A;4; 1B;_, A, A;A; 1B A, BB 1A A,
B;B; ;14; , s A hiromszogekbdl All6 alakzatot,aholi=1,2, ... 7. (5. 4bra). (Ha valamely
i index nem esik 1 és 7 kozé, akkor helyette természetesen az 1=i"=7 indexet kell

venniink, ahol i’=i (mod 7)). Az alakzat haromszdgei koziil kettS-kettd egybevags,
(o]

70 fokkal elforgat-

juk a két szabalyos hétszog kozéppontjara illeszkedd tengely koriil, akkor az (i +1)-
edikhez Jutunk Igy ezek a tartomnayok valéban egybevagdak, egyiitt egy toroidot
alkotnak, és a tartomdnyt hatdrold élek indexeit vizsgédlva beldthatjuk, hogy mind-
egyik tartomany mindegyikkel szomszédos. (Pl. az i-edik tartomany A;B; éle menti
szomszédja az (I —1)-edik, A;B;_, éle menti szomszédja az (i —3)-adik stb.)

A poliéder el8éllitasahoz teszOlegesen megadhatjuk a szabalyos hétszog koré
irt korét, és a két hétszog sikjanak a tavolsdgat, vagy pl. az 4;4; ,,B;_ , egyenlGszira
haromszog oldalait. A megadott ill. kiszdmitott élhosszak mellett kozoljiik az élhez
tartozé lapszog nagysagat is. A 3. tablazat a toroid harom, — méreteiben kiilonb6z8
— viéltozatdnak az adatait tartalmazza.

Ez a poliéder mar 6nmagaban is finomitja a bevezetSben kozolt A4,, dllitast,
hiszen eszerint F(4, 2, 1)=4.7=28, rdadéasul a kapott poliéder nemcsak szabalyos,
hanem barmely két testszoglete is egybevagd. Még tovabbi finomitasra is van lehetd-
ség, ha hétoldali helyett hatoldalu szabalyos sokszoget vesziink a konstrukcié alap-
jaul. Ebb6Sl F(4,2,1)=24 érték adodik. Ez a poliéder az el6z6h6z hasonléan allit-
haté el6. Hirom — ugyancsak méreteiben kiilonb6z8 — viéltozatanak a numerikus
adatait tartalmazza a 4. tiblazat. Erre a toroidra hivatkozva kimondhatjuk tehat,
hogy létezik olyan — S, osztilyba tartozé — szabdlyos toroid, melynek huszonnégy —
az egybevdgdsdg szempontjdbol kéiféle — hdromszig-lapja van, és mind a tizenkét
testszoglete egybevdgo.

A 3. és 4. tabldzat adatait Osszehasonlitva l4thatjuk, hogy az utébbi sokkal
»zsufoltabb”. Ezen az Gton nem juthatunk még kevesebb lapszdmt poliéderhez,

és egyik haromszogpar egyenlGszaru. Ha az i-edik tartomanyt
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3. tabldzat

Biq

Ai~3

5. dbra. Hét tartomdnybol dllé szabdlyos toroid: bdarmely két tartomdnya szomszédos, bdarmely két tar-
tomdnya egybevdgo

Hét egybevdgo, pdaronként szomszédos tartomdnyil toroid

1. valtozat 2. valtozat 3. valtozat
€l élhossz lapszog: élhossz: lapszog: élhossz: } lapszog:
- . |
AiAi 6 1 64°r 6 51°45° 6 43°21°
AB; .. 6 - 150°13%° 8 152°13° 10 ‘ 153°1°
A;B; 13,48 - 51°12 14,48 65°11° 15,68 74°33°
A 1B; 10,04 332°15 11,35 325°13° 12,84 \ 320°43°
i=1,2..17
4. tabldizat
Huszonnégy lapii, egybevdgo testszogletit toroid
1. valtozat 2. valtozat 3. valtozat
él élhossz: i lapszog: élhossz: lapszog: élhossz: lapszog:
AiA 6 66°50° 6 54°15° 6 45°36
AB;_» 6 ) 145°13° 8 147°35 10 148°31°
“AB; 12,68 44° 5 13,74 56°27 14,99 64°46’
A +1B; 9,92 344°12° 11,24 340° 4 12,74 337°24
: i=1,2,...6
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mert pl. szabalyos 6tszoget véve alapul, az dsszes A;B; él egy pontra, az alakzat szim-
metria-centrumara illeszkedne.

4. Mint lattuk, az S; osztaly minimalis lapszimi toroidjanak (2. abra) hét
lapja van, melyek egy egybevagosag szempontjabol négy osztilyba, testszdgletei hét
osztalyba sorolhaték. Be fogjuk 1atni, hogy létezik olyan kilenc lapti (S osztdlybeli)
szabdlyos toroid, melynek az egybevdgosdg szempontjabol kétféle lapja, hdrom /e[e test-
szoglete van.

Vetitsiink egy kockat merGlegesen az egyik kivalasztott testatlojara merGleges
m képsikra! A keletkezd vetiilet szabalyos hatszog alak, igy a kocka szomszédos lap-
jaira illeszked8, egymashoz képest kitérd, n-vel parhuzamos' lapatléinak a vetiiletei
harmadoljak egymast. Ez azt jelenti, hogy a szobanforg6 lapatlok megfelelé harma-
doldpontjait dsszekot6 szakaszok parhuzamosak a kivalasztott testatloval..

Ezt kihasznalva furjuk at a kockat egy olyan haromélii prlzmaval melynek
élei parhuzamosak a kocka testatldjaval, és illeszkednek a kocka két-két kitérG lap-
atljanak a harmadol6pontjaira (6. dbra).

A keletkez8 toroid-feliilet ,,kiilsG’ részét a kockalapokbol megmaradt, egymas-
sal egybevdgd, hat darab konkav hatszég, ,,bels6” részét pedig az athatas soran kelet-
kezett hirom, egymadssal szintén egybevagd, konvex hatszog alkotja:

Itt jegyezziik meg, hogy az Osszes eddig emlitett poliédernek — az 1. és a 4. dbra
poliédereit kivéve — van egy ,,jobbos” és egy ,,balos” viltozata, melyek csak sikra
" vonatkozé tiikrozéssel vihetSk it egymasba, térbeli mozgatassal nem.

5. Az Ay, allitas igazolasa L. Alaoglu és J. H. Giese nevéhez fizddik ([2].)
Az altaluk elGéllitott 36 lapu, szabdlyos toroidot olyan haromszoéglapok alkotjak,
amelyek az egybevagssag szempontjabol két osztilyba sorolhaték. Ezt a konstruk-
ciét finomitotta B. M. Stewart azzal, hogy a [2]-ban leirt poliédert ‘csupa egybevago,
egyenldszart hdromszdgekbdl allitotta el6 ([3] 250—253. ol1d.), igy az — Ay -nél
szigoriibb — A, allitashoz jutott.

Az A,, allitds tovabb finomithatd .F(4, 1, 1)<24-re az alabbl poheder eloélh-
tasaval:

Tekintsiink egy a oldali szabélyos hdromszoget, forgassuk el a k6zéppontja ko-
riil 60°-kal, majd toljuk el a sikjara merd&leges irdanyban — késGbb meghatarozandé
— x tavolsdggal. Az igy keletkezett hat pont meghatdroz hat datab a alapu és b
szart egyenlSszari haromszdget. Ezek alkotjak a keletkezd toroid-feliilet ,,bels6”
részét. A toroid felilletének a ,kiils6” részét ezekkel egybevagd egyenl@szari harom-
szdgek fogjak majd alkotni. Ehhez jabb hat csiicsot kell felvenniink ugy, hogy azok -
egymastol b, az elSbb felvett csuicsoktol a ill. b tavolsagra legyenek. A 7. abra a polié-
éder Monge-féle képe.

Jel6lje ¢t az alapul vett szabélyos haromszog kozéppontjara illeszkedd, sikjara
meroleges egyenest. A keresett alakzat invarians lesz a z koriili 120°-o0s elforgatasra
és centralisan szimmetrikus az el§szor felvett hat pontbdl 4ll6 ,,bels6” feliiletrész
szimmetria centrumara. fgy az utébb felvett hat pont Monge—fele elso képe szabalyos
hatsz6g alaki. -

Feladatunk az, hogy ugy valasszuk meg a mar emlitett x tdvolsagot, — vagyis az
a és b oldalak aranyat — hogy a 6. abran jelolt P, Q, R és S pontokra teljesiiljenek a

PQ=a, PR=b és PS= =b egyenlosegek Legyen az alapul vett szabalyos hirom-
szog koré irt korének a sugara egységnyi. Ekkor a=3, b= x2+1 mivel Q’S’—l '
Q és S magassig-kiilonbsége pedig x.
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6. dbra. Kétféle hatszégl;é'l dlls kilenc lapii szabdlyos toroid

Jelolje y a P pont €s a t egyenes tavolsagat, azaz a ,,k.ﬁls6” vetiilet-hatszdg koré
irt kor sugarat, z a P pontnak az elsé képsiktol - mért tavolsagit. A PQ = a feltételbs!

M O-1)+(x—2f =3,
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R _
7. débra. Huszonnééy egybevdgo, egyenlészdri hdromszogbél dllo toroid

aza PR=b feltételbl PR =y-t kihasznlva o
(0] VA (x—22) = x®+1,

—_— e 2 ALE ERTRN
valamint a PS=b feltételbdl a (P’S’)? = ( ——;—) +(g] kihasznalasaval a

G (y—f) +(§) +2t = x4l
egyenletek adodnak. o
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Az (1), (2), (3) egyenletekbdl all6 egyenletrendszer pozitiv gyokei: x = % ,

Yi5+6y2
2

, innen pedig a poliéderfeliilet mo-

y=1‘+VZz=—1—+2'—'/Z Ebbél b =

delljének az elGallitisdhoz sziikséges egyetlen adat, az a:barany, a:b=2: V 542)2 =
=2:2798 adodik.

A kapott poliéder ,,belsG” részét hat, a , kiils6” részét 2 - 9= 18 haromszdg alkotja,
igy valéban az A, 4llitds helyett kimondhatjuk a szigoribb F(4, 1, 1)=24 allitast.
Létezik tehdt egy olyan huszonnégylapu toroid, amelynek a lapjai egybevdgs, egyenlé-
szdri hdromszogek. Meg kell azonban jegyezniink, hogy ez a poliéder nem szabélyos,
hiszen P-be 6t, Q-ba hét él fut be. A testszogletek egybevagdsaguk alapjan két osz-
talyba sorolhatok.

A DbevezetGben emlitett tizennyolc 4llitds lényegében felvetett probléménak is
tekinthetS, hiszen — kett$ kivételével =— még nem irhattunk egyenldségijelet az
egyenlStlenségjelek helyére. A kérdéscsoport alaposabb vizsgalata minden bizonnyal
tovabbi érdekes elemi geometriai Osszefiiggés feltdrasihoz vezetne.
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EXTREMALE TOROIDE
LAJOS SZILASSI

Die Arbeit befasst sich mit der Herstellung von Toroiden minimaler Blattzahl — topologisch
torusartiger gewohnlicher Polyeder — unter gegebenen Bedingungen.

Es werden zwei neue Varianten des als erstes in [5] beschriebenen diagonalefreien Toroid (Cp)
vorgestellt, von denen C, (Abb. 3) nur in seinen MaBen, C, aber auch in der Anordnung der Ecken
von C, abweicht. Tabelle 1 enthilt die numerischen Daten der Toroide und Tabelle 2 die Symbole
der die Oberfliche bildenden Dreiecke und ihre Anordnung.

Es wird ein Toroid vorgestellt, das sieben, paarweise benachbarte und paarweise kongruierende
Bereiche hat, wo ein jeder Bereich aus vier Dreiecken besteht (Abb. 5, Tab. 3). Diese Konstruktion
verfeinert die in [2] ausgesprochene Behauptung, wonach es ein 36-flichiges Toroid gibt, dessen
Flachen Dreiecke sind, welche hinsichtlich der Kongruenz in zwei Klassen zu ordnen sind. Weiter
zu verfeinern ist diese Behauptung auf 24, wenn anstatt des als Ausgang genommenen regelmiissigen
Siebenecks ein Sechseck verwendet wird (Tabelle 4). Die Korperecken dieser Toroide sind kon-
gruent,

Auch B. M. Steward hat die in [2] beschriebene Behauptung damit verfeinert: er konstruierte ein’
36-flachiges, aus lauter kongruenten gleichschenkligen Dreiecken bestehendes Toroid ([3) S. 250—
253.). Durch weitere Verfeinerung dieses Ergebnisses kann ein solches Toroid auch aus 24 Fliachen
hergestellt werden (Abb. 6), wo die Basis der die Oberfliche bildenden gleichschenkligen Dreiecke

a=2, und der Schenkel b = V5+2 V5 =2,798.
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TOPOI/I,Z[I)I SKCIIEPMMEHBHOI'O XAPAKTEPA
CUJIAIIION JIAVOII

Hacrosmas pa6oTa 3aHAMaeTcs CO3ZaHHEM TOPOHZOB MHHMMAJLHOTO KOAMYECTBA rpaHei,
KOTOpHIE C TONOJIOTHYECKOM TOYKH 3PEHHA NPEACTaBAIoT CO00it OOBIKHOBCHHABIC 'ropycoo6pa3me
IOJIAJEPHI.

B pa6oTe noxa3nBaeTCA ABA HOBLIX BHAA Ge3quaroHanbHeix ToOpaaa (Co), BIEPBBIC OMMCAHABIX
B (5), omun u3 KOTOpPbIX OT C; (3 cxeMa) oTHyaercs oT Co TONLKO IO CBOEK BEIMYHHE, a XPYToH
C,, OTIHYaeTcs M B pacnonokeHny Bepumi. TaG/mma Nel m306paxaer HyMepudeckde JAHHBIE TOPO-
MOOB, a Ha Tabmma Ne2 H300paxaeTcs 3HAKK U MECTO TPEYTONIBHAKOB, COCTaBIIAIOLAX HOBEPXHOCTb.

Hamu omicrBaeTcs TOPOHJ, COCTOAIIAN M3 CEMH MOMAPHO CMEXHBIX M KOHIPYIHTHBIX 06-
nacreit, rae xaxmas o61acTb COCTOMT M3 4YeThIpéxX TpeyronbHukoB (Cxema Ne§, Tabmima Ne3). Ota
KOHCTPYKUHMSI B HEKOTOPOM OTHONLIEHWM BHAOM3MEHSET ONpeaesieHus, AaHHbe (2), COrMacHO KOTO-
POMY €CTh TaKO# TOPOMI, KOTOPbI COCTOMT M3 36 rpaHeil, IpaHM KOTOPOro TAKHE TPEYTrONBHHKH,
KOTOpHIE C TOYKH 3PEHHS KOHI'PYICHTHOCTH MOXHO Pa3fendThb HA B IPyImbl. DTO ONpejesieHHe
OTHOCHTCS ¥ X 24, €CITH BMECTO CeMAYTOJbHHKA 32 OCHOBY BO3bMEM iuecTHyTonbHUK. (Tabmua Ned).
MHOTOpPaHHBIE YTl 3THX TOPOUZOB ABNAIOTCA KOHTPYIHTHBIMH.

" Onpepenernas, coaepxaimgecs B (2) or4acti Bugom3MeHeHsl CTioapToM b. M. Tem, 910 HM
OBLI CKOHCTPYHPOBAH 36 rPaHHbIN TOPOUL, COCTOALIHI TONBKO M3 KOHT PYIEHTHBIX, PABHOOEIPEHHBIX.
TpeyronsrukoB (3, cTp. 250—253). Kax manbHeliniee pa3BATHE NMOMYYEHHBIX PE3YNbTATOB, TOPOHL,
JAHHOFO XapaKTepa MOXKHO CKOCTPYBPOBATh M M3 24 rpameit (Cxema Ne7), rie OCHOBaHHE PaBHO-
OeApeHHLIX TPEYTOJNLHMKOB, COCTABJIAIONIMX €ro IOBEPXHOCTb, paBHO a=2, Oempo

b=V5+2 V5 =2,798.
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