A VALOS SZAMOK TIZEDESTORTKENT VALOG BEVEZETESE
HERBERT LUGOWSKI

Az (5) alatti dolgozatban a nem-negativ racionélis szamok Q.. félteste beveze-
tésénél egy olyan strukturalis leirdst targyaltunk, amely a tanitdsban alkalmazott
aritmetikan kiviili indoklast és az aritmetika belsG sajatossagaibdl adddo eljarast
egyaré,nt tartalmazza. Ez a tanér szakmai t4djékozottsiagat szolgdlja, ami a modszer-
tani felkésziiltségének az alapja. Ebben a dolgozatban azt mutatjuk meg, hogy telje-
sen hasonléan lehetséges a O, -nak a nem-negativ valds szamok R, féltestévé vald
bdvitése. Rovidség kedvéért a teljes részletezéstSl eltekintiink, s, csak az.elvi meggon-
dolasok vazolasira korlatozédunk. Megjegyezziik azonban, hogy a szukséges rész-
letbxzonyltésok v1szonylag konnyen elvégezhetbk.

1. Aritmetikén Kiviili motivécié

Kiindul4si pontunk annak megéllapitésa, hogy az [5]-ben tekintett

. o Jfo,: @+ ~ S(a—ae) :
leképezés, amely Q. -t egy g egyenes egybevagd szakaszaibél 4llé osztélyairiak ter-

mészetesen rendezett S félmodulusiba képezi le, s minden a(€Q.)-hoz az e=O0E
egységszakasznak az ge tortszAmu tobbszorosét rendeli, nem sziirjektiv.

Ismert példaul, hogy az egységnégyzetnek a & 4tl6ja itt nem fordul el6 képként.
Hogy ennek okét megmagyarézhassuk vezessuk be a rendezett halmazok elméleté-
b8l a kovetkez8 fogalmakat. -

Egy rendezett (M, <) halmazban ennek két nemiires X és X’ részhalmaza egy
(X/X’) szeletpdrt alkot M-ben, ha minden x€X, x'€X esetén- x=x" teljesiil (rovi-
den X=X’). Dedekind-szelet (réviden D-szelet) egy olyan (X/X’) szeletpar, amelyre
XNX'= é XUX'=M. Az s€¢ M clem az (X/X')-nek szeleteleme, ha X=s=X".
Ha s egyértelmiien meghatarozott, akkor ezt s2=(X/X”) jelsli. Az M haimazt sfirfinek
‘mondjuk, ha minden olyan a,b¢M elemhez, amelyre a<b teljesiil, 15tezik olyan
x€A, amelyre a<x<b teljesiil. M-et folytonosnak mondjuk, ha M siirii és M-ben
minden (X/X’) szeletparnak van szeleteleme M-ben. (Megemlitjiik, hogy ezzel ekvi-
valens az, hogy minden D-metszetnek M-ben van metszeteleme, ill, hogy M minden
nemiires, feliilr§l korldtos részhalmazdnak van szuprémiuma M-ben, ill. hogy M
‘minden nemiiires, alulrl korl4tos részhalmazinak van infimuma M-ben.) -
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A geometria szisztematikus felépitésével megkovetelt Cantor—Dedekind-féle
folytonosséagi axiéma szerint (S, <) folytonos halmaz; (Q., <) azonban nem foly-
tonos, mivel példaul az

= {x|x€Q.Ax* <2}, X’:= {x|x€Q,Ax?> 2}

részhalmazokbdl 4116 (X, X) szeletpdrnak Q. -ban nincs szeleteleme, igy az elGbb
emlitett £€.S szakasz nem racionalisan mérhets. Ez motivélja Q. -nak egy folytonos
A szdmhalmazz4 val6 bgvitését, amelynek a struktirdjat vgy kell megkonstruélni,
hogy S a Q. félmodulusbdl (1 [2]t) A4-félmodulussd valjék, tehat a kovetkezd
tobbszorozési szabalyok teljesuljenek («, B€S; a%€A; S*=S,/{0}, A*=A4,{0}):

V1 a=Bwax=af (acd*),
V2 a<feoax<af (acAd*),
V3 a(e+p) = ax+ap,

V4 a=bwax=ba (xc5%,
V5 a<be an<ba (aES*
V6 (a+b)a = aa+ba,

V7 (a-b)x = a(ba).

A kovetkez6kben alkalmazzuk azt a strukturaelméleti téteit, amely szerint
mindent természetesen rendezett folytonos A=(4, <, +) félmodulus (példaul S)
a kovetkez6 tulajdonsagokkal rendelkezik:

1. A4 archimédeszi, azaz az ac 4 és fc A* elemekhez van olyan n¢N*, amelyre
nf=a.

2. A oszthat6, azaz ac A é n€ N* elemekben létezik olyan &€ 4, amelyre né =q;
ennélfogva A Q. -félmodulus.

3. Minden «€A* elemre a Q,o:={ra'r€Q,} részhalmaz siirli 4-ban, azaz ha
£, ned, és <né, akkor létezik olyan r€Q,, amelyre &<ra<n.

2. Végtelen tizedestortek mint mérdszamok

Mir a raciondlis szdmok tizes szdmrendszerbeli elBéllitdsdhoz sziikségiink
van az a=a,,a; 4, ...; végtelen tizedestort fogalmara, amin egyszerlisn az
Gy, A1, Gz, ... (0=a;=9; i=1) természetes szimok egy sorozatit értjiikk. Az Osszes
(9-es periddus nélkiili) végtelen tizedestortek halmazat R, jel6li. Ismert, hogy minden

—':— €Q, tortnek egy osztasi algoritmussal megfeleltethetiink egy

D(l':') =a0, al ...albl ...bk€R+,

szakaszos tizedestortet és aD: Q,—-R, [%—- D[ ]] leképezés injektiv, tovébbé
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ha —’;i-et azonositjuk D l n ]-nel akkor Q, beé.gyazhato R, -ba. Minden a€R,

tizedestorthoz van egy

+1 +.o+—= (n=0,1,..)

0 10"

alsé kozelitd tort, és egy

Sp = Sp+ (n=0,1,..)

1

10"

felsd kozelit§ tort, Bzt igy jeloljiikk: a=(s,/s;).
Ervényesek a kovetkezdk:

1. sp=5= sz... ( monoton névekvd sorozat),

2. ...<s2 =5, (monoton csokkend sorozat),

3. s,<Sh, mmden n, m-re;

4. minden 1€ Q°, -hoz létezik olyan s, és s,, hogy s,—S,<t.

Az (s,) és az (s]) sorozatok tehit egy szeletpart alkotnak Q-ban, és az acQ.
esetben ennek a szeletpdrnak egyetlen szeleteleme az a, erre tehdt mint egyetlen Q. -
beli elemre teljesiil

' vn (s;, =a =sp),
és ezzel S-ben mint Q. -félmodulusban az a€S elemre
(%) ¥ (5,0 = ax = s5p).

Megmutathatd, hogy ez &ltalanosithaté gy, hogy minden y€S szakaszt egy tet-
sz8leges a«€S szakaszra nézve egy egyértelmiien meghatirozott a€R., tizedes-
torttel mérjiink :

(2a) tétel.
SYyESINac R, YnEN (s,a =7y = s,a).

Megforditva, minden o€ S*-hoz é minden a€R, -hoz pontosan egy 7v€S
[étezik, amely minden n-re kielégiti a kovetkezd egyenlotlenseget
(2b) tétel.
VYaESYa€R, JyESYnEN (5,0 =9 = s,q).

Ennélfogva y az S-beli (s5,«) és (s,a) sorozatbdl képezett szeletpirnak egyértel-
mfisn meghat4rozott szeleteleme; ezért ezt roviden igy irjuk: y=(s,afs,a) és y-t
az o elem a-szorosanak nevezziik;

(2¢) definicié.

Y = aa e a 2 (5,55 ~y = (5,0/5,9).

(2a) és (2b)-bdl, valamint az S-beli Gsszeadds monotonitdsdbdl kozvetleniil
kovetkezik a V4 és V3 és ezzel egyiitt a V2:és V1 is. A (3¢ ) képlet a€ @, -ra vonatko-
z6an azt mutatja, hogy a (2c)-ben definidlt operatorszorzat @, (C R,)-ra ugyanaz,
mint korabban. Ezzel kapjuk a kovetkez§ tételt:

(2d) tétel. Az fr+: Ri.—~R,e=S (a~>as) leképezés bijektiv és az f . leképezés
kiterjesztése, tehdt a szdmegyenes pontjaihoz kolcséndsen egyertelmuen rendelhetdk az
R, -beli végtelen tizedestortek.
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3. R, rendezése

Célunk az R, -ban egy rendezés bevezetése, amely kielégiti V5-6t. Ehhez el6-
szor (a Q. -beli, ill. Q-beli eljirasdhoz hasonlbéan) az ax<ba &llitast irjuk le az
a=dag, ...ay 4y... b=by, by by, ...€ R, - segitségével.

(3a) tétel.

@) ax < ba e 3n (@g=by, ..., a,_.1=">b,_1, a,<b,), (=0

Ez a tétel aritmetikén kiviili motivaciét nyujt az R, -beli rendezéshez.
(3b) definicio.

(J) a < b:@ 371 (ao = bo, very Ay = b,‘_l, a, < bn)'

fgy kapjuk a kovetkezdt:

(3c) tétel. A (j)-ben deﬁmdlt reldcid irreflexiv rendezési reldcié R, -ban, amer
un. lexikografikus rendezés, és a Q. -beli rendezés kiterjesztése.

(3d) kovetkezmény. S-ben R, -ra vonatkozdan teljesiil V5, azaz az fr, Iekepezes
rendezéstarto.

(3e) tétel. R, folytonos halmaz, amelyben Q. siirii.

(3,) kiegészités. Az R, -ban minden a<~s,[s;) tizedestort az (s,) és (s,,) soroza-
tokbol ill. kizelitd torijeibdl képezett szeletpdrnak egyérielmiien meghatdrozott szelet-
eleme: az (s,/sy).

A (3c)—(3f) allitasok bizonyitasa kozvetlenul adédik (3a)-bol anélkiil, hogy az
aritmetikan kiviili (S, <) tartomany iegfelel§ tulajdonsagait atvissziik (R, , <)-ra.
Ezeket az Allitdsokat — aritmetikdn kiviili eszk6zoktSl fiiggetleniil — szeretnénk
aritmetikén beliili felépités céljabol megkapni, ami némi faradsdggal (kiilondsen (3c)-
re tekintettel) lehetséges is. Ez a megéllapitds azért kiilonosen jelentds, mert ezéltal R+
elGéllitasa soran tisztan halmazelméletileg egy folytonos halmazt konstrudlunk, mig
S-nek a folytonossiga egy geometrlal axioma.

Teljesség kedvéért (R, , <)-nak mint a (@, , <)-t tartalmazé folytonos halmaz-
nak algebrai ]ellemzesehez egy meg_]egyzest kivanunk fiizni.

(3g) tétel. A Q. -t tartalmazo folytonos A halmazra a kovetkezd allltasok ekvz-
valensek :

1. (4, <) izomort (R, , <)-val. .

2. A az R, -t tartalmazé minimdlis folytonos halmaz.

3. A-nak nincs maximuma, és Q. siarii A-ban. .

4. Mindegyik. a (€A) elem egy Q. -beli (X/X")¢D-szeletnek szeleteleme, és

mindegyik Q. -beli D-szeletnek pontosan egy szeleteleme van A-ban. _

5. Mindegyik-a(€ A) elem Q. nemiires részhalmazainak szupremuma és infimuma.

4. Osszeadss és szorzds R, -ban

Célunk olyan Osszeadés €s szorzds bevezetése R, -ban, amélyik V6-ot és V7-et
kielégiti. E célbdl elSszér az an+ ba és a(ba) kifejezéseket lrjuk le:

(4a) tétel. Legyen a(s,/s]) és b =(t./t)). Enenyesek a kozetkezok
(n) aa+ba—ca=>c—(s +t,,/s +t), ' ‘
(i) a(e) =d =>d=(s, tJs,-1).
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Ennek a tételnek a bizonyitds4n4l és a késBbbiekben is a nehézségek abban
mutatkoznak meg, hogy bir az

(s, Ft)a =co = (s,’,+t,’,)a, (sut)a = do = (s;t))o

allitdsokat régton megkapjuk, azonban s,+1, és s,+1,, ill. 5,1, és s, t, nem sziikség-
képpen egy tizedestortnek kozelitS tortje, amiért ¢ ill. d egyértelmiiségét (2b)-tSl
fiiggetleniil kell igazolni. Hasznos segédesz!: 6zként vezessiik be ehhez az altalanositott
szelet fogalmat:

(4b) definicié. Egy (X/X’) szeletpart Aaltalanositott szeletnek (V-szeletnek) ne-
veziink O, -ban, ha mindegyik ¢(€ Q; )-hez léteznek olyan x€X és x'€ X’ elemek,

amelyekre O0=x"—x<t teljesiil.

(4c) kovetkezmény.

1. (s,/s;) egy V-szelet Q. -ban

2. Mindegyik Q+ -beli V-szeletnek van pontosan egy szeleteleme R, -ban.

3. Ha (X/X")és (Y]Y") Q+ -beli V-szelet, akkor (X + X'[Y+Y") és (XY/X'Y’)

is az.

Ezek az Allitdsok nagyobb nehézsegek nélkiil kovetkeznek, és adjak (4a) blZO-
nyitasat, ugyanakkor az R, -beli Osszeadas és szorzas aritmetikan kiviili motivacidjat
szolgaltatjak:

. (4d) definicié

() a+b=(suttsit1),
Gi)) a-b (s,tulspty).

(de) tétel. A (j)—(jij) definicick alapjin kapjuk a Q. -nak: egy természetesen
rendezett folytonos R,=(R,, <, +, -) féltestbdvitését.

A (4e) bizonyitasa azt az elozetes meggondolast igényli, hogy (ji) és (jjf) fiigget-
len attdl, hogy az a, b szeletelemet mely V-szeletbdl vélasztjuk. A bizonyitds azonban
nagyon aprélékos és természetesen tisztan aritmetikai. Egyébként az iskolai hely-
zetre val6 tekintettel itt eléfordulé aritmetikan kiviili motivacidt a megszokott médon
_ tisztdn aritmetikaiva alakithatjuk, mikézben a kovetkez§ struktiratételt mondjuk ki.

(4g) tétel. Legyen A egy természetesen. rendezett folytonos féltest, amely tartal-
mazza Q.-t. Ekkor

@: Ry, ~ A4 (a2 (s/s)—~a=(s,/s7)
bl:j.ektt'v leképezés, amely Q. -t azonosan képezi le, és érvényes:
@) a*<b* & dAn(a,=b,,..., @y = b,_;, a,<b),
) @b s,
C (i) a*eb* (s, talsne ).

A bizonyitas hasonl6an végezhetd el, mint a (3a), (4a) tételnél, ha «€S helyett
az leA elemet tekintjiik.

Végiil az R, -nak algebrai jellemzését adjuk:

(4h) tétel. Az A=(A, <, +, ) strukturdra az alibbiak ekvivalensek:

1. A izomorf R, -szal;

4. A a Q.-t tartalmazé minimdlis folytonos féltest;

3. A a Q.-t tartalmazo rendezett féltest, amelyre (A, <) a (Q., <)t tartalmazo
minimdlis folytonos halmaz;



4. A természetesen rendezett folytonos féltest, amely tartalmazza Q. -t;
5. A minimdlis folytonos féltest;
6. A természetesen rendezett, folytonos féltest.
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ZUR EINFUHRUNG DER REELLEN ZAHLEN ALS DEZIMALBRUCHE
H. LUGOWSKI

Im dem vorhergehenden Artikel [5) erfolgte eine strukturelle Beschreibung der auBerarith-
metischen Argumentation im Schulunterricht und des innerarithmetischen Vorgehens bei der Ein-
fihrung des Halbkorpers Q4+ der nichtnegativen rationalen (gebrochenen) Zahlen. Wir zeigen, wie
sich die Erweiterung von Q. zum Halbkdrper R4 der nichtnegativen reellen Zahlen unter vollig
analogen Gesichtspunkten vollziehen 1idBt.

BBEJEHUWE IIEVICT'BI/ITEJILHI:IX YHUCEJ K KA'IECTBE
JECATUYHBIX APOBEN

TEPBEPT JIVITOBCKH . :

B pa6ote noa (5) mpu peefeHAR nOXyTeNa Q4 He-HETaTHBHBIX PALMOHANLHBIX THCE MBI Pac-
MAaTpHB2EM TaKO€ CTPYKTYPHOE OIMCAHWE, KOTOPOE B OJWHAKOBOH MEPE COLEPXKHT KaK apTyMEH-
TAalMIO 3a IpenenaMe apuGMETHKH, TaK M METOJ, BBHITCKAIOMMI W3 BHYTPEHHHX CBOWHCTB apHd-
METHKH, HCIOJB3YIOMIECS B MPOLECCe MPENOAaBaHAs MaTEMAaTHKM. B namHO# paboTe MBI roxasnbl-
BaEM, YTO COBEPIICHHO AHAJIOTHYHBLIM OOpa30M BO3MOXKHO pacmmpeHue Q4 B MOJNYTENO HeE-HE-
TaTHBHBIX ACUCTBUTEIBLHBIX YHCEIL.



