A HIPERBOLIKUS PARABOLOID EGY SZARMAZTATASI
LEHETOSEGEROL

MISKOLCZI JOZSEF

Ismert a hiperbolikus paraboloid (nyeregfeliilet) alabbi elGallitdsi modja:

1. Vélasszunk két merSleges siku és e]lentétes tengelyiranyu parabolat, é€s ennek
egyikét rogzitsiik, s a masikat Ggy mozgassuk, hogy sikjanak 4llasa és tengelyének
irdnya valtozatlan maradjon, csicspontja pedig a mésik parabolat irja le. A mozgd
parabola 4ltal generd]t feliiletet hiperbolikus paraboloidnak nevezziik. Ugyanazon
nyeregfeliilethez jutunk, ha a két parabola szerepét felcseréljiik.

Ha megfeleld koordinita-rendszert vélasztunk, akkor minden hiperbolikus
paraboloid egyenlete

%2 3
'a—z-l'%g- =2z

alakii. A rggzitett és a mozgatott parabola paramétere a?(=p) és b*(=p’).

2. Ha adva van az a,, a, kitérg egyenespar és egy ezeket metsz8 g sik, akkor az
a,, a, kitérG egyenesek B sikkal egyezd alldsu tranzverzalis egyenesei hiperbolikus
paraboloidot alkotnak.

Bevezetjilk a kovetkezd jeloléseket: a,la,:=a, és a, kitér6 egyenespir;
b|B:=b egyenes egyez§ élldsu a B sikkal. : '

z)
’4
"’ N bn
~iN \
[\ ¢l i X
A \\ )
iy =~
- Q,
0 % -
ld
a
1. dbra

31



2. dbra

Legyen & az a,la, kitér§ egyenespdrral a fenti modon generdlt nyeregfeliilet.
Ugyanezen & feliilethez jutunk el abban az esetben is, ha a b tipusti egyenessereg
barmely b,Ab, pérjinak az « (=«, vagy |e«,) sikkal egyez8 4llast tranzverzilis
egyenesseregét tekintjiik. (Az a, és a, is ezen sereghez tartozik.) Az ,,a” és ,,b” tipusi
egyenesek alkotjk a hiperbolikus paraboloid j6l ismert két alkotdseregét, amelyekhez
az 1. generaldsi méd soran is eljuthatunk..

Célszerii a késGbbiek miatt az aldbbi definici6kat megadni: Az « és B sikkal
egyezd allast sikokat irdnysikoknak nevezziik. Az a,, b, egyenesek a @ nyeregfeliilet
csicsalkotdi :=dq [(@o L )A(ao0); bo| LE)A(bo||B), ahol t=aNp, és a, az ,,a”
seregbeli, b, a ,,b” seregbeli elem. A nyeregfeliilet csticsa :=a,Nby=C. A nyereg-
feliilet ¢, tengelye :=tol(toﬂt)/\(CE ty). Az o, B, érint8 sikok : =oy=(apx?y); fo=
=(byxty). Az utolsé definicié szerint teh4t a végérinté sikok specidlis helyzetl
irdnysikok. »

3. Szokas a hiperbolikus paraboloidot paronkénti kitérd hirom, egy ugyanazon
sikkal parhuzamos egyenesek segitségével is szdrmaztatni. A nyeregfeliiletet az emli-
tett egyenesek tranzverzalis egyenesei generaljak. Ez a szarmaztatdsi mod Iényegében
nem kiilonbozik a 2. generalasi modtél. Ezt akkor hasznéljuk, ha a nyeregfeliilethez
az egykopenyii hiperboloid szdrmaztatasi modjanak specidlis eseteként akarunk el-
jutni. Ui. ha paronként kitér8 harom egyenes nem parhuzamos egy és ugyanazon
sikkal, akkor a harom egyenes tranzverzilis egyenesei egykopenyii hiperboloidot
alkotnak. .

A kovetkezSkben a hiperbolikus paraboloid egy tjabb generélasi lehetGségét
mutatjuk be. Ez a szdrmaztatds analGg azzal, ahogyan ellipszoidot a gombfeliilet
felhasznéldsaval elGéllitjuk, vagy ahogy minden el nem fajulé masodrendii feliiletet
— a nyeregfeliilet kivételével — a megfeleld forgasfeliilet segitségével generdlunk. A
generalas ismertetése el6tt két tételt bizonyitunk, majd minden hiperbolikus para-
boloidhoz hozzarendeliink egy-egy tetraédert.

1. Tétel. Két kitérS egyenestSl egyenld tdvolsdgra levé pontok halmaza olyan
hiperbolikus paraboloid, amelynek végérintd sikjai merdlegesek egymésra.

Nevezziik ezt a feliiletet a két kitérs egyeneshez tartozé hiperbolikus paraboloid-
nak. :
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Bizonyitds. Legyen a két kitérG egyenes e és f. Jelolje d(elf) a két kitér§ egye-
nes tdvolsagat. Vilasszuk meg a koordinata-rendszert uigy, hogy a z tengely illeszked-
jen e, f egyenesek normaltranzverzélisara, a koordinata-rendszer 0 kezdSpontja az e
egyenesre, az x tengely pedig az e, f egyenesek egyik szogfelez6 sikjara: (3..4bra)

3. dbra

Az 4bran az f egyenesnek az xy sikra vetett meréleges vetiiletét £, a z tengellyel
valé metszéspontjat z, jeloli. Az xy sikban az m meredekségli e egyenes egyenlete:

Yy m %
Vm241  Ym2+1

az f egyenlete:

+ x
Vm*+l  Ym+l

alakban irhaté. v .
a) Ha egy tetszdleges P(x, 7, z) pontra teljesiil, hogy d(Pe)=d(Pf), akkor

y ~_m 2 - 2 Y m 2 _
[Vm2+l Ym2+1 x] +.z (sz_H + Ymi+l x) +(z-z,)* ('1) ,

-~ 4m

2zzy—z% = AT
mivel d(eif)=0, ezért
‘ . 2y, - 2m Co
z 2 = zo(m2+1) xy. - . (2)
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fgy azt kaptuk, hogy a tétel feltételeinek éleget tevd pontok olyan &, nyeregfeliiletre
illeszkednek, amelyeknek csicspontja C(0, 0, -E‘l), végérint§ sikjai: xz és yz, S

ezek merdlegesek egymidsra.

b) Lathat6, hogy a (2) egyenletet kielégitG (x, y, z) pontok kielégitik az (1)-et
is, azaz egyenlG tavolsdgra vannak az e, f egyenesektsl

2. Tétel. Minden olyan &, nyeregfeliilethez, amelynek a végérint§ sikjai mer3le-
gesek egymdsra, talalhat6 legaldbb egy olyan kitérd egyenespér, amelyhez tartozd
hiperbolikus paraboloid a &,.

Bizonyitds. Minden olyan hiperbelikus paraboloid, amelynek végérint8 sikjai
merQlegesek egymasra

x2 2
-a—,-% =2 3)

alaku. Forgassuk el a (3) alat.tl nyeregfeliiletet a z tengely koriil pozitiv 1rényban 45°-

kal, majd alkalmazzunk Oz0 vektori eltoldst. A transzformalt nyeregfelulet

egyenlete (az eredeti x, y,z koordinéta-rendszerben)

1 .
9 = e
alaka lesz. A (4)-et (2)-vel dsszevetve adédik, hogy
1 2m
" ) )

Ezt az eredményt és a 2. tétel bizonyitasa sordn alkalmazott gondolatmenetet figye-
lembe véve azt kaptuk, hogy minden (3) alatti nyeregfeliilethez végtelen sok olyan
elf par talilhat6, amely mindegyike hozzatartozik a @, hiperbolikus paraboloidhoz,
azaz a kapott kitér§ egyenesparok barmelyike generilja @,-t.

Tekintsitk az 1. pont alatt megadott generald parabolékat az 1. 4bran lathaté
helyzetben. Mindkét parabola sikjaban a fokuszokon keresztiil dllitsunk merdleges
egyenest a tengelyre. Jeloljitk az egyeneseknek a paraboldval valé metszéspontjait az
xz sikban A és B-vel, az yz sikban C és D-vel. Az ABCD pontnégyes egy tetraédert
hatdroz meg, amelyet nevezziik a ¢ nyeregfeliilethez tartozd tetraédernek,

Legyen A,B,C:D, a &,, az A,B,C,D, tetraéder pedig a P, nyeregfeliilethez
tartozo tetraéder. Az 4,—~A,, B,~B,, C;~C,, D,~D, kikitésekkel megadott
affinitds a &, feliiletet leképezi a &, feliiletre.

Az eddigiek alapjdn most mér lithat6, hogy barmely

x2 B
o F F =2z
hiperbolikus paraboloidhoz eljuthatunk gy is, hogy el6bb egy e, f kitér8 egyenes-
parhoz generdlunk egy &, tipusi feliilletet, majd ezt a feliiletet a &, és @-hez tartozé
tetraéderek Altal meghatérozott affintranszforméciéval atvissziik &-be.

Befejezésiil megemlitjiik azt a nyilvanvald tényt, hogy minden &, hasonl6 egy-
mashoz. EbbS! viszont az kovetkezik, hogy minden &,-hez tartozik olyan generald
eAf-pér, amelyekben szerepl§ egyenesek mer&legesek egymésra s az egyik egyenes
az 1. alatt megadott general6 parabolik egyikének a fokuszéra a mésik egyenes a
masik parabola fékuszara illeszkedik. '
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UBER EINE ERZEUGUNG DES HYPERBOLISCHEN
PARABOLOIDS

J. MISKOLCZI

Der Verfasser stellt eine dhnliche Erzeugungsmdoglichkeit des hyperbolischen Paraboloids
dar, wie das Ellipsoid mit Hilfe der Kugelflache erzeugt wird, oder wie alle nichtausgearteten Fli-
chen zweiter Ordnung — mit Ausnahme der Sattelfliche — mit Hilfe einer entsprechenden Dre-
hungsfliche erzeugt werden.

OB OTHO¥ BO3MOKHOCTU INPONCXOXAEHUSA
THIIEPBOINYECKOI'O MAPABOJIOJIA

NOXE® MUIIKONBIN

ABTOp B CcBOEli paboTE YKA3HIBAET HA TAKYIO T€HEPANbHYIO BO3MOXHOC™S THIEPOOIMIECKOTO
napabolonna, ABIAIOMENHCA aHAJTOTHYHOM JIOH, C MOMIIBIO KOTOPOM BLIBOJMTCA 3JUIHIICOML C MC-
IONMB30BAHMEM BPAICHAA NMOBEPXHOCTH IIapa WM Xe-KaKk ¥ I00YH BBIPOXKEHHYIO NOBCPXHOCTH
BTOPOH CTEMEHA — 3a MCKIIOYEHHEM CEANIOBOM NOBEPXHOCTH — MBI T€HEPANIN3YEM C NOMOUMIbLIO
COOTBETCTBYIOINEH MOBEPXHOCTH BPAILICHHA.
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