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NEHANY MEGJEGYZES AZ EUKLIDESZI, AZ AFFIN
ES A PROJEKTIV TER NEVEZETES LEKEPEZESEIT
BIZTOSITO ALAPTETELEKHEZ

MISKOLCZI JOZSEF

Az euklideszi, az affin és a projektiv geometria jellemzd leképezései : a hasonlésag,
az affinitas és a kolline4cié. E fogalmakat — az illet§ geometria felépitésétsl fiigeGen
— més-mas forméaban szokds megadni. Ha mar a széban forgé teret bizonyos érte-
lemben ,,metriziltuk”, akkor — az oktatési gyakorlatot is figyelembe véve — célszerii
az aldbbi analég megfogalmaz4isi definiciok kimond4sa.

euklideszi
Definicié. Legyen n,, 1, az 4 affin tér két sikja. A
projektiv
Y:my > mp(P > Y P)
hasonlésdgnak ardnytarté .
bijektiv leképezést § affinitasnak nevezziik, ha | osztasviszonytart6 t. (1)
kolline4ciénak | kettdsviszonytartd

Megjegyzés. Nyilvanvalo, hogy e definiciok a megfeleld terekre is kiterjeszthetGk,
tovdbba az is, hogy ezen megfogalmazasok ,.elrejtett” feltételként tartalmazzak az
egyenestartést, illetve az illeszkedést (természetesen akkor, ha az (1)-gyel jelolt tulaj-
donsigokat a szokésos klasszikus értelmezésben hasznéljuk).

Mindharom térben megadhaté egy-egy un. alaptétel, amely lehet6vé teszi a sz6-
ban forgé leképezésnek az illetS térbeli generdlasat.

A kovetkez8kben, pl. az affin geometridban — a fontosabb 1épéseket kiemelve —
egy olyan utat vazolunk, amely sorén eljutunk az alaptételig, majd az alaptételt bizo-
nyitjuk is.

1. Generaljdk az affin teret a kovetkez8 alapfogalmak és axiéméak.

Alapfogalmak : pont, egyenes, sik, tér, illeszkedés, elvilasztis.

a) A Hilbert-féle illeszkedési és rendezési axiémak.
b) Parhuzamossagi axioma.
¢) Dedekind-féle folytonossigi axiéma.
d) Desargues-féle axiéma: (COXETER [2]). . ‘
Az alédbbiakban e] g jeloli azt, hogy az e egyenes egyez§ 4llasi: a g egyenessel.

2. Definicié. Legyen 7 affin sik. A
. Yay: © —~ (P - Y P)
bijektiv leképezést nyidjtdsnak nevezziik, ha elle.
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Egyszeriien bizonyithatd, hogy egy sik két egyezs éllésu szakasza egyetlen nyuj-
tast hatiroz meg [2].

3. ,Metrizaljuk” az affin teret pl. a [2]-ben leirtak szerint. Ennek sordn eljut-
hatunk az osztasviszony fogalméhoz is.

Megjegyzés. Nyilvanvald, hogy a kiilonb6z8 allasu szakaszok hosszédnak Ossze-
hasonlitdsa az affingeometridban értelmetlen!

4. Affinit4s fogalma.

Kovetkezménye. A nyujtis specialis-affinitas.

5. Az el6z8ekbdl nyilvanvaléan adddnak, illetve kénnyen bizonyithaték a kdé
vetkezG allitasok:

Az affinitdsok halmaza a leképezések szorzésa szerint csoport. Az affinit4s egye-
nestarto, illeszkedéstarto, rendezés- €s parhuzamossagtarté. Ha egy affinitdsban egy
egyenesnek két fixpontja van, akkor ennek az egyenesnek minden pontja fixpont.
Ha egy sikbeli affinitisnak harom nem kollineéris fixpontja van, akkor ennek az
affinit4snak minden pontja fixpont.

6. Definicié. Legyen =, és n, két affin sik. Ezek egybe is eshetnek. Az olyan affi-
nitast, amelynek pontosan egyetlen ¢ fixegyenese van és ¢ minden pontja fixpont ten-
gelyes affinitasnak nevezziik.

Konnyen igazolhatd, hogy a tengelyes affinitist a tengelye és egy a tengelyre
nem illeszked§ A, A’(A—~A4’) pontpérja egyértelmiien meghatirozza.

A tengelyes affinitds ezen adatokkal torténd megadasat a kovetkezGkben igy je-
16]jiik -

'Pa(r,A-vA’)'

7. Alaptétel. Ha adott a n, és a n, ajﬁn sik, tovdbbd Af€m, és Aj€n, (i=1,2, 3)
nem elfajulé hdromszogek, akkor egy és csak egy olyan y,:my~n, (P—yP) affi-
nitds van, amelyre az A~ A;(i=1, 2, 3) teljesiil.

I. A létezés bizonyitisa lépésekre bontva.
(1) a) Ha m||n,, akkor egy nyujtéssal,
b) ha m;X=,, akkor egy tengelyes affinitdssal,
c) ha m;=mn,, de egyetlen A;—~A; pontpdr sem fix,
akkor szintén egy tengelyes affinitdssal az 1. 4bran lithato egysik helyzet — az ere-
deti jeloléseket megtartva — megvaldsithato.

Az

1. dbra



~ Jelolje az (1) alatti affinitast ;. ' :
(2) Legyen W olyan tengelyes affinits, amelyre '

U = Vo aony € A= ADEL

EkkOI‘ zz: = .)02 (Ag)-
(3) Majd teki‘n_tsiik a

Vs = ¢4z(A;A;),Z,*A§)
tengelyes affinitdst-
Végiil az (1), (2), (3)-bél a

o Vel = ='l'a=
affinitas adédik, amelyre
ll’a‘Ai = Ai, (i = 1: 2, 3)'

II. Az egyértelmiiség bizonyitésa. Legyen l/l,, ¢s Y, a tétel kirovasinak eleget
tevé két affinitds. Tudjuk, hogy V¥, inverze: Y, ! is affinitds. Képezzik a Y7y,
szorzatot. Az igy kapott affinitdsnak hdrom nem kolline4ris fixpontja van. Ezért az
5. pont utolsé 4llitasa szerint: .

‘/’; lwa =L
Szorozzunk Y -val, ,
ahonnan

Vo =Y,

Megjegyzés. E tétel az affin leképezésnek egy egyszerii megadasi modjat biztosit-
ja. Az alaptétel a harom dimenziés affin térre is kiterjeszthet5. Ebben az esetben az
affinitast két tetraéder hatdrozza meg. .

Térjiink 4t a projektiv sik alaptetelére

Alaptétel. Ha adott két projektiv sik, m, és n,, tovdbbd A€mn, és Aj€n, (i=
=1,2,3,4) pontnegyesek ugy, hogy sem az A;, sem az A; pontok hdrmanként nem
kollznearzsak akkor egy és csak egy olyan Y my—~mny (P~ P) kollinedcié van, amely-
reaz A~ A] (i=1,2,3,4) teljesiil

Itt is, mint az el6zGekben — az affin geometria alaptétele esetén — pl. a [2]-ben
megtalalhaté axioémarendszerbdl kiindulva a kollinacié definicidjan és egy sor téte-
* len és definicion keresztiil az (affin geometridban vazolt analog utat kévetve) eljut-
hatunk az alaptételig, illetve annak bizonyitadsadhoz.

Most e dolgozatban az alaptétel allitdsdnak csak az egzisztenciilis részére adunk
egy blzonyltést de elotte a bizonyitas el6készitése erdekeben megadjuk a centralis-
kollinedciéhoz. Az unicitéssal ‘azért nem foglalkozunk, mert ez néhdny egyszerl’i al-
litas figyelembevételével — amely allitasok megfelelSi az affin geometridban is meg-
taldlhatok — formailag ugyantgy bizonyithatd, mint az affinitds alaptétele esetén.

Definicié. Az olyan kollinedciét, amelynek van centruma és tengelye: C, f,
centralis-axiélis kollineaciénak nevezziik. .

Ismert, hogy ‘Ve|C€e esetén e=e’. (A centrum a tengely dudlisa!) Nyilvan-
‘val6 az is, hogy a megfelel§ pontokat OsszekotS egyenesek — a(A4A4’), A=A —
‘a-centrumra, a megfeleld egyenesek metszéspontjai — afd’, a=da — pedig a
tengelyre illeszkednek. A centrélis-axidlis kollinedciét a centruma, tengelye és egy

a



megfeleld tengelyre nem illeszkedd pontjéra vagy C-re nem illeszked$ egyenesparja
egyértelmiien meghatirozza.

Egy centralis-axidlis kollinedci6t az emlitett meghatarozé adatokkal a kévet-
kez8kben igy jeloljiik :

Vi, a=an> lletve  Yyciraamy-

Nyilvdn a C és a ¢ lehet idedlis is. Pl. legyen C ideélis ¢ pedig k6zonséges. Ez a cent-
rélis-axidlis kolline4cié az affin geometridban a tengelyes affinitis. Ennélfogva az
alaptétel bizonyitdsiban az a,affinitdsra” tdmaszkodhatunk.
Ezek utdn kovetkezzék a kolline4cié alaptételében kimondott 1étezés bizonyitasa.
(1) Legyen Y=y, n,(P—~yP) az A;A;A, és az AjA;A; haromszogek altal
‘meghatarozott ,affinitds” (4;~4{, A€mn, Aj€n,, (i=1,2,3); 2. 4bra).

o RS

2. dbra

Ekkor _
Ap= Y71 (4).
(2) Legyen ¥, olyan kolline4ci6, amelyre
V1 = YkC=ay (4,45, A~ 2>

ahol A :=e(4,4)Ng(4:4;) é Y1 4i=4; (i=1,2,3), Y1 4,=4,.
(3) Legyen y, olyan kollineici6, amelyre

2 ¢'k(CEA,,r(AlAQ, A2
./lei = Ai (' =1, 2, 3) és wzzq = Z;.
Végiil tekintsiik a 3 ¥, ¥:(=¥,) szorzatot, amely szintén kollineiciéd és

amely ugy képezi le a m,-t a 7, sikra, hogy Y ¥, ¥; 4;=4] (i=1,2, 3, 4).
Befejezésiil bizonyitas "nélkiil kozoljik a hasonlosagi leképezés alaptételét.

Ekkor

Alaptétel. Ha adott a m, és m, euklideszi sik és mindegyikben egy-egy T, és T,
félsik, tovabbd mindkét félsik hatdrdn egy-egy A,B, és A,B, szakasz, akkor egy és
csak egy olyan Y, :my—~n, (P—yP) hasonlosdgi leképezés (hasonlésdg) van, amelyre
"~y és Ay—~As, By~ B, -teljesiil.
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Megjegyezziik, hogy ha az Un. klasszikus hdromdimenzi6s euklideszi teret bar-
melyik szok4sos axiémarendszer alapjén is targyaljuk, akkor a hasonl6sigi alaptétel
bizonyit4sa analég gondolatmenetre épithets, mint az affinitas alaptétele.

Ha pedig az affin tér bevezetése megelGzi az euklideszi tér tirgyaldsat, akkor a
fenti megjegyzés nyilvanvalé. Ui. az euklideszi tér felfoghaté mint specidlis affin
tér.

Végezetiil kiegészitésként megemlitjiik, hogy a kolline4ci6 alaptétele két projek-
tiv sik kozott egy projektiv leképezést, a hasonlosig alaptétele, illetve ennek a hdrom-
dimenzids euklideszi-térre valé kiterjesztett formdja pedig két euklideszi sik kozott,
illetve az euklideszi térnek dnmagara valé hasonlésagi leképezésnek egy-egy megada-
sit teszi lehetGvé,
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BEMERKUNGEN ZU DEN FUNDAMENTALSATZEN,
DIE DIE MERKWURDIGEN ABBILDUNGEN
EUKLIDISCHEN, AFFINEN UND PROJEKTIVEN DER
RAUME LIEFERN

JOZSEF MISKOLCZI

In dieser Arbeit werden je eine Abbildung und je ein—in analoger Weise formulierter—Funda-
mentalsatz in dem euklidischen, affinen, bzw. projektiven Raum gegeben. Es wird auf die Méglich-
keit der Beweise von geeigneten Fundamentalsiitzen in der passenden Geometrie hingewiesen, ferner
werden auch die Fundamentalsitze der affinen und projektiven Planimetrie bewiesen.

3AMEYAHHSA K OCHOBAHOM TEOPEMA EBKJIMJOBA,
A®PMHHOIO U IMMPOEKTHBHOI'O IIPOCTPAHCTSB,
OIIOPHOM AJIA UX 3HAMEHUTHIX OTOBPAXEHUI

MUIKOJbIIU, NOXKED

BBOJATCS IO — AHAIIOTHYHBIM APYT APYTY — OTOOpAaXEHHIO H MO OCHOBHOM TECOPEME B KaXK-
OOM H3 €BKIHOOBa, aQ(OHHHOTO H MPOEKTHBHOIO IpPOCTPAHCTB. YKA3LIBa€TCs HA BO3MOXKHOCTB
JIOKa3aTh OCHOBHBIE TEOPEMBI OMAPAsCh UMb HA CPEACTBA T€OMETPHH COOTBETCTBYIOMErO MPOCT-
pancTBa. M3NM0XECHO AOKA3ATENBCTBO ANA ciaydaes apGWHROI M OPOEKTHBHOM reOMETPHMH.
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