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OSSZEFOGLALO

Az élelmiszertudomdny tertiletén eldszeretettel haszndinak linedris és linearizalt
fiiggvényeket bizonyos fizikai, kémiai, biolégiai Osszefiiggések leirdsdra. A fliggvények
segitségével josolni lehet az el6zoleg meg nem mért tartomdnyokra, ha a fiiggvények
paramétereit, legtobbszor a legkisebb négyzetek modszerével, mdr meghatdroziuk
elozetes mérések alapjdn.

A kézlemény a linedris és linearizdlt fiiggvénykapcsolatok paraméterbecsléseinek
buktatoival és azok kikiiszobolési lehetdségeirél szdmol be a Fdoiskolin folyo
kutatdsokhoz

igazodo példakkal illusztrélva.

1. PARAMETERBECSLES A LEGKISEBB NEGYZETEK MODSZEREVEL

A legkisebb négyzetek médszere (LKNM) dltal becsilt paraméterek torzitatlanok és
az ilyen becslések kézot minimdlis szérdsdak akkor és csak akkor, ha a kévetkezé
feltételek teljesiilnek (Gauss tétel, Cramér, 1946 és Kendal et al., 1965):

o az Jsszeftiggést leiro fiiggvénykapcesolat paraméterekben linedris:

e a mérési hiba szuperpondlt (additiv hiba): y, =y, +¢,,
* az x;; fiiggetlen viltozé hibamentesen mérheto. x, =X,

® az & mérési hiba vdrhatd értéke zérus: E[&] = 0,



e az & mérési hiba ismert, véges variancidval rendelkezik: 0 < D’f&] =0} < o«

o a mérési hibdk korreldlatlanok: COV{¢ g} = 0, hai =j.

Ekkor a LKNM-vel az a; becslés a kovetkezo fiiggvény minimalizaldsdval nyerhet:

)

Amennyiben ac; = o’ feltevés minden ij-re helytdlls (homoszkedasztikus mérési

hibdk), akkor a fentebb emlitett QF fiigevény megolddsa még egyszeriibbé vilik. A
becsiilt paraméterek jellemzésére konfidencia intervallumot is szerkeszthetiink, ha a
meérési hibdk eloszidsa Gauss-eloszldsi (normdlis eloszldsit) (Vineze, 1968, Lukdcs,
1987, Kemény et al., 1990).

2. BECSLES EGYVALTOZOS LINEARIS FUGGVENYKAPCSOLAT ESETEN

Egyviltozos linedris fiiggvénykapesolat esetén az egyenes a, meredekségét és a, ten-
gelymetszetét kell becsiilniink az n db mérési pontbol, majd Gauss-eloszldst mérési
hiba feltételezésével konfidencia intervallumokat is megadhatunk a jésolt értékekre:

4 = Zwizwi X Vi _Zwi 'xizwi Vi

' S S xt = (Tw,x)

_ Zwi 'xizzwi Vi "Zwi 'xizwi XY
ZwiZw,. x] —(Zwi -xi)2

ahol w, = — azaz a szordsnégyzetek reciprokdval siilyozunk. Homoszkedasztikuis
o;

(2)

3

0

Z(xi—f)(yi—}_’) oA =

- és a,=y-a,-x

2(x-%)

formuldkra egyszerisddik, ahol X=3x,/n, ¥=3Xy,/n, valamint a kovetkezé

. , 1 N
hibdk esetén w. =—, ekkor (2) az &, =
i o__, 1

konfidencia intervallunokat szdmithatjuk:
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az a,; meredekségre

az ao tengelymetszetre

az ismeretlen y vdltozéra adott x-nél

(x-%) |

1 oA =
y<it.o 1+;+Z(x,.—f)z +a,+a,-x

az ismeretlen x vdltozéra y-ndl (m az ismeretlen x-re vonatkozé mérések

szdma)
o LR ) e L R SRR LY
4 m n a; ay
ahol y=1- [0 - és t, az (1-¢)-100% biztonsdgi szinthez, az n-2

szabadsdgi fokhoz tartozé Student-féle t-eloszlds tdbldzatbol kikeresett értéke.

Ha a o szords el6zetesen nem ismert, ériékét a kovetkezd kifejezéssel becsiilhetjiik

2

: \/Z(y.»—(ﬁwﬁ]-x.-))'

ox§ =
n-2

. Az Osszegzés ebben a fejezetben mindeniitt i=1-

10l n-ig torténik.
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3. BECSLES LINEARIZALHATO FUGGVENYKAPCSOLATOK ESETEN

3.1 Enzimreakciot leiré és nem Carman-tipusii sziirési egyenlet linearizdldsa

Vizsgdaljuk meg Michaelis és Menten klasszikus egyenletét, mely az egy szubsztrdtos
enzimreakciok leirdsdt adja a kezdeti sebesség és a szubsztrdt koncentrdcié alapjdn
(Keleti, 1991):

[S]

Vv, =V —_— 3)
0 max KM +[ S] (
ahol Vo - kezdeti reakciésebesség,
Viax : az elvileg elérhetd maximadlis kezdeti reakciésebesség,

[S] : szubsztrat koncentrdcid,
Kur : Michaelis dllando.

A (3) egyenlet matematikai alakja természetesen szdmos mds tudomdnyteriileten is
alkalmazdsra keriil, féleg ott ahol valamilyen egyenletesen ndvekvé, telitetiséghez
vezeld folyamatot kell leirnunk, fgy megemlithetjitk a gdzok adszorpcidjdt leiré
Langmuir-izotermdt is.

Mostandban keriilt bevezetésre a tomény szuszpenzid ill. zagy fdzisszétvdlasztdséra
alkalmazott, a Carman-féle modell érvényességi tartomdnydn kiviil esé sziirési
miivelet leirdsdra szolgdlo egyenlet (Horvdth, 1986, Horvdth, 1991):

1
V. =V , 4
5z max t + t ( )

5z

ahol V,, :sziirlettérfogat,
Viwax : maximdlis sziirlettérfogat,
t sziirés ideje,
t; :szilrédllando, felezési idé.
Mivel (3) és (4) matematikai alakja azonos, ezért a tovdbbiakban az egyszeriiség

kedvéért az ezinmreakciondl haszndlt jelolésekkel dolgozunk tovdabb. A (3) egyenlet
linearizdldsdra szdamos szerzo tett javaslatot (Keleti, 1991, Valké et al., 1987):
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1. Lineweaver-Burk médszere l Ku+ [S] K !
V m‘[S] vmzx [S]
2. Hanes mddszere El— = —1& + —I—[S ]
VO vmax vmax
3. Eadie-Hofstee médszere V, = K, ﬁ;}.
] v Yo = Veax _ _1_
4. Scatchard médszere [S] X, K. Vo

5. Eisenthal-Comish-Bowden és De Miguel Merino-Tamarit inédszere (a két
mddszer csak grafikus megvaldsitdsaiban tér el egymdstol, algebrailag a ketté
azonosan kezelhetd)

- g{m[sl 5}

A felsorolt linearizdldsi médszerekkel kapott dsszefiiggések haszndlata sordn sajnos
az 1. fejezetben felsorolt feltételek némelyike sénil, igy az LKNM nem fog optimdlis
becslést nyijtani, torzitott eredményt ad. Ennek oka tobbek kézon az is, hogy az
eredeti fiiggd vdltozé megjelenik a transzformdlt fiiggetlen viltozéban. Megfelels
stilyokat alkalmazva (2)-ben w; helyén, a kévetkezé pontban részletezett eljdrdssal
legaldbb aszimprotikusan torzitatlan becslést nyerhetiink.

Megemlitjitk még, hogy az 5. mddszer , pld. T helyén a mediin operdiort
szerepeltetve, egy tijabb altemativ lehetoség a probléma dthidaldsdra, ugyanis igy
robusztus becslot kapunk, mely kevésbé érzékeny a haszndlatihoz sziikséges feltételek
enyhe megsértésére (Horvdth et al., 1989, Rajko, 1994).

3.2 Dimenzio nélkiili kifejezések osszefiiggéseit leiro egyenletek linearizdldsa

Ebben a pontban a mikrohulldmil hékezelés folyamatdnak leirdsdndl jelentkezé
probléma (Szabé, 1994) dltalinos negolddsit ismertetjiik. A médszer gyakorlatban
torténd felhaszndldsdra komoly igény meriilt fel (Szabé et al., 1994).
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Dimenzié nélkiili kifejezések dimenzicanalizissel levezetett kapcsolatdbdl irjuk fel az
egyik komplexet a tobbi fiiggvényeként, rogtén a linearizdlt formdt megjelenitve:

P
Inz, =lnC+Y a,-Inx; . )

j=2

A feladat a C dllandé és az o dllandok (kitevok) meghatdrozdsa a kivetkezd
stilyozott négyzetes fiiggvény minimalizdldsdval (Kemény et al., 1990):

» 2
) (lnﬂ(" (1nC+Zln7r§”D
Jj=2

QF, = 5 ’ (6)
i=1 1 - )
w7 e

ahol O'A @ a”|+ZZ[ J(aﬂ ) COV{;{ T, }, ami a hibaterjedés
k

j=2 j=2

torvénye alapjdn vezethetd le. A (6) egyenletet a kdvetkezé okoskoddssal nyerhetjiik.

“ p -~ 2 . S ¥ Pl , 3 s
A OF, = Z(yi -f (g,,g)) minimalizdldsa dltaldban nemlinedris

egyenletrendszerhez vezet, de alkalmasan vdlasztott F(.) transzformdcioval
paraméterekben linedrissd tehetd az eredeti f{(.) fiiggvénykapcsolat. Mivel a linearizdlt
formdval dltaldban torzitott becsléseket kapunk - az eredeti mérési hibdk is
transzformdlodnak -, alkalmasan vdlasztott silyok segitségével kell a torzitdst
elhanyagolhatévd tenni:

2

0F, =3 (v - F @) ~0F' =3, FU’E;FS(f @) -,
- = = 9y

Yi

Térjiink vissza a (0) egyenlethez, melyben a stlyok kiszdmitdsdhoz sziikségiink van
az éppen becsiilendd o; paraméterekre, igy olyan iterdcios eljdrdst kell alkalmazni,
ahol a paraméterek kezdé kozelitétésébol a normdl-egyenletrendszert — melyet (6)
derivdltjanak nulldval egyenlévé tétele sordn nyertiink — megoldjuk, majd a kapott
paraméterekbdl ttjabb sitlyokat szdmitunk. Ezt az eljardst addig folytatjuk, mig a
paraméterek viltozdsa egy el6irt kiiszobérték alatt marad.



4. KOVETKEZTETESEK

Jelen tanulmdnyban a mérések kiértékeléséhez leggyakrabban alkalmazott linedris és
linearizalt  fiiggvénykapcsolatok paramétereinek meghatdrozdsdnak mddszereit
korrekt mddon, matematikai statisztikai eredményekkel aldtdmasztva ismertettiik.
Javaslatot tettiink az irodalomban oly gyakran haszndls, telités jellegii folyamatokat
leiré linearizalt fliggvénykapcsolatok paramétereinek kézel optimdlis becslésére, az
egyébként széleskorben helyteleniil alkalmazont kézdnséges LKNM alkalmazdisa
helyett.

Részletesen ismertettiik a dimenzio nélkiili kifejezések Osszefiiggéseit leird linearizalt
egyenelet paramétereinek becslésére szolgdlo eljdrdst.

Nyomatékosan hangsiilyozzuk, még ha az eredeti vdltozék hibaeloszldsdra érvényes is
a Gauss-eloszlds, a linearizdlds eredményeképpen, a transzformdlds utdn rendszerint
ez mdr nem dll fenn, igy a kapott paraméterek jellemzése a 2. fejezetben ismertetett
konfidencia intervallumokkal nem végezhetd el, ill. az igy szdmolt eredmények
matematikai statisztikai értelemben semmitmondoak lesznek,

Végiil felhivjiuk az olvaso figyelmét a nem matematikai statisztikai elveken alapulé
regressziés modellekre is, melyek a szubjektiv jellegli a priori informdcick
hatékonyabb felhaszndldsdval jelenthetik a valdsdg elénydsebb megkozelitését (Rajké
et al., 1989, Rajko, 1994).
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EVALUATION OF LINEAR AND LINEARIZED FUNCTIONAL
RELATIONSHIPS

R.RAJIKO
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ABSTRACT

In food science the linear and linearized functions are frequently used for describing
some physical, chemical and biological relationships. Unknowns can be predicted
with help of these functions, provided that their parameters were previously estimated
mostly based on the least sum of squares method.

The paper shows the difficuities of using linearity and linearization and shows the
possible solutions tackling the problems through examples selected from the research
activities of the College.



