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La présente Note se raitache & un Mémoire' de M. C. Széll
ol cet auteur a envisagé la statistique. des gaz & molécules solides
consistant de plusieurs atomes ei-jouissant de la propriété que les
deux plus grands des trois moments d’inertie sont égaux. Signalons
les résultats suivants de M. C. Széll: Si, pour un tel gaz, la dégéné-

ration de Fermi-Dirac, ou celle dé Bose-Einstein se présente lors-

d'une translation du centre de gravité, alors elle se ‘présente aussi
iors d’une rotation. Mais, grice aux valeurs. possibles des poids
moléculaires et des températures critiques, ni la dégénéralion. de
Fermi-Dirae, ni ceile de Bose-Einstein ne- se présentent pas.

Les résultats meéntionnés de M. C. Széll peuvent étre étendus

sans changement considérable des calculs aux gaz a molécules

polyatomiques telles que les deux plus petits des trois moments
d’inertie sont égaux. Cependant, le cas des gaz & molécules. solides
a moments d’inertie tous différents, présente de nouvelles difficultés
de cqlcul

" Le but de. la plesente Note est de montler que le thememe
cité de M. C. Széll reste valable aussi pour des gaz consisiant de
telles molécules asymétriques. Des gaz a molécules asyméiriques
. sont par exemple® Uéthyléne: C.H, et la formaldehyde H.CO ete.

Dans les gaz a molécules asvmetrlques ¢’est la borne infériewre
du parameétre de dégénération e® qui décide, que la dégénération
de Fermi-Dirae, resp. celle de Bose-Einstein. se présent ou non.
Aussi il suffit de donner une estimation de ce paramétre, au heu
de le calculer explicitement.

La loi de répartition de la statistique quantique est exprimée
par la formule suivante (voir I’équation (")) et (6) de II):

Nyjo= EH-I-Ejn : (1)

Ici. B,, désigne I'énergie de la rotation, E; celle de la trans-
lation des molécules du gaz & la température T. Le nombre A; ,

1nd1que le nombre des posnblhtes pour une molécule de se placer
dans la cellule (3, J,n) de l’espace des phases. Le nombre Ni:, indigue

combien de molécules se trouvent actuellement dans cette cellule.
La. quant1te 7 est égale & -1, i c’est la statistique de’ Ferml-Dlrac,
-est & —1, si c’est celle de Bose-Einstein qui est en vigueur. On cal-
cule le parametre de dégénération en partant de I’équation 2 Nia=N,
N étant égal au nombre total des molécules. ijn

-

’
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Toutes les fois que 7 est négligeable par rapport & e® clest: -
a-dire que €* >> 1, aucune dégénération ne se présente. En ce cas,
le gaz obéit a la statistique classique. En écrivant le symbole 1 au
lieu de (i,3,1n), la formule (1) prend la forme plus simple:

- Al - ) N
N;z —————eacgl/k’r_i_ﬂ - i (2)

$ 1. La dete7 wination de lg condition Su,ffzsante pour la sta-
tistigue classique

Cherchons des conditions pour que lon ait e* >>1. Nous
savons, d'aprés 'éguation (4) de II, que:
A >0 eBkT=] et e*> 0. : 3)
a) En cas de ]a statistique de Bose Einstein, p=—1, on a
d’apres (2) \ '
- A .
N> oemmT -

Faisons la sommation suivant 1, alors il vient d’apres (5):

o« - ) — .
e N 21: eEt/kT ™ v

.

Done, dans le cas de la statistique de Bose Dlnstem une con-
. dition sufflsante pour e*>>1 est Lc su1vante

_Z El/kT >>1L

b) En cas de la btatjsthue de Pel'ml -Dirae, »=-+1, on a
d’apres (2) et (3): '

A
N1>——“'—-’(eq+ |)eEII-kT-'
Additionnons de nouveau suivant 1: '
]' Rl .Al ’ ., - . o 1 'A>l .
N> T Z cEer  cest-a-dire: e“>mN—Z€&/—kT— I. -
Ainsi, une condition bufhsante de linégalité: e® >>1 est, en
cas de la statlsthﬂe de Fermi-Dirae, la suivante:

1 DA EUKTS S 2
N9 -

¢) Une condition suffiasnte pour e* >>1, valable dans chaque
statistique quantique peut donc &tre donnée par I'inégalité suivante:

= > aemnTss2 ' (4)

C’est en méme temps une condition suffisante pour qu’aucune
_dégénération ne se presente pas et que le gaz obelsse a la statlsthue
classique. .

v

.
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§ 2. La valeur propre de Uénergie du corps rotatif asymétri-
gue est une fonction monotoine du moment d’inertie moyen.

Le théoréme éuoncé dans Vintroduction peut étre vérifié 2
r . . » . - 1
!a base de la mécanigue ondulatoire, ainsi que sur celle de 'ancienne
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théorie des quanta. Nous désignerons les valeurs rec1pr0ques des
moments d’inertie de la molécule asymétrique par les ]ettres a, b ‘e,
on a>b’ ¢ et a>c. Pour démontrer I'inégalité
. Ei+Ejn/
ZA,,ne KT 5520 (5)
v ’ ijn
nous avons besoin des valeurs propres de énergie de rotation Ej,
=E (a,b,c,j,n) de la molécule asymétrique (corps rotatif). Cepen-
dant, nous ne pouvons. point expliquer 1a valeur de E,, comme fonc-
tion des moments d’inertie réeciprogues ni par la méecanique ondula-
tiore, ni par l'ancienne théorie des quanta.

Dans P'ancienne théorie des quanta, c’était M. Planck® qui a
étudié entre autres, iz quantification du corps rotfatif asymétlique
MM. H. A. Kramers et G. P. Tttmann?® Yont traltee d’aprés la méeani-
que ondulatoire.

MM. H. A. Kramers et G. P. Ittmann démontrajent que dans
Pespace sanc force, I'’équation de Schrédinger du corps rotatif
asymétrique peut étre réduite a une équation différentielle de
Lamé, c'est-a-dire qu’elle est séparable, si on y introdunit des coor-
données sphériques elliptiques. Suivant ‘les idées de G. Kolossoff,
F. Reiche® décomposait ’équation de Hamilton-Jacobi du - corps
asymétrique tournant sans force, en des équations d’une variable
."et y appliquait les conditions des quanta. Les valeurs propres des
équations différentielles de Lamé sont les racines d’équations aigébri-
ques dont le degré augmente avec le nombre quantique -du moment
cinétique j. Par conséquent, les valeurs propres . Ei., de I’énergie de
la rotation ne peuvent pas éire exprimées en général par une for-
mule simple. A chaque nombre quantique du corps rotatif asymétri-
_ques appartiennent 2j+1 uiveaux d’énergie. L’inégalité (5) peut
étre dérivée du résultat suivant particulierement remarquable de
MM. H. A. Kramers et G. P. Ittmann: (§ 4. de IV)

Si on fait wvarier b entre a et ¢ d'une wmaniére continue,
alors E;, wvarie en fonction monotone de b. '

Nous allons dériver le. méme résultat aussi de Pancienne
théorie des quanta.

. Cette théorie, contrairement a la statistique eclassique, attri-
buait & lespace des phases une structure physique®, détéerminée
par un champ d’hypersurfaces remplissant ’espace entier des phases.
Dans le- systeme d’équations de ces hypersurfaces figurent. aussi
es fonctions quantiques, qui sont égales a des multiples de la
constanie de Planck. (Equations des orbites statiques.) Grace a la
na,ture des degrés de liberts, le corps rotatif asymétrigue possede
deux fonetions quantiques, g et g, dépendant seulement de 1'ériergie
et du moment cin¢tique. D’aprés Péquation. (11) de III, ces denx
fonctions quantiques sont (dans les mnotations que nous venons
d’adopter): o : ‘

anév—]h ’ . ~(6a),
f

4do 2N
. j(a—b) + (h—c)sin? di =nh, ‘ (6b)

pi‘l d:V(2E—-vc) (a—b)—!—(2E7va) (b—c)sin® @ et v est le carré du
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moment cinétique total. Nous montrerons que les valeurs d’énergie
E=E;, définies par le systtme d’équations (6) sont pour chagues
valeurs fixées de a,c,j,n des fonctions différentiables de b dans
Vintervalle: a=ZbZc et que, dans cet intervalle, Ja dérivée est de
signe constant. Cette propriété de la dérivée est une condition
suffisante pour que E=E (a,b,c; 1, n)) soit dans Pintervalle (a,e),
une fonction monotone de b.
Pour obtenir la dérivée mentionnée, nous écrirons l’equatlon
. (6) de .II sous la forme: ~
nj2 . .
f d@V(2E——vc)(afb)+(2E—V")(b—c)sin2di hn__ 7
(@a—Db)+(b—c)sin* @ , 4

0

Cetle équation détermine ¥ d'une mamele implicite. Comme”~
Texpression F.au premier membre dépend entre autres des para-
metres b et K, on a .

i ~ E aF
e ‘ dE _ (ab) oi
db. (OF) u

7e/2 .

Jd@ o \ (83)
nj2 ) ‘ . ‘. '

(ve—2E)4-(2E—va) sin*® A(sin?®—1) ,

J [24{(a—h)+(b-—c)smzd§}+ {(a—b)+(bfc)sin2@}2J' (8b)

nf2 .

L’intégraleJ"T est en plus de signe constant dans'l’inter-

valle (a,c), parce que la fonction A est de signe constant entre

10-et <. Mains aussi Vintégrande de I'équation (8b) (entre crochets)
garde son signe. Car en désignant les composants orthogonaux du
vecteur de la rotation par a,B,y, on peut écrire l’medahte suivante

pour le moment cinédtique:

2 .. 2

Ve= 2c—l—'6 c—}——c— —I-%——I—ZE—EZE, N

,d’Oil - - N \
o . 2E—veZ 0 (9 a)
On a d’autre part,
: 2
va= 2a+ﬂ a+ ——{—’9 -{—7 :2E
d'out ' : A

) 2E-Va::0_ (9b)

Tous les deux termes de la somme entre crochets sont = 0;
en vertu de l'inégalité (9), I'intégrale de I’équation (8b) ne change
pas de signe. : } S

~
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§ 8. Les waleurs, propres d’énergie du corps rotatif symétri'qua

Lbrsque b=a, ou b=e¢, alors la fonection E=FE (a, b, e, j,n) peut
étre exprimée d’'une manie¢re explicite. Les formules pour le’

cas b = calculées a-la- base de la. méecanique ondulatoire, sont

a
c’ ,
données dans le traité IV. Les formules se basant sur l’ancienne
théorie des quanta sont élaborées par M. C:Széll dans sa note II

Nous résumons les formules dans le tableau sulvant

La base résultat pour les valeurs In|=j=0,1,2,... -

du calcul

en cas b=a ’ . en cas b=¢

_ C)n;l}

. '12} E—=
Méca- : ‘
nique < s i—n+ts . ; . dtnds , '
ondu- o0 m 2 ou n 2 : . ?' (10)_

latoire air 0 ir
o i e d® pour a2

0
§ = { pour j—n { . . R .
1 ) impair impair

Ancienne} 7
théorie

des [E=
quanta

a—c) n2} b.

n2}

§ 4. Une borne supérieure commune pour les valeurs propres -
.. L ' . s a -
d'energie du corps rotatif symétrique b= c

Pour estimer le palametre de la degeneratmn nous aurons
. besoin d'une borne assez précise de E.

a) Si nous voulons estimer e* a l'aide des valeurs propres de
ia méeanique ondulatoire, alors il fant que nous démontrions que
la valeur S

K= 8h 2 al(l+l) ' (11

‘est une borne supérieure soit de E,_., soit de Ey_..
Pour le démontrer, remarquons d- abord gu’on a d’apres (10a): .

8” —5— EBia=aj(i+1)— (a—gn"2.

Le second telme du second membre est négatif ou égal a 0,
car a—c =0 et n”*Z 0. Done, si l’on omet Ie second terme, alors Ia.

somme augmente: ,
Bz ai). . _Lay
On a d’autre part par I’équation (10a), ‘
B Epe=ci+ D) F@—on® (3
on n—H_n_i_S e +? Nous démontrons tout d’ abord que

'l = 3. En effet il vient de l’équation précédente determmant
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n’, que

: ‘ L lSI + - o
et comme on a, pour les 'valeurs possibleé de j:l i_;s _i_‘*;s_, et
2 gl— il en résuite que .
2 |= 2’ . :
NS L A .

Comme In’l et aussi j qout des IlOI]lblGS entiers non negat1fs, _
on a de plus -
n'] = 3.
Nous ne diminuons pas le second memble de l’equatwu a3y,
st nous écrivons (a—-¢e¢) J? au lieu de (a—c) 1'%, done .

872 . T, .. . . ..
5= Eo_e=ci(i+1)+@—c)if=ci(+D+@— )i+ N=ai({+1). (14)
Les inégalités (12) et (14) vérifieni notre proposition. ‘ :
- b) Pour estimer e* d’aprés les valeurs d’énergie fournies par
Vancienine théorie des quanta, nous allons montrer gue la quantité -
K dOILIlee par Téquation (11) est aussi une borue supérieure de E,_.
et Eb—
Jomme (a—c)n? >O nous pouvons ecrlre par léquation (10b):

- 8n?
Eioa=aj —(a—C)n2<a|2£al(|+l) (15)

“he
ct, dune maniére analogue (ol auSS1 que n*=j%):

B Bre=cit@—In i+ (im0 —af=ai(+1). (16)

Les inégalités (15) et (16). vérifient notre proposition.

¢) Il s’ensuit de ces résultats et du théoreme mentionné dans
le § 2., que l'ancienne théorie des quanta et la mécanique ondula-
toire fournissent la méme inégalité:

he .
'Einéwal(l"}'l)-- - (I7)

$ 5. Le poids Stahsthue dans Uespuce des phases des molv-
cules as,jmetrzques )

Pour obtenir ]a somme des phases, nous avons a faire Uaddi-
iion suivant le nombre quantique j. Mais ce nombre seul ne définit
pas l'énergie, parce qu’an méme nombre quantique |j appartiennent
plusieurs valeurs propres d’énergie. Dans un tel eas, nous addition-
nons les termes de la somme ‘en tenant compte de leurs multlphcltes,
notamment de leurs poids statistiques.

<) Dans la mécanique ondulatoire, ¢'est le ‘nombre quanthue
J qui détermine le moment cinétique. Alors j caract_e1 ise un sous-
espace des phases, c’est-d-dire une partie des phases. Dans -cette
théorie, le -poids statistigue donne combien de valeurs du . nombre
quantique n appartiennent & la pfnhe de leSpace des phases, qm
définit le nombre quantique j. n -



" minée par § 5..

. ‘ , 151
Selon la note IV on a Inl =320, done & chaque valeur de »n
‘correspoundent 27+ 1 valeurs différentes de 7. Par conséquent, le
poids statistique est égal 2j-+1, aussi dans 'espace des phases des
molécules asymétriques. , ‘
. b) Dans Pancienne théorie des quanta, j caractérise la sur-
face de quelque partie de lespace des phases, mais non. la partie
méme. Pour cela on a Phabitude de définir dans Pancienne théorie
des quanta.le poids statistique d’une maniere différente. Le poids -
statistique appartenant 8 j donne la probabilité thermodynamique,
pour qu'une molécule se trouve dans la partie de Despace des
phases limitée par les hypersurfaces correspondant a j et 74 1. Le
volume de cette partie de 'espace des phases soit désigné par G,..
Dans la partie de ’espace des phases déterminée par =0, le poids.
stalistique est égal & 1. La probabilité thermodynamique pour
qu'une moiécule se trouve dans le volume G, , est égal & G;./G,.,.
¥En cas de rotation d’une molécule asymétrique autour du centre
de gravité, il y a deux degrés de liberté cohérents. En posani dans -
lequatlon (6) g, et g; au lien de g et g, nous obtenons:

G gngm gng.l gn(gJ?-H—g?) )
G _gn . .

D’apres ce qui précédent, le poids statlsthue dppartenant a j
est égal a

et

. Jﬁ:GJn/GOnZg;ZH g?
Dapres Péquation (6),» nous avons en meme temps
‘g.=nh ’
et ’ ) . ya
' : &=
Nous en déduisens par des.calculs élémentaires  que
T AL=2i41 .
¢) Malgré que l'ancienne théorie des quanta -et la mécanique
ondulatoire définissent le poids statislique A,, en maniéres diffé-
rentes, les deux définitions condulsent done au- méme résultat:

m——2l+1

§ 6. La démonstration de UVinégalité e* >>2 pour des gaz d
molécules usymetrzque

Pour ‘démonher linégalité (5), nous allons donne1 pour &
une borne inférieure @ suffisamment premse Il sera suffisant de
démontrer l'inégalité¢ @ >>2 au lieu de celle (5).

Nous pouvons obtenir. une telle -borne inférieure soit & la
base de la mécanique ondulatoire, soit & la base de l'ancienne
théorie des quanta. Envisageons l'expression ¥ dans l'inégalité (5).
Selon I'équation (4) de II, nous avons en cas des gaz des-molécules
asymétriques, en substituant ici la valeur du poids statistique déter-

2nV

Al.in‘_(2]+ 1) (2m)“/2VE ZIE

A lanalogle de T’équation (16) de II, nous ‘obtenons, aussi pour

.

\
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les gaz des molécules asymétriques,

2umkTysV &3 Ein
RCIAUIES B9 ORI S

A caunse de I'inégalité (17), nous ne pouvons que diminuer &
si nons' substituons dans I'équation (18) an lieu de E,, la valeur K
donnée par la formule (11):

a/z + oo h“aj(j+l)_ ) -
' wg@___:_(_Zn_rrH(_éT)__ > Z‘ (2] 1)e 8akT (19)
- : Nhs. n=-w j=|n| ) .
Introduisons la notation suivante:
. _ hla | | .
) - = 8anT . | (20)

Pour les valeurs possibles du moment d’mertle, resp. de la
tempelature, ‘nous .avons: ' :
: 0<e<1

Or M. C. Széll a calculé dans II la somme 4) du second
membre de Pinégalité (19) a laide de la formule de sommation
&’FEuler. Nous écrivons ¢ et 0 a la place des  quantités o, et
o, de II; nous obtenons par le méme caleul:

VRamkT)” | 2—9)fn 1| . @1
Nn? 2¢)c o)’ . )
‘M. C. Széll a démontré que cette valeur est plus grande que

2 méme pour-un gaz de molécules a la grandeur de I’hydrogéne
et méme a la température critique de I'hydrogéne. (®>>2)

(=<

Resumé. o

Dans cette note, j’ai étendu les résultats. stutistiques de M. C.
Széll, concernant les-gaz a plusieurs atomes et & molécules symétri-
ques, aux gaz & molécules asymeétrigues. Dans ce cas le calcul numé-
rique du parmeétre de dégénération caracterisant la statistique applhi-
"quée présente des difficultés; Mais j’ai pu obtenir pour le parametre.
de dégénération des gaz a molécules asymétriques, une borne
inférieure. En possession de cette bome inférieure, j’ai pu parvenir
aux résultats suivants:

Si dans le gaz & plusieurs atomes et & molécules asymetrl-
ques, la dégénération de Fermi-Dirac,-ou celle de Bose-Einstein se
présente lors de la' translation du'centre de gravité, alors elle se
présente également lors de la rotation. Mais, ni la dégénération du -
type de Fermi-Dirac, ni celle de Bose-Einstein, ne peut se présenter
dans les gaz & molécules asymétriques, quelque basse soit la tempé-
rature, ou les valeurs des poids moléculaires et cela des tempéra-
tfures critiques, ni lors d’une translation, ni d’une rotation des
molécules. B

Ce travail est un résumé de ma thése élaborée dans I'Institut
de Physique théorigue de I'Université de Szeged. Je veux exprimer
mes sincéres remerciments au directeur de cet institut, M. le profes-
seur Coloman Széll, qui a attiré mon attention & ces problemes ef
qui m’a beaucoup aidé par ses conseil au cours de leur solution.
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*de I'Universit¢ de Lyon ont organisé dans lz courant de l’année 1946 un cycle
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les problemes du noyau atomique. Nous en conseillons la lecture 3 fous ceux
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_— Coloman Széll.



