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Die Erhaltungssitze des elektnomagnetnchen Feldes in Dielektriken werden durch
infinitesimale Transformationen von dem 0'ewohnhchen Variationsprinzip mit der Lacrance-
schen - Dichte :

w -1 o YT
Y= — g B P VTET+ 5 8,0, VTg))
-abgeleitet, Es werden weiterhin die Probleme, die mif dem Energie-Impulstensor des Feldes
zusammenhidngen, neu beleuchtet. , :

- § 1. Einleitung

Bekannterweise lassen sich die MINKOWSKischen Feldgleichungen bewegter
Korper im stromfreien Falle in der Form

V-VGI” :Oy (l' l)
oder im pseudoeuklidischen Raum, mit dem metrisctien Grundtensor

Yo=—in=—yap=—ra=1, r.=0 u$7,
Vol = —1
in der Form : _
' 0,G" =0 _ (1,2)
angeben, und von dem Variationsprinzip - C
ofwdx=0 (1,3)

mit der LAGRANGEschen Dichte
vE_LF.GTE LY

‘ableiten, .wo die Komponenten der beiden Minkowskischen Feldtensoren
F., Gu, durch

- def ¢ - - det
@::: 0y ng, F:;p}, r\ ”F:. ,FU Fw[
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bzw.
def {Gm: G%: G’)ij de' {61 » Gﬂl, Gp;
festgestéllt sind.

Die Komponenten des Feldtensors £, lassen sich mit Hilfe des Vierer-
potentials @, —@, %} (wo ¢ das Skalarpotential und U das Vektorpotentlal
bedeutet) folgenderwelse angeben : '

Fmg“e—fa# q)')’—a')/ (I)[l.'

Auf Grund dieser Definition kann man bekannter_weisé beweisen, dass die
Komponenten von F,, der ldentitit
‘allF'L'l + a‘l’F?.[-L ‘S" OLFJU': O (1, 5)

geniigen; diese ldentitat liefert die zweite Gruppe der MaxwEeLLschen Gleichun-
gen in Dielektriken.
Die LAGRANGEsche Funkfion

1 .
8/) (1’ 6)
Vigl

die mit Hilfe der dreidimensionalen Schreibweise in der Form

L=

L= (¥ — D6}

-geschriebep werden kann, lasst sich durch unmittelbare Veraligemeinerung
von der LAGRANGEschen Funktion des Vakuums

+herleiten. Es ist unzweifelhaft, dass diese Verallgemeinerung sehr handgreiflich
und allgemein akzeptiert ist, doch besitzt diese Verallgemeinerung vom physikali-
schen Standpunkte aus eine wesenliche Mangelhaftigkeit. Es lasst sich ndmlich
der Sachverhalt, nach welchem das elektromagnetische Feld in Dielektriken
kein abgeschlossenes System ist, durch die LAGRANGEsche Funktion (1, 6) bzw.
durch die LAGRANGEsche Dichte (1,4) nicht unmissverstindlich ausdriicken.
.Um diese Mangelhaftigkeit bei der Begriindung der Theorie vermeiden zu
konnen, wollen wir die LAGRANGEsche Funktion des Feldes aus zwei Teilen
derart zusammensdtzen, dass der erste fiir das Feld an sich und der zweite
fiir die Wechselwirkung des Feldes mit den Polarisationsstrémen in Dielek-
triken verantwortlich sei.

Der Wechselwirkungsanteil der LAGRANGEschen Dichte 1asst sich folgender-
weise angeben. Es ist bekannt, dass dieser Wechselwirkungsanteil zwischen
dem Feld und den Stréomen in Vakuum in der Form

L“l,; - —lé-‘ @[1 QIL

angegeben werden kann, wo $" (dessen Komponenten per definitionem kontra-
variante Vektorendichten sind) die Viererstromdichte bedeutet. Um die kontra-
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varianten Komponenten der Polarisationsviererstromdiciite definieren zu kon-
nen, fiihren wir den Polarisationstensor M,, mit den Komponenten

o def . def

\E_{MOU Mcﬂy Mo%'r; M= {M"%; M, Mn}

ein, wo $ bzw. Ot die Komponenten der elektrischen Polansanon bzw. der

Magnetisierung des Dielektrikums bedeuten.
Es ist bekannt, dass der Polarisationstensor gewohnlich durch die.

Gleichungen ‘
. G[m' d=8t [:[qu"— Ad,u'
definiert ‘wird. Mit Hinsicht auf den bekannten ZQsammenhang zwischen den:

.beiden MiNkOwsKischen. Feldtensoren F.L,,,Gm, welcher mit Hilfe der sog.
Materialgleichungen

G 1" =& F,,17,
. 1 ' o
. G,:~r (73 + Gq'}."/"u + G?.;L"/"l’ = 7 {F‘w y, + Fi'}./'j]L+ F)\.!L /“'le'
(wo ¢ die Vierergeschwindigkeit des Dielektrikums, ¢ die Dielektrizitats-
konstante und w die magnetische Permeabilitit bedeuten) in der Form
: 1, o
G =~ AFur (a0 = 1) (F vy — Frti))
angegeben werden kann, wo
Fy gt Fupv”
und -
tptt =1

sind (die L1chtgeschwmd1gke1t wird als Geschwindigkeitseinheit eingefiihrt),
lasst sich der Polarisationstensor mit . Hiife des Feldtensors F,, bzw. mit
Hilfe der Dielektrizitdtskonstante ¢ und der magnetischen Permeabilitit « bzw.
der Vierergeschwindigkeit des Dielektrikums +* in der Form

:~;L

My — (1——%) Foe "= (Frv—Fy) 1,7

ausdriicken.
+ Mit Hilfe des Polarnsatlonstensons lasst sich der gesuchte Wechsel-

w1rkungsante1] in der Form

E. :‘ /101 (M!MV—-)
angeben. '
Wir werden also- unsere. nachfolgenden Uberlegungen auf dze LAGRANGE-
sche Dichte

c1 wi— b v -
¢ FuFY1gl +— Quds (M VgD (1,8)
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oder auf die LAGRANGESche Funktion
1 1

1 . _ IR
L=——Fu, F" 4+ D0 (M V|gl) - (1,9)
T2

J—

4
4

I

gn‘inden.
Es ldsst sich gleich zeigen, dass die beiden LAGRANGEschen Funktionen

(1,6) bzw. (1,9) vom Standpunkt der Feldgleichungen aus dquivalent und-

auch fiir die weiteren .Untersuchungen vollkommen geeignet sind.

§ 2. Die Ableitung der Feldgleichungen

Zunichst wollen wir darauf hinweisen, dass sich die beiden LAGRANGE-
schen Dichten (1,4) und (1,8) nur in einer Divergenz einer Vekiorendichte
unterscheiden : o .
| , I J—
¥ —¥= —2"0#(([)1'/”‘ Vigh
d. h., da sich dieser Unterschied in dem Wirkungsintegral des Feldes

leas @
zum Verschwinden bringen ldsst, das Variationsprinzip (1,3) fihrt im Falle
der beiden LAGRANGEschen Dichten zu den Feldgleichungen (1, 1).
Die Feldgleichungen lassen sich natfirlich auch unmittelbar von der
allgemeinen Formel [5] :

oL L 8l ] ,
c d)y ‘71, [ d q)p jr - vl 0 d)‘u.h'h i - 0’ . . (2' 2)
oder im pseudoeuklidischen Raum- von E
' ol aL oL - :
m— - (7—(1—5:;,_) i~ 02 01, Doy 0 2, 3)

ableiten, wo g
o gp.u{jliiva(b‘“ bzw. <pg(a)‘l-“=‘ da D,
sind. .
§ 3. Die Erhaltungssdtze
Das Wirkungsintegral (2,1) ist eine Integralinvariante, d. h. / bleibt

bei der Durchfiihrung jeder Koordinatentransformation — nattirlich auch bei

der infinitesimalen Koordinatentransformation
’ x+ = x* 4 QF(x) . 3.1
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(wo &(x) die kontravarianten Komponenten eines beliebxgen Vierervektors
bedeuten, welche am Rand des .Integrationsgebietes §2 verschwinden sollen,
~ und @ einen infinitesimalen Parameter bezeichnet) — unverdndert, d. h.

_ 0l=0 32
ist, wo d/ die sogenannte totale Variation ’
' o1 % 1 (x)— i(x)
bedeutet. Durch bekannte Umformungen lisst sich zeigen- [3] - dass unsere
Gleichung (3, 2) auch in der Form .
] Fed'x=0 | - 3, 3)

geschrieben werden kann, wo 0*¢ die sogenannte -lokale Variation von &,

0° % @ (x) — L(x), ' (3,4)
bezeichnet. '

Um 6°¢ berechnen zu konnen, miissen’ wir in Betracht zxehen dass Y
von den kontravarianten Komponenten des metrischen Grundtensors des
Raumes g** und von ihren ersten partiellen Ableitungen g#%q) (€@ ==
= §e.g**), von den Komponenten des Viererpotentials @, und von seinen
ersten und zweiten kovarianten Ableltungen D, bzw. ¢,4,; (Dpy=",D,

bzw: Dy = V7, P,), von den beiden Skalaren &==&(x) bzw. ~1—=———( X)

1
und von ihren ersten ‘partl_ellen.Ableltupgen fa) bzw. (T) (s(myza.,s,
' ) . # J(e) :
1

(—;) -——-64,(%)) und von der Geschwindigkeit des Dielektrikums »* =
(a)
== p(X, gi"’) und von ihren ersten kovarianten Ableltungen Ve (Wt = TV a "),

abhingt, d

: e 1 .
L= B(g“’,g’_‘?(a), Puis Duseer Pujess & &0 |7 o P e
@) .

ist. Durch Ausfiihren der lokalen Variation = und nach einigén partiellen
Integrationen lasst sich unsere Gleichung (3, 3) in der Form

gL oL AL ] 1oy
T a0 ul ()0 wr v - . * p g1
) ; + [ 0 (Du v (a @/1]1- v, a q)[.Lhr}.)J d (D

oL aL _QL___IOO,__‘ZL_]J* = (3,5
OIET

—— — o o
ge 0&cy { - -

;F

u “
oL L

_Wu .
+‘_ g,

Lo s
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schreiben, wo

- 3( N oe) a( ag -, a2 )
v 17 P — Ve P o
’/ ag’ ()g"’ﬂ jg{"-(a) 0g.'.(a)

(oL aL
g Lg/u - EE:‘“T—*_—_‘ (3, 6)

3(* 2( I8" 5gw(a)) )

alL ) 3 1‘( aL oL )
+""(ag"m, o8 e W\agm T ogm,

(@)
re def ox 1 aU“L 62)“ ‘g
o' %n 3 6w__.(agw+ Og““)() g oo

sind. Hier haben wir beriicksichtigt, dass bei der Berechnung von T7,, schon
die Abhéngigkeit der Vlerergeschwmdlgkelt des Dielektrikums

dt

| dx® dx?
[/m gLy
von den Komponenten des metrischen Grundtensors g« in Betracht gezogen

war (wo f einen beliebigen Parameter bedeutet). Aus
0780 = — O(ar g8 —(0:8) gV —(0:8) g+ 0(@") (3, 7)

und

'I;’ =

und
1{ow vt '
W o— ] — - . o0
- . 0}\7/ 2 agw+ agag) (Ol‘g )
_ergibt sich
A g 9E 1 ~— " gt (G E-”)% . | (3,8)
P gx¢ Ny o '

Auf Grund von (3,7), (3,8) bzw. von -
0% — — O(he)E + O(@), 0" (%) S @(al HT)) £+ 0(®)

kann die Gleichung (3,5) nach partiellen Integrationen in der Form

;'—(«Euv((}lg}”)_%—ay AF”—VlgI l*_aa oL J@xé‘

6 E(a)

aL oL - 1- —{aL- oL v
_l/lgl[ (])—an (1) ‘ak(—‘;J-—op[Vlgl (“av’”_v"'—av’;,a)‘""
a|— a|— :
® A M J@)

_VE(_@_;L__ Ve af;‘.lzla ) o 'Ux‘uf’J 5 Bdix=0
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geschrieben werden. Diese Gleichung soll fiir beliebige & und fir beliebige
Wahl des Integrationsgebietes 2 identisch erfiillt werden. So bekommen wir
die wichtigen Identititen

1 ~ gL aL |
—2~?5,L,.(ahggw)+ 3. Tt —Vg] _“5?_‘9" o 31 |
_yigileL . el (i)__n (‘-aL)__v L )
Vel (1) % (1) ) o\ el 5 ) = Ve g )
Nl N ‘ 3,9)
aL 01‘ ‘) oL Ol —
— V__(av,u —_— V aq;!"‘a ] 7 117_7»-] ——O
oder in dem pseudoeuklidischen Raum
0!1 T).l-L _— ['a—[’—‘_‘—(’)aill-‘ 02.8_[ UL ’—6(! 6L al(L)
- g 0 &) (1) (lJ 'y
Ne) el 3, 10)

gL aL - [l aL ) ]~
——00 [(‘ 67‘7 ——Oa a’l)’.’(a) ’ g X ot — O« 67,7‘.‘(,,) / v UH)‘,_ MO"
WO

7ol (108 )0omyer
bezeichnet. Diese Identititen liefern fiir uns die gesuchten Erhaltungssitze.

§ 4. Diskussionen

Durch aus'fuhrlnche, aber elementare Rechnungen erhaiten wir auf Grund
unserer LAGRANGEschen Funktion (1,9) fiir 7, den bekannten ABRAHAMSChen
Energie-Impulstensor des Feldes, welcher sich in der Form

_7‘“1- = 4y _.1— 7‘”1' (4, ])
{4) ()
schreiben ldsst, wo
fz{")#" ger F:u,g Ga'l,, - 4 ; ,w Fno'Feo— . (4v 2’)

den MINKOwSKischen Energie-Impulstensor bedeutet und

A 8",‘ [Fuo F vt Fo Fu,05] 4.3)

ist.
Mit Hilfe dieser Tensoren kann man unsere Erhaltungssatze entweder
in der Form

0o To? b FoF? (008t [Foo P —2FyFY) 4 (—‘—)
(4 2 4 2 4 4

[ .
— 0o .s‘ul l(F;,Fav@-i—FaFa 1;;,7)9)12
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oder in der Form

uonur 1-:,1'="((m)dr 0 ' (45

!

o e (1
i |Fo 7 —2F, ] 0x (7)

schreiben. Durch unmittelbare Rechnung lasst sich beweisen, dass die beiden
Gleichungen, wenn F,, bzw. G,, den Feldgleichungen (1,2) bzw. (1,5)
geniigen, identisch erfiillt sind. Genauerweise bekommen wir, dass

Fag 0 G" == — Fyp 0 M°"

bzw-
@
0,1 7‘)\“-" - F}_g {),L/Wf’“ . (4, 6)
bestehen, wo
© . s
TKO— F}aFo - _4‘ ;'}.pFaﬂF

den. Energne-lmpulstenéor des in Dielektrikum erregtén elektromagnetischen
Feldes an sich bezeichnet.
Die Gleichung (4, 6) lasst sich folgenderwexse interpretieren :

Durch das elektromagnetische Feld an sich, welches in einem - Dzelek—
trikum kein abgeschlossenes System ist, werden Polarisationsstrome induziert.
Deswegen wird die Divergenz des Energie-Impulstensors, welche bekannter-
weise die ponderomotorische Kraftdichte des Feldes liefert, nicht verschwinden,
Sondern gibt die auf die Polarisationsstrome wirkende LORENTZsche Kraftdtchte
an. Das st in vollkommenster Ubereinstimmung mit unseren Uberlegungen,
mit deren Hilfe wir die LAGRANGEsche Dichte des Feldes begriindet haben.

Weiterhin zeigen unsere Gleichungen (4, 4) und (4, 5), dass die richtigen
- Erhaltungssdtze sowohl durch den ABRAHAMSchen als durch den MINKOWSKI-
schen Tensor erfiillt sind. Das bedeutet — im Gegensatz zu den Behaupt-
ungen von mehreren Autoren, die laut der expliziten Form der pondero-
motorischen Krifte auf die exklusive Richtigkeit des ABRAHAMschen Tensors
_hingewiesen haben [1], [4], [7], [8], [9] — dass sich allein auf Grund der
Erhaltungssatze nicht entscheiden ldsst, ob der ABRAHAMsche oder der
Minkowskische Tensor als richtiger Energie-lmpulstensor des Feldes.betrachtet
werden kann.

Es ist ja bekannt, dass der MinkOowsKische Energie-Impulstensor, obwohl
er die ldentitat (4, 5) erfillt, kein symmetrischer Tensor ist, weswegen die
wichtige Identitat von PLANCK , ,

= ~

.
(wo & den lmpuls und & den Poyntingschen Vektor des Feldes bezeichnen)
nicht besteht, was damlt zusammenhang’t, dass das elektromagnetische Feid
in Dielektriken kein abgeschlossenes System ist [12]. Um das Feld zu einem
abgeschlossenen System zu erginzen, haben wir das sog. Radiationsfeld
einzufiihren, dessen Energle—lmpulstensor von F. BECK [2] angegeben wurde.

Merkwiirdigerweise wird das PrLancksche Kriterium durch den ABRAHAM-
schen Energie-Impulstensor befriedigt, doch ldsst sich zeigen, dass dieser
Tensor nicht als richtiger Energie- Empulstensor des abgeschlossenen Systems
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betrachtet werden kann, da er das ebenso wichtige Radiationskriterium von
M. v. LAUE [6] nicht befriedigt. Um das Akzeptierbarkeit des ABRAHAMschen
Tensorsretten zu konnen, haben G. MARXx und G. GYORGY! [7] bzw. G. MARX
und K. NAGY [8] darauf hingewiesen, dass sich dieser Energie-Impulstensor zu
dem Energie-Impulstensor des Radiationsfeldes

’ZQ— l ) . v 0;7
Sur 8 T T (g ) (ro— 1) T @7

erginzen lasst, durch welchen Tensor die beiden Kriterien schon befriedigt sind.
In Zusammenhang mit diesen béiden Untersuchungen wollen wir aber
zuerst darauf hmwelsen dass sich S,,, wegen

(>uo Uy 7 9) (g“r - Dy l/a—) ngrr_ == O,
auch in der Form

* 17—
Sm == T[u + 7‘/11 __‘“"“ (gun_'/u (/o) (g1a-——l I(,-) T

schreiben lasst. )
' Weiterhin ist es bekannt dass 51ch T, auf Grund der Forderung, dass.
- der Impulsmomenttensor

th - X; 7‘,”; x,L T).,

dnvergenzfrex sein soll, ableiten Idsst. Um das zu beweisen, kann man dieselbe
Methode benutzen, mit deren Hilfe G. MARX und seine Mitarbeiter Sur von
dem ABRAHAMschen Tensor abgeleitet haben. Das bedeutet aber schliesslich,

dass auch der Tensor S,, dem MiNnkowskischen Tensor, aber in zwei Schrit-
ten, entspringt.

Diese umstdndliche Methode wire also nur dann gerechtfertigt, wenn es
moglich wére auch weitere entscheidende Beweisgriinde neben dem ABRAHAM-
schen Energie-Impulstensor vorzubringen. Jiingst sind aber von A. RuBINOWICZ
[11] weitere interessante Argumente neben dem MiNkOwskischen Tensor vor- -
gebracht worden. '

~ Schliesslich wollen wir noch darauf hinweisen, dass es noch nicht .
gelungen ist und wegen der Verschiedenheit der beiden Konstruktionen: auch
hoffnungslos zu sein scheint, expliziter Weise beweisen zu konnen, dass
der totale Energie-Impulstensor (4, 7) des Radiationsfeldes mit dem BECKschen
identisch ist, doch ist es nicht zweifethaft, dass die beiden von physikalischem
Standpunkte aus dquivalent sind. Das bedeutet aber, dass sich der Energie-
Impulstensor "des nicht-abgeschlossenen Feldes in seiner einfachsten Form
folgenderweise definieren ldsst:

oL gL
Ty = ; Lgu— ( + )

gt ' ag™)
9L L ) T oL oL
A, 52—+
088w 08" ! ﬁgf’f(a)+0gf’f(a)

lé-T
( 0L 0/‘ 1. 6L ‘a.l‘ e N
_’(01, —Va T Ia)l/.,,—(oh,, —Va ' )1,~ b,,v.u,]

welcher mit dem Energie-Impulstensor von MINKOWSKI iibereinstimmt.

, .

g M=y
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