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D a bei den Komplexen der Übergangsmetalle die Atomeigenfunktionen 4s bzw. 4p der Metall-
ionen, die meistens durch SLATERSchen Funktionen mit ungeraden effektiven Hauptquantenzahlen 
(3,7) dargestellt sind, eine wichtige Rolle spielen, werden für die Überlappungsintegrale der Typen 
(4s, 2s), (4s, 2pa), (4pa, 2s), (4pa, 2po) und (4pn, 2pn) für numerische Rechnungen geeignete 
Formeln angegeben. " 

Bei der quantentheoretischen Behandlung der Moleküle, Molekülionen und 
Kristalle spielen die sogenannten Überlappungsintegrale eine sehr wichtige Rolle, 
deswegen wurden in den letzten Jahren die vorkommenden wichtigsten Überlappungs-
integrale in Tabellen zusammengestellt. Die erste solche Bestrebung wurde durch 
die sogenannte KoTANische Tabelle [1] verwirklicht. Seither stehen durch die Arbeit 
vieler anderer Autoren zahlreiche Überlappungsintegrale zur Verfügung. Z. B. 
M U L L I K E N und seine Mitarbeiter [2] , JAFFE [3] haben viele wichtige Überlappungs-
integrale tabuliert. PREUSS [4] hat in dem ersten Band seines Buches Integrale, die 
in der Quantenchemie eine wichtige Rolle spielen, gesammelt, mit deren Hilfe er 
für mehrere Überläppungsintegrale verwendbare Formeln (S. 43—48) angibt. Dort 
kann man auch eine ausführliche Anführung der Literatur des Problemenkreises 
auffinden. In dem zweiten Band seines Buches gibt PREUSS mehrere Überlappungs-
integrale auch in Tabellen an. Unter all diesen berechneten und tabulierten Über-
lappungsintegralen findet man keine, die auch Wellenfunktionen mit ungeraden 
Hauptquantenzahlen enthalten. In der Theorie der Molekülen und Kristallen, die 
Übergangsmetalle enthalten, spielen jedoch auch die Atomeigenfunktionen 4s bzw. 
4p eine wichtige Rolle, deren effektiven Hauptquantenzahlen nach den SLATERschen 
Formeln ungerade Zahlen sind. Diese Mitteilung gibt Formeln an, die geeignet 
sind Überlappungsintegralen der Typen (4s, 2s), (4s, 2pa), (4pa, 2s), (4pa, 2pa) und 
(4pn, 2pn) zu berechnen. 

1. Einführung 

Bekanntlich sind die Überlappungsintegrale sog. Zweizentrenintegrale, in wel-
chen die Atomeinenfunktionen der voneinander in Entfernung R stehenden Atome 
vorkommen. Als Atomeigenfunktionen werden die folgenden SLATERschen [5] 

1* 
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Funktionen angewandt: 
( (2oQ8-4 

V 471(7 ,4) ! 

, , , , ( 3 (2« )" -* 

, ( 3(2G)«.* 

= ( 4 ^ 4 ) ! 

r2,lp-ar 

8,4 \ '/2 
COS 

7e " sin 9 cos cj), 

<P(2 s) = 
s\'/2 (1) 

4>{2pa) = ( j /-'e-^' cos 9', 

ß'-5 \ % 
/•'e ' ' s in 9' cos 

Die Bedeutung der Variablen sieht man auf Fig. 1. 
Die Berechnung der Überlappungsintegralen wird meistens mit Hilfe der 

elliptischen Koordinaten 

i< = 
r + r' 

R 
r — r 

R 4> = <t>. ' ( 2 ) 

durchgeführt, doch wäre ihre Benützung im 
F a l l e de r SLATERschen F u n k t i o n e n je tz t n icht 
zweckmäßig. Nämlich, in dem Ausdruck 
der Überlappungsintegralen kommen jetzt 
ungerade Potenzen von r, und bei der An-
wendung der elliptischen Koordinaten auch 
ungerade Potenzen von // + v vor, daher 
stoßt die in'tegrierung in elliptischen Koor-
dinaten auf große Schwierigkeiten. 

Da nur die eine Atomeigenfunktion der 
zu berechnenden Überlappungsintegrale eine 
ungerade Hauptquantenzahl enthält, ist es 
zweckmäßig als Integrationsvariablen r, r' 
und (j) zu verwenden. Deshalb sollen die 9 

und 9- enthaltenden Faktoren durch diese Variablen ausgedrückt werden. Man 
sieht unmittelbar ein, daß 

Fig. l 

cos 9 — 
r2 + R2-r'2 

' 2rR 
cos 9' = 

2 r'R 
(3) 

sin 9 = ^ j l -
r2 + R2-r': 

2rR 
sin 9' = ^J1 r'2 + R2-r: 

2 r'R 
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sind. Nachdem die Ausdrücke, die Sinusfunktionen enthalten, nur in der. Form 
sin .9 sin 9' vorkommen, lassen sie sich in der Form 

sin 9 sin-9' = — , ( 2 / - 2 f i 2 + 2 / - V 2 - r 4 - / 4 - / ? 4 + 2/-'2/?2) (4) 
4rr R2 

schreiben, und dadurch kann man jeden vorkommenden trigonometrischen Aus-
druck mit dem razionellen Ausdruck von /• und r' angeben. 

Das Volumenelement, das zu den in Gl. (2) angegebenen Koordinaten gehört, 
ist: 

dv = ^drdr'dcj). . (5) 
R 

Da sich die auf dem ganzen Raum erstreckende Integration einer Funktion F(r, r-, (f>) 
nach /•' ohne Beschränkung durchführen läßt, kann man die Integrationsgrenze 
für rfolgenderweise wählen: Da für ein angegebenes r, die Koordinate r' falls r < R 
in dem Intervall [ R - r , R + r], und falls r > R im [r — R, r+/?] sich verändert^ 
läßt sich das Integral nach r zerlegen: 

co R co 
Fdr — |.Fdr+ j Fdr. (6) 

• 0 Ö R 

Man sieht unmittelbar ein, daß 

R R+r 2k . oo r + R 2k • 

[ f(/- , r',4)dv. = \dr \ dr'\ Fd(j)+\dr ) dr' j Fdcj). (7) 
Ö R—r Ö k r—R Ö 

Mit Hilfe der Formel 

Fdr = | Fdr- [Fdr 
0 0 

läßt »sich (7) zweckmäßiger Weise noch etwas umformen: 

R R+r 2k r + R 2k co* r + R 2k 

j V ( r , r ' (j))dv = \dr{\ dr' [ Fd(j)- | dr' j F d<j>) +\dr [ dr' J F # = 
Ö R-r Ö • r-R Ö Ö r-R 0 

R r-R 2k m r+R 2k ' W 

= j dr j dr' \.Fd(j>+\dr j dr' j F d<\>. 

2. Die Überiappurtgsintegrale 

Der in Gl. (8) angegebene Ausdruck ist schon für die Berechnung der Über-
lappungsintegralen die ungerade Hauptquantenzahlen enthalten,- geeignet. Um die 
Ergebnisse der langwierigen Berechnungen leichter zu überblicken, führen wir die 
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Variablen bzw. Abkürzungen: 

aR = y und ßR = x ; (9) 

(10) 

( 1 1 ) 

(12) 

(13) 

Die Ergebnisse der Rechnungen lassen sich im folgenden zusammenfassen: 

I. (4s, 2s) = 24-2 . 3-°>5(7,4!)-°.5 jA2 . 
. {e~x lx~ °>5(2 + 2x+ x2) (1(3,71y - x) - G(4,7| + x)) -

' - 2x°-5(l + x) ( /(4,71y- x) + (7(5,7\y + x)) + 
+ x1'5(I(5,7\y-x)-G(6,l\y + x))]-

- ex [x° - 5 (2 -2x+ x2) (7(3,7\y + x) - G(4,71y + x)) + 
+ 2x°- 5(1 - x) (/(4,71 y + x) - G(5,717+ x)) + 

• + X1.5(/(5,7|>' + X)-G(6,7 |J; + X ) ) ] } ; 

II. (4j, 2pd) = 24 '2(7,4!)_,/2v4 '2. 
. { e - * [ x ° . 5 ( l + x ) ( G ( 6 , 7 | j + x ) - / ( 5 , 7 | j ; - x ) ) + • . 

+ a-°- 5 (3 + 3x + 2x2) (G(5,71y + x) + I(A,l\y-x)) + 
+ x - 1 ' 5 ( 3 + 3x + 2x2 + x3)(G(4,7|>> + x ) - / ( 3 , 7 | ; y - x ) ) ] + 

+ ex [ x ° . 5 ( l - x ) (I(5,l\y + x)-G(6,l\y + x)) + 
+ x-?-5(3 - 3x + 2a-2) (/(4,71y + x) - G(5,71y + x)) + 
+ x - 5(3 - 3x + 2x2 - x3) (/(3,71y +-x) - G(4,71^ •+ x))]}: 

III. (4pv, 2s) — 3°'524 '2(7,4!)~0,5j>4 '2. 
. [x- 2-5(12 +12x + 5x2 + x3) (G(3,71y + x)-7(2,7 \y- x) + 

+ xG(4,717 -j- x) + x/(3,71 ̂  — x)) + 
+ x-° ' 5 (5 + 5x + 2x2)(G(5,7|^ + x ) - / ( 4 , 7 | j - x ) ) + 

. +x° ' 5 ( l + x) (G(6,7|_y + x) + /(5,7|_y —x))] + 
+ ex [x~ 2 '5(12 — 12x+ 5x2 — x3) (1(2,7\y + x) — G(3,71 j + x) + 

<K«\y+*)= m 
.-V ' 

iy ± X ) N + 1 

ein, wo F(n) die gewöhnliche Gammafunktion (die Fakultät): 
CO 

r(«) = | t"-le~< dt, 
ö 

und (« |y±x) I die unvollständige Fakultät 

• (n\y ±»! = | fe-'dt 
6 

bedeuten. 



ÜHERLAPPUNGS1NTE0RALE 87 

+ xI(3,l\y + x)-xG(4,l\y + x)) + 
+ X-°.5(5-5X + 2X2)(/(4,7|J; + X)-G(5,7|J> + X)) + 
+ x°-5(l-x)(I(5,7\y + x)-G(6,7\y+x))]};-

IV. (4pa, ipo) = 3°.524 .2(7,4!)-°- sy4 '2 . 
. {e - x [x - 3-5(30 + 30x + 15x2 + 5*:3 + x4) (G(3,11 y + x) -1(2,11 y - x) ) + 

+ x-2-5(30 + 30x+15x2-f 5x3 + x4)(G(4,l\y + x)-I{3,7)y-x))+ . 
+ 2x-i-5(6 + 6x + 3x2 + x3)(G(5,7\y + x)-I(4,7\y-x)) + 
+ x""°'5(2 + 2x + x2) (G{6,l\y+ x) —1(5,1 \y — x))\ + 

» +ex [x~3;5(30 —30x+ 15x2 —5x3 + x4) (I(2,7\y + x) — G(3,7\y-\-x)) + 
' + x~ 2'5(30 — 30x + 1 5a2 — 5x3 + x4) ( 7 ( 3 , 7 + x) — 6(4,7 ]j> + x)) + 
+ 2x~1 • 5(6 — 6x + 3x2 — x3) (7(4,7\y + x) — G(5,7 |,y + x)) + 
+ x _ 0 ' 5 (2 —2x + x2) (7(5,7|iy + x) —&(6,7|_v + x))]} ; 

V. (4pn,2pn) = 3°-s2*'2(7,4V'1 ¡2y4>2. 
. {e~x [x - 2 ' s(15 + 15x+6x2 + x3) (x-1G(3,7\y + x)-x~il(2J\y-x) + 

+ G(4,7\y+x) + I(3,7\y-x))+ \ 
+ 2x~ i'5(3 + 3x +x2) (7(4,7|j —x) + G(5,7|j + x)) + 
+ x-°-5(l + x) ( / (5 ,71y-x) + G(5,7)y-+x))] + 

" +-e ï[x- 2 ' 5 . (15-15x + 6 x 2 - x 3 ) ( x ~ V ( 2 , 7 | j + x ) - x - 1 G ( 3 , 7 | j + x) + 
. + / ( 3 , 7 ^ + x)-G(4,7 | j ; + x))+. 

+ 2x~1,5(3 —3x + x2) (7(4,7|j + x) —G(5,7|_y + x)) + 
. .V-°.=(1-X)(/(5,7|J + X)-G(6,7 |J + X))]}. 
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ИНТЕГРАЛИ С ОРБИТАМИ, ИМЕЮЩИМИ Д Р О Б Н О Е ЭФФЕКТИВНОЕ 
ГЛАВНОЕ КВАНТОВОЕ ЧИСЛО 

Ф. Я. Гилде 

При комплексах переходных металлов играют важную роль 4s и 4р-орбиты ме-
таллических -ионов Главные квантовые числа этих орбит, по СЛЕИТЕРу, — 3,7. Были' 
разработаны'' формулы, пригодные к немерическому счислению, для типа интегралов 
(4s, 2s), (4s, Ipa), (4pa , 2s), (4pa, 2 p ó ) и (4pn, 2pn). 


