Példak: — Egyszerlsitsd a kévetkez§ torteket: . . . .. .. — Szinezd be az adott szakasz
(adott téglalap) 3/s részét! — Szamitsd ki az 4bran feltintetett méretek alapjan a téglatest fel-
szinét! (térfogatat!).

Az emlitett tipusok azonban ritkan jelennek meg a maguk teljes tisztasagiban.
Legtobbszér keverten, bonyolultan fordulnak elé egy-egy feladatban. Vagyis a méré-
lapok 4ltdlaban osszefonddott kérdéseket tartalmaznak, logikai szempontbél kiilén-
bo26 jellegi, funkcidju részfeladatokbdl tevidtek ossze.

Pl. az ,Egy ora hatoda hany perc?” feladatbél tulajdonképpen csak a ,hatoda” sz6 elha-
gyasidval kapunk olyan kérdést, amelyre vitathatatlanul raillik az egyszerd ténykérdés elnevezés.

Azt is lathatjuk, mir e néhany példabol is, hogy a megoldandé feladatok a
tanuldk szamara, kilonféle kérdésformdkban jelennek meg (pl. rakérdezés, utasitis,
kiegészitéses kérdés stb.). Ezekkel itt nem foglalkozunk, ehelyet:t utalunk a vonat-
kozé irodalomra [6]. J

Bizonyos fenntartisokkal azt mondhatjuk, hogy a témazaré mérélapok és a ja-
vitékulcsok egyiittese altal feldlelt ismeret-feladat-halmaz izomorf a fels6tagozati ma-
tematika tankényvek kotelez8en elvégzendd fejezeteiben foglalt ismeret-feladat-hal-
mazzal (tehat, ha a tankényvek feladattirahoz hozzaszamitjuk a kiilénb6z6 meg-
jelenési formaju definicidkat, szabilyokat, kiegészit6 megjegyzéseket és utaldsokat is;
utébbiakbol azonban csak a témak szempontjibdl lényegeseket, a tartds emlékezet-
" bentartasra erdemeseket) ‘

(Kovetkezik a befejezd rész)

&

DR. MOSONYI KALMAN
Szeged, Tanarképzé Féiskola

Fogalomalkotas és fogalomb6vités
az altalanos iskolai matematikadrakon

A matematikatanitds korszerlisitésével kapcsolatos torekvések és vilagszerte
foly6 kisérletek mind szélesebb formaban vetik fel a ma még sokfelé uralkodé mi-
veletkbzpontu szemlélet megvaltoztatasinak sziikségességét. Progressziv felfogasa
kutatok részérdl ilyen igény mar régebben is felvet6détt, a mai tdrekvések azonban
ennél egy lépéssel tovabb mennek: szembefordulnak azzal a felfogassal, hogy a
természetes szam fogalma az iskolai matematikatanitds kizarélagos kiindulépontja
kell legyen. A konzervativ allaspont ezzel szemben azon a cimen, hogy a gyakor-
lIati életben els@sorban erre van szitkség, a négy alapmiivelet minél erdsebb kész-
ségi fokon vald elsajattitatdsat tekinti legfontosabb feladatinak, esetleg megelégedve
a gep1es, idomitds hatarat sirold eljarassal lemondva még a belatasrol, megértés-
ol is.

Elég egy kicsit jobban ismerni ‘'a matematikat, annak az életben, a tirsadalom-
ban jatszott szerepét ahhoz, hogy a konzervativ szemlélet karos, fejlédést akada-
Iyozé voltat belassuk. Vizsgaljuk el6szor Ggy kérdést, hogy a természetes szam-
nak az iskolai matematikaoktatisban jelenleg meglevé dominans szerepét nem boly-

48



AN

gatjuk, majd tovabblépve, a mai korszerlisitési torekvések jegyében nézzik meg azt
is: Helyes-e a természetes szamokat az egész matematikatanitds kiindulépontjanak
tekinteni? ' :

A matematika az emberi gondolkodas jellegzetes terméke. ‘A gyakorlati élet
problémai hoztik létre, a tirsadalom igénye fejlesztette, az absztrakcio révén emel-
kedett a mai magas fejlettségi fokra. ,,Egyesiti magiban a logikat és a szemléletet,
az analizist és a szerkesztést, a jelenségek individualizalasit és a megjelenési for-
mak absztrakciojat.” [2] : , :

A matematikatanitds mar kezdettdl fogva absztrakt fogalmakkal dolgozik: mar

_a természetes szam is absztrakcié eredménye. Latunk az életben 5 almat, 5 diét,

5 széket, 5 gyermeket s. i. t., s ezekbdl az 5 elemet tartalmazé halmazokbél absztra-
haljuk magit az 5-6t. Ez az absztrakcié nem is olyan egyszer(, az egyén gondolko-
dasanak elég magas szinten kell lennie ahhoz, hogy a szimnak absztrakt jellege
tudatos legyen. Gyakran tapasztaljuk gyermekeknél, hogy szavakban mar az elvont
természetes szamokkal szamolnak, de gondolatban az absztrakt vazat ,feloltoztetik™,

_szemléltetik 6nmaguknak ujjakon, pélcikakon, golydkon.,, Ez a tarsitis egészen ter-

mészetes, a szamfogalom ekkor még nem elég tiszta, vilagos.

Szemléltetéssel és absztrakcioval megkapjuk a hagyomanyos mddon felépitett
matematikatanitds alapfogalmat, a' természetes szamot. A fogalom a megismerés
terméke s egyben a megismerés eszkoze is: a gyermekek megallapitjdk egyes véges
halmazoknak azt a tulajdonsidgit, hogy mindegyikben ugyanannyi elem wvan, elte-
kintenek a halmazokban levé targyak egyedi tulajdonsigaitél, kiemelik kozds tu-
lajdonsagukat, egyenld szamossagukat, s eljutnak az absztrakt természetes szam fogal-
maig. Ez a fogalom természetesen sohasem lesz teljes, el6sz6r csak annyit tudnak
pl. a'6-r6l, hogy 5+1, azutan, hogy 412, 3+3, ... 10-4,-8 -2, ... majd meg-

: 12
tudjak, hogy 3 - 2, kés6bb azt is, hogy 5 és igy tovabb, de mar régen azt hi-

szik, hogy ismerik a 6-ost, amikor megtanuljsk, hogy V36 = 6, majd azt, hogy
log 1000 000 = 6. A megismerés magasabb fokin a régi fogalmak ponosabbakks val-
nak, 1 tulajdonsagaikkal, Gj osszefiiggéseiket ismerjiik meg. A tanitds bizonyos fo-
kozatain csak az a fontos, hogy alaposan ismerjék a gyermekek a fogalomnak annyi
tulajdonsagat, amennyi a tovabbhaladashoz, Gj ismeretek szerzéséhez elegendd.

A terinészetes szam fogalmat tehat ugy ismerik meg a gyermekek, mint a véges
halmazok egy tulajdonsigit, a szAmossigit. Ugyanakkor a matematikus a termé-
szetes szamokat a Peano axiomakkal definialja, s e ponton ugy latszik, mintha az
iskolai matematika ellentétbe keriilne a matematika tudomanyaval. Ez az ellentét
azonban csak latszélagos. Az iskoldban- a gyermekek életkora miatt nem hasznal-
hatjuk a Peano axiomékat, a matematikdban viszont nem ez az egyetlen méd a
természetes szamok definiciojara. Erre példat mutat Herbert Lugowski potsdami
professzor munkaja [6]. -

Az absztrakt fogalmak, amelyekkel mar az elsé ositélyban dolgozunk, azt a
kotelességet réjak a pedagdgusokra, hogy a fogalmat a matematikadrakon igen gon-
dosan alakitsék ki, elég tiszta és vilagos legyen ahhoz, hogy a gyermekek tovibb-
haladasat biztositottnak tekinthessiik. Jo tradicidja a magyar oktatasiigynek, hogy
ezt a munkat az elsd osztilyban dolgozd pedagégusoknak tilnyomé tébbsége gon-
dosan és alaposan végzi. Amikor azonban a felsé tagozatban a fogalom bévitésére
keriil sor, tjabb problémak vetédnek fel, amelyeket nem tekinthetiink megoldot-
taknak.
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Az 6todik osztalyban vezetiik be a tortszam fogalmat, I;légpedig a jelenlegi
Tanterv szerint id6ében ugyan kissé elkilénitve, gyakorlatilag azonban parhuzamo-
san a kozdnséges és a tizedestért alakot. (Természetesen itt még csak véges tizedes-
tortekrdl van sz6.) - .

Az els6 probléma az, hogy uj fogalom: bevezetésérdl beszélink, pedig matema-
tikai szempontb6l nézve fogalombdévitést hajtunk végre. A szorzas korlatlanul és
egyértelmiien elvégezhet6 a természetes szamok halmaziban, de nem invertilhato,
azaz az osztds csak bizonyos esetekben végezheté el. (Az oszthatésig problémaja.)
Az invertalhatosig érdekében definidljuk a tdrtszdmokat, ez a definicié azonban a
permanencia elvnek megfelel6en ugy térténik, hogy az 4j fogalom tartalmazza a régit,
mint specialis esetet. Ilyenformin nem ) fogalmat alkotunk, hanem a régit bé-
vitjilk, a természetes szamok helyett a pozitiv racionalis szimokat ismerjik. A gyer-
mekek viszont hajlamosak arra, hogy frissen szerzett j ismereteiket élesen elvalasz-
szak régi ismereteikt6l, amelyekben mAar jartassigok és készségek birtokaban van-
nak. A halmazok éles szeparilisa azt eredményezi, hogy a gyermekek meglep&dnek
pl. azon, hogy két tizedestért szorzata esetleg egész szam is lehet. Eppen ezért
komoly hibit vét az a tanar, aki gyakorlatiassig lriigyén elpagyolja a fogalom ki-
alakitisat, a régi fogalmak atértékelését, esetleg még a nagysigi relaciokra sem tér ki,
hanem igyekszik minél elébb megkezdeni a miiveleteket. A halmazok éles elkiil-
nitése még abban is megnyilvanul, hogy a gyermekek a tortszdm két alakjat, a ké-
zonséges és a tizedestOrtet is elvalasztjdk egymastdl, még azoktdl a feladatoktdl is
idegenkednek, amelyekben a tortszimok mindkét alakban eléfordulnak.

Tartalméban ugyanezzel a problemaval allunk szemben a nyolcad1k osztalyban
is a negativ szamok bevezetésénél. A negativ szdmot is mint 0j fogalmat vezetjik
be, pedig itt is a -régi fogalom bévitésérdl van sz6. A kivonds (az Osszeadas inverz
miivelete) korlatlan és egyértelml elvégezhetdsége érdekében definialjuk a negativ
szamokat. Természetesen ennél a definicional is tartalmazza az 4 fogalom a régit,
mint specialis esetet. Az 6t6dik és a nyolcadik osztalyban végrehajtott két fogalom-.
bévitéssel jutunk el a természetes szamok halmazat6l a racionalis szamtestig. A nyol-
cadik osztilyban végrehajtott masodik fogalombdvitésnél is szamitanunk kell a hal-
mazok szepardldsanak bekovetkezésére, ami pl. abban nyilvanul meg, hogy a gyer-
mekek nem értik, hogyan lehet két negativ szam szorzata pozitiv szam. A régi és
az 0j fogalom magasabb egységbe valé Gsszeolvasztasa tehat itt is sziikséges, itt sem
kezdhetiink hozzd azonnal a miiveletekhez, nem keriilhetjiik el a fogalmak &ssze-
kapcsolasival jiré aprolékos munkat.

Ugyancsak gondot okoz a fogalom ‘és ‘annak jele kozotti ©sszhang kérdése.
A természetes szamok jeldlésére hasznalt tiz jel segitségével a t6bbjegyl szdmok
leirasa, értelmezése gondos munkat kivin, de j61 szemléltethetd, s Altaldban miatta

nem keriil sor tomeges hibAzasra. A toOrtszim —

b

alakithatja ki a gyermekekben, hogy a tértszim nem egy szam, hanem kettd, hiszen
két szammal jeloltik. Ezt a hamis képet aldtdmasztja az az eléggé elterjedt téves
és megtévesztd allitds, hogy a tort kijelolt osztids. Ezzel a megtévesztéssel a gyer-
a C a+4c

5 Td” b+,

alaka jelolése azonban azt a képet

mekek a legjobb indittatast kapjak affelé, hogy azt gondoljdk, hogy
vagy hogy i-c=i1£:—.

, b be
* Komoly nehézséget kell a tanirnak legydznie akkor, amikor a gyermekek isme-
reteit aritmetikai szintr6l algebrai szintre akatja emelni. Ha ez az atvezetés forma-
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lisan, a gyermekek életkordnak nem megfelel6 modon térténik, akkor a gyermekek
az algebrai szimbolika vilagaban idegeniil fognak mozogni. Ez természetes, hiszen
éppen. a nagysagi relaciok kapcsolddnak ki, amelyek az aritmetika elsé 1épéseinél
a vezet® szerepet jatszottdk, s azéta is éveken At erds hangsulyt kaptak tanitisban
és gyakorlatban egyarant. Az algebrai jeldléssel kapcsolatos nehézségek az algebra
alapfogalmainak tisztazatlan voltabél -erednek. Az algebratanitis kezdeti szakasza-
nak sok hibaja, valamint az emberek jelentSs részének az algebritél valé idegenke- -
dése az algebrai alapfogalmak megalapozatlansigiban leli magyarizatit. A mate-
matikatanitassal foglalkoz6 magyar nyelvii szakirodalombél kiemelkedik Faragd
Laszl6 e témaval foglalkozé tanari segédkdnyve [5] és cikke [4]. Elébbi I. sz. fiig-
gelékében részletesen kidolgozott modszert is ajanl a gyakorlé pedagégusok figyel-
mébe. Az algebrai alapfogalmak gondos kialakitisa segitségével felszamolhatjuk azt
a sulyos szakadékot, amely ma még sok ember tudatiban az aritmetikai és algebrai
ismeretek k6zott megvan.

A fogalom és jele kozotti Osszhang kérdésének egy specidlis esete az is, amikor
az elnevezés okoz gondot a tanitdsban. Ez kiiléndsen akkor nagy gond, amikor az
elnevezés nem- szemléletes vagy ha matematikai tartalma nem azonos azzal, amit
a sz6 a mindennapi életben jelent. Az elsére példa a ,hanyados” sz6, amelyet az
osztds eredményének jeldlésén kivil semmire sem haszndlunk. Tapasztalhatjuk, meny-
nyire nem tiszta ez a fogalom a gyermekek tudatiban, ha a széveges feladatnal
belefogalmazzuk a szovegbe a hanyados szdt, s a hibis megolddsok szdma nagy-
mértékben megemelkedik [7]. A maésikra példa a ,hasonlésag” sz6, amelynek mas
értelme van a geometridban, mint a mindennapos szohasznalatban s ez a mértan-
orakon sorozatos hibak forrasa [7].

Szélni kell még a fogalomrendszerekrél, a fogalmak egymassal val6é kapcso-
latairél. Ez lényegében a fogalomalkotis és fogalombévités problémaja, amirdl mar
az eléz6kben sz6 esett: a gyermekek gyakran nem értik bele az 4j fogalomba a ré-
git, mint specidlis esetet. Ha a tanitds sordn nem. hangsilyozzuk elég hatirozottan
a fogalmak osszefiiggéseit, akkor. az altalidnos iskolanal magasabb fokon is talalko-
zunk azzal a jelenséggel, hogy a tanulék a valés szim fogalmiba nem értik bele
a racionalis szdmokat, a komplex szdm fogalmabél kirekesztik a valés szamokat
s. i. t. Ugyanez a téves felfogds a matematikatanitdis m4s teriiletein is tapasztalhato,
pl. altalanos iskolai fokon a sikgeometriai idomok egymassal valé kapcsolatinak
félreértésénél. '

Befejezésiil térjiink ki roéviden arra a problémara: Helyes-e a hagyomanyos ma-
tematikatanitasnak az az elgondoldsa, hogy a természetes szdm fogalmara épiti fel
az iskolai matematika tantargyat, s ha valaszunk nemleges, hogyan fog moédosulni
tanitasunk a kozeljév6ben.

Az iskolai matematika szétvalik aritmetikara, algebrira, geometridra, anali-
zisre. Ezeken beliil tovabbi- elagazasok vannak, gondoljunk pl. a geometria kiilon-
b6z8 részeire. A differencidlédas mellett azonban jelentkeznek az atmenetek, a kap-
csolatok is, pl. a teriiletszamitds geometria-e, aritmetika-e vagy a képlet ‘felirasaval
az algebraba vezet at benniinket? A Tantervekben jéval késébb szerepld analizis
elemei is koran megjelennek, pl. a szakaszos tizedestdrteknél, a kér teriileténél, a
gyokvonasnal és még sok mas helyen. Jellemz6 Kolmogorov megjegyzése: ,,A ko-
zépiskoldban tanitott ,algebra’ megkozelité gyokvondsaival, logaritmusaival stb. szinte
inkabb az analizis (vagy az analizisbe valé bevezetés) els6 fejezete, mintsem saja-
tosan tiszta algebra.” [3] A szétvalasok és Osszekapcsolédasok akarva akaratlan fel-
vetik a szintézis sziikséges voltat. '
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A probléma nem sajitosan iskolai jellegi, a matematika tudoméinyaban is fel-
vetédik az egységesités, a szintézis keresésének az igénye. Elegendd,- ha e kérdésnél
a Bourbaki-csoport* ilyen irdnyu torekvéseire gondolunk. Bourbaki torekvése a szét-
Agazé matematika kilonbozé teriileteinek Osszefogasara, a kézos nyelv megtalala-
sara, a matematika jobb Attekintésére az iskolai matematikaoktatas teriiletén is gon-
_dolatébreszté: a tananyag ne a részteriiletek laza dsszefiiggése legyen, hanem egysé-
gesen épiljon fel.

Bourbaki a matematika szintézisének lehetségét a halmazelméletben talalta
meg, igy érthetd, ha a matematikatanitas korszeriisitését célz6 elgondolasok is el-
vetik a természetes szdm primatusat, s a halmazelméletre kivinjak épiteni az 1j
iskolai matematikat. Nem tagadjak a szam alapvetd jelentdségét, de allitjak; hogy
a hagyomanyos felfogas pontatlanul itéli meg a szdm szerepét az iskolai matema-
tika tantirgyban, a matematikai gondolkodas kialakitisanak folyamatiban. A hal-
maz, a halmaz cleme, részhalmaz, relacidk, rendezés fogalma kialakithaté a szam
fogalma nélkil is. A szam a halmazoknak egy nagyon fontos tulajdonsigat, a sza-
mossagat fejezi ki, de nem ez az egyetlen tulajdonsiga a halmazoknak. Azok a ne-
hézségek, amelyek a szdm meghatirozasival kapcsolatban fennallnak, nem jogosi-
tanak fel benniinket arra, hogy a matematikai fogalmak rendszerében els6dlegesnek
tekintsiik a szamot. —

-

Nem célja ennck a munkénak, hogy a matematikatanits korszer(sitése érdekében
polemizaljon a reform ellenzéivel. Amikor azonban az iskolai matematikadrak foga-
lomalkotasairdl, fogalombévitéseir8l irunk, gondolnunk kell arra is, hogy a jové
iskoldiban mas lesz a matematikai fogalmak rendszere, mint a maiban, tobb foga-
lom szerepel, ezek idérendben sem lesznek olyan kozel vagy tivol egymistol.”E téren
utaljunk csak arra, hogy a jelenleg foly6 kisérletekben a szamfogalom bévitése 1é-
nyegesen koradbban megtdrténik, s az érési idé. jelentésen meghosszabbodik. A val-
. tozasokra vald’ felkésziilés jegyében is tudnunk kell, hogy a fogalmakat mindig a
gyermekek életkordnak megfeleléen kell kialakitanunk, kapcsolataikat, Osszefiiggé-
seiket felfedeztetniink. A hagyomanyos matematikatanitis mellett is karos a mive-
letk6zponti szemlélet, moédszertani hiba a fogalmak felszines kialakitisa, a kor-
szer(isitett matematikatanitds még erésebben aldhGzza a fogalmak és Osszefiiggéseik
gondos megalapozasanak sziikségességét. ’ .
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