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Hanyféleképpen lehet...
— ONKEPZES MATEMATIKABOL —

A kombinatorika olyan témakoér, amelyben 1atszélag nincs tanulnivalé. A 6—10
évesek esetében az ismeretek megtanitdsanal sokkal fontosabbnak tartjuk a kombi-
natorikus szemlélet fejlesziését. A tapasztalat, sajnos, azt mutatja, hogy ez a témakér
matematikatanitasunk eléggé elhanyagolt teriilete. Mi lehet a lemaradas oka? A vi-
laszt csak taldlgatni lehet. Néhdny gondolat ezek koziil:

— a taneszkoz6k nem tartalmaznak elegends feladatot,

— a kozolt feladatok nem veszik figyelembe a fokozatossag elvét,

— a feladatok megoldasa (minél t6bb lehetGség elfallitasa) idSigényes,

— ez az egyetlen résztéma, amelyb6l nincs minimum kévetelmény,

— a kozponti tanmenetjavaslat részcimei koz6tt tobbnyire az utolsé helyen
4ll a kombinatorikai feladat, igy adott esetben ez az ,.elmaradé” rész,

— végiil, de nem utolsé sorban a szaktirgyi tévedések is szerepet jitszhatnak
abban, hogy ez a résztéma ,,mostoha”.

A korrekcié nem valdsulhat meg egyik naprél a mdsikra. Sziikség van a tovabb-
képzésekre, de az Onképzésre is. Ez utdbbihoz szeretnénk segitséget adni ezzel a
cikkel.

Az alsé tagozat kovetelményanyaga jol épiil egymdsra. Minimumkdvetelmény
kombinatorikdb6l még 5. osztalyban sincs.

1. osztaly
Legyen jiratos egyszerii feltételeknek megfelel§ lehetSségek elGallitdsiban, meg-
kiilonboztetésében targyi tevékenységgel.

2. osztaly
Legyen jaratos adott feltételeknek megfelelo minél tobb lehetlség elGallitdsa-
ban, ilyenek megkiilonboztetésében tirgyi tevékenységgel, rajzban.

3. osztaly

Oldjon meg egyszerli kombinatorikus feladatokat tevékenységgel, rajzzal. Le-
gyen képes egyszerii esetekben a megtaldlt lehetGségeket rendszerbe éllitani vagy
“legalabb a kialakuld rendben 1jabb lehet§ségek helyét megtaldlni.

4, oszta!

Talalja mcg kombinatorikus feladatokban az Osszes lehetGséget egyszerdl ese-
tekben tabldzatos vagy fa-diagramos elrendezéssel. Allapitsa meg az Osszes lehet8ség
szamat elGallitds utdn vagy elképzelés alapjan.
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5. osztaly

Kombinatorikus problémdkban tudjak az adatokat rendszeresen véltoztatni,
a tervszerii valtoztatdssal (4-5 elemig) a lehetGségeket megtalalni, a lehetSségek szamat
sorozatba, tdblazatba rendezni.

A kombinatorika fiatal tudomanyig.

A ma tanitéinak egy része csak tovabbképzés keretében talilkozott kombina-
torikdval. Igy — valdjdban 6nhibdjin kiviil fordulhat el8, hogy — a nem elég ala-
posan megértett ismeretek megtanjtasa megoldhatatlan feladat elé allitja a kartarsat.

Azt tudjuk, hogy a kombinatorika a kapcsoldsok tana.

A kombinatorika a matematikdnak az az dga, amely a targyaknak, elemeknek
bizonyos szabdly szerinti csoportositdsdval foglalkozik.

Legegyszeriibb és legfontosabb alapfogalmai: permutdcio
varidcio
kombindcio
Az alsé tagozatos kombinatorika tanitdsa soran sem az elGbb emlitett fogalma-
kat, sem a késSbb bemutatdsra keriil§ képleteket nem tanitjuk. Célunk az, hogy a
,hdnyféleképpen lehet ...” kezdetli kérdésekre keresett valaszok kdzben olyan
,rendez8 elveket” taldljunk, amelyek alkalmasak lesznek az Osszes lehetséges eset
megéllapitdsira. Ismereteink felelevenitésére nézziik az elGbb emlitett alapfogal-
makat!

Permutdcio:
Az az eljdrds, amelynek sordn elemekbdl uigy alkotunk azonos szdmii csoportokat,
hogy benniik valamennyi elem eléfordul, de mindegyikben mds és mds sorrendben.

Pl.: Rendezziik el az 1, 2, 3 szdmjegyet minden Iehetséges sorrendben! (6 Iche-
tGség)

123 213 312 (az elemek nem ismétlGdnek)
132 231 321

Varidcio:

., Az az eljirds, amelynek sordn elemekbdi azonos elemszdnmi csoportokat alkot-
hatunk gy, hogy az adott elemekbdl bizonyos szdmiut kivdlasztva, ezeket minden
lehetséges mddon és sorrendben egymds mellé helyezziik.

Pl.: Szamjegyeink: 1, 2, 3.
Képezziink ezekbdl kétjegyii szaimokat tigy, hogy ne ismétlédjenek a szamjegyek!

12 21 31 (6 lehetSség)
13 23 32

Kombindcio:

Az az eljards, amelynek sordn adott elemekbdl csoportokat alkotunk ugy, hogy
kéziilitk bizonyos szdmilt kivdlasztva, ezeket bdrmilyen sorrendben egymds mellé he-
Iyezziik.

Pl.: Dobjunk egyszerre két kockdval, amelyek kozott nem tesziink kiilonb-
séget! (Sorrend nem szdmit.) Hanyféle olyan dobasi eredményt kaphatunk, amelynél
ugyanaz a szdm csak egyszer szerepel? (A kockan 6-féle szim szerepel, ezek a kii-
16nb6z6 elemek.)
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1;2 1;3 1;4 1;5 1;6
2;3 2;4 2,5 2;6
3;4 3;5 3;6
4;5 4:;6
5;

(15 lehetBség)

Gondoljuk most végig egyiitt egy feladatot a sajdt tuddsunk gyarapitdsa érdekében.
Tehit korantsem azzal a céllal adjuk kézre a feladatot, hogy igy egy az egyben fel-
hasznalhaté a tanitéi munkdban, hanem szakmai ismereteink bdvitésére, 6nkép-
zésre szanjuk.

,»Pisti uzsonndra hivta meg baratait. Azért, hogy ne akkor kelljen az asztal
megteritésével bibelSdnie, amikor a vendégei mar megjottek, mindent eldre elkészi-
tett, A meghivottak koziil 8-an mondtak, hacsak nem j6n valami kozbe, biztos
megjelennek az uzsonnan. Ezért Pisti a szoba kézepére allitott asztalon nyolc sze-
mélynek teritett meg. Miutdn megteritett, elgondolkodott azon, hogy kit hova iiltes-
sen. De eszébe jutott, hogy az & 4ltala kivalasztott sorrend nem biztos, hogy a ven-
dégeknek is tetszeni fog. Ezért igy hatdrozott, hogy a baritaira és a véletlenre bizza,
hogy ki, ki mellé keriiljon. Miutan megjénnek a kis vendégek, hinyféleképpen iithet-
nek le az asztalhoz, hogy elfogyasszdk a vacsorat?”

A szamolgatas elkezdése elGtt jo alaposan it kell gondolnunk a problémat és
megvizsgilni, hogy milyen helyzetek allhatnak elS. Az els§ felmeriil6 probléma,
amely 1ényegesen megvaltoztatja a feladat végeredményét, hogy ugyanannyi tdnyér
van-e, mint vendég, hiszen a teritékek szama csak hozzavetOlegesen lett meghati-
rozva. ElGszor a legegyszeriibb esetet vizsgdljuk, amikor is Pisti jol tippelt, és igy a
vendégek és a tanyérok szama megegyezik. Miutdn az els§ felmeriild probléma
esetén eldontottiik, hogy a feladat megoldasanak melyik 4gan induljunk el, mindjart
adddik a kovetkezd kérdés, és egyben elagazdsi pont is. Tudniillik, hogy Istvin
milyen asztalra készitette el a teritéket. Azaz az asztalnak csak az egyik oldaldn
vannak-e tanyérok, vagy esetleg korbe lehet iilni. '
.. Nézziik meg, mi van akkor, ha az asztalnak csak az egyik oldaldhoz lehet leiilni.
Igy az els§ tanyérhoz a nyolc vendég kozil iilhet le valaki (ez értelemszeriien
8-féleképpen lehetséges). Mivel az els6 tdnyérndl mar iilnek, a mdsodikhoz a maradék
7 koziil iilhet le valaki, igy az elsG és a masodik tinyért Gsszesen 8 - 7= 56-féleképpen
lehet elfoglalni.

A harmadik tanyérhoz valé leiilés’ mar csak hatféleképpen lehetséges. Eddig
volt 7-8 killonbozs esetiink, amelyek koziil barmelyik hatféleképpen folytatédhat.
Tehat az els6 hdrom tinyérhoz 8.7.6=336-féleképpen lehet leiilni. Hasonlbéan
adédik, hogy az 5. tdnyérhoz 5-en, a 4.-hez 4-en, a 3.-hoz 3-an, a 2.-hoz 2-en és végiil
az utolsdbhoz mdr csak egy valaki iithet oda. Ennek megfelel§en Osszegezve a 8
tanyérhoz 8.7.6-5.4.3.2.1=40 320-féleképpen lehet leiilni.

Ha egytdl nyolcig kell Gsszeszorozni a szdmokat, azt révidithetjik a kovet-
kez8képpen: 1.2-3.4.5.6.7-8=8! azaz 8 faktoridlis.

Altaldnositva a dolgot: ha n db tanyérunk és n f6 vendégiink van, akkor az
Osszes kiilonboz6 iilési sorrand szdma n! Az n! nem mds, mint n elem ismétlés nélkiili
permuticitja, amit a kovetkez8képpen szoktunk jeldlni: Pn=n!

Térjiink at annak az esetnek a vizsgilatara, amikor a vendégeknek kor alaku
asztalhoz kell leiilniiik. Induljunk ki az elGbb tdrgyalt esetb8l! Képzeljiik el azt,
hogy miutan elfoglaltik helyiiket az egyenes asztal egyik oldaldn, az asztalt korré
hajlitjuk. Ha most mindenki példiul a jobb oldali szomszédja helyére iil, akkor
egymashoz viszonyitva a helyzet valtozatlan, vagyis nem kaptunk 1ij iilésrendet.
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Nem viltozatlan viszont a helyzet, ha most ugyanott, ahol 6sszegorbitettiik, szét-

nyitjuk az asztalt. Ekkor az egyenes asztalnal az el§z6hoz képest 1j iilésrendet kap-
tunk.

E )
¥ A E &
T
HA_B @H 4 ABCDETFGH

Ugyanez fog torténni, ha még egyszer, majd még egyszer, Osszesen 7-szer min-
denki eggyel arrébb megy. Ha hétszer valtoztatunk helyet, ez azt jelenti, hogy min-
denki 8 kiilonb6z8 helyen iilt anélkiil, hogy az egymashoz viszonyitott sorrendjiik
alapjdn az iilésrend valtozott volna a kerekasztal koriil. Viszont az egyes asztalnal
ez nyolc kiilonboz8 esetet ad. Azaz az egyenes asztalndl kapott sorrendek

A B C DE F G H
H A B C D E F G
G H A B C D E F
F G H A B C D E
E F G H A B C D
D E F GH AB C
C DEF GHAB
B C DEF G H A

koziil csak minden nyolcadik johet szamitdsba a kerek asztal esetében, mint kiilon-
boz8 elhelyezkedés. Ez azt jelenti, hogy a nyolc faktoridlist osztanunk kell nyolccal.

8t 1.2.3.4.5-6-7-8
8 - 8

Vagyis kerek asztal esetében az Gsszes kiillonboz6 eset 7! n elem esetében (n—1)!

Természetesen a feladatnak ezt a részét az els§ esetnél kapott 8! ismerete nélkiil
is ki tudjuk szdmitani. Azonban ekkor is észre kell venniink, hogy az egymashoz
viszonyitott iilésrendek nem viltoznak, ha mindenki eggyel odébb megy, és igy
nem is tekinthetjilkk 6ket kiillonboz8 eseteknek sem. Egy személy helyzetét tehit a
kor alaku asztalnél tetszGleges helyen ugyan, de régziteniink kell. A tébbi 7 vendég
pedig a fennmarad6 7 helyre iilhet le kiilonbsz8képpen. Ezt pedig 7!-féleképpen
tehetik meg.

A mésodik lehet8ség az legyen, amikor 8 tinyér van ugyan, de csak 5 vendég.
Ilyenkor akarhogy is iilnek le a vendégek, 3 hely mindig iiresen marad. Az iiresen
maradé székekre iiltessiink le 3, egymastol teljesen megkiilonboztethetetlen babut.
Amikor az iilésrendeket megallapitjuk, a 3 babut is tekintsiitk vendégnek, és értelem-
szerfien azok a tanyérok ne taldljanak gazdéra, ahova a babuk iiltek. Igy, hasonléan
az els6 esethez, 8 vendég Osszes kiilonboz8 iilésrendjét kell kiszdmitanunk, ami,
mint ahogy mar littuk, 8!. Az emberek elhelyezkedésének milyenségét nem valtoz-
tatja meg az, amikor a hdrom babut egymds kozott cserélgetjilk. A harom babut
3!1-féleképpen iiltethetjiik le. Azaz csak minden hatodik iilésrend lesz igy kiilonbozd.
Vagyis az &sszes lehetséges kiilonb6z6 eset

8! 8! 1.2.3.4.5.6.7

372(8—5)!: 53 =4.5.6-7-8=6720.

=1.2.3.4.5.6-7T=17!
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Altalanosan, ha n db tédnyérunk és k (k<n) vendégiink van, azaz n—k iires helyiink,

akkor az Osszes eset (n_—’z'kT Ezt az n elem ismétiéses permuticidjdnak hivjuk,
és kovetkez8képpen jeloljik:
nt
(n—k)!
Ezek utan, azt hiszem, minden magyarazat nélkiil vdlaszolhatunk arra az esetre,

amikor ugyanez kerck asztalnil jatszédik le. Ilyenkor az Gsszes eset 8 tanyér es
5 vendég esetében

Pnk

6-7

7t 1.2.3.4.5.
3= 73 =4.5.6-7=840.
Altalénos esetben pedig amikor kerek asztal esetében a tdnyérok szdma n, a
s e . .. (=1
vendégeké pedig k, az OGsszes eset: TRk

A harmadik esetben pedig legyen a vendég tobb, mint a tanyér. Példdul az
asztalra kirakott 8 tdnyérra 11 vendég jusson. Mivel ebben az esetben nem iilhet le
egyszerre mindenki az asztalhoz, el8szor a 11 vendég koziil azt a 8 szerencséset kell
kivalasztanunk, akinek jut tinyér. Nézziik meg, hogy ez miképpen torténhet meg.

Legel8szor 11 f6 koziil vélogathatunk, ami 11 kilonboz8 esetet jelent. Masod-
szor mar csak 10 koziil, amit 10 kiilonbdz8képpen tehetiink meg. Igy az els§ két
emberiinket Osszesen 11-10=110 kiilonbbz8képpen valaszthatjuk ki. Ennek meg-
feleléen 8 {8 kivdlasztasindl ez 11-10.9-.8-7.6-.5.4=6 652800 kiilonb5z8 esetet
jelent. Eszre kell venniink, hogy a valogatis sordn kiilonb6zének kapott eseteink
1ényegében teljesen megegyeznek. Hiszen mindegy, hogy pl. a 8. vendéget hanyadik-
nak valasztottuk ki. Igy eddig kiilon eseteknek szamoltuk ugyanazon vendégek
kivilasztdsat is, ha kozottiik csak a sorrend kiilonbozott. 8 ugyanazon 8 esetében
pedig ez 8! kiilonbdz8 sorrendet jelent. Azaz nekiink csak az esetek 8!-ad részére

) -10-9-8.7.6-5-4 11-10-9 e 1
van szitkségiink. Tehat 1 01 92 T ; =43 =165 kiilonb6z8képpen
tudjuk a 8. asztalhoz tiltetend8 vendéget kivalasztani.

Altaldnos esetben ez, amikor a vendégek szdma n, a tanyéroké k,

n(n-1),..,(n—-k+1)
1-2-...-k

kiilénbdz8 esetet jelent.
Amikor n kiilonb6z8 elembdl k elemet akarunk kivilasztani ugy, hogy a sor-
rend nem szdmit, n elem k-ad osztilyd (k-adrendii) ismétlés nélkiili kombinécidja-

nak nevezziik. Jelolése: C;. Szimboluma: C;= n alatt a k). Kiszamitasa:
K k. Jelglése: C*. Szimbél ct={"| (n al k). Kiszamits

k
n_ (7 n!
Ci —[ k) Y AL ami a kovetkezBképpen egyszeru51theto
n! _ V2. n=K)n—=k+1)-....(n—=1).-n _ n(n—-1)...(n—k+1)
n(n—k)k! = 1.2-....(n—k)-1-2-... -k - 1-2-...-k )

Azonban nekiink, mivel le akarjuk iiltetni 8ket, a mar kordbban litott médon sor-
rendbe kell rendezniink a kivilasztottakat. Ez minden kivdlasztott 8-as csoportndl
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oo
-8)! T (1=8)

8!-féleképpen lehetséges. igy az sszes eset: (]81 ] -81= (“,

1.2.....11 .
= ~T-73_—6 652 800 esetet jelent.
Altaldnosan: (n]-k— ! kl= ! =(n—k+1)...(n-1) Ami-
V7 R I T B s o am

kor a kiilonbsz8 elembdl akarunk kivalasztani k elemet gy, hogy sorrendjiik
szémitson, » elem k-ad osztélyu (k-adrendfi) ismétlés nélkiili variacidjanak nevezziik.

5lése: VE. Ki it4 k—Ck. l="]. ="
Jelolése: V5. Kiszdmitdsa Vi=Cy- k! (k k! TRk

Megismételjiik a bevezetSben elmondottakat. A feladatokban képlettel felirt
megolddsmenetet kizdrolag a tanité 6nképzéséhez és nem tanitéi munkdjihoz adtuk
kozre.
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