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A kovetkezetes gondolkodas és a pontosan végzett munka
Osszehangolasara vald nevelés a matematika eszkozeivel

Azt a kérdést, hogy midta gondolkodik az ember, lehetetlen megvalaszolni, hiszen az
ember meghatarozo attributuma a gondolkodas. Hasonloképpen nehéz azt megmondani, hogy
midta végez az ember munkét, mert az embert a munkavégzés alakitotta ki. Feltiind viszont a
kettd dsszehangolasanak hidnya, a pontos, de értelmetlen munka és a kristalytiszta, de meg
nem valosuld 6tlet. A nevelés célja e kettd dsszehangoldsa, €s ez nem is olyan egyszerii. Ezt az
Osszehangolast mutatjuk be néhany példan. Természetesen felvethetd, hogy miért éppen a
kézgondolkodasban bonyolult tudomanynak tekintett matematika teriiletét vélem alkalmasnak
ilyen példakra? Nos azért, mert a matematika egzaktsaga lehetdvé teszi a preciz gondolkodast,
és kevésbé a ,tekintély elv” alapjan ad valaszt egy faradsagos munka elvégzésének sziikséges-
ségére. Megmagyarazhato, hogy mit, miért tesziink

1. A végtelen szakaszos tizedes tortek
Gondolati elokészités nélkiil az 1 : 17 osztas
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egy értelmetlen sziszifuszi munka, egy firadsagos algoritmus vég nélkiili ismétlése. Masrészt,
ha értelmet adunk is a végtelen sok dsszeadandobdl 4116 (végtelen szakaszos tizedes tért)
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osszegnek, ugyan ki hiszi el, hogy ezt 17- tel szorozva az 1 jon ki?

Az 1 : 17 osztas (,,maradékhoz hozzivesziink egy 0-4t”, a ,hanyadosban a tizedesvesszo
mogott egyet 1épiink jobbra”) mechanizmusdt még meg tudjuk vildgitani a szorzds €s az Ossze-
adas segitségével.

1 100 1 15 1 15 1 150 1
72— = —— =542 | —— = 0,05+ -2 — = 0,05+ — . —— =
17 17 100 17) 100 17 100 17 1000
=0’05+ 8+ﬁ .L: , +£._1_= A +Eg.;=
17,/ 1000 17 1000 17 10000
=0,058+(8+i)~;=0,0588+i~—l——=0, 0_1 .
17 ) 10000 17 10000 17 100000
=0,0588 + 2+—6— . =0,05882+...,
17 ) 100000

ami utdn ,beletérddiink” hogy ezt vég nélkiil folytassuk. Itt jon az a nevelési feladat, hogy
ebbe nem szabad egyszeriien belenyugodni! Kiilondsen a mai korban, a szamitdgépek kordban,
nem. Kiilonben a felndvekvd generacidk szamitogép — vezérelte bio — robotta fognak valni.
Természetesen nem a megfigyelés és tapasztalatszerzés eredményeib6l vald kovetkeztetést kell
iildozni. (Gondoljunk példdul arra, hogy az idészadmitasunk is a természet megfigyelésébdl
alakult ki. Sokkal elébb keletkezett az év, honap stb. fogalma annal, hogy felfedeztiik volna
ezek égi mechanikai lényegét.) Ugyanakkor fejleszteni kell a kritikai szemléletet is! Ha feliile-
tesen fogadjuk el az osztési algoritmust, akkor a kovetkez6t kapjuk:

L-x)=l+x+x>+x> +...

ahol - gy tiinik — az x helyébe az 1 kivételével barmit irhatunk. ( Az x = 1 esetén 0-val oszta-
nank, aminek a tilalma mar a kdzgondolkodas evidencia-szintjében van.) Ha probat tesziink az

X = % esetével, a 2 = 1+%+ % +%+ .... eredményt még realisnak érezhetjiik. (Gondoljunk egy 2

egység hosszii teremre, amelynek az egyik végébdl a masikba megyiink. Nyilvan lesziink
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félaton (1 egységet tettiink meg). Utana megtessziik a hatralévo 1t felét ( 1+% egységet tettiink
1 1 .
meg.) Ezutan j6n a hatralévé negyedrésznyi ut fele (1+ 3 + 2 egységet tettiink meg.) Igy foly-

tatva, mire atériink, az 1+ %+%+ % +....egységnyi utat tessziik meg, ami a terem hossza, azaz
2 egység.) Mi van ha az x = 2 behelyettesitésével probalkozunk? Az ekkor ad6dé
—1=1+2+4+8+..

eredmény elfogadhatatlan. Osztasi algoritmusunk tehat nem megbizhaté!

Nem véletlen, hogy ehhez hasonlé probléma mar az dkorban is felvetodott. Az eleai
Zenon (i.e. 4907 — i.e. 430?) nevéhez fiizodik az ,,Akhilleusz és teknésbéka” néven ismeretes
paradoxon (lasd [1], 170. oldal), amely szerint a gyorsabban futé Akhilleusz elényt ad a nala
lassubb tekndsnek, és emiatt sohasem éri utol. A mi szempontunkbdl itt az a lényeges, hogy
mindkettejiik altal megtett Gt egy- egy végtelen sok szakaszhosszbdl 4llé Osszeg, aminek a
fogalma tisztdzasra szorul. A végtelen sok dsszeadanddbdl allé 6sszeg (matematikai termino-
légidval végtelen sor) fogalmat éltalanossagban Cauchy (1789-1857) francia matematikus
értelmezte. (Lasd [1], 704. oldal.) Mi itt, egy ezzel osszhangban 16v6, de csak a nem negativ
dsszeadandokbol allo végtelen Gsszeg értelmezésére szoritkozunk (amely véleményiink szerint
kozépiskoldban is targyalhato.)

Legyen a, 20,n=0,1,2,... . Ertelmezni kivanjuk az a; +a, +a, +a, +...+a, +.. végtelen
sok Osszeadanddbol allé Gsszeget. Ha csak az ,elején” 1évo tagokat kivanjuk Gsszeadni,
akkor az

5, =ag+a, +a, +..+a,

részletdsszeggel nincs gond, mert ez véges sok dsszeadanddbol All. Kérdés az, hogy mi torté-
nik, ha az » minden hataron tdlné. Ekkor az S vagy korlitos (van egy olyan K korlat, hogy

minden #-re s, < K), vagy nem (nem Ktezik az el6bbi tulajdonsaggal rendelkez6 K). A korlatos
esetre egy egyszerii példaként az asztal hosszanak lemérését emlithetjiik: Ratéve a méterrudat
ez adja az a hosszat, az asztalb6l kimaradé résznél folytatjuk a deciméterrel (a, ), az ezutin

n=0
méréssorozathoz jutunk. Az asztal vége nem ér el a szoba végéig, igy a kettd k6z6tt az asztal
elejétdl vett barmely hosszusag lehet a K. A nem korlatos esetre konnyii példa, ha minden n —

re a_=1. Ekkor s =n+1, ami minden hataron tilnd. A végtelen sok dsszeadandobol allo

kimarad6 részt a centiméterrel meérjilk (a,) és igy tovabb, altalaban egy végtelen {Sn}

Osszeget a korlatos esetre értelmezziik. Nyilvanvalo, hogy ha egy K korlatot talalunk, akkor
barmely ennél nagyobb szim is korlat. Nem mondhatjuk el ugyanezt a K korlatnal kisebb
szamokrdl. Ez vezet el a legkisebb korlat fogalmahoz. Az s szamot akkor nevezziik legkisebb
korlatnak, ha korlat, de barmely nala kisebb szim mar nem az. (Azt, hogy korlatos esetben
ilyen s létezik, teljességi axiomdnak nevezziik, de eddig a mélységig a kézépiskolaban nem
megyiink el.) Ezt a legkisebb korlatot, amely a kévetkez6 két tulajdonsaggal rendelkezik

a.n mindenn-re s <s
(1.2) " bha L <s, akkor van olyan n, hogy s _>L
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tekintjiik a végtelen sok Osszeadandobol allé Gsszegnek. Szemléltetésképpen elmondhatjuk,
hogy ao+a,+a,+a;+...+a, +..=s, mert akarhany tagot dsszeadva sem kapunk s — nél

nagyobbat, mig elég sok tagot sszeadva az s — nél kisebb szamok barmelyikét meghaladjuk.
Most nézzitk meg, hogy hogyan miikddik ez az értelmezés az 1:17 osztési algoritmusbol
kialakult végtelen szakaszos tizedes tort esetében! Attekintve ennek szerkezetét célszeriinek

latszik az 8, , m=1,23,... alaki részletdsszegek vizsgalata. Mivel nem negativ tagokat
adunk ossze, ha 16m<n <16(m+1) akkor Sy, <S, <S4,y miatt, az {sn} sorozat

legkisebb korlatja azonos az {Smm } sorozat legkisebb korlatjaval. Feladatunk ennek megkeresése.

n
A kénnyebb irds kedvéért a Zak =a, +a, +...+a_ irissmédot hasznalva, latjuk, hogy
k=1

o 0 5 8 8 2 3 5
Si6m Z; (10I6k+l +1
2 9 4 1 1 7 6 4 7

+ 1016k+8 + 1016k+9 10I6k+l0 + 10l6k+ll + 1016k+12 + 1016k+]3 + 10l6k+l4 + 1016k+15 + 1016k+16 )

016k+2 + 1016+3 10l6k+4 + 10l6k+5 * 1016k+6 * 10|6k+7 =

0 5 8 8 2 3 5

—t—t——t—Ft——Ft——+t—+
="’z“ 1 (10 10° 10° 10° 10° 10° 10’
k=010|6k +i+i+_4_+_l_+L+L+L+_4_+_7_
0% 10° 10" 10" 10% 10" 10" 10" 10"
m-1 m-1
= Z(IOLM -0,05882352941 17647) = 0,05882352941 17647 Zl—ol.zr
k=0

k=0

Eddig eljutni is igen éles megfigyeloképesség és pontos munka kellett, de hatra van még az

m-1 1 m-1 1 k _
(13) ZIO'S“:Z[IO_'G) L mel23,

k=0 k=0

sorozat legkisebb korlatjanak meghatérozdsa. Bevezetve a q = jelolést, az (1.3) jobb

10

oldala, a (k6zépiskolaban tanult) mértani sorozat tagjait 6sszegzd képlet szerint

"‘"qk _9"-1_1-q%
k=0 q-1 1-q
Az L‘.q_m<L egyenlStlenségbél konnyen latszik, hogy g =
l-q 1-q l1-q
sorozat korlatja. (Lasd (1.1).) Meg fogjuk mutatni, hogy nala kisebb korlat nincs. Ehhez fel-
hasznaljuk a (teljes indukcidval bizonyithat6) Bernoulli (1654 — 1705) nevét viseld

g

az (1.3) - ban 1évd

(1+x)"> l+nx; —-1<x, x#0, n=234,...
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egyenldtlenséget. (Lasd [1], 690. oldal.) Tételezziik fel, hogy van olyan (0<)L < IL szim,
-q

hogy minden m —re

(1.4) 1-q

Innen kapjuk, hogy

Alkalmazva a Bernoulli-egyenl6tlenséget, adodik, hogy

(lj _ [1 n (l _ ID > 14 m(l _ 1) minden m=2,34,... értékre fennall. Ekkor ezekre az m
q q q
értékekre az is teljesiil, hogy

1+m(l_1j<;
qa ) 1-L{-q)

1
1-1(1-q)
1,

q
ami lehetetlen, mivel az m minden hataron talné. E szerint az L —re tett (1.4) feltételezés ha-

—

m <

mis, tehat van olyan m, amelyre 1-9" >, Igy, az (1.2) és (1.3) alapjan kapjuk, hogy
1-q

m-1
a Z 11 — legkisebb korlatja P __ 1 10° Emiatt, az S4, (és vele egyiitt az
k=0 10 1-q 1 10" -1

_1016
16 £
10 _ 588235294117647 . Igy az 1:17

10 =1 9999999999999999
osztas algoritmusabol kapott végtelen tizedes tortre

s, ) legkisebb korlatia (,0588235294117647-

0,0588235294117647 = 588235294117647
9999999999999999
adodott. Ez lenne az 1, Nos, ezt ellendrizhetjiik az
17
588235294117647 ® 17
4117647058823529
9999999999999999
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588235294117647  588235294117647

9999999999999999  588235294117647 17
588235294117647- tel valo egyszerisités adja

Végil a

szorzas elvégzésével. Igy,

0,0588235294117647 = %

Ezzel igazoltuk az 1:17 osztas algoritmusat!

2. Végtelen (nem szakaszos) tizedes tortek

Jol ismert, hogy az irracionalis szamok tizedes tort alakjai végtelen nem szakaszos tizedes
tortek, amelyek szintén végtelen sok 6sszeadandobol allo osszegek. (Ezek értelmezését az 1.
pontban lattuk.) Koziilikk egyik legnevezetesebb a 7t, amelynek definicioja

2.1 T = Az egységnyi atmérdjii kor keriilete

és amelyet a kozgondolkodas a 3,14 értéken tart szamon. (Mivel a korék egymashoz hasonlo-
ak, ezért barmely r sugaru kor keriiletét (2r 70 ) osztva az atmérdjével (2r) a T adddik.) Termé-

szetesen, ez csak kozelitd érték, hiszena g=3]14= 314 4u jelentené, hogy a 7T racionalis
100

szam, ami nem igaz! Itt fel kell oldani azt az ellentmondast, hogy akkor miért hasznaljuk a
koztudatban a 3,14 értéket? Fontos tudatositani, hogy itt csak kozelitésrdl van szd, amelyet
kezelni” lehet.

Tekintve egy egységnyi atmérdji kort, (keriilete éppen ) a T kozelitd értékét jol szemléltet-
hetjiik a kovetkezo abrakkal
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.

ahol a szamegyenesen gordiilo kor jelzett pontjanak elso leérkezését kell figyelniink:



Estimation for Practice

nt~3.14
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A T tovabbi szdmjegyeinek keresését mar az iskoldban hasznalatos kalkulatorral végezziik.
Kalkulatorunk (CASIO fx-570ES) azt mondja, hogy

2.2) 7 =3,141592654
_ 3141592654 ;¢
1000000000

ami (a (2.1) definiciot kozelitd 3,14 becsléshez hasonléan) hamis, hiszen

azt jelentené, hogy a T racionalis szam. Ekkor, vagy

(2.3) T <3,141592654.
vagy
(2.4) T >3,141592654.

Melyik a helyes a (2.3) és a (2.4) koziil? ime, egy éles kérdés! Példaul, az 1 és 2 forintos pénz-
érmék forgalombdl vald kivonasa miatt, amikor a boltban fizetiink, legfeljebb 5 forintos pénz-
érmével szamolhatunk: ha az 6sszeg | vagy 2, illetve 8 vagy 9 forintra végzddik, helyébe a 0,
illetve 10 forint, ha 3, 4, 6 vagy 7 forintra végzodik, akkor helyébe 5 forint keriil. Mar észre
sem vessziik, hogy nem a pontos dsszeget fizetjiik ki. Nem baj, ha ezt — a fenti ok miatt- tuda-
tosan tessziik. Ha viszont az 1 és 2 forintos pénzérmék is hasznalatban vannak, akkor ez a fajta
,kerekités” mar csaldsnak mindsiil.

Induljunk ki abbdl, hogy a (2.2) jobb oldalan 1évd utolsé szamjegy, a ,,4” a kalkulator altal
kerekitett érték. E szerint

2.5) 3,1415926535 < 1 < 3,1415926544 .
Mivel

3,1415926535 < 3,141592654 < 3,1415926544,
érvényes a
(2.6) |n—3141592654 <910 <10~



approximacié. Tovabb4, a (2.5) alapjan
31415926535 < 10° - < 314159265,44
igy
0,35<10° -n—314159265<0,44.
A kalkulator azt is megadja, hogy

10® -7 —314159265=0,35898 ,
ahol a jobb oldalon 1év§ utols6 szamjegy, a ,,.8” ugyancsak kerekitett, tehat

0,358975< 10° - n—314159265< 0,358984 .

Innen,
314159265,358975 < 10° - m < 314159265,358984

ezért

3,14159265358975 < T < 3,14159265358984.
Mivel

3,14159265358975 < 3,1415926535898 < 3,14159265358984

adédik
@n | —3,1415926535898 < 910" <107".
teljestil.

A (2.6) még nem elegendd a kérdés megvalaszolasihoz, de a (2.7) mar igen:
= (n—3,1415926533898)+ 3,1415926535898 <

<|r—3,1415926535898 + 3,1415926535898 <

<1077 +3,141592653898 = 3,1415926535899 < 3,141592654
azaz, a (2.3) a helyes.

3. Osztas irracionalis szammal

Valljuk be, hogy még a természettudomanyi (nem matematikusi vagy matematika tanari) okle-

véllel rendelkezd emberek is a ,,Mi az Lo keérdésre az evidencia-szintjiikbol eldkapva a

T
szamologépiiket legfeljebb a
1
3.1) —=0,3183098862
T
valaszt adjak, mikézben nem is gondolnak arra, hogy az 1 szimbolum jelent-e egyaltaldn
T

valamit. Hétkoznapi vitdinkban gyakran el6fordul, a ,, Tudja egyaltalan, hogy mirdl beszél?”
kérdés. Itt éppen egy matematikai példa alapjan débbeniink ra ennek jogossagara.
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Ismét értelmezési probléma el6tt allunk! Prébaljuk meg értelmezni az x # 0 valds szam
reciprokat! Az 1< x specidlis esetben — geometriai ismereteinkre alapozva — tekintsiik az
alabbi (Thalesz-korrel megszerkeszthetd) abrat:

A teriiletekkel vald okoskodassal (elkeriilve a derékszogii héromszégfe vonatkozo aranyossagi
tételek alkalmazasat) igazolhaté Pitagorasz-tétel tobbszori alkalmazasaval kiderithetjiik, hogy
a TA szakasz hosszara teljesiil, hogy x-y=1. (Lasd [2], 151-153. old.) Innen, az y értelmezése

. ., 1 , .
(mint olyan szamé, amelyet az x-szel szorozva 1-et kapunk) az y = —. Ha mar a reciprokot
x

értelmeztiik, akkor az 6kori gorég matematikusok példajat kovetve, a valos szamok szorzasat a

téglalap teriiletének mértékszamara vezetjik vissza, és miksdik a éz b.l; a(;t 0), beR

a

definicid. Ekkor példaul, a ﬁ tort esetében a kovetkezd 1épéseket tessziik
T
1. Eléallitjuk a 7t hosszisagl szakaszt az 1 atmérdjli kor guritasaval. (Lasd 2. pont.)

2. Eléallitjuk az l hosszusagh szakaszt a fenti dbra alapjan.

T
3. Elgallitjuk a V2 hosszisagu szakaszt az egységnyi oldala négyzet atldjaként.
4. Téglalapot szerkesztiink azl ésa 2 hosszisagn oldalakkal.

T
A kalkulator altal adott
(3.2) V2

— =~ 0,4501581581
T

Az elobbi eljaras 4. 1épésben kapott téglalap teriiletének kozelitd értéke. A 2. pontban megis-

mert approximécios eljarassal mind a (3.1), mind a (3.2) tovabbi jegyeit tarhatjuk fel.
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