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Uber die Nichteinfachheit von faktorisierbaren Gruppen
Von J. SZEP in Szeged

Piof. L. Rédei zum 60. Geburtstag gewidmet

Da es unendlich viele faktorisierbare einfache Gruppen gibt, spielt in
der Theorie der faktorisierbaren Gruppen — wie auch in der Gruppentheorie
iberhaupt — die Frage der Nichteinfachheit eine wichtige Rolle. Beziiglich
mehreren Klassen von faktorisierbaren Gruppen ist es bekannt, dafl sie nicht-
einfach [6], ja sogar auflosbar sind [1],[2], [3],[8], [9]. Die Aufgabe entbehrt
also nicht des Interesses, nach solchen Kriterien zu suchen, welche die Nicht-
einfachheit faktorisierbarer Gruppen gewdhrleisten. Die Untersuchung dieser
Frage ist auflerdem auch noch darum von Interesse, weil in gewiflen Fillen
die Nichteinfachheit die Aufiosbarkeijt der betreffenden faktorisierbaren Gruppe
nach sich zieht. Zur Unterstiitzung dieser Behauptung mag folgender Gedan-
kengang (der in speziellen Féllen schon in fritheren Arbeiten angewandt ist)
dienen:

Es sei G=ARB eine endliche faktorisierte Gruppe, wobei die Ordnungen
der Gruppen A und B zueinander relativ prim sind. Es sollen A und B,
sowie auch sdmtliche Normalteiler und Faktorgruppen dieser beiden Gruppen
eine gewiBe Eigenschaft & besitzen. Man sieht ohne Schwierigkeit ein, daff
aus der Nichteinfachheit aller Gruppen mit der Figenschaft & (fiir die Fak-
toren) die Auflgsbarkeit von G folgt. Den Beweis ftthren wir durch voll-
_stindige Induktion. Nehmen wir an, dali die Auflosbarkeit fiir faktorisierbare
Gruppen der Eigenschaft ¢ und einer niedrigeren Ordnung als G bereits
bewiesen ist. Es sei NV ein Normalteiler von G. Dann gilt N= NN, wo N,
Normalteiler von A, und N, Normalteiler von B ist [5], und es ist G/N=
~A/N,B/N,. Der Induktionsvoraussetzung gemif sind G/N und N aufldsbare
Gruppen, und folglich ist auch G auflosbar.

Bei unserer Untersuchung spielt der schon auch von anderen Verfassern
oft benutzte folgende Satz eine wichtige Rolle:

Satz A ([4] oder [T]). G=AB ist nicht einfach, wenn An B einen
Normalfeiler =1 von A oder B enthdlt.
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Wir werden noch zwei Hilfssiize benulzen, dic wir der Vollstindigkeit
halber beweisen werden, obwohl sic schon in ciner {ritheren Arbeit [6] vor-
gekommen sind. Den Hilfsséitzen schicken wir Tolgendes voran.

Die Elemente ciner vorgeleglen Gruppe G=AB(-- BA) kdnnen wir als
;b und bias (ai, as € A; by, 0 € B) darstellen. Ist AnB==1, so durchliufl
das Element af in aib=0;ai (i=-1,2,...) zusammen mil @; bei festem
b (b, by ¢ B) alle Elemente vou A, Wir bezeichnen durchweg mil [0] das durch
b cindeutig bestimmte System der 6; in a;b==0b;a; (i==1,2,...); dabei zédhlen
wir dic Elemente b; mit Multiplizitél.

Hilfssatz 1. Ist be[b], so ist [D]==][0].

Beweis. Wegen b €[0] glltemc Gleichung ab==>ba'(a,a’ € A; 0,0 € B).
Setzen wir das Element b==a"'ba’ in die Glelchungen a;b=b;a; (i=1,2,...)
ein, so bekommen wir dic Gleichungen aa™'b=biata’™ aus welchen die
Behauptung folgt.

Hilfssatz 2. [0] enthdlt alle seine Elemente mit gleicher Multiplizitdt.

Beweis. Wir fassen unter allen Gleichungen a;0==0;a; (i=1,2,...)
diejenigen ins Auge, fiir welche b;=0 ist. Gilt b;=0 fiir alle i so ist die
Behauptung des Hilfssatzes trivial. Es sei dann axb==0b,a; eine Gleichung,
wo b, == b gilt. Setzen wir das Element b=a;'b.ai, in die rechte Seite jeder
Gleichung @;b=ba; (i=1,2,...) ein, so bekommen wir die Gleichungen
arq;b = braia; (i=1,2,...). Es folgt aus diesen Gleichungen, daf die Mul-
tiplizitdt von by in [b] nicht kleiner, als die von b. Andererseits wédhlen wir
fiir festes & die Gleichungen @,b=="byd} (I=1,2,. ) aus den Gleichungen
a,b="0b;a; aus. Setzen wir das Elenent b;=a,ba, in die Gleichungen
a;b=0,d (i=1,2,...) ein, so entstehen die Gleichungen a;'@;b= ba;'a;
(i=1,2,...) also ist die Multiplizitit von & in [b] nicht kleiner, als die von
bi. Somit haben wir Hilfssatz 2 bewiesen.

Satz 1. Es sei G=AB (AnB==1) eine faktorisierte Gruppe. Es seien
Ny und Ni je ein Normalteiler von A und Zy(5<1) das Zentrum von B.
Gilt b™"Nab= Ny fiir ein b =1 aus Zg, so ist G nicht einfach. '

Beweis. Wir unterscheiden zwei Fille, je nach dem die von [0] er-
zeugte Gruppe {[b]} eine echte Untergruppe von B ist oder nicht.

Fall 1. [b] erzeugt nicht die Gruppe B. In diesem Fall ergibt sich (mit
Vetwendung des Hilfssatzes 1. und der Gleichungen a,b==>0b,a;) A{[b]} =
={[b]}A=A"c G, also ist G==A'B. Da der Normalteiler {6} von B in
A’'n B liegt, ist nach Satz A die Gruppe G nicht einfach,

Fall 2. [b] erzeugt die Gruppe B. Wir werden mehrere Unterfille unter-
scheiden: )
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a) Ist b,=0b (i—1,2,...;0,¢[0]), so ist b Ab— A, also ist A Nor-
malteiler von G.

b) Gibt es ein / mit [6] > b=~ b, so ist Nabb™ =bb " Na. Setzen wir
nidmlich das Element b=a;"'bia; in Nab==0bN4 ein, so ergibt sich Nab =
= 0,Ny. Aus dieser Gleichung und aus Nsb=>bN, folgt die Behauptung.
Man sieht auch, dafl Ns durch bib™' also auch durch alle Elemente von
[6,67"] (i=1,2,...;b,€[b]) in sich transformiert wird.

Man bezeichne mit B" die durch die Elemente sdmtlicher Komplexe
[6,671 (i=1,2,...) erzeugte Gruppe.

b,) Ist B'=B, so ist die Gruppe N4 Normalteiler in G.

by) Ist B'cB, so gilt BHb (wegen {[6:67], [6.07"],.,., b} 2{b,b7"
b0, ..., b} 2{[b]}=B). Es ist ferner klar, dah {[6:67"],[6:07"],...} {b} 2
(b7 0,67, . Y {0} 2{[b]) = B gilt, also ist {[0:67"], [0:67],. ..} {6} =B und
AB'=—B'A=~G. Folglich gilt G=AB=(AB)(B{b}), AB'nB{b}=D"B.
Die Gruppe B’ ist Normalteiler in B'{6} (= B), also ist G nach.Satz A nicht
einfach. Damit ist Satz 1 bewiesen.

Satz 2. Es sei G==AB (An B==1) eine endliche faktorisierte Gruppe.
Es sei Ni ein Normalteiler von A mit der Eigenschaft, daf3 jede Unfergruppe von
Na ein Normalteiler von A ist. Es sei weiterhin Zp(s£1) das Zentrum von B.
- Gilt NyZy==Z3Ns (Zp==1; Z5 < Zg) mit | Zp| == 1 (mod | Nal) so ist G nicht
einfach; dabei bedeutet |...| die Anzahl der Verschieden Elemente der einge-
klammerten Menge.

Beweis. Es ist klar, dal N4 eine Hamiltonsche Gruppe ist. Betrachten
wir die Gleichungen @ b=0b,a](x,a; € Na;b,b.€ Z5). Aus ihnen folgt,
daf jeder Komplex [b] hochstens |Na4| verschiedene Elemente enthélt; dieser
Grenzfall tritt genau dann ein, wenn die Multiplizitit der Elemente in [b,]
den Wert 1 hat. Nach Hilfssatz 1 und 2 kann nicht jeder Komplex [b,]
(b, € Z3) genau |N4| verschiedene Elemente haben. Denn sonst hitte Z% nach
Hilfssatz 1 eine Zerlegung

Zy=[I+ W]+ (B8 € Zh)

mit |[1]|==1, |[6']] =|[0"]|= -++ = |Na]. Dies widerspricht aber der Bedin-
gung |Zz|=£1 (mod |Na|).

Z hat also ein Element b, dessen Multiplizitdt in [0] mindestens zwei
ist, also gilt eine Gleichung Nib==0bN4 (Ni, NiS Na). Nach Satz 1 ist also
die Gruppe G nicht einfach.

Bemerkung. Die Bedingung |Z3|=£1 (mod |N4|) ist z.B. dann tri-
vialerweise befriedigt, wenn |Z3| = |Ni| oder (| Zz|, [Naf)5~1 ist.
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Korollar 1. Es sel G-=AB (An B==1) eine endliche Gruppe. Es sei
Zs(=f=1) baw. Zy(sf=1) das Zentrum von A bzw. B. Wenn es Unlergruppen
Zyef=1 und Zyps=1 in Zy bzw. Zy gibt fiir welche Z3 Zh = Zy Zy ist, so is
G nicht einfach.

Beweis. Wir kdnnen |Z)|=z|Z5| annehmen. Nach der vorigen Be-
merkung ist dic Bedingung |Z3|#£1 (nod | Z4]) befriedigl, also ist G nach
Satz 2 nicht einfach.

Korollar 2%) Eine endliche Gruppe G:-:AB ist nicht einfach, wenn
A eine Abelsche Gruppe ist, B ein Zenfrum (=/=1) hat und |A|=|B| gilt.

Beweis, Ist AnBs~1, so ist AnB cin Normalteiler von A, also ist
G nach Satz A nicht einfach. Im Fall AnB:=1 sei b (s£1) ein Element
des Zentrums von B. In den Gleichungen a;0=b;a; (a;, @i € A; b, b; € B) sind
wegen |A| = |B| nicht alle b; verschieden, folglich ist nach Hilfssatz 2
die Multiplizitit von & in [6] mindestens zwei. Die Gruppe A hat also zwei
Untergruppen A’, A” (s=1), fiir welche 67A’0— A" gilt. Also ist G nach
Satz 1 nicht einfach.
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*) Dieser Satz wurde schon in der Arbeit.[ﬁ] auf dhnliche Weise bewiesen.



