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Uber transfinite Funktionen. I
Von G. FODOR ‘in Szeged

Herrn Professor Ldiszlé Rédei sum 60. Geburtstag gewidmet

Sei S eine Menge von der Machtigkeit N. und cf(¢)>0 (d.h. w. sei
nicht mit @ konfinal). In S seien zwei Funktionen f(x) und d(x) mit Werten
aus S bzw. W(w.) = {8:8<w.} definiert, so daff J(S) eine zusammengehorige
- Teilmenge von W(w.«) m1t 0 € 0(S) ist. Wir betrachten die folgenden Bedin-
gungen A, B, und C:

A. Fur alle y€d(S), die Méichtigkeit der Menge d“y:{xes:
10(x) =y} ist kleiner als Nciw). ’

B. Fiir alle x€§8 mit ()(x)>0 O(f(x)<d(x) (O(f(x))==0(x) fiir
o0(x)=0) gilt.

C. Fiir alle x ¢ S, die Machtigkeit der Menge flx={yesS: f(y)—x}
ist kleiner als Nci).

G. KURepPA hat den folgenden Satz bewiesen:

1. Wenn N (¢>0) regulir ist, so folgt aus jeder zwei der Bedingungen
A, B und C, die Negation der dritfen.

Nehmen wir an, daB S eine zusammengehorige Teilmenge von W(we)
ist und seien A" und C’ die folgenden Bedingungen:

A’. Jd(x) ist bestimmt divergent,

C’. f(x) ist bestimmt divergent.

Wir werden den folgenden Satz beweisen:

Il. Wenn S eine zusammengehirige Teilmenge von W(we«) ist und
cf(«¢)>0 gilt, so folgt aus jeder zwei. der Bedingingen A’, B und C' die
Negation der dritten. '

Der Beweis des Satzes Il zeigt, daB der Satz von KUREPA auch fiir
singulire N mit cf(e) >0 giiltig ist.

Es ist klar, daB A und A’ (bzw. C und C') fiir regulire N. gleichwer-
tig sind. Fiir singulire N« folgt aber weder A aus A’ (bzw. C aus C’) noch
A’ aus A (bzw. C" aus C).
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. Wir brauchen folgende Definitionen und Bezeichnungen (vgl. z. B. [2]).
Ist A eine Ordnungszahl, so bedeute' W(4) die Menge aller Zahlen &, fiir
die §< 4 ist. Sind M und N zwei Teilmengen von W(A) ohne Maximum,
so heiBen M und N zusammengehorig, wenn es zu jeder Ordnungszahl jeder
der beiden Mengen eine grofiere Ordnungszahl in der anderen Menge gibt.
Sind ¢ und-» zwei Limeszahlen, so heiBit x konfinal mit », wenn ¢ der Limes
einer wachsenden Folge vom Typ » ist. Ist « eine Limeszahl, so bedeute
cf(e) den Index der kleinsten Ordnungszahl w,, mit der e konfinal ist. Eine
auf einer mit W(4) zusammengehorigen Teilmenge M von W(A) definierte
Funktion ¢(&) mit Werten aus W(A) heifit bestimmt divergent, wenn es zu
jedem e< A ein g gibt, so daB p(&)>« fir E=4 gnlt

Wir beweisen nun den Satz II:

Beweis. Nehmen wir die Giiltigkeit de_r'Bedingungen B und C an.
Wir beweisen, dali es sich hieraus die Negation der Bedingung A’ ergibt.
Daraus folgt leicht der Satz Il

~ Betrachten wir, fiir jedes xES,‘di‘e Folge
M O=x = ), )L,

wobei 1" (x) =f(f""(x)) (n>0) ist.
(i) Wenn eine Zahl [ mit m=I<n ex1st1ert fir die JO(f'(x))=~0 ist,
so gilt
: f')+f ”'(X)

Wire die Behauptung fdlSCll SO ergabe sich aus der Bedingung B, dag
einerseits

o(f" ()= o(f"" == =d(f' (1)) >o(f " () =+ = I(f" (x),
andererselts v A
: I (@) =0(f" ()

gilt, was unmoglich ‘ist. :

Daraus folgt, daf fiir jedes x €S eine nicht-negative Zahl n existiert,
so daB o(f"(x))==0 ist. Nehmen wir an, dafl die Behauptung falsch ist.
Dann ergibt sich aus B und (i), daf die Elemente der Folge (1) verschieden
sind und

8(x)> 0(/(x)) > 0(f’-(>¢))>-.-">0(f”(x))>

besteht. Das ist aber eine Unmoglichkeit, weil jede absteigende Folge von
Ordnungszahlen nur endlich viele Glieder enthlt.
‘ Fiir jedes x € S bezeichnen wir mit n(x) die kleinste Zahl /, fiir die
O(f'(x))=0 ist. Es sei E eine zusammengehdrige Teilmenge vom Typ @cs
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von S. Jedem Element x von E entspricht also eine nicht-negative ganze Zahl
" n(x). Es sei n eine solche Zahi und

E.={x€ E:n(x)=n}.
Da cf(«)>0 und E eine zusammengehorige Teilmenge vom Typ wciw von S
ist, so existiert ein Index no, so daB E,, eine zusammengehorige Teilmenge
von E ist. .

Es sei H=0(f"(E,,). Offenbar ist H={0}. Da E,, eine mit W(wq)
zusammengehorige Teilmenge von § ist, so folgt aus C’, daB f™(E,) auch
eine zusammengehorige Teilmenge von S ist. Daraus folgt, daB J(x) nicht
bestimmt divergent ist. Damit ist der Satz bewiesen. '
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