ESIK ZOLTAN

A szamitdstudomdny matematikai alapjai

Ebben a cikkben a teljesség igénye nélkiil szeretnénk betekintést nyujtani
az 1970-es évek elejétdl a Szegedi Tudomanyegyetemen a szamitastudomany
matematikai alapjaiban folytatott kutatas eredményeibe.

Az (elméleti) szamitastudomany a matematikaban, ezen beliil a matemati-
kai logikaban alakult ki az 1950-es években. Kezdetben olyan neveket emlit-
hetiink, mint Stephen C. Kleene, Noam Chomsky vagy Neumann Janos, de
a gyokerek visszanyulnak az 1930-as évekre, Kurt Godel, Alonzo Church,
Alan Turing munkassagara. Ebben az idészakban fogalmaztak meg el6szor
matematikai pontossaggal azt, hogy mit értsiink algoritmuson, mely prob-
lémakat nevezziink algoritmikusan megoldhaténak. Ez utat nyitott olyan
matematikai tételek bizonyitasahoz, amelyek azt mondjak ki, hogy valamilyen
probléma, feladat, algoritmikusan (és ezért szamitégéppel) megoldhatatlan.
Ilyen feladat az is, hogy egy adott kijelentés, mint pl. ,,végtelen sok ikerprim
van” (amelyet az elsérendt logika nyelvén is megfogalmazhatunk), érvényes-e
a nemnegativ egész szamokra. Itt arrdl van sz6, hogy nem létezik olyan eljaras,
amely tetszdleges kijelentésre alkalmazva mindig pontosan valaszolja meg azt
a kérdést, hogy az adott kijelentés érvényes-e. Kalmar Laszlé munkdssaganak
egy részében ehhez a problémakorhoz csatlakozott, pl. 4j bizonyitast adott
az elsérend logika algoritmikus eldonthetetlenségére.

Az automatdk és formalis nyelvek elmélete az 1950-es, 60-as években ala-
kult ki, Stephen C. Kleene és Noam Chomsky munkassagat kévetGen, és a sza-
mitastudomany egyik alappillére. Az automatakat Kleene idegi folyamatok
modellezésére vezette be, mig Chomsky az altala bevezetett fogalmakat a ter-
mészetes nyelvek szintaxisdnak leirdsara hasznalta. Az automatdk és forma-
lis nyelvek elméleti eredményei azota szamos mads teriileten is alkalmazasra
keriiltek: programozasi nyelvek, szerkesztéprogramok, forditoprogramok,
szekvencialis aramkorok, hardver- és szoftverrendszerek tervezése és verifi-
kacidja, kommunikacids protokollok, gének elemzése, digitalis képfeldolgozas,
természetes nyelvek feldolgozasa stb.

Nagyon altalanosan megfogalmazva az automatak olyan diszkréten
miikodo rendszerek modellezésére szolgdlnak, amelyek minden pillanatban
véges sok lehetséges belsé allapot valamelyikében vannak, és amelyek bemend
jelek hatasara allapotot valtanak elére adott atmeneti fiiggvény szerint. Ennek
megfeleléen az automatdk dbrazolhatoak olyan véges irdnyitott grafokkal,
melyek cstcsai az allapotoknak felelnek meg, a lehetséges atmeneteket megadd
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élek pedig bemend jelekkel cimkézettek. Az abra egy olyan automatat mutat
be, amelynek két allapota van, s0 és s1, és két bemend jel hatdsara valthat alla-
potot. Ezek a 0 és 1 jelek. Ha az automata az s0 allapotban a 0 jelet kapja, akkor
uj allapota az s0 lesz (vagyis marad az sO allapotban), mig az 1 jel hatasara
az s1 allapotba keriil (atmegy az s1 allapotba).
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Az automataelméleti vizsgalatokat Csakany Béla, Gécseg Ferenc és Pedk Istvan
inditottak el Szegeden az algebrai kutatasokhoz kapcsoléddéan. Az automatak
tekinthet6k ugyanis olyan véges algebrai strukturakként, amelyekben egyval-
tozds muveletek értelmezettek, és igy vizsgalatukra alkalmazhat6 az univer-
zalis algebra eszkoztara. Egy masik kapcsolddasi pontot adnak az automatak
és az algebra kozt a (véges) félcsoportok. Minden véges félcsoport tekinthetd
automataként, masrészt minden automatahoz hozzarendelhet6 egy véges
»transzformacié félcsoport”, mely fontos informacdkat ad az automata tulaj-
donsagairol. Ez a kapcsolat megtermékenyitden hatott mindkét teriilet fej-
16désére. A kezdeti szegedi eredmények 6sszefoglalasa, pl. az automatak és
a félcsoportok kapcsolatarol, megtalalhatd a [9] konyvben.

Ezt kovetden az a teriilet, ahol a legmélyebb eredmények sziilettek, az auto-
matak kompozicidja és dekompozicidja volt. Itt egyrészt az volt a kérdés, hogy
hogyan lehet felépiteni egy Osszetett automatat egyszer(ibb komponensekbdl,
masrészt mely automatakat lehet felépiteni automatak egy adott készletébdl.
Vagy létezik-e az automataknak olyan véges készlete, un. teljes rendszere,
amelybdl mindegyik automata felépithetd, legalabbis lényegében, azaz bizo-
nyos ,,viselkedési ekvivalencia” erejéig. A viselkedési ekvivalencia hagyo-
manyos definicidja azt veszi figyelembe, hogy az automataban mely nyelvek
ismerhetok fel. Tekintsiik az abran szerepl6 automatat. Amennyiben az sO
allapotbol egy iranyitott Giton az s1 dllapotba jutunk, akkor az utnak megfelelé
cimkesorozat, binaris sz6, paratlan szamu 1-est tartalmaz. Az ilyen szavak
az s0 &llapotbol az s1 allapotba vezetnek. Igy ha az s0 llapotot valasztjuk kez-
déallapotnak és az s1 allapotot az elfogad¢ allapotnak, az automata azon bina-
ris jelsorozatokat (szavakat) ,,fogadja el”, vagy ,,ismeri fel”, amelyek paratlan
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szamu 1-est tartalmaznak. A kezdéallapot és az elfogadé allapotok kiilonboz6
megvalasztdsai mellett az automata 4 lehetséges nyelvet ismerhet fel: az iires
nyelvet (nincs elfogad¢ allapot), az 6sszes binaris szavak nyelvét (mindkét alla-
pot elfogadd), valamint a péros, ill. paratlan szamu 1-est tartalmazé szavakbol
allé nyelveket. Az automatak altal felismerhetd, vagy roéviden ,.felismerhetd
nyelvek”, robusztus tulajdonsagokkal és szamos jellemzéssel rendelkeznek.
Ezek egyike Kleene klasszikus tétele, mely szerint egy nyelv akkor és csakis
akkor felismerhetd, ha a véges nyelvekbdl megkaphaté a regularis mitivele-
tekkel. Ezek az egyesités, az 0sszeftizés (konkatenacio) és az iteracio. Példaul
a paros szamu 1-et tartalmazd bindris szavak nyelve megkaphato (0*10*1)*0*
alakban. Itt 0%, a 0 egyetlen egybetiis szdt tartalmazé nyelv iteraltja, az dsszes
csak 0-t tartalmazo szavak nyelve. 0*10*1 konkatenacoval all el6 a 0* nyelv
és az 1 felhasznalasaval, és az Osszes olyan binaris sz6bdl all, amely ponto-
san két 1-est tartalmaz, a masodikat a sz6 végén. A (0*10*1)* nyelv az dsszes
olyan sz6bdl all, amely paros sok 1-est tartalmaz, és ha a sz6 nem {ires, 1-re
végzOdik. A paratlan szamu 1-est tartalmazo binaris szavak nyelve felirhat6
(0*10*1)*0*10* alakban.

Az automatak kompozicidjanak legaltalanosabb formadjat Victor Glushkov
vezette be. Ez a komponens automatak tetszéleges kapcsolatat megengedi.
A.A. Letichevskii egy korai eredménye szerint az altalanos szorzattal minden
automata felépithet6 egy olyan automatabol, mely iranyitott grafja tartalmaz
egy olyan erésen Osszefliggs részt, amely nem egyetlen iranyitott kor. Az abra
egy ilyen automatat mutat be. A kompozicié egy masik formaja az, amikor
a komponens automatdk ugy fiigghetnek csak egymastdl, hogy nem alakul
ki fligg6ségi kor. Ezt hurokmentes kompoziciénak nevezziik. A hurokmen-
tes kompozicio szoros kapcsolatban van a félcsoportok koszoru szorzataval.
A hurokmentes kompoziciora vonatkozoan teljes rendszerekrél sok fontos
informaciot ad a Krohn-Rhodes-féle felbontasi tétel, amely a véges automatak
és félcsoportok elméletének egyik hires eredménye. A Krohn-Rhodes-tétel
szerint ha egy rendszer teljes a hurokmentes kompoziciora, akkor valamilyen
mdédon minden véges csoport megjelenik a rendszer egy tagjaban. Igy nem
létezik véges teljes rendszer sem. Tovabba jelen van a rendszer valamely tag-
jaban egy bizonyos 3 elem ,,egység félcsoport” is. Ugyanakkor megadhato
automatak olyan rendszere is, amely a Krohn-Rhodes-féle feltételeknek eleget
tesz, mégsem teljes. A hurokmentes szorzatra teljes rendszerek leirasat a [2]
cikkben sikeriilt megadni.

Automatdk hurokmentes kompoziciéjaban a komponens automatak sorba
rendezhet6k ugy, hogy minden egyes komponens miikodését csak a sorrend-

o

ben megel6z6 automatak befolyasoljak. A Glushkov-féle dltalanos kompozicié

81



EsIK ZOLTAN

és a hurokmentes kompozicié kozt vezetett be egy hierarchiat Gécseg Ferenc
1974-ben. Minden egyes i nemnegativ egész szamhoz tartozik egyfajta kom-
pozicid, az un. ai-szorzat. Automatak egy ai-szorzatanak komponensei sorba
rendezhetdek ugy, hogy minden egyes komponens mtikodését a sorrendben
megel6z6 automatdkon kiviil az azt kovetd i — 1 automata befolyasolhatja.
Amennyiben i = 0, akkor a hurokmentes kompoziciot kapjuk. Ha i = 1, akkor
minden egyes komponens dnmagahoz és a sorrendben megel6z6 automatak-
hoz van visszacsatolva. Az al-szorzat visszavezethetd az a0-szorzatra. Ezt
felhasznélva a teljes rendszerek leirdsat Esik Zoltan adta meg. A [4] cikkben
pedig bebizonyitotta, hogy i > 2 esetén az ai-szorzatra teljes rendszerek éppen
azok, amelyek teljesek a Glushkov-féle altalanos kompoziciora, és amelyeket
Letichevszkii mar jellemzett. Ez az eredmény felvetette annak lehetdségét,
hogy i > 2 esetén az ai-szorzat ekvivalens az altalanos kompozicioval. Azt,
hogy ez valdban igy van, Horvath Gyulaval kozosen igazoltak. Akdrhogy is
vesszitk automataknak egy készletét, és akarhogyan is rogzitjiikk az i > 2 sza-
mot, az altalanos kompoziciéval ugyanazokat az automatakat allithatjuk elé
az adott készletbdl, mint az ai-szorzattal. A bizonyitds egyben egy eldontési
algoritmushoz is elvezetett arra nézve, hogy automatak véges készletébdl mely
automatdk allithatdk eld. Szamos kérdés nyitva maradt, ezek koziil az egyik
legfontosabb az, hogy létezik-e olyan algoritmus, mely automatak egy tetszole-
ges véges halmazara és egy tovabbi automatara eldonti, hogy az eléallithato-e
a0-szorzattal az adott készletbdl. (Az al-szorzatra ez a kérdés algoritmikusan
eldontheté.)

Az automatdk olyan véges algebrak, amelyekben egyvaltozos miiveletek
értelmezettek. Ezzel szemben a J.E. Doner, valamint J.W. Thatcher és J.B.
Wright altal bevezetett faautomatak olyan véges algebrak, amelyek tetsz6-
leges (véges) valtozdszamu miiveletekkel rendelkeznek. Az elnevezés onnan
szarmazik, hogy a faautomatak az univerzalis algebraban termeknek nevezett
kifejezésekbdl allé nyelveket ismernek fel, a termeket pedig reprezentalhatjuk
cimkézett iranyitott fakkal. Amennyiben csupa egyvaltozos miveletiink van,
akkor a fanak csak torzse van, és igy felfoghatjuk szoként is. A faautomatak
a fakat kétféle modon dolgozhatjak fel, a gyokértdl a levelek felé haladva, vagy
forditva, a levelektdl a gyokér felé haladva. Mivel a szamitdstudomanyban
a fakat megforditva, gyokértol lefelé abrazoljuk, az elébbit leszallo, az utdbbit
telszallo faautomatanak nevezziik. Megkiilonboztetiink determinisztikus és
nemdeterminisztikus faautomatakat is aszerint, hogy adott mtivelet eredmé-
nye egyértéki vagy esetleg tobbértékii.

Az 1970-es évek masodik felében Gécseg Ferenc kezdeményezte Szegeden
a faautomatak vizsgalatat. Az elsé Magnus Steinbyvel kozos cikkben a deter-
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minisztikus leszallé faautomatak minimalizalasaval foglalkozott. Neviikhoz
tizédik a faautomatakrol sz616 elsé monografia [10] megirdsa is.

Szegeden a legtobb eredmény a kimenettel ellatott faautomatakra, az un.
fatranszformatorkra, ill. az altaluk megvaldsitott fat faba képez6 transzfor-
maciokra sziilettek. A fatranszformatorok a forditoprogramokban elterjedten
hasznalt szintaxisvezérelt forditasi modszer matematikai modelljét alkotjak.
Automatakra az egyik legalapvet6bb kérdés az ekvivalencia eldontése. Klasz-
szikus, kimenet nélkiili determinisztikus automatak esetében az ekvivalencia
eldonthetd, sét, determinisztikus automatak esetében polinomidejii algorit-
mus is létezik. Kimenettel ellatott automatdk esetében Gsszetettebb a kép.
Determinisztikus esetben az ekvivalencia eldonthetd, mig nemdeterminisz-
tikus esetben algoritmikusan eldonthetetlen (legalabbis abban az esetben
amikor egyetlen jel képe egy hosszabb sz9 is lehet.) Egy kimenettel ellatott
automatat mutat be a masodik abra. Ha az automata az s0 allapotban a 0
bemend jelet kapja, akkor marad az s0 allapotban és a 0 jelet bocsatja ki. Ha
az s0 allapotban az 1 bemend jelet kapja, akkor atmegy az sl allapotba, ésaz a
jelet bocsatja ki. Az s0 allapotbdl indulva egy bindris szét ugy alakit at, hogy
az 1 jel minden paratlan sorszamu helyébe az a jelet irja.

0/0 0/0
R Ja ,fn'l
LAY

2. dbra

Fatranszformatorokra az eldonthetéségi kérdések vizsgélatat Esik Zoltdn kez-
deményezte 1978-ban. Egyik eredménye szerint algoritmikusan eldénthetd
a determinisztikus leszallé fatranszformatorok ekvivalencidja, és az is, hogy
egy nemdeterminisztikus leszallé fatranszformator altal indukalt transzfor-
macio egyértékii-e, azaz minden bemend fahoz csak egy kimend fat rendel-e.
A determinisztikus felszall6 fatranszformatorok ekvivalenciajanak problémaja
visszavezethetd a determinisztikus leszallé fatranszformatorok ekvivalencia
problémajara, az eldonthetdséget ebben az esetben kozvetleniil Zachar Zol-
tan igazolta.

A fatranszformatorokra és fatranszformaciokra vonatkozo szegedi eredmé-
nyek masik nagy része a fatranszformaciok kompozicidjaval és dekompozici-
6javal foglalkozik. Joost Engelfriet az 1970-es évek végén bebizonyitotta, hogy
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a fatranszformatorokkal indukalhato transzformaciok nem zartak a kompozi-
ciora, és a kompozici6 iteralasaval végtelen hierarchiak nyerheték. Engelfriet
nyoman Fiilop Zoltan és Vagvolgyi Sandor vizsgaltak a fatranszformatorok és
ezek egyes részosztalyai altal indukalhat fatranszformacié-osztalyok kompo-
ziciora valo lezarasat, és tobb esetben az igy nyerhet6 osztalyok teljes leirasat
adtak meg. Eredményeik 0sszefoglalasa megtalalhat6 a [8] monografiaban.
Vagvolgyi Sdndor, részben Fiilop Zoltannal tobb eredményt ért el a termatitrd
rendszerek vizsgalatdban is, amelyek a fatranszformatorok altaldnositdsa-
ként is tekintheték. A termatitré rendszerek a formalis algebrai szamitdsokat
modellezik, és fontos szerepet jatszanak a szimbolikus szamitasi program-
csomagokban és a funkcionalis programozasi nyelvek értelmezé (interpreter)
programjaiban. Fiilop Zoltan tjabb eredményeiben megjelennek a stlyozott
faautomatak és fatranszformatorok is. Egy kozonséges fatranszformator egy
bemend fahoz kimen¢ fakat rendel, determinisztikus esetben ez egyértelmten
meghatarozott. Amennyiben a bemené fa egy nyelv egy mondatat hatarozza
meg (annak szintaxis faja), akkor a kimend fak a lehetséges forditasokat adjak
meg valamilyen nyelven. De sokszor nem elegendé csak a lehetséges fordi-
tasok meghatarozasa, hanem azok kozt sorrendet kell meghatarozni, vagy
a legvaldszintibb forditast kell kivalasztani. Az ilyen és hasonld kérdések meg-
valaszolasara vezették be a stlyozott (fa)automatakat és fatranszformatorokat,
melyekre szamos eredmény sziiletett Szegeden. A sulyozott faautomatak min-
den bemend fat valamilyen stllyal fogadnak el, a stlyozott fatranszformato-
rok pedig minden lehetséges forditashoz egy sulyt rendelnek. A sulyok egy
absztrakt algebrai strukturat, un. félgytrt alkotnak. A teriilet eredményeit
osszefoglalé [3] kézikonyvhoz Esik Zoltan két, Fiilop Zoltan pedig egy feje-
zettel jarult hozza. A félgytri feletti automatak kozponti helyet foglalnak el
a [6] monografiaban is.

Kleene emlitett nevezetes tétele a felismerhet6 nyelvek algebrai jellemzését
adja, a felismerhet6 nyelveket ugy azonositja, mint a regularis mtiveletekkel
nyerhet6 un. regularis nyelveket. A felismerhet6 nyelvek szamos mas jellem-
zése is ismert, koztiik egy logikai jellemzés, amely J. Richard Biichi, Calvin C.
Elgot és Boris Trakhtenbrot nevéhez fliz6dik. Egymastdl fliggetleniil igazoltak
azt, hogy szavak felett a monadikus masodrend logika (az elsérendi logika
monadikus relaciévaltozdokkal valo kiterjesztése) ekvivalens az automatak-
kal: egy nyelvet alkot6 szavak tulajdonsdgai pontosan akkor fogalmazhatéak
meg monadikus masodrendti logikaban, ha a nyelv felismerhet6. Egyben egy
eljarast is adtak arra, hogyan lehet automatakat logikai formulakka, ill. logikai
formulakat automatava alakitani. (Mddszeriik katonai célt is szolgalt abban
az id6ben a szekvencidlis aramkorok tervezésében és gyartasaban.)
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Mely nyelvek definialhatéak a monadikus masodrendii logika fragmensei-
ben? Az els6rendii logika esetében a valaszt McNaughton és Papert adtak meg:
azok a nyelvek, amelyek felismerhetdek olyan (determinisztikus) automataval,
amely el6allithato hurokmentes szorzattal az egység félcsoportnak megfeleld
automatabdl. A Krohn-Rhodes-tétel szerint ezek ugyanazok az automatdk,
amelyekben egyetlen bemend széra sem képezheté nemtrivialis kor, vagy mas-
képp kifejezve, az automata nem tartalmaz nemtrivialis csoportot. A monadi-
kus masodrendt logika tovabbi specidlis eseteit kapjuk akkor, ha az elsérendii
egzisztencialis és univerzalis kvantorok helyett regularis Lindstrom kvan-
torokat tekintiink. A McNaughton-Papert-féle jellemzés altalanositasaként
belattuk, hogy kolcsonosen egyértelmi kapcsolat létesithetd a monadikus
masodrendt logika regularis Lindstrom-fragmensei és az automatak bizo-
nyos olyan osztalyai kozt, amelyek zartak a hurokmentes szorzatra, 1d. [7].
Hasonl¢ algebrai jellemzést adtunk a hardver- és szoftverrendszerek verifika-
lasaban hasznalt linedris temporalis logikak kifejez6 erejére. A vizsgalatokat
a2000-es években Esik Zoltdn és Ivan Szabolcs Kiterjesztették faautomatékra,
fanyelvekre és elagazo temporalis logikdkra.

Egy fiiggvény fixpontja egy olyan pont, amelyhez a fiiggvény 6nmagat rendeli.
A ftixpontok fontos szerepet jatszanak a matematikaban és a szamitastudomany-
ban is, az utébbiban elsésorban azért, mert a rekurziv definiciok szemantikajat
tiiggvények, funktorok vagy egyéb konstruktorok fixpontjaiként adjuk meg.
A szamitastudomanyban leggyakrabban hasznalt fixpont tételek Kleene és Tarski
bizonyos részben rendezett halmazokon értelmezett monoton, ill. rendezésfoly-
tonos fiiggvényekre vonatkozo fixponttételei, melyek szerint ilyen fiiggvényeknek
létezik legkisebb fixpontja; a teljes metrikus terek feletti valoédi kontrakciokra
vonatkoz6 Banach-féle fixpont tétel, mely szerint ezen fliggvényeknek létezik
egy és csakis egy fixpontja; ill. ezen tételek kategdriaelméleti altalanositasai.

Emlitstink néhany példat a fixpontok szamitdstudomanyi felhasznalasara.
Minden automatéhoz és a kezddallapot és a végallapotok tetsz6leges megvalasz-
tasahoz megadhato olyan fiiggvény, amely nyelvekbdl allo vektorokat képez le
nyelvvektorokba, ugy, hogy az automata altal felismert nyelv a tartalmazasara
nézve legkisebb fixpont valamely komponense. Hasonléan, minden kérnyezet-
tiiggetlen nyelvtanhoz megadhato olyan fliggvény, hogy a nyelvtan altal meg-
hatarozott nyelv a fliggvény legkisebb fixpontjanak valamelyik komponese.
Rendezziik egy halmaz feletti parcialis fliggvényeket grafjaik tartalmazasi
relacioja szerint, és terjessziik ki ezt a rendezést parcialis fliggvények vektoraira
komponensenként. Ekkor minden, valamely funkcionalis programozasi nyel-
ven megirt rekurziv programhoz megadhaté olyan funkciondl, azaz parcidlis
tiiggvényeken értelmezett fliggvény, hogy a program szemantikdja, vagyis
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a program altal leirt fliggvény a funkcional legkisebb fixpontjanak valamelyik
komponense. Egy tovabbi példaval élve, a programozasi nyelvekben kiterjed-
ten hasznalt rekurziv adattipusok, mint pl. fak, listak, megkaphatok tgy, mint
a halmazok és fliggvények kategdriaja bizonyos funktorainak inicialis fix-
pontjai. Egy adott abc feletti végtelen szavak a szokdsos elsé eltérésen alapuld
metrikaval teljes metrikus teret alkotnak, igy valodi kontrakciok fixpontjaival
definialhatunk végtelen szavakat, mint pl. a Thue-Morse sz6t:

01101001100101101001011001101001...

(Az Olvasdban bizonyara felvetédik a képzési szabaly megtejtése.)

Fixpontokra és fixpontmiiveletekre taldn az egyik legfontosabb eredmény
annak igazolasa volt, hogy szamitastudomanyban leggyakrabban hasznalt
tixpontmuveletek ugyanazoknak az azonossagoknak tesznek eleget. Ezen
azonossagok modelljei az iteracidos elméletek, melyeket egymastdl fiiggetleniil
Stephen L. Bloom, Calvin C. Elgot és Jessy B. Wright, valamint Esik Zoltdn
vezettek be 1980-ban. (Elsé cikkében Esik Zoltan az altaldnositott iterativ
elmélet elnevezést hasznalta.) Bar nem létezik véges azonossagbazis, sikeriilt
az azonossagok teljes leirasat adni végtelen sok azonossag segitségével. Ezzel
szemben az azonossagelmélet polinomiddben eldonthetd, hatékony algorit-
must adtunk annak eldontésére, hogy egy azonossag teljesiil-e. Az 1990-es
évek elejéig elért eredményeket foglalja 6ssze az [1] monografia. Azt kdveten
is szamos eredmény sziiletett, az iteracios elméletek axiomait is sikertiilt jelen-
tdsen egyszerUsiteni [5], bar valoszintileg tovabbi egyszerusités is lehetséges.
Azt is sikertilt megmutatni, hogy un. kvazi-azonossagok segitségével az ite-
racios elméletek azonossagai végesen leirhatoak.

Az iterdcids elméletek széles kortien felhasznalasra keriiltek axiomatikus
kérdések megoldasara. Az eredmények kiterjednek a matematika és a szami-
tastudomany tobb agara, pl. az automatakra és formalis nyelvekre, relacio-
algebrakra, részben rendezett halmazokra és kategériakra, processzus algeb-
rakra, programozasi logikakra stb.

Csak néhany eredményt emlitve, belattuk, hogy a reguldris nyelvek azo-
nossagai, a binér reldciok Kleene algebrainak azonossagai a reldciés inverz
képzéssel vagy anélkiil, a racionalis hatvanysorok azonossagai, a felismerhet6
(reguldris) fanyelvek azonossagai, a processzusok biszimuldcids és szimulacids
ekvivalenciaosztalyainak azonossagai, mind relativen végesen axiomatizalha-
toak az iteracios elméletek azonossagainak felhasznalasaval. Sikeriilt 1ényeges
haladast elérni az automatak és formalis nyelvek és a processzus algebrak axio-
matikus alapokra valo6 helyezésében. Pl. Kleene klasszikus tétele és altalanosi-
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tasai, a kdrnyezetfiiggetlen nyelvekre vonatkozé nevezetes normalforma téte-
lek (Chomsky, Greibach), vagy Rohit Parikh hires tétele, mely szerint minden
kornyezetfiiggetlen nyelv bettiekvivalens egy regularissal, mind levezetheték
az iteracios elméletek azonossagaibol. Sikeriilt megmutatni, hogy a progra-
mok helyességének bizonyitdsara szolgdlo Hoare-kalkulus helyessége és un.
expressziv strukturakon valo teljessége is szarmaztathato az iteracios elméletek
azonossagaibdl. A legutdbbi években sikeriilt altalanositani Tarski és Kleene
tixpont tételeit is, és megmutatni azt, hogy a logikai programok szemantikaja
(negacid esetén is) jellemezhet6 az 4j fixpontmiivelettel.

Néhany koénnyen értheté eredménnyel zarjuk a Szegedi Tudomanyegye-
temen elért, a szamitastudomany alapjait illeté matematikai kutatasok ered-
ményeinek bemutatasat. Bar ezek el6szor meglehetésen specialisnak tiin-
nek, mégis sokkal tovabb mutatnak, mivel hozzdjarulnak egy 6j aktiv teriilet,
a ,hatékony modellelmélet” kialakulasahoz. Latszélag nagyon egyszert dolog-
rél van szé. Tekintsiik egy (véges abc feletti) nyelv szavainak lexikografikus
rendezését. Milyen rendtipusok lépnek fel?

Pl a 1*0 nyelv lexikografikus rendezése

0<10<110<..,
megegyezden a nemnegativ egész szamok rendezésével. Tekintsiik a 0*1 nyel-
vet. Ennek rendezése
1>01>001..,

a negativ egészek szokdsos rendezése. Végiil tekintsiik a (00+11)*01 regularis
nyelvet, melyben minden sz6é #01 alaku, ahol u felbonthaté x1...xn alakban
ugy, hogy minden egyes xi 00 vagy 11. Konnyl megmutatni, hogy a nyelv
lexikografikus rendezésében nincs els6 vagy utolsé szd, és barmely két sz6
kozott van egy harmadik. Igy a rendezés ugyanaz, mint a racionélis szimok
rendezése. Sikeriilt jellemezni a regularis és kornyezettiiggetlen nyelvek lexi-
kografikus rendezéseit, és megmutatni azt, hogy minden regularis vagy deter-
minisztikus kérnyezetfiiggetlen nyelv elsérendd, ill. monadikus masodrend
elmélete algoritmikusan eldonthetd. Specialisan, a nemnegativ egészek, vagy
a racionalis szamok rendezésének elmélete eldonthetd — ezek Biichi és Rabin
hires eredményei. Ugyanakkor van olyan kornyezettiiggetlen nyelv, amely lexi-
kografikus rendezésének elsérendi elmélete algoritmikusan eldonthetetlen.

Az 1970-es évektol az eredmények mintegy 400 referdlt cikkben és 6 konyv-
ben keriiltek ismertetésre. A kutatast tobb mint egy tucat OTKA-palyazat, egy
ESF-palyazat és szamos bilateralis palyazat (USA, Japan, Ausztria, Német-
orszag, Franciaorszag, Gorogorszag, Finnorszag) tdimogatta. Gécseg Ferencet
a Magyar és Finn Tudoményos Akadémia, Esik Zoltant az Eur6pai Akadémia
tagjava valasztottak.
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