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BEVEZETES

Napjainkban az iskolai oktatds hatékonyabbé,'eredmé—
nyegebbé tételének taldn egyik legfontosabb feltétele a pe-
dagdgiai értékelés problémdinak megolddsa. A tanuldst csak
akkor lehet tudatosan irdnyitani, az iskolai oktatdsban csak
akkor lehet bdrmilyen tervezett és ellendrzott vdltozdst el-!
érni, ha rendelkezésre dllnak az eszkdzdk, amelyekkel meggyé;
z8dhetlink arrdél, hogy egy adott tevékenység vagy valtozids a
kivdnt irdnyba hat-e, eléri-e a céljat. B

A pedagdgiai értékelés mar ‘akkor is nehéz feladatot je-
lent, ha csak a tudds egyszeriibb Osszeteviinek a meglétét,
ismeretek elsajdtitdsat akarjuk‘vizsgélni. Ilyen esetekre a-
zonban a mérés elméleti és gyakorlati problémdinak a tdbbsé-
ge mar megoldott, kidolgozott mérési médszerek &dllnak ren-
delkezésre ésg vdlnak egyre inkdbb rutineljdrdssd. Ezek az
eljdrdsok tobbnyire csak a tudds aktudlis szintjét, idSleges
komponenseinek a meglétét vagy hidnydt tudjdk biztonsdggal
feltdrni.

Az iskolai oktatds célja azonban elsdsorban nem ismere-
tek tanitdsa, hanem a személyisdg fejlesztése, dllanddsult,
a személyiségbe tartdsan beépiild, maradandd tudds klalaklta-
sa, képességek kifejlesztése.

A tudds éllandésult, tartés szeméiyiségjeggyé vdld ele-
meinek mérése, az alapvetd képességek 1ényegének megragadésa,
fejl8dési szintjeik feltdrdsa az eredménymérés legfontosabd
és egyben taldn legnehezebb feladata., Ezen a teriileten-a f§

" nehézséget sokkal inkdbb e megfeleld kritériumok megtaldldsa,
annak meghatdrozdse jelenti, hogy mi is az valéjdban, amit
mérni kell, vagy mérni érdemes, mint magdnak a mérBeszkdznek
az elkészitése. Valdsziniileg éppen ez az oka annsk, hogy az
alapvet8, vagy dltaldnos képességek értekelesenek méreésének
médszerei még csak kialakuldban. vannak.



Valésziniileg tuddsunk ilyen alapvetd Osszetev8je, sze-
mélyiségiinkbe tartdsan beéplild része a kombinativ képesség.

-

Gondolkodédsunkban, tevékenységiinkben szinte mindig je-

len van bizonyos kombinativ mozzanat. Kombinativ miivelete-
' ket végziink, "kombindlunk" rendszerint anélkiil, hogy ez tu-
" datosulna benniink.

~ Gyakran kell megoldanunk olyan problémdkat, amelyek
\sorén sokféle eseményt, események kovetkezményét vagy Osz-
gzes lehetséges kimenetelédt kell szdmitdsba venniink, mérle-
" gelniink. A lehetSségek szdmbavétele, szelektdldsa gyakran
nem is tudatos, az irrelevdns eseteket eleve figyelmen ki-
viill hagyjuk, csak a szémgnkra fontosakat vizggdljuk.

Mindennapi tevékenységeinkben sem ritkdk az olyan fel-
adatok, amelyek sordn dolgokbdl, elemekbdl kell valamilyen
egységet, egészt létrehozni, konstrudlni. Ilyenkor a célt
rendszerint tdbbféle megoldds is kieldgiti, de kdzottiik mi-
n8ségi kiilonbség lehet. Az optimdlis megoldds, a legjobb
konstrukcié megtaldldsa dltaldban megkivénja, hogy a célnak
megfeleld tobbféle, esetleg az Usszes lehetlséget megkerea-
siik, megvizsgdljuk.

Nénha viszont a feladat éppen az, hogy dolgok, koriilmé-
nyek, feltételek, események nem nyilvdnvald, szokdsostdl
eltérl, ujszerii egylittesét, Usszedllitdsdt hozzuk létre,
lehetSleg minél gazdagabban, valtozatosabban.

Ezek az egymdstdl 14tszdlag szélsSségesen Kiilonbs2z8
tevékenységek mind a kombinativ képesség mikodésst valdsit-
jdk meg, benniik a kombinativ képesség viszonylag kifejezet-
ten, ktzvetleniil nyilvanul meg.

A kombinafiv‘képességnek azonban e kbzvetlen miikddésen
tul van kevésbé kifejezett, kdzvetett hatdsa is tevékenysé-
geinkre. Atszsvi gondolkoddsunkat, beéplil a képességek
réndsierépg, részét képezi olyan &ltalédnos képességeknek,
mint a prsblémamegoldé gondolkodds képessége, a kreativitds,
a fantééia. ‘

Ezzel az alag&%}é képességgel a pedagdgia viszonylag
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keveset, legfeljebbﬂérint61egesen foglalkozott, holott tu-"
detos, tervszerli fejlesztése jelentSsen hozzdjdrulna aldi-
16nboz8 képességek és az egész személyiség fejlddéséhez.

A tervszeri fejlesztés azonban csak akkor lehetséges, ha
feltdrjuk, ismerjiik a kialakulds folyamatdt. A képesség ki-
épiilésének empirikué vizsgdlatdhoz értékeld eszkSzlkre van
gzlikség, ami viszont csak a képességnek valamifajta eldze--
tes koncepdidja, hipotetikus modellje alapjdn készithetd el.

Amint l14thatdé, a kombinativ képesség értékelésének ki-
dolgozdsdhoz - majd tervszerii fejlesztéséhez - tobb egymds-
ba fonddd, egymdsra épiild lépésen keresztiil vezet az ut, és
e lépégek koziil az elsd szlkségszeriien a képesség lenyege—
nek, mibenlétének tisztdzdsa, tartalmi elemzése. '

E tanulmény célja az, hogy a kombinativ képességnek
egy ilyen el8zetes koncepcidjdt, hipotetikus modelljét ki-
dolgozza, lényegesebdb vondsait tisztdzza.

A feladat jellegébél kévetkezik, hogy kozvetleniil a
kombinativ képességre vonatkozdan viszbnylag kevés ismeret.
411 rendelkezésre, ezért csak a dedukcid és a tobblranyu,
komplex megktzelités vezethet eredményre. Igy a komblnatlv
képesség feltdrdsnak alkalmas kiinduldpontja lehet az ob-
jektivdlddott tudds és a pszichikus rendszerek elemzése.

A kombinativitdssal, "kombindldssal" kapcsolatos-is;
meretek elslsorban a matematika egyik dgdban, a kombinato-
rikdban objektivdlédtak. A kombinatorika tudoméhyénak gyo-
kerei a k®znapi gondolkoddsig, a kombinativ képesség miiko-
dése dltal megvaldsuld tevékenységekig vezethetdSk: vissza.

A kombinatorikai ismeretek elemzésével & kombinativ tevé-
kenység fontosabb formdit és ezek kapcsolatait gyﬁjthetjﬁk'
ossze, igy a kombinatorika elemzése elsosorban a képesség
tartalmi oldaldnak vizsgdlatdt segiti.

A pszichikus rendszerekre 'vonatkozé ismeretek, torvé-

" . nyek figyelembevételével koriilhatdrolhatjuk, mi az, amit a

kombinativ képesség a kombinatorika dltal nyujtott elvi
lehet3ségekbdl megvaldsithat, és a képességnek milyen, a
kombinatorikdn tulmutatdé Ssszetevéi vannsk. Ugyancsak a



6

pszichikus torvények figyelembevételédvel tdrhatjuk fel a ké-
pesség miiksdését is.

E célkitiizéseknek megfelelGen a tanulmdny elsS fejeze-
te tartalmazza az oﬁjektivélédott tudds elemzését, a mdsodik
fejezef pedig a kombinativ képességnek mint pszichikus rend-
szernek a leirdsat. -

A harmadik fejezet a kombinativ képesség iskolai okta-
tds sordn tdrténd fejlesztésének néhdny elapvets kérdését, a
tudatos, tervszerii fejlesétés fontosabdb kritériumait elemzi.



I.

" A KOMBINATORIKA MINT OBJEKTIVALT TUDAS

1. A KOMBINATORIKAI ISMERETEK £S A KOZNYELVI FOGALMAK

A matematika legfontosabb slapfogalmai a koznyelvbsl
szdrmaznak. A matematika kiildnb&zd dgai kezdetben az ember
mindennapi tevékenységével dlltak szoros kapcsolatban. 4
tudds, igy a matematikai ismeretek fogalmi objektivédldsa
is, csak maguknak a fogalmeknak a megjelendsével, kialaku-
ldsdval valik lehetdévé, Igy a matematikai ismeretek objek-
tivdlddédsénak az ez .elsd 1lépése, hogy megjelennek az ember
mindennepi- tevékenysége, gondolkoddsa sorén végzett miive-
leteknek & megnevezései. - -

E megnevezések valéjdban azdltal vdlnak matematikei .
fogalmakkd, hogy a matematika e fogalmakat explikdlja, je-
lentésiiket pontossd, egyértelmiivé teszi, és kidolgozza-a
rdjuk vonatkozd ismeretek, szabdlyok rendszerét. -

A szdébanforgd ismeretek kialakuldsdnak igy legaldbdb
hirom fokozatdt érdemes megkiilonboztetni. Az elsd 1épés-
maguknak a kiilonbdz8 tevékenységeknek, gondolkoddsi mive-
leteknek a megjelenése, kialakuldsa. Ezeket az emberek va-
148sziniileg nagyon hosszu ideig végezhették, anélkiil, hogy
1étezésiik egydltaldn ismertté, megnevezésiik sziikségessé
vdlt volna. A mdsodik 1lépés, a tevékenységek, miiveletek 1é-
tezésének, k6z0s vondsainak felismerése, kdznyelvi megheve-
zéseinek kialakuldsa mar absztrakcid eredménye, és ez egy-
ben a réluk vald tudds elsd elemeinek és a tudatosulds le-
hetSségének a megjelenése. A harmadik fejlédési fok a kdz-
nyelvi fogalmak /és a mdgottikk levs tevékenységek, milvele-
tek/ tudomdnyos igényl vizsgdlata, a tudomdnyos ismeret-
rendszer kialakuldse. Ezen a ponton a fogalmak és az isme-



retrendszer fejl8dése elszakad a kdznyelvi8l és a mindenna-
pi gondolkoddstdl, sajdt, ©ndlld belsé tbrvényei‘séerint a-
lakul tovédbb, és csak dttételesen, kismértékben hat vissza
a koznyelvre. -

J6 példa lehet a fealode31 folyamat egyes szakaszaira
a logikai ismeretek és a matematikai logika kialakuldsa. Az
'.emberek hosszu. ideig végeztek logikai miveleteket, helyesen
kovetkeztettek amig a megnevezés igénye felmeriilt. Majd a
kéznyelvi fogalmak hasznilatuk és a réluk vald eszmecsere -
_folytén bizonyos fejlettséget értek el, amikor Arisztotelész
mdr tudomdnyos igénnyel hozzdfoghatott a helyes kbvetkezte-
tések szabdlyainak lefektetéséhez. .

A ktznyelv fogalmai igy bizonyos informdcidt hordoznak
a gondolkoddsi miiveletekrdl is. A kéznyélv fogalmai, a fo-
galmak fejlettsége, differencidltsdga egyben azt is jelzi,
hogy az adott nyelvi kdrnyezetben 618 egyénben "direkt" ta-
nulds nélkiil, pusztdn a kdznyelv elsajdtitdsa dltal milyen
mértékben tudatosulnak a megfeleld gondolkbdésivmﬁveletek.

A kdznyelvi fogalmek rovid vizsgdlata szdmunkra azért
is sziilkséges, mert bizonyos értelemben kﬁzelebbvéllnak az
ember mindennapi tevékenységéhez, a tevékenységekben kife-
jezddd kepessegekhez mint a hosszu fealodesen keresztulment
matematikei fogalmdk. ’

Nézziik meg tehdt roviden, mit feJeznek ki a kombinativ
képesseggel, & kombinatorikdval kapcsolatos kbznyelvi fo-
galmaink, vagyis mit tudunk "ksznyelvi szinten" arrél a te-
vékenységiinkrdl, ‘amelynek sordn kombindlunk.

A megyar nyelv értelmezl szétdra a "kombindcid" 826
‘jelentését /jelentéseit/ a kivetkezd médon hatdrozza meg:

"kombindcid: . _

1. /Menny./ Az az eljdrds, amelynek sordn asdott ele-

mekb8l, szdmokbdél csoportokat alkotunk ugy, hogy ko-

ziiliik bizonyos szémut kivdlasztvae, ezeket bizonyos
sorrendben egymés mellé helyezziik. Ennek eredménye-
ként 1étrejott csoport, elrendezés.

2. Az a cselekvés, eljdrds, miivelet, melynek sordn két

vegy tobb tdrgybdél, dologbél, elembdl Osszedllitunk,



egybeszerkesztiink valamit. Ennek eredményeként 1létre-
jott egység, készitmény, alkotds.
3. A lehet8ségeknek, eshetdségeknek sokoldalu, gondos
szdmitdsba vétele, s az ennek alapjédn kbvetkezetesen
végrehajtott cselekvések sorozata. Lehet8ségek Ossze-
vetégébll, mérlegelésébdl adddd terv, elképzelés, fel- .
tevés. "

/A magyar nyelv értelmezd szdtdra IV. k&t. Bp. 1961. 288.0./

Az értelmezd szétdr d1ltal felsorolt jelentések kozill az
elsd a kombindcid matematikai fogalmdnak felel meg, a méso-
dik és a harmadik pedig & "kombindcidé" szd kdznyelvi jelen-
tését irja koriil. Amint a meghatdrozdsokbdl 1ldtszik, a kdz-
nyelvi jelentés a matematikait is magdban foglalja, de anndl
gokkal tdgabb. Az Osszedllitdson, egybeszerkesztésen tul
kifejezi & lehet8ségek sokoldalu szdmitdsba vételdt, a ko~
vetkezetességet, a mérlegelést is.

A latin eredetii "kombindcidé", "kombindl" szavak nyel-
viinkben viszonylag elterjedtek, az dtlagos miiveltségii em-
bernek legalébb’a passziv szdkincgéhez tartoznak. Igy nem~
csak kombindlunk, kiilonbszd kombinativ tevékenységeket vég-
zlink, hanem tudunk is arrél, hogy léteznek ilyen tevékeny-
ségek. A tevékenységek szabdlyaival, szerkezetével kapcso-
latos ismeretek azonban mdr nem rogzitddtek s kdznyelvben.

A kombinatorike tdbbi alapfogelma a kdznyelvben alig
fordul eld. Csupdn & "varideid", "varidl" fogalmak tartoz-
nek a ktznyelvhez. A "varidcid" egyszeriien a "valtozat" je-
lentéssel, mig a "varidl" "a lényeg megtartdsdval mds alek-
ban, mds elrendezésben /tobbszdr/ ismétel valamit" /A ma-
gyar nyelv... 1961, VII. 245.0./ értelemben tulajdonképpen
a "kombindl" szinoniméja. _

A ktznyelvben tehdt a kombinetiv tevékenység fogalma
nem differencidlddik.

Itt érdemes kitérni egy terminoldgiaei kérdésre is. A
"kombindcid" és a megegyezd tovii szavekbSl tobbféleképpen
lehet melléknevet képezni. Ez médot ad arra, hogy az objek-
tivdldédott tuddssal és a pszichikus rendszerekkel kapcso
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tos kifejezéaseket formeilag is megkiiltnbdztessilk, Ezért a
tovédbbiakban & "kombindcids", "kombinatorikua", "kombinato-
rikei" kifejezéseket az objektivdlt tuddssel, a matematikai
ismeretekkel Osszefiiggésben fogom haszndlni /pl. kombinato-
rikai miiveletek/, a "kombinativ" melléknevet pedig a gondol-
koddssal, a psgzichikus rendszerekkel kapcsolatban /pl. kom-
binativ miiveletek/. )
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2. A KOMBINATORIKA KIALAKULASA ES FEJLODESE

A kombinativ képesség vizsgélatéhoz, a gondolkoddsban
betbltott szerepének tisztdzdsdhoz hasznos szempontokat ad
& kombinatorikai ismeretek kialakuldsdnak, a tudomdnydg
fejl8désének Attekintése.

A kombinatorika legrégibb gytkerei az 8si Kindba nyul-
nak vissza. A legenda szerint Yu kinai csdszdr /ie. 2200
koriil/ tenulményozta a blivis négyzetet &s meggondoldsai ko-
z0tt & kombinatorika bizonyos elemei is szerepelnek. Az ie.
1100 koril é1t kinai matematikusok munkdiban mir megtaldl-
hatdk a permutdcidkkal kapcsolatos problémik.

A pythagoreusok /ie. 500-400/ is vizsgdltak mdr néhdny
kombinatorikdval kapcsolatos feladatot, ezek azonban sokkal
inkdbb a szdmmiszticizmusukkal voltak kapcsolatban, mint a
gyakorlati problémékkal.

A kozépkori matematikdban az algebrai és aritmetikai
feladatok kdz6tt fordulnak eld kombinatorikai természetiiek.
Ben Erza rabbi /1140 koriil/ mir valésziniileg ismerte az is-
métlés nélkiili kombindcidk szdmdnak megaddsdra szolgdld
formuldt. Igen sok kombinatorikus természetii feladatot vizs-
gdltak a Fibonacci gzdmokkael kapcsolatban -is. Ebben az idd-
ben azonban még csak egyes problémdk megolddsdval foglalkoz-
tak, a legegyszeriibb kombinatorikai feladatok kdzott is
volt még szdmos megoldatlan, nem is.vizsgdlt kérdés, a kom-
binatorika nem képezett Ysszefiliggl ismeretrendszert.

4 kombinatorikas tdbb alapvetl problémdjdét oldotta meg
Fermat /1601-1665/ és Pascel /1623-1662/, de kombinatoriki-
rél mint rendszerezett tuddsrél, a matematika ©ndlld Egérél
osak Leibniz /1646-1716/ Sta beszélhetiink. ‘

A kombinatorikénak, illetve a kombinativ képességnek a
megismerésben bettltstt szerepét vizsgdlva is figyelmet ér-.
demel az az ut, amelyen Leibniz eljutott a kombinatorikdhoz.

Leibniz életének £6 mozgatérugéja az volt, hogy olyan
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egyetemes médszert taldljon, amely uj taldlmdnyokhoz, fel-
fedezésekhez vezet és lehetdvé teszi a vildgegyetem lénye-
ges egységének a megértését is. A "scientia generalis"-t
akarta felépiteni, melynek sok oldala volt. A "characteristi-
ca generalis" keresése vezette el a permutdcidkhoz, kombi-
ndcidkhoz, szimbolikus logikdhoz, ami egyben a "lingua
universalis" elapje is lett volna. Olyan &ltalédnos nyelv$,
ami a gondolkodds, szdmolds minden tévedéaét kikiiszobolné.

Dissertatio de arte combinatoria /1666/ c¢. miivében a
kombinatorikus miivészetet mint a sorrend, a viszony, & ha-
gonlésdg, 4ltaldban a szimbdlumokkal kifejezhetd mindségi
kapcsolatok tudoménydt irja le. Ez lenne Leibniz szerint a
mennyiségi Gsszefiiggéseket tdrgyald matemetikdt magdban
foglald uj matematika. Azért foglalkozott intenziven a kom-
binatorikdval, mert remélte, hogy az elvezeti a matematika
feletti matematikéhoz.

A kombinatorikdval mutatott hasonldsdga miatt fordult
érdekl8dése az infinitezimdlis szdmitds kérdései felé is,
amiben a valtozds, a mozgds "linga universalis"-at vélte
megtaldlni.

Az indexeket szintén Leibniz vezeti be 1700 tdjdn,. a-
mi abban az id8ben igen nagy eldrelépést jelentett.

Jacob Bernoulli /1654-1705/ Ars conjectandi /A taldl-
gatds tudomdnya, 1713/ c. valdészinliségszamitdssal foglalko-
z8 kbdnyvében a kombinatorikat a valdsziniiségszdmitdshoz
" sziikséges appardtusként vezeti be. Ezutdn a kombinatorika,
legalébbis ami az dltaldnos, elméleti vonatkozdsockat ille~
ti, tobb mint egy fél évszdzadig alig fejlddik valamit.

Megkezd8dik viszont a kombinatorika mdédszereinek, e-
redményeinek felhaszndldsa a matematika mds dgaiban. E16-
sz0r a gzdmelméletben és az analizisben, majd L. Euler
/1707-1783/ alkalmazza a geometfiéban a kombinatorikai meg-
kozelitésmédot, ami mér eldzménye a kombinatorikus geomet-
ridnak, a gréfelméletnek és a kombinatorikus topoldgidnak.

Az elmélet ujabb fejl8dése 1780 utdn bontakozik ki,
amikor K.F. Hindenburg és iskoldja keézd intenziven foglal-
kozni a kombinatorikai problémdkkal. FS miiviikkkel /Der
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polynomische Lehrsatz, das wichtigste Theorem der ganzen
Analysis, 1796/ a kombinatorika fejlddésének elsd szaka-
sza.gzinte le is zédrul, és a kovetkezd misfél évszdzad so-
rdn a kombinatorikdt a stagndlds és a szerény eredmények
jellemzik, .

Nem igy 411 a helyzet a kombinatorike alkalmazdsédval.
A természettudomdnyok fejlédése egyre tdbb olyan probléméds
vet fel, amelyekben a kombinatorika eredményeinek:felhasz—
ndldsa vdlik sziikeégessé. Igy Kirchoff. /1847/ a fizikdban
alkelmazza sikerrel a kombinatorikai-grdfelméleti megktze-
litéambdot és a szerves kémidban a lehetséges izomerek
széménak meghatdrozdsa ugyancsak a kombinatorika felhasz-
ndldsdt igényli. A statisztikus mechanika, a statisztika,

a valésziniiségezdmitds szintén felhaszndlja a kombinatori-
kdt. Ugyancsak a kombinatorikdbél nétt ki, annak egy &ga-

ként indult, majd ©ndllé elméletté terebélyesedett a von
Sylvester /1878/ dltal megalapozott grafelmélet.

A kombinatorika ujbéli felvirdgzdsa a 20. szdzad ko-
zepén kezd8dott annak felismerésével, hogy a kombinatorikus
analizig szdmos gyakorlati probléma megolddsdra alkalmas.
Napjainkban is a matematika egyik leggyorsabban fejldds &ga,
és a matematikdnek igen sok teriiletét mintegy "keresztiil-
metszi".

Magét a kombinatorikdt ugy lehetne meghatdrozni, hogy
az a véges halmazok elmélete., /Ilyen értelemben a kombina-
torika beleilleszkedik & halmazelméletbe, annak részeként.
Mégis e két terliletet szokds kiilonvdlasztani, mert halmaz-
elméleten szorosabb értelemben a végtelen halmazok elméle-
tét értik./ .

A kombinatorikaei kutatdsok két f£8 tipusba sorolhatdk.
Az egyik csoportba tartoznak azok a problémdk, amelyekben
a vizsgdlt konfigurdcidk létezése kétséges /existance
problems/. Ilyenkor a feladatot a megoldds létezésének,
vagy éppen a lehetetlenségének bizonyitdsa jelenti. A prob-’
1émdk mdsik tipusdndl a megoldds létezése ismert, és a fel-
adat a kiilonbozd konfigurdcidk, lehetdségek szdmdnak a meg-
hatdrozdsa és/vagy & lehetdségek osztédlyozdsa é3/vagy fel-
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soroldsa /enumeration problems/.

A kombinatorikus mdédszereket, a kombinatorika eredmé-
nyeit ma mir szinte a matematika valamennyi &ga felhaszndl-
ja. A kombinatorika behatolt mind -a "tiszia", mind az al-
kalmazott matematika teriileteire. Feglodeset meggyor31t3a
az a tény, hogy a matematikai médszerek egyre tobb olyan
_ teriiletet hdéditanak meg, ahol a numerikus eljérdsok szere-
pe kisebb /pl. tdrsadalomtudomdnyok/. E teriiletek jelentd-
ségét bizonyitja az is, hogy ma mdr nemcsak egy-egy cikk
vagy tanulmdny, henem mind t&bb, az eredményeket dttekintd
©ond116 monogréfia 14t napvildgot. A teljességre nem tdre-
kedve csak a legfontosabb alkalmazdsi teriileteket sorolom
fel. . .

Az absztrakt algebra'és a kombinatorika kapcsolata ké-
zenfekvd, hiszen az absztrakt algebrdban is igen gyakran
van sziikség véges halmazok kezelésére, »

Szintén gyorsan fejlddd diszciplina & kombinatorikus
topoldgia és a kombinatorikus geometria. /Boltyanézkij—
Gohberg 1970/. Ezek a topoldgikus tereket, illetve 8 geo-

metriai objektumokat ugy tanulményozzdk, hogy kisebb alak-
' zatokra, meghatdrozott médon kapcsolédd épitSelemekre
bontjék. Kifejlédésiik kezdeti szakaszdban csak kombinatori-
‘kus médszereket alkelmaztak, ma’ azonban mir az algebrai,
f8leg a csoportelméleti eszkdzdk is szerepet kapnak.

Sajédtos kapcsolat alakult ki a griafelmélet és a kombi-

" natorika kozstt. A grifelmélet a kombinatorikdbdél "ndtt" ki,

és 5néllé diszciplindvd vdldsa utdn is egyik legfontosabb
eszkdze maradt a kombinatorika. A gréfelmélet alkelmazdsi
teriilete is igen széles, a hdlézatok analizisdétdl a szdlli-
tédsi problémdk vizsgdlatdig igen sok gyakorlati feladat
megoldéséban jelent hasznos eszktzt. A grdfok egyik legfon-
tosabb alkalmezdsa a killdnbézd matematikai objektumok rep-
rezentdldsa /pl. reldcidk, leképezések stb./, igy a kombi-
natorikdban is a felsoroldsok, osztalyozasok reprezentdld-
sdnak legfontosabb eszkdzei.

Elterjedtek a kombinatorikus médszerek az operdcidku-
tatdsban és a linedris programozdsban /diszkrét progremo-
zédsban/ is. /Kovdcs 1969; Wells 1971./ Ezeket a médszereket
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dltaldban olyan problémék megolddsdra lehet felhasznélni,
amikor bizonyos behatérolt kdriilmények k&zbtt kell optimé-
1is megoldédst taldlni., Matematikai értelemben pedig egy
4dltaldban t5bbvdltozds fliggvény minimumdt vagy meximumdt
kell megtaldlni a véltozdk megadott tartomdnydban olyan e-
setekben, amikor a védltozdk, vagy azok egy része csak véges
/vagy megszdmldlhatdan végtelen/ sok értéket vehetnek fel.
A programozds kombinatorikus médszereinek igen fontos ré-
gzét képezik a kiildnbsz8 leszdmldldsi algoritmusok.

Es ezzel mdr az algoritmusok elméletének teriiletére ér-
keztiink /Lovdsz-Gdcs 1978/. A kombinatorikai algoritmusock &
legklilonboz8bb gyakorlati problémdék optimdlis, rendszerint
legrdvidebdb, leggazdasdgosabb megolddsdnak a megtaldldsdt
teszik lehet8vé, és a megfeleld tevékenység mechanizdldsdt,
automatizdldsdt, gépesitését.

A valdsziniiségszdmitds és a matematikai statisztika
kialakuldsuktél kezdve szoros kapcsolatban fejlddtek a kom-
binatorikdval. Ezeken a terlileteken keresztill ugyancsak
igen korén kapcsolddott az informdcidelmélethéz és a bioma-
tematikdhoz is. Ujabban a biomatematikdban "ondlld" kombi-
natorikai problémdk is felmeriilnek /genefika, gyégyszerku-~
tatds stb./. ) N

A jétékelmélétbén a kiilonboz§ stratégiavaridnsok figye-
lembevétele,. az Osszes lehet8ség megvizsgdldsa a kombinato-
rika és a valésziniiségszdmitds nélkill lehetetlen lenne.
Ugyanigy a jétszmdk, jétszmavéltozatok vizsgdlata is komoly
kombinatorikai appardtust igényel.

A kombinatorikus logika ugyancsak fiatal, de anndl
gyorsabban fejlsds dga a matematikdnek /Curry - Feys 1974/.
A metematikai logika a matematikdban és a gyskorlati élel-
ben el8forduld feladatok széles teriiletén ad hasznos ész-
kbzt, ugyanakkor érvényességi teriilete er8sen lehatdrolt és
messze nem alkalmas az emberi gondolkodds sokoldalusdgdnak, -
védltozatossdgdnak a teljes reprezentdldsdra. Eahiényosség
orvoslédsdra a logika érvényességi kOrének kiterjesztésére
szdmos megoldds sziiletett, logikdk sora jﬁtf 1étre /pl. va-
14szintiségi logika, moddlis logika stb./. Igy ugyancsak
fontos terlileteket hdédit meg & logika szdmdrs a kombinato-
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rikus logika is.

A kombinatorika médszerei bevonultak a nyelvészetbe
is /Herden 1966/. A matematikai nyelvészet eszkdztdrdnak
jelentds részét képezik a kombinatorika kdzvetlen vagy kcz-
vetett alkalmazdsai.
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3. A KOMBINATORIKA ATAPFOGALMAINAK RENDSZERE

Az elemzés elvi kérdései

Miel8tt a kombinatorike alapelemeit vizsgdlni kezdeném,
szitkség van az elemzés elvi szempontjainak tisztdzdsdra.

A pedagdgidban a tananyag, a tankdnyvek vizsgdlatdnak,
strukturdlis elemzésének vannak médr kialakult mddszerei
/Nagy 1972, Horvath 1972/. Esetlinkben azonban elslsorban
nem tankonyv- vagy tananyagelemzésre, hanem magénak az ob-
jektivalt tuddsnek az elemzésére van szilkség. Ezt a tuddst
viszont mindig kényvek, tankdnyvek hordozzdk, igy a struk-
turdlis elemzés kialakult formdi némi kiegészitéssel fel-
haeszndlhatdk.

Egy kozelmultban megjelent OPI dokumentum a strukturd-
lis elemzés két T8 formdjat killonbozteti meg:

1. Egy ismert struktura vizsgdlata valamilyen bels$
vagy kills§ kritériumoknak valé megfelelés szempontjdbél.

2. Egy dolog sirukturdjénak feltdrdsa. "Ez forditott
és médszertanilag bonyolultabd probléma, amikor tudniillik
egy dolog rejtett szerkezetét kell megkeresni...“ /Kéddrné -
Joé 1977. 2.0./ o ' ,

Az esetlinkben elvégzendd feladat elsSsorban a 2. méd-
szer alkalmazdsdt koveteli meg, a kombinatorika mint objek~
tivdlt tudds rejtett szerkezetét kell feltdrni.

4 strukturs fogalmdt, feltdrdsdnek mdédszereit tovébd
finomithatjuk annsk figyelembevételével, hogy ugyanannek a.
rendszernek dltaldban t&bbféle strukturdjérél beszélhetiink.
A rendszerelméletben szokds a dinemikus struktura, miksdé-
3i struktura, funkciondlis strukturs fogaiménak megklil n=
boztetése.

Hajnal /1973/ a rendszerek hdromféle strukturdinak, a
taxondémiai strukturdinek, & statikus viszonystrukturdknak
és & dinamikus viszonystrukturdknak a feltdrdsdt Javagolja.
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A pedagdgiai elemzésekben a taxondmiai és a logikai
strukturdk feltdrdsdnak vannak hagyomdnyai. Szdmunkra a to-
vdbbi elemzésekhez elegendd lesz e kétféle strukturatipus
megkiildnboztetése, hagyomdnyos értelmezésiik kevés kiegészi-
tégével.

A taxonomikus strukturdk feltédrdsa a rendszer elemei-
nek, részeinek a szdmbavételét, a besoroldsdt, osztdlyoza-
sdt jelenti. A taxondmikus strukturdk megdllapitdsa a rend-
gzer megismerésének csak a legkezdetlegesebb foka, mivel a
részeket, elemeket valddi, belsd, lényegi Osszefliggésrend-
szeriikb8l kiszakitva formdlisan csoportositja, és éppen a
rendszer legfontosabb vondsainak, rendszerjellegének visz~
szatiikrozésére nem alkalmas. A taxondmikus strukturdk tdb-
ldzatokkal, fével, irdnyitatlan gréfokkal &abrAzolhatdk.

A logikai strukture fogaelma a miiksdési struktura, di-
nemikus viszonystruktura, funkciondlis struktura fogalmak-
hoz 411 kozel. A rendszer bels8, lényegi Osszefiliggéseinek,
a részek funkciondlis kapcsolatainak a feltdrdsat jelenti.

Egy rendszerhez dltaldban tobb taxonomikus és logikai
struktura tartozhat, és a jdé rendszerképhez hozzdtartozik
valamenﬁyi, vagy legaldbbis az elemzés szempontjabdl fon-
tosabbak feltdrdsa. .

A kbvetkezbkben a rendelkezésre 4116 kdnyvek elemzé-~
sével, taxondmiai strukturdik megdllapitdsdval Jsszegyiij-
tom a kombinatorika elemeit, majd a k&z8ttiik levlé lényeges
kapcsolatok elemzése alapjén megkisérelem a logikai struk-
tﬁrék feltdrdsdt. Természetesen nem & teljes kombinatorika,
hanem csak az alapismeretek szilkkebdb kdrének az elemzésére
vdllalkozom, és a strukturdk koziil is els8sorban azokkal
foglalkozom, amelyeknek a kombinativ képességgel kapcso-
latban jelentégégiik van. )

Taxonomiai strukturdk

.

Az elemzés kiinduldsaként sziikség van annak tisztdzé-
sédra, melyek a kombinatorika alapelemei, alapismeretei.
£1taldban rendkiviil nehéz elméleti elemzéssel elddnteni,
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mik tartoznak egy tudomdnydg alapfogalmai, alapismeretei ko-
zé. Ennek egyik oka az, hogy a tudomdny fejlddése soran
gyakran megtdrténik az ismeretek dtstrukturdldddsa. A hosszu
ideig alapvetdnek tartott ismeretek részletkérdéssé vdlnak,
mig addig specidlisnak tartott teriiletekrél kideriil, hogy a
tudomdnydg legdltaldnosabb alapjaival foglalkoznak.

A matematike ismeretrendszere napjainkben megy &t egy
ilyen dtstrukturdldddson, aminek egyik jellemzSje az, hogy
éppen & kombinatorika egy része, ami eddig specidlis terii-
letnek, fels8foku matematikdnak szamltott, az elemi matema-
tikai ismeretek részévé valik.

A kombinatorikdval kapcsolatban az is neheziti az
elemzést, hogy az utolsé harminc évben felhalmozddott isme-
retek & sokszorosdt teszik ki mindannek, ami a megeldézb év-
szdzadokban a kombinatorikdban sziiletett.

Ezért a kombinatorikdban ma még dltaldénosan elterjedt
felosztdst kovetem, és az alapelemeket egy egdszen egysze-
rii gyakorlati szempont alapjdn kiiltnitem el, azt tekintve
elapismeretnek, amit az alap-, kézép-, valamint felsdfoku
tankbnyvek, feladatgyiijtemények, illetve a nem specidlis
tdrgyu kombinatorika kdnyvek tartalmaznak, alapismeretként
tdrgyalnak. :

A kombinatorikdt a felséfoku tankonyvek hegyomdnyosan
ez slgebra és szdmelmélet keretében fejtik ki, és a vald-
szinliségszdmitdssal foglalkozd milvek tartalmaznak rodvid
kombinatorikei bevezetlt. A legtobb konyv a kombinatorikd-
b8l csak egy szilk tdrgykort, az ismétlés nélkiili és ismét-
léses permutdcidk, varidcidk és kombindeidk gzdmdnak meg-
41lapitdsdval kapcsolatos kérdéseket tdrgyal.

A permutdcidk, kombindecidk, varidcidk egyardént halme-
zok elemeib8l képezett valamilyen Osszedllitdsok: soroiatok,
részhalmazok, vagy elemrendszerek. A kdvetkezbkben ezek,
valemint valdsdgos dolgok hasonld tsszedllitdsainak a kdzts
megnevézésére a kombinatorikasl konsgtrukcidk, vegy. egyszerii-
en csak a konstrukcidk kifejezést fogom hagznédlni. 4 mate-
matikéban haszndlatos még a kombinatorikaei komplexid illet-
ve a kombinatorikus struktura megnevezés ig, mivel azonban
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a struktura fogalmdt mds értelemben haszndlom, itt szeren-
csésebb a konstrukcid kifejezés alkalmazédsa. /Valdsdgos
dolgoknak pedig olyan sszedllitdsairdl lesz szd, amelyek

a kombinativ képesség miikodésének, valamilyen "konstrudlds"-
nak az eredményei./

A permutdcidk képzését, a varidcidk képzését, a kombi-
ndcidk képzését, valamint az egyéb kombinatorikai konstruk-
cidk képzésére szolgdld eljdrdsokat pedig kombinatorikai
miveleteknek nevezem, megjegyezve, hogy itt nem az algebra-
ban definidlt miiveletfogalomrdl van szé. )

A legttbb felsSfoku tankdnyv /Fuchs 1963, Szele 1970,
Denkinger 1968, Gdspdr 1968, Gyapjas 1972, Bédcskai 1971/ a
kombinatorikdt a kivdlasztdssal és a rendezéssel hozza kap-
csolatba, a permutdcidk, varidcidk, kombindcidk képzését a
kivdlasztds és a rendezés alkalmazdsaként vezeti be. Az a-
lapismeretek ilyen elrendezése az 1. dbrdn 1ldthatdé sémdnak
felel meg.

KOMBINATORIKA)
MUVELETEK

pd

-RENDEZES KIVALASZTAS

ermutacick . | - variaciok ' kombindcick
p’ kepzése - ke pzése kepzese

1. ébra
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Egy médsik felfogds szerint a permuticidk képzése a va-
ridcidk képzésének specidlis eseteként tekinthetd /Vilenkin
1971, Matematikai kisenciklopédia 1968/, igy elegendd a va-
ridcidk és a kombindcidk bevezetése. Ha & kombinatorikai
miiveleteket ez esetben is a kivédlasztds és.a rendezés alkal-
mazdsaként akarjuk értelmezni, & kivdlasztds megeldzi a ren-
dezést /2. dbra/.

KOMBINATORIKAI M{-
VELETEK

KIVALASZTAS

. mnes
rendezes rendezés

Varidoiok keps

' permutdcipk. kombinaciok |

kepzése

2. &ébra

Ez utdébbi felfogdssal egyezik meg az Amerikdban hasz-
ndlatos csoportositds is, azzal a terminoldgiai kiilonbség-
gel, hogy ott az dltalunk varidcidknak nevezett sorozato-
kat permutdcidknak nevezik /Ryser 1963, Varga 1967/. igy
tehdt csak a varidcidkat /ahogy ott nevezik: permutdcidk/
és a kombindcidkat vezetik be, ezeken beliil értelmeznek is-
métlés nélkiili és ismétlédéses eseteket /3. &bra, forrds:
Varga 1967./.

He ezeket a felosztdsokat /amelyek koziil némelyiket a
konyv kifejezetten megad, masokndl pedig csak az ismeretek
elrendezésébenAnyilvénul neg/ tsszefoglaljuk, a hdrom for-
mdlis felosztdsi alap - a kivdlasztds, a rendezés és az
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s PERMUTACIOK 2
° KOMBINACIGK ¢

3., dbra

ismét18dés - alkalmazdsdval a kombinatorikei miiveletek ha-
gyomdnyos csoportositdsdt kapjuk /4. dbra/, amit, hogy az
alapok hierarchizdldsat kikilszdbsljilk, szemléltethetiink a
texonomikus strukturdk szokdsos dbrdzoldsdval /5. dbra/.

' Kénnyen kimutathatd, hogy ez a formélis csoportositds
nem tilkrozi a kombinatorikai milveletek belsd dsszefliggédse-
it, szdrmaztatdsuk természetes rendjét..Nem felel meg a
matematikai szempontoknak, mivel nem fejez8dik ki benne a
gorozatok, a részhalmazok, az elemrendszerek kiilonbozdsége,
az ismétl8dés 'eltérd jellege. De nem fejezi ki a konstruk-
ciék ténylegeés eld41litdednak, felsoroldsdnak strukturdjit
sem. Olyan miiveleteket sorol egy csoportba, amelyek kozdtt
nincs logikai kapcscolat, mig az azonos jellegﬁeket elsza-
kitja egymdstdl /pl.: az ismétléses permutdcidk kevésbé
fliggnek ©ssze akdr az ismétléses varidecidkkal, akdr az is-
métlés nélkiili permutdcidkkal, mint az ismétlés nélkiili
kombindcidkkal/.

Tankdnyvek esetében az ismeretek elrendezése, tdrgya-
14smédja nem kozdmbbds, mivel - mint erra Skemp /1975/ is
felhivja & figyelmet - meghatdrozza a kialakuld szkémdk al-
kalmazhatdsdgdt, tovédbbfejleszthetSségét. L kcrszeriibb szem-
1életii munkdk /ezékre a logikai strukturéknél fogok hivat-
kozni/ mds csoportositdsban tdrgyaljék a kombinatorikai mii-
veleteket, az itt elemzett kinyvek tobbségénél azonban az
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5. dbra

ismeretek elrendezése ezt az egyszeri taxonomiai struktu-
rét kidveti. Kevés tesz kbziiliik .emlitést egyéb kombinatori-
kai feladatokrdél, az elemi kombinatorikai problémdék gazdag-
sdgdrdl.

Az elemi kombinatorikas tovdbbi feledetai annyira vé&l-
tozatosak, hogy azoket nemcsak csgoportositani, de még kdzii-
liik bizonyos tipusokat kiragadni is nehéaz,

Bgyik ilyen tipusnak tekinthetjiik az egyszerii Cssze-
szémldldsi feladatokat. /KlldnSsen alapfoku kinyvekben,
feladatgyiijteményekben fordulnak el§, pl.: Varga 1967, Cza-
pdry 1974, Pelle 1978, Kunstdrné 1977, Lovdsz-Vesztergombi-
Pelikédn 1970./ Ezek sorén nem kell kombinatorikai konstruk-
cidkat létrehozni, csak megszdmlédlni bizonyos lehetdségeket.

SRS

SRLLALIS SION
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E tipus jellemz8je a szavaknak betiimdtrixokbdl torténd ki-
olvasdsait megszdmldld feladat, vagy a Pascal héromszdgek-
kel kapcsolatos szdmitdsok.

Mdsik Osszeszdmldldsi feladat a logikai szita formula
/vagy az dltaldnosabb tartalmazds-kizdrds elvének/ slkalme-
zdsa, ami szintén nem igényli kombinatorikai konstrukeidk
e16411it4s4t /Vilenkin 1971, Tomescu 1978./. Itt a szdmitd-
gi eljédrds, a matematikei formalizmus domindl a kombinativ
jelleggel szemben. )

Kdzelebb Allnak az eldzbekben felgorolt kombinatorikai
miiveletekhez azok a feladatok, amelyekben bizonyos konstruk-
cidkat kell létrehozni, és ezek koziil néhdny a feladet fel-
tételei szerint ekvivalensnek gzdmit. Jellemzd példdk erre
az asztal korili Ultetések vagy a gydngyfiizés feledatai, a-
mikor az egymdsbdl ciklikus permutdldssal vagy tilkrozéssel
el84l11ithatd esetek szdmitanak azonosnak.

Igen dltaldnos az a feladat, amikor tobb halmaz elemei-
b8l kell sorozatokat képezni. Ilyenkor a konstrukcid adott
helyén csak a megfeleld halmaz elemei dllhatnak. /A halma-
zok Descartes-féle szorzata képzésének megfeleld miivelet./

Az e182z8 miiveletekbdl szdrmaztathatdk az olyan felada-
tok, amelyekben megadott feltételek bizonyos konstrukcidkat
kizédrnek. /Példa erre & zdszldészinezés./ Sok feladat a ha-
gyoményos kombinatorikei miiveletek kbzill ttbbnek az egyiit-
tes vagy egynek a tSbbszdri alkalmaezdsdval oldhatd meg.
Ezek k&ziil kevésnek van trividlis neve, de ilyen példdul e
halmaz részhalmazainak képzése, vagyis'az tsgszes lehetséges
elemszdmi kombindcid el84llitédsa.

Van a kombinatorikai feladatoknek egy olyen k&re, ame-
lyik igen egyszeri elemi problémékbdl indul ki, e létrtho-
zendd konstrukcidk nem bonyolultebbak, mint amelyeket & ha-
gyoményos kombinatorikai milveletekkel el4llithatunk, dlta-
ldnos megolddsuk azonban mégis komoly matematikail eszkzo-
ket igényel. Az egyszeribb konkrét esetek azonban a kombi-
natorikai miiveletek egylittes alkelmazdsdval néha ezeknél is
megoldhatdk. Ilyen példéul n szému tdrgynak m szém rende-
zett celldba veld elrendezése..
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Halmaz adott szdmu osztdlyt taftalmazé osztdlyozdsai-
nak elddllitdsa is viszonylag egyszerii probléma, azonban
az osztdlyozdsok szdmédnak megaddsa dltaldnos esetre csak
rekurzidval lehetséges. Ugyanez elmondhatd egész szdm egész
gzémok Ggszegekdént veld elédllitdsainak szdmdrdl. /Tomescu
1978. 15., 46. ill. 60.0./

Logikai strukturik

Az el8z8ekben megfogalmazott értelmezés szerint a lo-
gikai strukturdk feltdrdsa a kombinatorikai miiveletek bel-
sl szerkezetének, lényeges, funkciondlis kapcsolatainak az
elemzését jelenti. '

A kombinatorikaban két elvileg kiilonbdz6 tipusu prob-
1éma vethetd fel: adott feltételeket kielégitd konstrukci-
6k szdménak meghatdrozdsa és maguknak a konstrukcidknak az
el84llitdsa, felsoroldsa. A kombinatorikai miveleteket te-—
hdt e kétféle tlpusu feladattal kapcsolatban kell megvizs—
gdlni.

A metematikdban & nagyobb hangsuly a lehet8ségek szd-
ménak megédllapitdsédra esik, foglalkozzunk eldszor ezzel a
feladatkorrel.

He kombinatorikai miiveletnek a kiillonbdzd konstrukeidk
képzéadt, el8411litdsdt tekintjiik, mostani elemzésiinkbdl ki-
zédrhatjuk azokat az Usszeszdmldldsokat, szdmitdsi eljérdso-
kat, amelyek nem konstrukcidk lehetséges el84llitdsaival
kapcsolatosak. : '

Igy a legegyszeriibb komblnatorlkal szdmitdsnak a le- °
het8ségek szorzdsit tekinthetjiik. A szorzdsi szabdly sze~
rint ha egyik tipusu dologbdl n daraeb, egy mdsik tipusu do-
logbél m darab van, a két kiillonbozd tipusu .dolog egyesité- -
gével msn féle konstrukeciét lehet létrehozni.

Az igy t6rténd konstrukeidképzés altalan051tasaval a
hat hagyomdnyos kombinatorikai muveletekpez‘kepest uj mitve-
letet értelmezhetiink a kdvetkezd mddon.

Legyen adott az egymdstdl megkiillonbsztetett \)l, Vv

Dy eeey



27

Qk cella és a Hl’ PUIRERE Hk halmaz, ameélyek rendre

ny, Ny --., My elemet tartalmaznak. A V 02, cees Ny
cella rendre Hy, Hy, ..., Hy elemeivel tolthet6 be ugy,
hogy minden cella egy és csak egy élemet tartalmazzon /6.
dbra/.

6. &bra

A szorzdsi szaebdly szerint igy nqny...ny szdmu kildnbszé
konstrukcidt dllithatunk eld.

Az igy értelmezett kombinatorikai miivelet valogaban
halmazok Descartes féle szorzatidnak képzését Jelentl, ezert
a tovabblakban e miveletre ezt a megnevezest fogom hasznal-
ni. ‘ ' o

A Descartes-féle szorzat képzésétil az ismétléses va-
ridcidk, az ismétlés nélkiili varideidk es az ismétlés nel—
kiili permutdcidk képzése csek a celldk betoltesere felhasz-
ndlhaté halmazokban kiildnbodzik. ’

Az ismétléses varidcidk képzése a Descartes-féle szor-
zat képzésének specidlis eseteként is tekinthetd. Ekkor
H) = Hy = ... =Hy, vagyis & vy, Vp, ..., ¥, celldk mind-
egyike egy n elemii H halmaz elemeivel t&lthetd be. A lehe-
+8ségek gzdma igy nk.

Az ismétlés nélkili varidcidk képzésekor egy n elemii
H helmaz minden eleme csak egyszer haszndlhatd fel a
Ql’ 02, ooy V) cellék betdltésére. Igy & vV cella & H
halmazbdl n-féleképpen, a 02 cella s megmaradt, minden
egyes konstrukciéndl més n-1 elemil halmezbdl /n-1/-félekép-
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pen, & Ok cells a még fel nem haszndlt elemekbdl /n-k+1/
féle médon tolthetd be. Igy az Osszes lehet8ség szama:
n/n-1/.../n-k+1/. /n > k/

Az ismétlés nélkiili permutdcidkat akkor kapjuk, ha a
celldk szdma és a halmaz elemszdma mevegye21k igy a per-
mutdcidk szdma nl.

A Descartes-féle szorzatok, az ismétlés nélkiili per-
mitdcidk, az ismétlés nélkiili varidcidk és az ismétléses
varidcidk képzése tehdt kozds csoportot alkot, a négy mive-
lettel elddllithatd konstrukcidk szdma egyardnt a lehetdsé-
gek szorzésdval szamithaté ki. Ilyen szempontbdl egyben a
kombinatorikai miiveletek legegyszeriibb csoportjdt is kép-
viselik, mert a‘lehetséges konstrukcidk szdme a szorzés
egyszeri alkalmazdsdval kiszémithats.

Az ismétléses varidcidk, az ismétlés nélkiili varidcidk
és az ismétlés nélkiili permutdcidk képzése mds, mélyebb ma-
tematikai értelmezés alapjdn is egy csoportba sorolhaté
/Szendrei 1974, Tomescu 1978/. Az n elemii X halmez elemei-
b8l e hdrom milvelettel készithetd m elemii sorozatok és az
X halmazt az m elemii ¥ halmazba leképezd f:X— Y fuggvenyek
k6zott bijekcid 1étesithetS. Ekkor: )

az f: X =»Y fligevények szdma: m" /ism. veridcidknak

felelnek meg/;

az injektiv f : X=Y fgv.-k szdma: m/m-1/.../m-k+1/

) /ism. nélk. varidcidk/;
a bijektiv £ : X=»Y fgv.-k szdma, n! /ism.nélk.
' © permutdcidk/.

E matematikailag is Osszefiiggd hérom miiveletbdl 41146
csoportot itt az Altaluk el18411itott konstrukcidk kiszami-
tésdnak azonos médja alapjdn érdemes egy negyedikkel, a
Descartes-féle szorzat képzéssel kiegésziteni.

A tobbi miivelettel el8dllithatd konstrukcidk szdma nem
szdmithaté ki egy 1lépésben a szorzdsi szabdllyal.

Ezekben az esetekben ugy jdrunk el, hogy a lehetdségek
szorzdsdval el8szdr a konstrukcidk tidgabb kdrének szdmdt
hatdrozzuk meg, amelyek‘kdzbtt a feladat feltételei szerint
ekvivalensek is lesznek. A kovetkezd 1épésként az ekvivalens
lehetbaégeket osztdlyokba rendezziik, majd meghatdrozzuk az

P
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egyes ekvivalenciabsztélyokban levé konstrukcidk szémdt.
Ezutdn a lehet8ségek osztdsdval a feladat feltételei sze-
rint killonboz8 konstrukcidk szdmdt Allapitjuk meg. /E ti-
pusra példa: n kiilénbdz8 gybngybdl hdny kiilonbdz8 zdrt
gydngysort lehet késziteni, ha minden gydngydt egyszer és
csak egyszer haszndlunk fel./ ‘

E csoportba tartozik a hegyomdnyos kombinatorikai mii-
veletek koziil az ismétléses permutdcidk és az ismétlés nél-
kiili kombindcidk képzése. Ezek esetében a képezhetd konst-
rukcidk szdma a 7. dbrédn liathatd séma szerint hatdrozhaté
meg.

Az ismétlés nélkiili kombindcidk és az ismétléses per-
mutdcidk képzése mis megkozelités szerint is kdzbs csoport-
ba sorolhatés mindkét miivelet véges halmaz rendezett osztd-
lyozédsait d1litja el /Kemény-Snell-Thompson 1971/.

LEHETOSEGEK SZORZASA | -

:

EK VIVALENCIA

lehetdségek lehetSségek lehetdségek
szorzdsa 1. | szorzdsa 2 szorzdsa “n
L I ]
4

LEHETGSEGEK 0SZTASA

7. 4bra
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Az ismétléses permutdcidk képzése az dltaldnosabb, az is-

métlés nélkiili kombindcidk képzése az .a specidlis eset, a-

mikor & halmazt csak két részre osztjuk. Hogy a lehet8sé-

gek kiszdmitdsdnak szempontjai alapjdn is Bsszetartoznak,

és e szempont alapjdn még mis miiveletek is ebbe a csoport-
ba Sorolhatdék, azt az 1. tdbldzat szemlélteti. /A "gyodngy-

fiizés" a példeként emlitett feladatot jeloli./

1..téb1ézat

Kombinatorikai miiveletek ©sszehasonlitédsa
: i . ekvivalens
oo |lehetSsé- R _ kongtruk- lehet8gé-
,?gge gek ekvzgglen cidk szd- gek
szorzdsa ménak meg- osztdsa
: dllapitdsa
Az Osszes Ekvivalensek'.Pk s ""Pk . Pn
: elemet kil- |azok a permu- 1 i . .
ism. 18nb52z6—- tdcidk, ame- |, . . ... P, ...P
per- |nek te- 1yek csak ag |Kiszamitasa k1 ki
mutd- |kintjiik, és|"ismét184d8"
cid lkiszdmitjuk}elemek sor-
képz. [a permutd- |rendjében kii-
" leidk szd- |[1¢nbOznek.
mat: P . .
) n
Az Ssszes |Ekvivalensek 'Pk' vE
i elemet kii- }azok a konst- . Sno
|kom- - |18nbSzdnek |rukcidk, ame-|kiszdmitdsa P
bina- (tekintjiik lyek csak az | "k
cid és kiszd- elemek sor-
képz. moljuk a |rendjében kii-
lvaridcidk |lonboznek
szdmat:
K
Vn
igzdmit— Ekvivalensek Plo=n P
ngysngdiuk ez n lazok az ese- i i
fiizés" [kiilonbszd tek,,aggiyek n
s lelem per- |€EYymMASDO
ilk/ mutdcidjst:|ciklikus per-
an, mutdlassal
i jonnek 1létre.
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Az elemi kombirnatorikai szémitdsok harmadik csoportjé-
ba sorolhetjuk azokat az eljardsokat, amelyek az elﬁbbi két
tipus valamelyikének vagy mindkettdnek a tSbbszbri egymdsu-
t4dni alkalmazdsaval oldhatok meg, vagy azokfa visszavezet--
heték. : '

E tipusbdl a gyakoribb kombinatorikai miiveletek k&ziil
kett8t érdemes kiemelni. ' . .

Az ismétléses kombindcicdk szdmdnak megillapitésa visz-
szavezethets az ismétlés nélkiili kombindcidk kiszdmitdsdra
/igy ezt a megolddst alkalmazza a legtobb tankdnyv/ vdgy az
ismétléses permutdcidk szdmédnak megéllapitdsdra, az eldzé-
ek értelmében mindkét megoldds ugyanarra a sémdrs vézet.

A mdsik példa n elemii halmez Osszes részhalmazainak
szémbavétele lehet. Itt is tobb Megolqés kindlkozik. A meg-
feleld kombindeidk szdmdnak megdllapitdsdvel kiszdmitjuk =
0, 1, 2, ...; n elemet tartalmazd részhalmazok szdmidt, és
az igy kapott szdmokat ﬁsszegezhetjﬁk. Ugyanehhez az ered-
ményhez eljuthatunk egyszeriibben -is. A részhalmazoknak n
hosszusdgu bindris sorozatokat feleltethetiink meg, és igy a
feladatot ismétléses -varidcidk szdmdnak megdllapitisdra ve-
zethetjiik vissza. .

A kxombinativ képesség vizsgdlata séempontjébél nagyobb
jelentSgége van a kombinatorikdban kisebb hangsuly® iuspd
témakornek, a kombinatorikai konstrukcidk képzésével, tel-
goroldgdval kapcsolatos kérdéseknek. '

Egy kombinatorikai miivelettel képezhets Ssszes konst-

rukcid felsoroldsa egyben a konstrukcidk rendszerezését is
megkdveteli. Csak & rendszerezés biztositja, hogy ne képez-
ziik 18bbszdr ugyanazt a konstrukcidt és valdéban minden
konstrukcidt el6411itsunk. ' -

A konstrukcidk elddllitdsdnak, felsoroldsdnak bonyo-
Jultsdga szerint a kombinativ miitveleteket ugyanugy harom
cgoportba sorolhatjuk, mint ahogy azt a kohstrukcidk szdménak
megdllapitdsdval kapcsolatban tettiik.

A,legegyézerﬁbben az ismétléses varidcidkat, az ismét-
1és nélkiili varidcidkat, az ismétlés nélkiili permutdcidkat

°

és a Descartes-szorzatnak megfeleld kbhétrukbiékat'képéz-
hetjlik, ezek rendszerezdsét egyardnt fa aléku griffal szem-
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léltethetjiik. A konstrukcidk ez esetben a fa utjainak fe-
lelnek meg. /8. dbra/

8. &bra

A fa szintjeihez ugyanugy rendelhetiink halmazokat,
mint ashogy a celldkhoz rendeltiink & lehetéségek kiszdmi~
tédgdval kapcsolatban. A fa csucseibdl kiinduld élek szd-
me & Descartes-szorzatok képzésénél emeletrdl emeletre tet-
sz8legesen vdltozhat, az ismétléses varidcidkndl 41lands,
ez ismétlés nélkilli varideidkndl és permutécidkmél pedig a
fa gybkerétdl a felsd szintek felé haladva szintenként
eggyel csokken.

Pa alaku gréf segitségédvel olyan feladatok is meg-
oldhatdk, amelyekben kiilonbozl kikGtések & konstrukcidk bi-
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zonyos korét eleve kizdrjdk. Ilyenkor a fa azonos 521ntaen
levd csucsokbél kiinduldé élek szdme is kiildnbdzhet.

A kdvetkezd csoportba,tartozo miiveletek kozt3 vondsa
az, hogy a konstrukcidkat nem egyetlen 1épésben képezsziik,
hanem el8sz8r fa-rendezéssel elddllitjuk & konstrukeidk td-
gabb korét, majd ezeket\osztélyozzuk,

Igy képezhetjilk az ismétléses permutdcidkat, az ismét-
1és nélkiili kombindcidkat /illetve ez az egyik médja az is=
métlés nélkiili kombindcidk képzésének; e kombindcidképzés
mdsik lehetdségére késSbb fogok visszatérni/, és ezt a mdd-
gzert kovethetjilk sok, triviélis névvel nem jeldlt feladat .
egetében is, példédul a kordbban emlitett "gydngyfiizés" tipu-
su feladatoknal. : '

Kombindcidképzés sordn eldszdr fa alaku graffal varid-
cidkat 4llitunk eld, majd az egymdsbdl permutdldssal szdr-
maztathaté eseteket ekvivalenciaosztdlyokba sorbljuk /Négy
kiilénboz8 elam masodosztalyu kombindcidnak kepzeset e 9.
abra szemlélteti./

9. ébra
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Az osztdlyozds Altaldban egyszeriisithetd, ha meg lehet ad-
ni olyan kritériumot, ami minden osztdlyban csak ezy konst-
rukcidra érvényes. Példaul kombindcidképzés esetében megdl-
lapodhaturnk abban, hogy csak azokat a varidcidkat soroljuk
fel, amelyekben az elemek ndvekvd sorrendben szerepelnek.
Azonban ilyenkor is €18 kell &llitanunk minden varidciét,
hogy a ndvekvd sorrendii eseteket kivdlaszthassuk, tendt 1é-
nyegében ez az eljdrds sem kiildnbdzik az osztdlyozdstdl.

A kombinatorikai konstrukcidk elddllitdsdnak harmadik
cgoportjéba sorolhatjuk az e14z8 két tipusndl bonyolultabb
eljérasokat. Ezeknek az eljdrdsoknak egy része az eldzd
két tipusbdl épithetd fel, vagyis a fa ren@ezés és az osz-
tdlyozds t8vbszdri alkalmazdsdt igényli.

Erre példaként halmaz részhalmazainak képzésé:t te-
kinthetjiik. Halmaz részhalmazait képezhetjiik ugy, hogy
gorban eld4llitjuk a nullad, elsd, mdsod, ..., n-ed ogztd-
1yu kombindcidkat. Ezt az e18411itédsi médot 4 elemii hal-
mazra a 10. dbra szemlélteti.

Halmaz részhalmazait azonban mds eljdrdssal is képez-—
hetjiik. Erre az ujabb eljdrdsra példaként nézziik meg eld-
sz6r & hdromelemi halmaz részhalmazainak képzését. A két-
elemi részhalmazokat az elemek mint egyelemii részhalmazok
paronkénti egyesitésével dllithatjuk el8., A kételemii rész-
halmazok egyesitésével kapjuk a haromelemil halmazt. Az
igy kapott részhalmazokat az lres halmazzal kiegészitve
kapjuk az Osszes részhalmazt /11. dbra/. Az dbra azt is
szemlélteti, hogy a halmaz Ssszes részhalmaza haldt alkot.

A hdld kétmiiveletes algebrai struktura, két miivele-
te: az egyesités és a metszés.

Az e18z8 példdndl az egyesités miveletét haszndltuk
fel, azonban a részhalmazokat képezhetjilkk a metszés miive-
letével is. Ekkor a hdld mdsik "végén" kell elindulnunk.
Erre példaként képezziik 4 elemii halmez részhalmazait.

/12. ébra./ A hérom elemii részhalmazokat ugy dllithatjuk
eld, hogy a halmaz egy-egy elemét kihagyjuk a négyelemii

részhalmazbél. A négy hdromelemil részhalmazbdl pdronként
metszetet képezve kapjuk a hat kételemi részhéimazt. Ha-

\



4 ELEMU HALMAZ RESZHALMAZAINAK KEPZESE

Oelemb 1 elemd) : 2'elemy

3 eleml 4 elemU
: {1,2,3,4}

{1} {2} {3} {4} {.za}{12.4}{1.3.4}{1,z,3}

Nevova

.{1,2} - {13} {1,4) {2,3} {2,4} {3,4}

10, &bra
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sonléan kaphatjuk az egyelemii részhalmazokat, melyeknek pd-~
roankénti metszete az lires halmasz.

A 1416 magdban foglalja a kombindcidkat, igy ez az el-
jédrds a kombindcidk képzéBére is alkalmas. :

Bar szigorubb értelemben nem matematikai kérdés, mégis
itt célszeri kitérni a konstrukcidk kiilonbszé el6dllitdei
médjainak Osszehasonlitdséra.

A kombindcidknak a hdldé strukturdba rendezése csak ke-
vés elem esetén jelent egyszeriistdést a fa és az ekvivalencia
segitségével torténd elfallitashoz képest. Négy elemii hal-
maznal példdul még Adttekinthetd, hogy mely részhalmazokbél

"kell metszetet késziteni. Bnnél t&bb elemre azonban mdr a
megfeleld részhalmazok kivdlasztdsa tulajdonképpen kombind-
cidk rendszeres képzégsét koveteli meg.

A kombinativ miiveletek kielakuldsdnak és rendszerré
gzervezddésének szempontjédbél figyelemre méltd az a lehetd-
ség, amit a hdld struktura segitségével ttrténé kombindcid-
képzés valemint a fa és az ekvivalencia segitségével valé '
konstrukcidképzés gréfjainak Osszehasonlitdsa alapjén vet-
hetiink fel. ‘

Osszehasonlitva a kombindcidképzés kordbban elemzett
médszerével, megdllapithatjuk, hogy a hélé.strukturdt rep-
rezentdld grif magdban foglalja a fa rendezéssel és osztd-
lyozdssal valé kombindcidképzést is. Ezt részletesen -
tatja & 13. dbrdn ldthaté hdlé és a 9. dbra Ssszehasonlitd-
sa. . ]

‘A 13. dbra /egyébként & 12. dbra megforditdsa/ rész-
halmazok egyesitésével torténd kombindcidképzést szemlélte-
ti. Ha & 13. &dbrén vastag vonallal jeldlt részgrafot a
szaggatott vonal mentén gondolatban két részre osztjuk,
pontosan a 9. dbrdn 1ld4thatd grafot kapjuk. A részgrif szag-
gatott vonal felett levd része a fa alaku gréfnek, az alat-
ta levd az osztdlyozdsnak feleltethetd meg. A hdlét repre-
zentdld grif igy - a képesség miikbdészével kapcsolatban - a
fa és ekvivalencia segitsézével torténd kombindcidképzés
utjainak lerdvidiiléseiként is értelmezhetd.

Az egyesitéssel tdrténd részhalmazképzés igy nem te-
kinthetd az eldz8 képzési eljdrdsokhoz képest teljesen uj-
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{1,2,3,4}

13. dbra

.nak, sokkal inkdbb azok sajdtsdgos egybeéplilésének. Ez az
egybeépiilés azonban kiilonbdzik a'részék mechanikus Ossze-
rakéstdl,emint azt e 10. és a 13. 4bra Ssszehasonlitésa is
szemléltetheti. ‘ o ‘ ]
] Ezeket a formdlis 5sszefﬁggéseket azonban csak lehetd-
A ségeknek tekinthetjiik, szempontoknak, amelyekgt a képesség
kialakuldsdnak empirikus vizsgdlatdban érvényesithetiink.

Adott halmaz bsszes osztdlyozdsai szintén hdlét al-
kotnak. A négy elemii halmaz osztdlyozdsainak hdléjdt a 14.
abra szemlélteti. ‘
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{4,2',3‘,'4J

{1,2.3{4}

{1,2}{3}{4}

{r}2}{3}{4}
14. &bra

A hdl6 struktura itt is segithet az Gsszes lehetdség képzé-
sében, rendszerbe foglaldsdban. Az osztdlyozdsokat az elé-
z8ekben elemzett miiveletek kombindlt alkalmazdsdval konkrét

egsetekben eld lehet dllitani, az dltaldnos képzési szabdly
viszont mar sokkal bonyolultabb.
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IiT.

A KOMBINATIV ‘KEPESSEG MINT PSZICHIKUS RENDSZER

1. A KEPESSEG MINT PSZICHIKUS RENDSZER

A kombihativ képesség alaposabb megismeréséhez, miben-
1étének tisztdzdsdhoz, a gondolkoddsban betsltott szerepé-
nek_a vizsgdlatdhoz sziikséges, hogy kiinduldsként tisztdz-
zuk, mit értiink képességen, vagyis kérilhatdroljuk a képes-
ségnek azt a felfogdsdt, amit a tovdbbi elemzések sorédn
haszndlni fogunk.

A képesség mind a pedsgdgidban mind a pszicholdgidban
az alapvet§ kategéridk kbzé tartozik. Ennek ellenére - vagy
"taldn éppen ezért - a képesség fogalmdnak meghatdrozdsa ko-
réntsem egyértelmii.

‘ - A pedagégiai és pszicholdgiai irodalomban a "képesség"
826 meglehet8sen sokféle jelentéssel, vagy legaldbbis jelen-
tésdrnyalattal Tfordul €18, a kdzryelvben elfogadbtt tarta-
‘lom hordozéjeként és tobbé-kevésbé meghatdrozott terminus
technikusként egyardnt szerepel. A képesség fogalminak meg-
hatdrozdsai tSbbnyire az &ltaldnossdg szintjén mozognak, a-
“mi taldn tikrdzi azt is, hogy a képességekrSl, a.képességek
mibenlétérsl me még kevés konkrét ismeretiink van és a ren-
delkezésre 4116 ismeretek sem kovdcsolédtak egységes rend-
szerré. A gokféle képesség-koncepcid, a kiilonbozd elméletek
koz5tt azonban egyre inkdbb kirajzolddik egy tendencia, to-
rekvés a képességek funkcidjdnak, strukturdjdnak, miiksdésé-
nek egyre pontosabb, égzaktabb leirdséra.

A képesség dltaldnos fogalménak meghatdrozdsa nem cé-
lom, ittt csupdn arra vdllalkozhatom, hogy az dltaldnosa
elfogadott képesség-meghatdrozdsok keretébe beillesszem es
kdriilirjam & képességeknek azt a felfogdsdt, ami a kombina-
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tiv képesség elemzéséhez alkalmas elméleti alapot biztosit.
Kiinduldsként tekintsiik a Pedagdgiai Lexikon megfogal-

mazdsat: ‘
"képesség: valamely cselekvésre, teljesitményre valé
alkalmasgsdg, illetve ennek mértéke; tehetség. Minbsé-
gét, fokdt részben az emberrel vele szilletett adott-
sdgok, hajlamok, részben a kdrnyezeti hatdsok egylit-
tesének befolydsdra szerzett tapasztalatok /ismere-
tek, készségek/ hatdrozzdk meg. Az emberrel vele szii-
letett adottsdgokbdl, hajlamokbdl 4116 rdtermettiség
tehdt a képesség fejlesztésének természetes feltdte-
le, maga a képesség az emberi tevékenység folyamdn
alakul ki. Vannak dltaldnosnak mondott képességek
/pl. intelligencia, kreativitds/, melyek a tevékeny-
ségformdk széles kdrében jutnak kifejezésre, és van-
nak tobbé-kevésbé kiilldnleges képességek /pl. kézii-
gyesség, zenei képesség, élénk, képgzerii fantdzia,
képességek egyes sportdgaekban eredmények elérésére
stb./.'Valamilyen irdnyu képessége mindenkinek van,
ennek feltédrdsa azonban nem egyszerii, mivel mint
belsl lehetlség rejtett, és csak valamilyen telje-
sitmény utdn nyilvédnul meg. A teljesitményt viszont
sok egyéb tényezd /szorgalom, érdeklddés, dllhata-
tossdg, fdradékonysdg, a szorongds mértéke stb./ be-
folydsolja. Az Atoroklés és a kdrnyezeti hatédsok vi-
gszonydnak vizsgdlata interdiszciplindris kutatdsok
tdrgya. Az eddigi tapasztalatok’ és vizsgdlati ered-
mények egyértelmiien bizonyitjdk, hogy az iskoldzds
mind & tudds /tények, Osszefliggések, tdmpontok, meg-
01d49i médok atb./ kbzvetitése, mind a kiilonbszd ér-
telmi tevékenységek /emlékezet, képzelet, itéletal-~
kotds, kbvetkeztetések gtb./ utjdn hozzdjdrul az em-
ber meglév3 képességeinek kifejlesztéséhez, és olyan
adottsdgokat is mozgdsba hoz, képességekké fejleszt,
melyek nélkiile nem nyilvénulnénak meg." /Pedsgdgiai
Lexikon II. k&tet, 1977. 344.0./ .
Ez a néhdny sor j6l illuszirdljae a képesség meghatdro-

zésdnak azokat a problémdit, amelyekre az elSzdekben utal-
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tam. A lexikon megfogalmazdsdbdl mindenesetre harom dolgot
érdemes kiemelni.

Az elsé az adottsdgok - képességek viszonydnak meghatd-
rozésa, az Ordklédés és a tanulds szerepeének a tisztdzdsa.
Ez voltaképpen a képességek kutatdsdnek Gsi dilemmdja és a
kii15nboz8 képesség-elméletek iitkszSpontja.

A mdsik probléma a képesség és a tehetség viszonya, az
értelmezés ellentmonddsossdga, aminek egyik oka, hogy a "te-
hetség" sz6 igen sokféle jelentdst hordoz. Haszndlatos a "ki-
emelkedd képesség" jelentéssel, de eléfordul a "rendkiviili
hajlam" tartalommal is.

A harmadik figyelemreméltd mozzanat & meghatdrozdsban
a8 specidlis és az Altaldnos képességek viszonya.

A lexikon értelmezése tehdt e hdrom problémaksr fele
~ legaldbbis részben - nyitott, de taldlunk ugyancsak hé-
rom mozzanatot, ami hatdrozott dlldsfoglaldst jelent, és
gzdmunkra is haszndlhaté kiinduldpontnak bizonyul. Ezek pe-
dig & kdvetkezdk: a képesség valamely cselekvésre, telje-
sitményre /tevékenységre/ vald alkalmassdg; csak vélamilyen
teljesitmény utdn /tevékenységben/ nyilvdnul meg, és megha-
tirozott tevékenységek sordn fejlddik. :

Mindez azonban konkrét képességek vizsgdlatdhoz még
kevés tédmpontot ad. Bzért induljunk ki & képességek dltald-
nos elméletébdl, és az értelmezés fokozatos koriilhatdroldsa-
val alakitsunk ki egy szigorubb, k@zvetleniil felhaszndlhaté
koncepcidt. ) -

A képessdgek vizsgdlatdval, a képességek 1lényegével
kapcaolatos legdltaldnosabb elvi alapokat Rubinstein és
Leontyev fejti ki.

Leontyev a képességek filogenetikus fejl8dését elemzi.
A képességeket az emberi tevékenységek kialakuldsédnak, fej-
18désének pszichikumbeli lenyomataként mutatjs be. /Leon-
tyev 1964. 359-369.0./ :

Rubinstein a képességek dtfogd elméletét irja le.
/Rubinstein 1964. 988-1009.0./ Részletesen elemzi a képes-
ségek és az adottsdgok kapcsolatdt, valamint az altaldnos
és a specidlis képességek>viszonyét. A tehetség kérdéséven
nem foglal hatdrozottan &114st, bdr inkdbb hajlik arra,
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hogy a tehetség fogalmdt az dltaldnos képességek fogalmival
azonositsa. Az adottsédgok és a képességek viszonydrdl alko-
tott felfogdsédt a kivetkezd megfogalmazds jél Ssszefoglalja:
"Az adottsdgok és a képességek kdzdtt igen nagy a distancia.
Ott van kbzdttilk a személyiség fejlddésének egész utja."

" /i.m. 989.0./

Egy kés8bbi munkdjdban Rubinstein a képességeket
pgzichikus képzSdményekként hatdrozza meg. "Képességen a
sz6 tulajdonképpeni értelmében mint mondottuk, bonyolult
képz8dményt, olyan pszichikus tulajdonsdgok komplexumdt ért-
jiik, amelyek alkalmassd teszik az embert meghatdrozott faj-
tdju, torténelmileg kialakult, tdrsadalmilag hasznos szak-
mai tevékenységre. Minden sajdtos képesség valamire valé ké-
pesség" /Rubinstein 1967. 283.0./. A pszichikus képzldmények
Rubinsteinnél voltakénpen a pszichikus folyamatoknak az
agy tevekenysegenek az eredményei.

A pszichikus képz8dmény fogalma mir haszndlhatd fo-
gbdzkodd, alkalmas kiinduldpont lehet, de még mindig tulsé-
gosan adltaldnos, differencidlatlan.

A képesgsség fogalmat tovdbb finomithatjuk Plaget alap-
vets gondolatainak felhaszndldsdval.

Piaget az értelmi miiveletek kutatdsa sordn jut arra a
megdllapitdsra, hogy az értelmi miiveletek strukturdja és a
matematika legdltaldnosabb strukturdi kozott iéen SZ0oros
kapcsolat van. A Bourbaki csoport dltal feltdrt matematikai
gtrukturdkat Piaget empirikus vizsgdlatai sorian az értelem
miiveleti strukturdiban véli felfedezni. /Piaget 1970.
198-225.0., 245-346.0./ Ezzel kapcsolatban az értelmi fej-
18dés egyes szakaszait, stddiumait bizonyos pszichikus
strukturdk kialaskuldsdval, megjelenésével jellemzi.

He a tovdbbiakban csak az értelmi képességekkel fog-
lalkozunk, Piaget eredményeit k¥zvetleniil félhasznélhatjuk.
Tekintsilk tehdt a képesség fogalmdnak kovetkezd kozelitése-
ként Piaget "pszichikus struktura" fogalmdt.

.Bér formeileg Piaget mindvégig strukturalista, az a
médszer, amelyet az értelmi milveletek vizsgdlata, kapcsola-
taik, miikodésiik, rendszeriik feltdrdsa sorén alkalﬁaz, sok
mozzanatdban rendszerszemléletii., /Nem szeretném ezzel a
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megdllapitédssal a strukturalizmus és a rendszerszemlélet

k6zotti kiilonbséget feloldani, azonban a strukturalizmust

az dltaldnosan elfogadott nézet szerint tekinthetjiik a rend-

~ szerelmélet egyik kbzvetlen gondolati elSzményének./
Szervesen kapcsoldédhatunk tehdt Piaget koncepcidjdhosz,

ha a képesgségeket pszichikus rendszereknek tekintjiik. Igy

a képességek tanulmdnyozdsa, elméleti elemzése és az empi-
rikus vizsgdlatok megtervezése sordn kiskndzhatjuk azt a
tobbletet, amit a rendszerszemlélet nyujt a strukturaliz-
mussal sgzemben. .

A "rendszer" szét mdr eddig is gyakran haszndltdk a ké-
pességekkel kapcsolatban, a rendszerszemlélettdl fiiggetle-
niil is. A kGvetkezlkben a "rendszer" szdéval a rendszerelmé-
let rendgzer-fogalmdt fogom jeldlni.

A pszicholdgia ma még tavol 411 attdl, hogy a szemé-
lyiség egészét hierarchikus rendszerként épitse fel, habdr
mér az elsé ilyenirdnyu kisérletek is Oridsi perspektivat
nyitottak. /Nagy 1977. 199. o./ Egy rendszerszemléletii sze-
mélyiség-modell a személyiség pszichikus szabdlyozdsi rend-
szereit két komplex pszichikus rendszer, a "jellem" és a
tudds részeiként irja le. A jellem a dontési szitudcidkban
nmiikbdtetendS, a dontéseket befolydsold pszichikus rendsze-
reket /k6t8dések, viszonyuldsok, irdnyuldsok, sib./, a tu-
dag. pedig a megvaldsitdst lehetdvé: tevd, a végrehajtdsért

- felel8s pszichikus rendszereket /fogalmak, jdrtassdgok,
készségek, képességek, stb./ foglalja magdban. Ennek megfe-
lelden a képességeket a tudds részeiként értelmezhetjiik, és
a képesség mint rendszer viselkedésének, vagyis a kdrnyeze-
ti hatdsokra 1létrejové megnyilvanuldsainak a tevékenysége-
ket tekinthetjiik /Nagy 1979. L28.0./.

Igy tehdt mdr Osszegyiijthetjiik azokat az elemeket, a-
melyek egy rendszerszemléletii képesség-fogalom alapjai le-
hetnek.

Az adottsdgok €s képességek viszonyanak problémdjdt az-
zal a formdlis meghatéfozéssal kerililhetjik meg, hogy képes-
ségeknek & személyiség tanult tulajdonsigait tekintjiik, és
ezzel a képességekrdl az adottsdgokat "levalasztjuk". Ez a
megkodzelités megfelel annak a differencidlt képesség-felfo-
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gdsnak, amely kétféle képességet killtnboztet meg: tanult ké-
pességeket /pl.: kerékpdrozds, szbveges feladatok megoldd-
gsa/, amelyek pszichikus szabdlyozdsi rendszerek, és funkcio-
ndlis képességeket, amé&lyek a szervezet bioldégiai, fiziold-
giai tulajdonsdgai /pl.: memdéria, vagy hangkdztk megkiilénbdz-
tetése/. A pszichikus rendszerek a tevékenység, a tanulds so-
rén jonnek létre, mig a funkciondlis képességek csupdn fej-
leszthetdk /Nagy 1979. 128.0./. A ktvetkezSkben tehdt ké-
pességen a tanult, tanithaté tulajdonsigokat fogom érteni.

A képesség-tehetség problematikdt is feloldhatjuk, ha
csak azokkal a képegsségekkel foglalkozunk, amelyek az ember-
nek nembeli tulasjdonsdgai, azaz valamilyen szinvonalon min-
den emberben kialakulnak. A tehetség mint kiilonleges hajlém
vagy rendkiviili képesség kiviil esik a mostani elemzés korén.

A képességek rendszerkénti leirdsa sordn lehet8ség sze-
rint csak a rendszerelmélet alapfogalmait fogom felhaszndl-
ni. /A rendszerelmélettel kapcsolatban elsdsorban Nagy /1979/
és Szadovszkij /1976/ munkdit tekintem kiinduldépontnak./

A képességeket tekintsiik tehdt meghatdrozott struktu-
rédval rendelkezl, miikddd pszichikus szabdlyozdsi rendszerek-
nek,

A képegséget pszichikus rendszerként tekintve el8szor
is a rendszer részeit és a részek kozdtti kapcsolatokat kell
értelmezniink. A rendszer részei gyakran maguk is rendszert
alkotnak, igy tehdt a részek vizsgdlata sordn a hierarchia
T“eéyre alacsonyabb szintjeire jutunk, és haladhatunk lefele,
‘mig a "végsd épitlkovekig" el nem jutunk. Az azonban, hogy
mit tekintiink végsd elemnek, mindig relativ, és végsd soron
dnkényes.

A képességek vizsgdlata szempontjdbdl azokat az elemi
képessézeket tekinthetjiik a képességek hierarchidjdnak leg-
alsd szintjeként, amelyeknek a strukturdjét és miksdédsét
még értelmezhetjilk, és amelynek részeit mdr nem tekintjiik
képességeknek. Az értelmi képességeket vizsgdlva a legegy-
szerlibb rendszerek, elemi képességek részeit valahol a
pszichikus miik6dés mds szférdiban kellene keresniink, ezzel
azonban nem foglalkozom. A legegyszeriibb képességek, vagy
elemi képességek - a képesség kordbban elemzett meghatdro-
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zdgaival Osszhangban - azok & képességek lesznek, amelyek a
legegyszeriibb tevékenységekkel, esetiinkben a legegyszeriibb
értelmi tevékenységgél dllnak kapcsolatban. Elemi mivoltuk
ugy értelmezhetd, hogy kdzvetleniil csak egy . meghatdrozott,
gziik tevékenységre vald alkalmassdgot jelentenek.

Az egyszerii képességek rendszerré szervezSdése bonyo-
lult képességet alkothat. A bonyolultabbd képesség azonban
nem csupdn a részek mechanikus Osszessége, nem is csupdn a
részek egyiittmiiksdése és kapcsolata, hanem uj mindség, egy-
séges egész, ami egy “"rendszermindséggel" tobb a részek ad-
ditiv Ysszegénél.

A részek, kisebb rendszerek sokszoros kapcsolatokkal
rendelkezd igen nagy egységekké dllhatnak Sssze, és ezeket
teklnthetauk az dltaldnos képességeknek.

A részek legdltaldnosabban tekintve kétféle séma sze-
rint kapcsoldédhatnak nagyobd egységekké. Az egyik tipus a
hierarchikus szervezddés, amikor a részek kisebb egységek-
ké, ezek az egységek ujabb, nagyobb rendszerekké dllnak Osz-
sze, és igy tovdbb, egészen a sokszintes hierarchia kiala-
kuldsdig. A mdsik szervez8dési formét az "egyenrangu", a
hierarchia azonos szintjén levS elemek tetszdleges kapcso-

‘latrendszere, kapcsoléddsi hdlézata jellemzi. A kétféle
struﬁturatipus megkiilonbztetése  killondsen pedagdgiai szem-
pontbdl jelentds, hiszen kialakuldsuk folyamata k$zdtt nagy
eltérések lehetnek. E kétfajta strukturdval és ezek kombi-
ndcidival a részek kapcsolfddsdnak minden lehetdségét leir-
hatjuk. 7

Az értelmi képességek rendszerét mirmost tekinthetjiik
ugy, mint diszkrét elemeknek az 6észességét. Ezek az elemek
mint elemi képességek és/vagy bonyolultabb képességek ré-
szei alakulhatnak ki. EbbSl az Osszességbdl a bonyolultadbdb
képességek egy-egy részt egy kapcsoldddsi hdldzattael vagy
egy hierarchikus strukturdval lefedhetnek. Az dltaldnos ké-
‘pességeket pedig egy nagyobb feliilet kapcsoldddsi hédlézatd-
nak egységeként értelmezhetjiik. A képességeknek ilyen fel-
fogdsa teljesen Osszhangban van Rubinstein 41talédnos megdl-
lapitdsaival és utmutatdsaival. "Az ember minden specidlis
képessége végsS soron kiilonbdzd megnyilvédnuldsa, oldals az
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emberi kultura eredményei elsajdtitdsdra és annak tovabb-
fejlesztésére alkalmas dltaldnos képességek.” /Rubinstein
1964. 992.0./ Es szinte "sugallja" a rendszerelméletii meg-
kbzelités gziikségességét a kovetkezl megdllapitdsa: "Vég-
eredményben teljesen helytelen sz a kisérlet is, amely a
tehetséget a specidlis képességek tisztdn mechanikus Ssz-
szességére vezeti vissza, valamint az is, amely kiilsfleg
 szembedllitja az dltaldnos tehetséget a specidlis képessé-
gekkel. Csak az dltaldnos és specidlis tulajdonsigok egysé-
ge a maga kBlcsdnhatdsdban rajzolhatja meg az emberi tehet-
ség valddi arculatdt, amely megnyilatkozdsainak sokfélesé-
ge ellenére ia meglrzi belsl egységét." /i.m. 966.0./

A képességek rendszerkénti felfogdsa, értelmezése nem
cél, hanem eszkdz a képességek alaposabb megismeréséhez.

A rendszerfelfogds dzonban csak akkor helytdlldé, ha nem
mond ellent eddigi tudasunknak, vagyis a képességekrdl mér
meglévs ismereteink integrdldsdra is alkalmas. Hogy ez igy
van, annak illusztrdldsdra csak néhdny példdt tekintsiink.

A szkéme fogalma abban az értelemben ahogy azt Skemp
hagzndlja, valdéjdban megegyezik a pszichikus rendszerként
értelmezett képesség fogalmaval /Skemp 1975. 46-70.0./
Skemp a szkémdkat kdvetkezSképpen hatdrozza meg: "Az dlta-
1ldnos pszicholdgidban a szellemi strukturdkat szkémdknak
szoktuk nevezni. Ezt a kifejezést nemcsak a matematika
komplex strukturdires haszndljuk, hanem azokra a viszonylag
egysgerii strukturdkra is, amelyek a szenzomotoros tevékeny-
séget koordindljdk." /i.m. 49.0./ Ez a megfogalmazds egyéb-
ként indokolttd teszi azt is, hogy a pszichikum egészét
rendszerként értelmezziik, és a pszichikus rendszer fogal-
mét az Ysszes pszichikus miikodésre kiterjegsaziik.

A pszichikus rendszerek miikodésének fontos mozzanatdt
vildgitja meg Skemp kovetkezd megdllapitdsa: "Egy szkémdnak
két f6 funkcidja van: integrdlja a meglevd tuddst, és szel-
lemi eszkozként szolgdl az uj tudds elsajdtitdsdéhoz."

/i.m, 49.0./ .

A pszichikus rendszerek hierarchikus felépililését szem-
1élteti a kovetkezl idézet: "A repiilSgép tervezés megtanu-
Y4sdhoz ismerniink kell az aerodinamikdt, ami viszont felté-~
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telezi a differencidl- és integrdlszdmitds ismeretét, ez
viszont elengedhetetlenné tesz bizonyos algebrai ismerete-
ket, ami viszont bizonyos aritmetikai tuddsra épiil."

/i.m. 50.0./

Piaget 4ltal bevezetett akkomoddcid és asszimildls fo-
galmdt is kdnnyen értelmezhetjiik a rendszerfelfogdssal.

A szkémdk akkomoddcidjdnak fogalma a szkémdk dtalakuldsdt,
szigoru értelemben a szkémdk strukturdlis vdltozdsdt feje-
zi ki. Az asszimildcid az uj elemeknek a szkémdba vald be-
épililését, a szkéma biviilését jelenti. Igy az asszimildcid
és az akkomoddcid a pszichikus rendszerek fejlédésének két,
szorosan egymdsba fondédé oldalaként értelmezhetd, .a meny-
nyiségi gyarapodds és & minlségi dtalakulds mozzanatdt je-.
161ik.

Phhez kapcsolddéan a megértés fogalmdt is beilleszt-
hetjlik & pszichikus rendszerekrdl alkotott képbe. "Valamit .
megérteni annyit jelent, mint asszimildlni egy megfeleld _
‘szkémdba" - irjas Skemp. /i.m. 59.0./ A rendszer - reprezen-
tdcidéban ezt ugy fogalmazhatjuk meg, hogy valaminek a meg-
értése annyit jelent; hogy beillesztjiik a pszichikus rend-
szerek rendszerébe, egy vagy tobb rendszernek funkeciondld,
miikodéképes részévé tessziik.

A transzfernek nevezett jelenség a képességek rend-
szerreprezentdcidjdbdl egyenesen kdvetkezik. A transzfer,
vagy mds szdéval Atvitel fogalmdn a pszicholdégidban azt a
jelenséget szokds érteni, hogy bizonyos teriileteken elvég-
zett gyakorlds, fejlesztés dtterjed a pszichikus élet mds
teriileteire is. Ha a'képességeket részekbdl feléplild
pszichikus rendszereknek tekintjiik, és feltesszilk, hogy u-
gyanazok a részek tobb rendszerhez is tartozhatnak, a
transzferhatdst ugy értelmezhetjiik, mint egy miikddd rend-
szerbdl egy mdsik miikddd rendszer megelkotdsa az eldzlleg
kialakult rendszer részeinek felhaszndldsdval és/vagy kie-
gészitésével. A trangzferhatdsrdl tehdt olyankor beszélhe-
* tiink, emikor a két képességet reprezentdld struktura ki-
sebb-nagyobb mértékben fedi egymdst. Vagyis tulajdonképpen
a két képesség metazetében elhelyezkedd részek a transzfer-
hatds kdzvetitdi. Es igy minél nagyobb az dtfedés, anndl
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nagyobb a transzferhatds, vagyis minél jobban hasonlit egy-
mésre a két képesség egyik megtanuldsa anndl jobban segiti
a masikat. ) _

Ertelmezhetd igy a negativ transzfer jelensége is, Itt
szintén a kapcsoldddsi hdlézatok dtfedésérdl van szé, pon-
tosabban az egyes elemek, részek megegyeznek, de kapcsold-
ddsuk ellentétes jellegii. Ilyenkor az eldz8 kapcsolatok
.felszabaditdsdhoz, semlegesitéséhez bizonyos tbbletenergia
befektetésére van sziikség /miként a kémidben is aktivdldsi
energidra van sziikség a molekuldk atomokra bomldsdhoz, hogy
ezutdn az atomok uj mdédon mds molekuldkkd egyesiiljenek/.

A transzferhatds érvényesiiléséhez sziikséges, hogy a
pszichikus rendszerek részei sokoldalu kapcsolattal vagy
potencidlis kapcsolatokkal rendelkezzenek. Elkiiloniilt, on-
. magdban 4114 rendszer nem segitheti mds rendszerek kialaku-
14sdt. ﬁészhangban Dienes megdllapitésaval, mely szerint
csak a megértett tudds eredményezhet transzferhatdst.
/Dienes 1973. 35.0./ '

Es mdr itt felvethetd, hogy mit jelent a pszichikus
rendszerek pedagdgiai célu megismerése. Elfszdr is a részek
ismeretére lenne szikség, vagyis azoknak az alapvetd képes-
ségeknek a megismerésére, amelyekb8l a bonyolultabbak felé-
plilnek. Fel kell tdrni tovébbd a bonyolultabb képességek
strukturdjét, a részek kapcsoldddsdt, és a rendszerek miiko-
dését. Igy meg lehet taldlni azokat a képességeket, amelyek
legjobban reprezentdljdk a képességek rendszereinek a rend-
szerét, illetve azokat a tevékenységekét, smelyek ezeket a
képességeket fejlesztik. Tovdbbd meg lehet igy taldlni azo-
kat a tevékenységeket ig, amelyek a merev strukturdkat
"fellazitjdk™, vagyis a rendszerek részeit a sokoldalu’ kap-
csoléddsokra alkalmassd teszik, és ezdlital az dltaldnos ké-
pességek fejl8dését elbsegitik. Természetesen a képességek
megismerése nem ebben & sorrendben és nem is igy elkiilonit-
ve tdrténhet, hanem az egyes oldaluk Ssszetettségiikben,
ktlcsonhatdsukban tdrhaték csak fel. '

Az el8z8 rovid elemzéssel nem szdndékozom a képessége
kiilonbdzd értelmezéseit leegyszeriisiteni, sem killonbségej,
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galmazdsa a rendszerelmélet terminoldgidjéval, henem annak
igazoldsdra szolgdl, hogy a rendszerkoncepcidé a képességek
megismerésének adekvdt eszkSze lehet, alkalmas nyelv a ké-
pességek leirdsdra, reprezentdldsdra. A rendszerelmélet
alkalmazdsdnak értékét azonban nem ez a formdlis szempont
donti el, hanem azok az eredmények, az a tobblet, amit a
rendszerfelfogds a képességek megismerésében nyujt.

A képességek rendszerszemléletii felfogdsdval kapcso-
latban még egy kérdést érdemes megvizsgdlni, mégpedig az
adottsdgok problémdjdt.

Tobb okbdl is kézenfekvbnek tiinik, hogy az adottsigo-
kat is strukturdval rendelkezd, miikddd rendszereknek te-
kintsiik. Az adottsdgokban mindazokat a rendszereket foglal-~
hatjuk Ussze, amelyek a személyiség nem tanult tulajdonsd-
gai, és amelyek a képességek kialakuldsdnak ellfeltételei.
Szdmunkra ebben a megkbzelitésben egyeldre mellékes, hogy
itt a szervezet fizioldgiai, morfoldgiai sajdtossdgairdl
van sz0.

E megktzelitésmdéd haszndlhatdsdgiét tobbirdnyu meggon-
doldssal is igazolhatjuk. Az adottsdgok a képességekkel
tsszefiliggésben az irodalomban tobbnyire puszta mennyiségi
faktorokként fordulnak eld, amelyek a képességek eldfeltéd-
telei és kialakuldsuknak sebességét és/vagy maximdlisan
elérhetd fejlettségét hatdrozzdk meg. Ha az adottsigokat
rendszereknek tekintjiik, természetszeriileg értelmezhetdvé
" vélnak az adottsdgok finom mindségi kiltnbségei is. Brtel-
mezhetdvé vdlnak az olyan problémdk gyokerei is, amelyeket
Dienes a kovetkezSképpen ir le: "Ha azonban igaz az, hogy
egy és ugyanazon matematikai gondolathoz a kiilonb6zd gye-
rekek més-mds uton juthatnak el, akkor a képesség szerin-
ti szétvdlasztds utjdn sem hozhatunk létre homogén tanuld-
csoportokat, és valtozatlanul sulyos nehézségek léphetnek
fel, mint ahogy a valdsdgban fel is lépnek. A legujabb ku-
tatdsok arra mutatnak, hogy valdban vannak egyéni kiilonb-
gégek nem csupdn a matematikai, hanem mds absztrakt fogal-
mak kialakitdsdnak médjdban is, és a matematikatandr nehéz-
ségei nagymértékben abbdl szdrmazhatnak, hogy nem ismeri
eléggé ezeket a killonbségeket." /Dienes 1973. 30.0./
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A képességek €s az gdottsdgok viszonydt illetden még
egy érdekes.problémdt érdemes felvetni. Azt, ami Piaget
szerint egyidds a nyugati filozéfidval /Piaget 1970. 198.0./,
ami mdr Platdnndl és Arisztotelésznél megtaldlhatd, és amit
Leibniz Locke-kal vitatkozva a kovetkezd mddon fogalmaz
meg: "Annsk megdllapitdsdrdél van sz8, vajon Aristoteles és
a vizsgdlbdds szerz8je szerint a 1élek magdban véve egészen
iires-e, mint az olyan tdbldcskdk, amelyekre még semmi sincs
irva /tabula rasa/ és vajon mindaz, ami arra filjegyezte-
tik, egyediil az érzékekbdl és a tapasztalatbdl szdrmazik-e,
- vagy pedig vajon a lélek eredetileg is magdban foglalja-e
bizonyos ismereteink alapjait, amelyeket a kiilsd tdrgyak
csak alkalmilag ujra folébresztenek benne." /Leibniz, 1930.
20.0./

Piaget ezt a problémdt a pszicholdgia, a fejlddéslé-~
lektan nyelvén fogalmazta meg és vizsgilta részletesen.

Ha az adottsdgokat strukturdval rendelkezd, miikcds
rendszereknek tekintjik, & kérdést a rendszerelmélet nyel-
vén is megfogalmazhatjuk és a széleskorii empirikus kutatds
szdmira megnyithatjuk. Es levonhatjuk a pedagdgiai konzek-
vencidkat is; a képességek rendszerét ugy kell kialakita-
nunk, hogy az adottsdgok rendszerét figyelembe vessziik, a
képességek rendszerét mintegy az adottsdgok rendszeréhez
illesztjiik, mind a strukturdt, mind a mikodést illetSen.
Valahogy ugy, ahogy a szdmitdgép dltal kezelt adatoknak,

- miilveleteknek, programoknak a strukturdjdt és miikodését is
hozzdillesztik kezeldi a gép "adottsdgaihoz", a gép miikt-
déséhez és strukturijdhoz.

Ez utdbbi koncepcié - az adottsdgok és a képességek
rendszerének kiilonvdlasztdsa és kapcsolatuk vizsgdlata -
bizonyos szempontbdl hasonlit Kdhler gestaltpszicholdégid-
jédhoz. A rendszerfelfogds azonban nem foglal 4lldst a kap-
csolat milyenségének kérdésében, sSt éppen tdg teret nyit
a8 lehetdségek keresésében. Arra pedig mdr a konkrét alkal-
mezds sordn kell iigyelni, hogy mind ez izomorfizmus, mind
a pszichomorfologizmus buktatdit elkeriiljiik. '

A kovetkez8 részben az itt bevezetett eszkdzbtket, el-
veket a kombinativ képesség vizsgdlatdra fogom alkalmazni.
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2. A KOMBINATIV KEPESSEG TAGABB ES SZUKKBB FOGALMA

Ha a kombinativ képesség olyen meghatarozasdhoz kiva-
nunk eljutni, ami a kutatds és a pedagdgiai gyakorlat szd-
mdrs egyardnt haszndlhatd, szdmos szempontot kell figye-
lembe venniink, mérlegelniink.

Azoknaek a pedagdgiai vagy pszicholégiai kutatdsoknak
az eredményei, emelyek & kombinativ képesség valamilyen ve-
tiletével kapcsolatosak, azt tiikrozik, hogy a kombinativ
képesség meglehetSsen bonyolult pszichikus rendszer, amely-
nek strukturdjdt, miikodését a maga totalitdsdban egyeldre
nem tudjuk feltdrni. A kombinativ képesség legdltaldrnosabb
fogalmdt azonban ugy kell meghatdrozni, hogy abba az empi-
rikus kutatdsok szdmdra ma még kevésbé hozzaférhe+d teriile-
tek is beletartozzanak. Ugyanaskkor vannak a kombinativ ké-
pességnek olyan részei, amelyek j6l leirhatdk, empirikusan
vizsgdlhatdk, mindenképpen hasznos ezeknek a teriileteknek
a kiilonvdlasztésa, 6ndllé meghatdrozdsa. Igy az a megoldds

ldtszik célszeriinek, hogy eldszdr meghatdrozzuk a tdgabb
" értelemben vett kombinativ képesség fogalmdt, majd a sazlik-
séges korldtozdsok, megszoritédsok segitségével ebbdl kiilo-
nitjiik el a kozvetleniil vizsgdlhatd, hozzdférhetd részt.

A kombinativ képesség tidgabb fogalmdnak kialakitdsi-

hoz felhaszndlhatjuk azokat a lényeges jegyeket, tulajdon-
' sdgokat, amelyeket a képesség fogalméfél és a kombinativi-
tds kbBznyelvi és matematikei értelmezésérdl Ssszegylijtot-
tink., -

A képességekrll megdllapitottuk, hogy azok pszichikus
rendszerekként kezelhetSk, és minden képesség valamilyen
tevékenységben nyilvdnul meg. Igy meg kell hatdroznunk,
melyek azok a tevékenységek, amelyekben & kombinativ ké-
pesség megnyilvdnul.

A "kombindcid"™, "kombindl" szavek kdznyelvi jelentésé-
b8l kiindulve a "kombindlds"-t, mint tevékenységet az "Gsz-
szedllitds, egybeillesztés, Osszekapcsolds, csoportosités,
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lehetdségek -szdmitdsba vétele, mérlegelése, megvalésitdsa
tevékenységek korében kell keresniink. A metematikai értel-
mezésh8l kiindulva a kivdlasztdst, rendezést, adott felté-
teleknek eleget tevd sokféle konstrukeid elddllitdsét kell
még az eldbb felsoroltakhoz hozzdvenniink.

Ezeknek a fontosabb vondsoknak a figyelembevételével
a kombinativ képesség legdltaldnosabb fogalmdt a kdvetke-
zGképpen definidlhatjuk:

Tégabb értelemben kombinativ képességen azt az dllan-
ddsult bonyolult pszichikus rendszert értjiik, amelynek mii-
kodése révén az ember viltozatos mddon képes dolgok vagy
események tetszlleges Osszességébd)l meghatdrozatlan szabd-
lyok szerint bizonyos szdmut kivélasztag} és/vagy 1étrehoz—
ni ezek egymdstdél kiillénbsdz8 Osszedllitdsait, amelyek vala-
milyen koriilirt feltételeket kielégitenek.

Ezzel a definicidval egy &ltaldnos képességet értel-

meztiink, ami a kombinativ tevékenységek, a kombinativ ké-
pesség miikddésének valamennyi formdjdt megdban foglalja. A
kombinativ képesség dltaldnos jellegének egyik oldaldt az Je-
lenti, hogy a képesség azonos miikddései a legkiilonbozdbb
konkrét tartalmakon, dolgok vagy események bdrmilyen dsz-
szességein megvalésulhafhak. A képesség dltaldnossdgdnak
mdsik oldaldt a kombinativ képesség milkbdéseinek, a kombi-
nativ tevékénységeknek a gokfélesége adja.

A definicid a kombinativ tevékenységeknek ezt a sok-
féleségét azdltal veszi figyelembe, hogy & képesség miiks-
désének harom mozzanatdt nyitva hagyja.

Az egyik ilyen nyitbtt mozzanat az, hogy lehetnek a
kombinativ tevékenységnek olyan formdi, amelyek soridn a
produktum, a konstrukcid elkészitéséhez felhaszndlhaté dol-
gok Osszessége meghatdrozatlan. Ez azt jelenti, hogy a te-~
vékenység megkezdésekor nincs definidlva a délgoknak az az
dsszessége, az az univerzum, amelynek elemeibdl a konstruk-
cié elkészithetd. Igy az alkalmas elemek felismerdse, kivé-
lasztdsa is a képesség miikbdéséhez tartozik.

Lehetnek meghatdrozatlanok a konstrukcidk megalkotdsd-
nak szabdlyai is, olyan értelemben, hogy nincsenek explici-
te kifejezett el8irdsok vagy korldatozdsok az elemek fel-
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haszndldsdra, Gsszeillesztésére, tdrsitdsdra vonatkozdan.
BEzeket legfeljebb a tevékenység céljdnak, produktumdnak az
elkészitendd konstrukcidknak a leirdse implicite tartalmaz-
z8.

Es végiil lehet definidlatlan maguknak a létrehozandd
konstrukcidknak a kSre. Vagyis nem pontosan leirt, meghatd-
rozott felépitésii konstrukcidkat kell 1létrehozni, hanem
" cssk &ltaldnos, korillirdsokkal megadott feltételek szabjak
meg, hogy az elemek milyen tulajdonsdgu dsszedllitdsaira
van sziikség.

A kombinativ képesség tdgebb fogalménak ilyen kibdvi-
tését a gyekorlatban felmeriild problémdk, a képesség leg-
gyakoribb miikddései valdban indokolttd teszik. A képesség
bonyolultabb miikddéseit ugyenis rendszerint olyan problé-
mék megolddsdban figyelhetjiik meg, amelyeknek nem -csak e=-
gyetlen megolddsa van, hanem a feltételeket dolgok t8bbié-
le Osszedllitdsa is kielégiti. Ilyenkor a megoldasok kere-
sése sordn legttbbszor dsszefonbédik annak elemzése, hogy
valéjdban milyen konstrukcidkat kell létrehozni, a konst-
rukcidk elkészitéséhez szilkséges elemek felkutatdsdval, ki-
. vdlasztdsdval és az elemek tulajdonképpeni kombindldsédval.
A kombinativ képességnek ezek & bonyolult miikddései szoro-
san Bsszekapcsolddnak més 41taldnos képességekkel, példdul
a problémamegoldé gondolkoddssal vagy az alkotdképességgel.
Annak megmutatdsdra, hogy a kombinativ képesség mégsem azo-
nos az emlitett dltaldnos képességekkel, hanem csak azok
részét képezi, majd egy késdbbi részben, viszonyaik részle-
tesebb vizsgdlata sordn fogok kitérni. Itt elég csupdn ar-
ra utalni, hogy a kombinativ képesség miikédésébe nem értjiik
bele az elkészitett konstrukcidk kozotti vdlogatist, a
konstrukcidk "jésdgdnak", haszndlhatisdgdnak megdllapitdsdt,
értékelését, vagyis az értékeld képesség miikddését. A kom-
binativitds fejlettségét, minSségét csupdn az elddllitott
konstrukcidk véltozatossdga, & megvizsgdlt lehetSségek gaz-
dggséga alapjdn itéljiik meg. Ezen az 4ltaldnos szinten a-—
zonban a gazdegsdg, vdltozatossdg megitélésére meglehetdsen
nehéz kritériumokat taldlni. A bonyolult Ssszefondddsok, &4t-
fedések miatt a képesség miikSdésének feltdrdsa is csak foko-
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zatosan, a részek klilon-kiilén t6rténé vizsgdlata utén le-
hetséges. :

A tdgabb értelemben vett kombinativ képegség defini-
cidjdban a képesség mikddésének hdrom nyitott mozzanata a
legbonyolultabb eseteket is értelmezhetdvé teszi, az egysze-
riibb esetekben azonban a hdrom mozzanat koziil egy vagy tobb-
meghatdrozott. A kiilonbtz8 mozzanatok meghatdrozottsdga sze--
rint hét véltozatot kiilonbdztethetiink meg, ezekre azonban
nem fogok egyenként részletesen kitérni.

A hatdrozott mozzanatok szdmdnak ndveldsével a kombina-
tiv képesség egyre jobban leirhatd részeit kill6nithetjilk el.
AzokbdSl az esetekbdl, amelyeknél a definicidé nyitott mozza-
natai kdzil egyet tekintiink adottnak, azt a lehetSséget ér-
demes kiemelni, amikor az elkészitendd konstrukcidk leirdsa,
pontosan meghatdrozott, az el54dllitds szabdlyai és a fel-
haszndlhaté elemek Bsszessége azonban nem. Valdszinii, hogy
a kombinativ képesség legdltaldnosabb meghatdrozdsdnak meg-
feleld miikddés utdn ez az eset fordul eld leggyakrabban. A
kombinativ képesség ujabb fontos részét kiilvnithetjiik el,
ha az e168411itandd konstrukcidk leirdsa mellett a felhaszndl-
hatd elemek is adottak. Végiil, ha ezek mellett az elGdllitds
szabdlyai is explicite adottak, eljutunk ahhoz a lehet8ség-
hez, emelynél a definicid mindhdrom nyitott mozzanatdt meg-
hatdrozzuk.

- Igy a tdgabb értelemben vett kombinativ képesség leg-
jellegzetesebb kdzépponti részét killonithetjiik el, ami a
tobbi képességek lényeges részét alkotja, Bz a rész midr jél
korilhatdrolhaté, értelmezhetd, leirhaté. Ezért célszeri a
tdgabb értelemben vett kombinativ képességnek ezt a részét
sziikebb értelemben vett kombinativ képességként definidlni
a kovetkezbképpen:

Sziikebb értelemben vett kombinativ képességnek nevez-—
zik azt az dllanddsul’t bonyolult pszichikus rendszert,

amelynek miilkddése révén az ember vdltozatos mddon képes dol-

gok vagy események megadott Osszességébll meghatirozott sza-

bdlyok gzerint bizonyos szdmut kivdlasztani, és/vagy 1étre-

hozni ezek egymidstdl kiilonbdzd Csszedllitdsait, amelyek meg-
adott feltdteleket kielégitenek.
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Az igy definidlt képességet még mindig az dltaldnos
képességek korébe kell sorolnunk, mivel azdnos felépités
mellett a legkiilonbozdbd tartalmakon miiksdik, és a miikodé-
si formdi is nagyon sokfélék leheinek,

A sokféle miikodési forma azonban mir kisszdmu, megha-
tdrozott szerkezeti miiveletbdl épiil fel, igy a sziikebb ér-
telemben vett kombinativ képességet komplex miiveleti képes~

ségnek tekinthetjiik. A kombinativ képesség miiveletei, a
kombinativ miiveletek szdmbavehetdk, szerkezetiik, miikodési
mechanizmusuk, kapcsoléddsi lehet8ségeik feltdrhatdk.

A sziikebd értelemben vett kombinativ képességgel kap-
csolatban a vdltozatossdg fogalmidt, az elddlritott konst-
rukcidk gazdagsdgdnak a megitélését is ujraértékelhetjiik.
Meghatdrozott elemekb8l meghatdrozott szebdlyok szerint
meghatdrozott feltételeket kielégitd konstrukcidk elSd1li-
tdga esetén egyben az is meghatdrozott, hogy tsszesen leg-
feljebb hdnyféle egymdstdl kiilonb©zd konstrukecidt lehet
létrehozni. Igy az elddllitott konstrukcidk gazdagsdgénak
vdltozatossdgdnak megitélésekor az Osszes lehetSséghez vi-
szonyithatunk, és egy képességet akkor tekinthetiink kifej-.
lettnek, ha adott esetben az bsgzes lehetfséget produkilja.

. A kombinativ miiveleti képességrdl feltételezhetjiik,
hogy fejlettsége a tdgabb értelemben vett kombinativ képes-
ség mikodését, fejlettségét is erdsen meghatdrozza. A szi~
kebb értelemben vett kombinativ képességnek olyan szerepet
tulajdonithatunk a tigabban értelmezett kombinativ képes-
gégben, mint amilyen a formdlis logikai miiveleteknek van a
tdgabban vett logikus gondolkoddsban, vagy a nyelv gramma-—
tikdja dltal meghatdrozott nyelvi miiveleteknek a nyelv szé-
leskorii haszndlatédban.

A tigabb értelemben vett kombinativ képesség és a mii-
veleti képesség feltételezett viszonydt, a miiveleti képes-

ség. szdrmaztatdsdt a 15. 4brdn ldthatd médon szemléltethet-
jlik. Azt, hogy a tégebb és a sziikebb képesség kbzott vald-

jdban milyen a kapcsolat, az itt elkiilénitett részek milyen
sulyuek, fontossdguak, elméleti elemzéssel nem lehet elddn-
teni., Az elméleti elemzés lehetSségei és feladatai a prob-
.1émék megfogalmazdsdig, az empirikus vizsgdlatok alapjdul
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8201g416 modellek megalkotdedig terjed. A tdgabb értelem-
ben vett kombinativ képességnek az itt vazoltndl részlete-
sebb felbontdsdval, elemzésével a tovdbbimkban nem foglal-
kozom, erre csak a miveleti képesség alapos mégismerése u-
tén keriilhet sor. ;

A szilkebb értelemben vett kombinativ képesség struk-
turdjét és miikodését a kdvetkez§ részben elemzem.
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3. A SZUKEBB ERTELEMBEN VETT KOMBINATIV KEPESSEG

-

A kombinativ képességnek mint pszichikus rendszernek a
megismerése az el8z8 részben kifejtett elvek drtelmében a
képesség részeinek, a részek kapcsolatainak, a rendszer
strukturdjédnak feltdrasidt, miikddésének és egészként vald
funkciondldsdnak leirasdt jelenti.

A pszichikus rendszer kialakuldsdt két oldalrdl kbze-
lithetjik meg, két mdsik rendszerrel hozhatjuk kapcsolatba.

Az egyik oldal az egyént korilvevd vildg, az objektiv
valésdg; a felhalmozddott ismeretek Ssszessége, az objekti-
védlédott tudas, valamint az ezek megismeresét kifejezl te-
vékenységrendszer. Ez valdjdban hérom rendszer, a tovabbi-
ak szempontjdbdél agzonban nem szlikséges, hogy ezeket kiildn-
vdlasszuk, megkiilonbdztessiik, mivel mind a benniinket kdriil-
vevd vildgot, mind az objektivdlt tuddst /ami szintén ré-
gsze az objektiv valdsdgnak/ tevékenységeken keresztiil sa-
jédtitjuk el, a két mdsik rendszerrel a tevékenységrendsze-
ren keresztil kerilliink kapcsolatba. Ez tehdt az egyik oldal,
amib8l a kialakuld pszichikus rendszereket szdrmaztathatjuk.
Ha a pszichikus rendszereket ebbdl az 0ldalbdl levezethet-

“nénk, a feladat trividlissd vdlna, az objektivdlt tudds
rendszerének elemzésére sziikiilne le.

- Pigyelembe kell azonban venniink a mdsik oldalt is, az
adottsdgok rendszerét. A szervezet fizioldgiai, strukturd-
lis sajdtossdgait, az értelmi képességek esetében az ideg-
rendszer tulajdonsdgait. De az adottsdgokbSl a képességek
ugyanugy nem vezetheték le, mint az objektivdlt tuddsbdl.

_Az egyetlen helyes megolddshoz akkor jutunk, ha a
pszichikus rendszert két masik rendszer kozdtt elhelyezke-
dének, kialakuldsét két masik rendszer kOlcstnhatdsdnak te-
kintjik. Hasonldan foglal dlldst Wallon, amikor a gondolko-
dds szervi és értelmi strukturdinak, valamint a dolgok
gtrukturdinak viszonyait értelmezi /Wallon 1971. 227-259.0./.
"A gondolkodds, miként nélkiilozhetetlen eszkdze a nyelv is,
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kétfajta struktura kdzdtt helyezkedik el: ezek a szervi
strukturdk, melyek bioldgiai alapjai, tovdbbad azok a struk-
turdk, melyeket rendeltetése szerint kifejezésre kell jut-
tatnia." /i.m. 229.0./

Ilyen értelemben a képesgségek megismerésének adekvdt
médszerét e hdrom rendszer, az objektivdlt tudds, a pszichi-
kum és az adottsdgok rendszerének vizsgéiata jelenti.

A 'hdrom rendszer resze1 azonban nem ktzvetleniil hatnak
egymdsra, hanem az egész rendszer 41l kapcsolatban a ma51k
rendszer egészével, igy az egymdsnak megfeleld részek
érintkezése kdzvetett. Az objektivdlt tudés bdrmilyen sziik
korének elsajatitdsdban az egész pszichikum szerepet jdt- -
szik. A kombinativ képesség szempontjdbdl tekintve ezt a
megkozelitésmédot a 16. dbrédn ldathatd vazlattal szemléltet-

"hetjiik.

™ e

OBJEKTIVALT 1 PSZICHIKUM ADOTTSAGOK
: S
( tevekengségrerxjszer) RENDSZERE
Kombinatorika K,?éfgg[gétg (idegrendszer)
) U )
16. &bra

Ezzel az egyszeri sémdval a képességek bonyolult milkcdésé-~
nek igen sok vondsat lehet értelmezni, a tovdbbiakban
azonban csak a kombinativ képességgel Osszefiiggd problémdk-
ra térek ki. C .

‘ A kombinativ képességnek az ohjektivdlt tudds feldli
megktzelitése a kevésbé problematikus. Az objektivdlt tu-
dds, és a tevékenységrendszer is, az értelmezés. szdmdra kbz-
vetleniil hozzdférhetd, az adekvat eszkizok megtaldldsa utdn
strukturdja és milkodése meglsmerheto.

A mdsik oldael, az idegrendszer és a p321ch1kum kapcso-
latdnak kérdése mdr kordntsem ilyen egyszerii, Errdl az ol-
dalrdl me még csek nagyon kevés ismeret, inkdbb csak hipo-
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tézisek, taldlgatdsok dllnak rendelkezésiinkre. A pszichikus
rendszerek idegrendszerbeli reprezentdciéjdra vonatkozdan
az elméletek széles skdldjaval taldlkozhatunk. A skdla e-
gyik végpontjdn taldljuk azt a felfogdst, mely szerint a
pszichikum és az idegrendszer analdg vagy éppen izomorf je-
lenség /McCulloch, Pitts, G. Walter, idézi: Piaget 1970.
339.0./, & mdsik szélén pedig az a nézet all, hogy az ideg-
rendszer egészen mds mechanizmus szerint miik8dik, amelyet

a ma ismert matematikdval nem lehet leirni /Neumann 1972.
111-112.0./. Igy az elemzésnek ezt az oldaldt csak kdzvet-
ve lehet végiggondolni, az adottsdgok kdzvetlen figyelembe-
vétele helyett a pszichikus miik6dés mads résgeirbl szerzett
ismeretekbdl kovetkeztethetiink a kombinativ képesség megfe-
leld vonatkozdsdra. L

Az elemzés médszere jelen esetben csak deduktiv, rend-
szerez8 jellegii lehet. A rendelkezésre 4116 ismeretek ren-
dezésére, strukturdldsira, az ezekbll levezethetd ismeretek
sgzegyilijtésére és a hidtusok kimutatdsdra, a problémafel-
tardsra terjedhet ki.

E részben a sziikebb értelemben vett kombinativ képes-
séget mint komplex miiveleti képességet vizsgdlom. A rend-
szerfelfogds szerint az egészt nem lehet csupdn a részek-
b3l levezetni, megérteni, a részek egybeszervezSdése uj mi-
néséget jelent. Kiilondsen vonatkozik ez a pszichikus rend-
 gzerekre, amelyek kialakuldsdra, fejlfdésére a tagolatlan
egész megjelenése €s fokozatos differencidldddsa, részek el-
kiiloniilése éppugy jellemz$, mint a részek elsddleges kiala-
kuldsa majd bomyolultabb egységbe szervezbdése, integrdls-
ddsa.

BEnnek megfelelden eldsztr a sziikebb érielemben vett
kombinativ képeaségnek mint egésznek a strukturdjdt 4s miiko-
dését vizsgdlom meg, majd a képesség részeit, a kombinativ
miveléteket valamint ezek konkrét mikddéseivel 3sszefiizggs
problémdkat, az elemzzdm és a tartalom kérdégeit.
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A kompinativ miiveleti képessédg mint egzész

Az el6z0 részben megadott definicid szerint a kombina-
tiv képességet akkor értelmezhetjiik miiveleti képességként,
ha meg van adva a feltételek Ysszessége, amelyet az elkészi-
tendS konstrukcidknak ki kell elégiteni, adottak az el6dlli-
tds szabdlyai és adott a felhaszndlhatd elemek Osszegsége.
Egy miiveleti képesség kifejlettségérll pedig akkor beszél-
hetiink, ha az ember adott esetben az Gsszes lehefséges kongt-
rukciét képes el8dllitani, és tudja azt is, hogy tdbbet mér
nem lehet elkésziteni.

Adott feltételeket kielégitd konstrukcidkat, sokféle,
esetleg az Ogszes konstrukcidét azonban ugy is el lehet ké-
sziteni, hoxy a képesség, a megfeleld miivelet még nem ala-
kult ki. A komplex miiveleti képesség teljes feltdrdsdhnoz az
ilyen e18411itdsi lehetSségeket is értelmezni kell, vagyis
figyelembe kell venni a képesség fejlédésének, fejlettségé-
nek kiilonbszé szintjeit.

A fejlddés fdzisainak, a fejlettség stddiumainak, a
pszichikus szinteknek a meghatdrozdsa soran kiindulhatunk
Piaget-nak az intellsktus fejlédésére vonatkozd sémdjdbdl.

Piaget az értelem fejlddésében a kidvetkezd szakaszokat
kiilniti el /Piaget 1970. 66-76.0./:

I. Az érzékszerviQmozgésos értelem periddusa /a sszi-

letéstSl kb. a 24 hénapos korig/.
II. A konkrét miiveletek el8készitésének és szervezddé-
gsének periddusa. .
IT.A. A miveletek eldtti képmetek sgzakasza /2 éves
kortdl 7-8 éves korig/.
II.B. A konkrét miiveletek szakasza /7-8 éves kortdl
11-12 éves korig/.
IITI. A formdlis miiveletek periddusa.
IITI.A. A formdlis miiveletek kialakulasa /11-12 éves
kortél 13-14: éves korig/.
IIT.B. A formdlis miiveletek egyensulyba jutdsa
/13-14 éves kor koriil/.
A stddiumok életkori beosztdsdt nem tekinthetjiik szigo-
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ruan allandéak. Az életkori hatdsoktdl maga Piaget is meg-
4llapitja: "Nem életkori &llandésdgrdl, hanem a sorrendi
egymdsutdn 41landésdgdrdl van szd. Egy adott népesség vo-
natkozdsdban jellemezhetjiik a szakaszokat az életkorral, de
ez az idSbeosztis rendkiviil vdltozd. Pigg az egyedek kordb--
bi tapasztalataitél, s nem csak érettségliktdl; és elsdsor-
ban filigg a tdrsadalmi kornyezettdl, amely meggyorsithatja
vagy késleltetheti egy szakasz megjelenését, s6t meg is aka-
délyozhatjd megnyilvdnuldsédt. Bonyolult jelenségek ezek és
nemigen tudndm megmondani, hogy az &ltalunk megdllapitott
szakaszoknak megfeleld dtlagos életkor mennyire érvényes
bdrmilyen mds népességre. Csak a vizsgdlt népességre vonat-
kozé életkorokat mérlegelem. Ezek tehdt sziikségszeriien vi-
szonylagos életkorok." /i.m. 67.0./

Ami e kombinativ képességet illeti, Piaget feltétele-
zése szerint a kombindcidképzés miivelete 11-12 éves korban
kezd kialakulni. Az uj matematika tanitdsdval kapcsolatos
kisérletek azonban azt bizonyitjédk, hogy megfeleld médsze-
rekkel médr egészen kis gyermekeknél ki lehet alakitani olyan
kombinativ miveleteket, amelyeket Piaget mdr a formdlis
szint megnyilvdnuldsdnak tekint /Varga 1967., illetve Piaget
1967. 107.0., 1970. T4.0., 332,0./.

_ Igy Piaget-t061 csak a fejlddés stddiumainak felosztd-
sdt vehetjilk 4t, a stddiumok merev életkorhoz rendelése
nélkiil. Azt azonban szintén feltételezhetjiik, hogy hasonld
kulturdlis, szocidlis kérnyezetben 618 gyermekeknél azonos
oktatds esetén az egyes stddiumok is t6bbé-kevésbd azonos
idészakban jelennek meg. Igy a kisérleti munka egyik fela-
date éppen annak s megvizsgdldsa lesz, hogy az adott popu-
ldcidban a fejlddés egyes szakaszai melyik életkorban je-
lennek meg, és milyen egyéni kiilonbségek vannak.

Az oktatds azonban a fejlddésre nemcsak gyorsitd ha-
tdst gyakorolhat, hanem mindségi vdltozdst is eredményez-
het a "spontdn" fejlddéshez képest. Az iskolai oktatds ered-
ményeként megtanult miiveleteket ugyanis nemcsak el tudjuk
végezni, hanem tudjuk is azt, hogy milyen miiveletet végziink,
tSbbnyire tudatosan alkalmazzuk & miveletvégzés torvényeit.
A teljességre tirekedve ezt a lchetdséget is figyelembe kell
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venniink. Ha tehdt Piaget-t61l a kombinativ képesség fejlett-
ségének jeliemzésére dtvesszilkk a "mivelet eldtti szint", a
"gonkrét milveletek szintje", és a "formdlis miveletek szint-
je" kategdéridkat, azokat ki kell egésziteniink egy negyedik-
kel, amit a "tudatos miiveletvégzés szintjének" nevezhetiink.

Igy tehét a kombinativ képesség fejlddésének a kivetke-
z8 négy szintjét fogjuk megkiilénbdztetni: mivelet elStti

szint, a konkrét miiveletek szintje, a formdlis miiveletek

gzintje és a tudatos miveletvégzés szintje. E négy fejlidé-

gi szint alapjén mir értelmezhetjilk a kombinativ képesség
szintenként klilonbdzd milksdési mddjait.
A mivelet el8tti szintre a teljesen rendezetlen prdébédl-

gatds, a koncepcid nélkiili keresgélés a jellemz$. Azonban e-
zen a szinten is szdmitdsba vehetjik, hogy elvileg milyen
feltételek és milyen 1épések sziikségesek egymdstdl kiilonbo-
28 konstrukcidk é18411itdsdhoz.

Az elkészitend§ konstrukcidk leirdsdt legdltaldnosab-
ban valamilyen minta megaddsaként foghatjuk fel, ami az B9z
gzes lehetséges konstrukcid tulajdonsdgat egyesiti magédban.
Ez lehet valddi minta, egy reprezentans konstrukcid és a
hozzd kapcsolddd értelmezés, 1ehet.1eirés forméjéban adott,
lehet feltételekkel adott /Egy elemi példa: hdrom sdvbél
4116 zdszldkat kell késziteni /. A mintdt elemekbSl &116nak
tekinthetjiik: M = /301, € o3 ey eon/‘ Az elemek lehetnek
rendezetlenek, alkothatnak sorozatokat, elemrendszereket,
vagy lehet bonyolultabb elrendezédésiik. Adottnak kell len-
ni a képzési szabdlyok Osszességének: S = /sl, Sps enes sn/;'
tovdbbd a felhaszndlhatd elemek Ssszességének:

H = /el, €y ene en/. Ez utdbbi lehet egy vagy tobb halmaz,
vagy matematikai értelemben halmaznak sem tekinthetd Osszeg-
ség. /Képzési szabdlyokon nem a miiveletvégzés torvényeit ér-
tem, hanem olyan feltételeket, korldtozdsokat, szabdlyokat,
amelyeket a konstrukcidképzés sordn be kell fartani. Az
e16bbi példdndl maradva: & zdsz16 két szomszédos savja nem
lehet azonos szinil, vagy minden szint csak egyszer lehet
felhaszndlni, stb./

Megfeleld konstrukcidk el3411itdsdnak minimdlis felté-
tele a minta és a szabdlyok, vagyis M, és 8 helyes értelme-
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zése, annak felfogdsa, hogy valdjdban mit is kell csindlni.
Enélkiil még egyetlen helyes konstrukcié el84llitdsa is csak
véletlenszeri lehet. A tulajdonképpeni feladat pedig Mo-bél
és S-b8l konkrét konstrukecidk, M, -k szérmaztatdsa és elddl-
litésa. Ez a szdrmaztatis és elfdllitds a milvelet elStti
szinten még egybefonédik, a felhagzndldsra keriild elemeknek

a minta elemeivel, .valamint a késziild konstrukcidknak a min-
tdval és a szabdlyokkal vald folytonos &sszehasonlitdsa ré-
vén megy végbe. A miivelet eldtti szinten t6rténd konstrukeid-
képzés legdltaldnosabb sémdjdt a 17. dbrdn ldthatd mddon fog-
lalhatjuk Ossze.

Ez a séma, amint az 4brdrdél is ldthatd, nem vezet el
az Osszes lehetdség el8dllitdsdhoz, és nincs befejezése,

"nem lehet a végére jutni, csak abbahagyni. A miivelet eldtti
szinten ugyanis nem lehet megadni annak & kritériumdt, mi-
kor nem lehet mdr tdbbet csindlni.

Azt is megéllapithatjuk, hogy ezen a szinten a képes-
ség még nem differencidldédik, bdrmilyen tipusu konstrukcidt
kell elddllitani, a miikodési séma ugyanaz: prdébdlgatés, a
mintdhoz és szabdlyokhoz valé hasonlitds.

A hasonlitdsoknak legaldbb két formdjdt érdemes megkii-
16nboztetni. Az egyik az elemi hasonlitds, elemeknek a pé-
ronkénti viszonyitdsa és ekvivdalens vagy nem ekvivalens
voltuknak a megdllapitdsa. Ez torténik példdul egy elemnek
a minta elemeivel t6rténd pdronkénti Usszehasonlitdsdndl.

A hasonlitds mdsik tipusa a globdlis hasonlitds, amikor két
konstrukciét kell Usszehasonlitani, ekvivalens voltukat
megdllapitani. A hasonlitdsnak ez a tipusa nem vezethet§
vissza az elemek pdronkénti hasonlitédsainak egymdsutdnjdra,
mert itt a pdronkénti hagonlitdsok Usszerendezettségére van s
szilkség, és mds mozzanatok, példdul sorrendiség, térbeli
helyzet Usszehasonlitdsa is szerepet jatszik. _

A konkrét miiveletek szintjén & konstrukcidk eldalli-

tdsa sordn megjelennek a rendszeresség els$ elemei. Zéart,
egyberendezett, az Osszes konstrukcidét kSzvetleniil elddl-
1ité miiveleti sémdk még nem alakulnsk ki, de konkrét dol-
gokhoz kbdtve, a kongtrukcidk tényleges, manipulétiv el3al-
litdsdval és utélagos rendezésével mdr lehetséges az Osszes
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konstrukcid el8dllitdsa.

A kombinativ képesség konkrét miiveleti szintjének miiko-
dését a 18. dbra alapjdn foglalhatjuk bssze.

E szint megnyilvdnuldsaként értelmezhetjiik mindazokat
a jelenségeket, amelyek a rendszertelen probalkozdst megha-
ladjdk, de még nem alkotnak zdrt, egységes egészként miksdd
miiveletet. Ezek kozlil a mozzanatok kozil vegyilk szdmba a
fontosabbakat. '

A konkrét miiveletek szintjén mdr lehetséges a minta és
a szabdlyok értelmezésébdl egyes konkrét konstrukcidk koz-
vetlen szdrmaztatdsa. Vagyis a konstrukcidk folytonos pré-
bdlgatdssal és hasonlitdsokkal torténd osszedllitdsa helyett
vagy mellett valamilyen konkrét konstrukcid megtervezése és
kdzvetlen, "folyamatos" elddllitédsa.

Ujabb konstrukcidk szdrmaztatdsa azonban nem csak &
minta és a szabdlyok értelmezésével torténhet, hanem a mér
elkésziilt konstrukcidk elemzésével is. /Pl.: "ha van ilyen
konstrukcid, akkor kell lennie egy olyannak is..." tipusu
gondolatmenettel./ A konstrukcidknak az ilyen egymdsbdl va- -
16 szérmaztatdsa torténhet egyszeriien az elemek felcserélé-
sével, kiilonbsz8 dthelyezésekkel, de lehetséges bonyolul-
tabb, 4tfogdébb elvek alapjdn, példdul kiilonbbzd szimmetri-
ik, esetleg egyéb transzformdcidk felhaszndldsdval. Vald-
szinii, hogy itt kis szdmu, meghatdrozhatd, felkutathatd
szdrmaztatdsi médrdl van szd. Peltdrdsuk, szdmbavételiik,

“vizsgdlatuk igen fontos lenne, mivel valésziniileg olyan al-
kotSelemek ezek, amelyek a tdgabb értelemben vett kombina-
tiv.képesség és mds dltaldnos képességek felépitésében is
részt vesznek, ez azonban midr a késdbbi munkdk feladata.

A konstrukcidk egymdsbdl torténd szdrmaztatdsdnak méd-
jait tobbszbr egymdsutdn ktvetkezetesen megismételve a
konstrukcidk egész sorozatait lehet elddllitani, és ez az
el8411itds mar kiilonbozd rendszerezéseket is magdban fog-
lalhat. Ez egyben mir a kiilonbozd rendszerezésekkel vald

" prébdlkozdst is jelenti, ami egyre tobb konstrukcid szisz-
tematikus el84llitdsdt teszi lehetdvé. Végiil sor keriilhet
a konstrukcidk kiilonbozd rendszerezett csoportjainak az
sszevetésére, a rendszerezések egyesitésére, a teljes, az
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Osszes konstrukcidt magdban foglald rendszerezés megtalélé—
sdra. Ekkor mir a rendszerezés vezet el a még hidnyzd
konstrukcidk felismeréséhez és eldallitdsdhoz. A konkrét
miiveletek szintjén tehdt a konstrukcidk egy részének az e-
16411itdsa sziikséges a benniik megnyilvénuld rendszeresség
felismeréséhez, a miivelet tulajdonsdgainak az elvonatkoz-
tatdsdhoz. Hogy a helyes rendszerezés megtaldldsdban hény
konstrukeid szilkséges, az vdltozd lehet. Ugyancsak vdltoz-
hat a konkrét miiveletek szintjén vald konstrukcidképzés so-
rdn a rendszertelen prébdlkozdsoknak, az egyes konkrét ese-
tek médazeres eldallitdsdnak, a részfrendszerezéééknek, a
rendszerezésekkel vald prébdlkozdsoknak az ardnya, a 18.
dbrén feltlintetett séma csupdn a f6bb mozzanatokat és ezek
lehetséges sorrendjét szemlélteti.

A konkrét miiveletek szintjén torténd konstrukcidképzés-
nek, az uj lehet8ségek el8dllitdsdnak és a helyes rendszere-
zés felismerésének sok vondsa analdg az intuitiv gondolkodés
bizonyocs elemeivel. /Vagy lehet, hogy éppen az intuitiv gon-
dolkodds legelemibb formdjdt jelentik./ Az intuicid ujabb
értelmezései /pl.: Ponomarjov 1968./ jelent8sen csdkkentik
annak hagyomdnyosan "misztikus", "megfoghatatlan" jellegét,
remélhetd, Hogy a kombinativ képesség miiveleti képességként
valdé leirdsa és kutatdsa az intuicid jelenségének is ujabb
oldalait vildgitja meg. Itt ugyanis az ujabb lehetdségek
el8411itdsdnak, a rendszeresség felismerésének folyamata

© 1épésrdl lépésre nyomonktvethetd, értelmezhetd.

A konkrét miivelétek szintjén a képesség miikodési sémd-
ja az elddllitandé konstrukcidk tipusa szerint lényegében
még nem differencidlddik. Akdr kombindcidkat kell képezni,
akdr varidcidkat, akdr egyéb konstrukcidkat, az el8d1litds

. .menete egyardnt a prébdlgatdsbdél, a konstrukcidk egymdsbdl

valdé azdrmaztatdsdbdél d41l. A kiilonbség csak a végs8 rend-
gzerezés tekintetében van. A helyes rendszerezés megtaldld-
sa viszont szintén a killénféle rendszerezési lehetdségek
k5z6tti prébdlkozds utjdn lehetséges, igy a képesség miko-
dése lényegében a kiildnbdzd rendszerezések megtaldldsa so-
ran is megegyzik.
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A formdlis miiveletek gzintjén jelenik meg a miiveletek

szerinti differencidlddds. A formalis szint és a konkrét
miiveletek szintjének miikodése kozott a legjellegzetesebb
kiilonbség az, hogy a formdlis szinten mir nem az elkészi-
tett konstrukcidkbdl jon létre a rendszerezés, hanem a
"kész", kifejlett rendszerezési sémdk 411itjdk el az Osz-—
szeg lehetséges konstrukcidt. Vagyis kialakulnak az egyes
rendgzerezési séméknak megfeleld pszichikus szabdlyozdsi
rendszerek, és ezeket a pszichikus rendszereket nevezziik
kombinativ_miiveleteknek.

A formdlis miiveletek szintjén = minta és a szabilyok
értelmezésével mdr nem egy-egy konstrukeidnak, hanem kidz-
vetleniil az egész miiveleti séménak, a lehetséges konstruk-
cidk bsszességét e18411it6 rendszerezésnek a szdrmaztatdsa
torténik. Vagy pontosabban: a problémahelyzethez a megfele-
18 pszichikus szabdlyozdsi rendszer /ha van ilyen és mdr ki-
alakult/ hozzdrendelése.

Tlyen értelemben a kombinativ miiveleteket a kifejlett
komplex miiveleti képesség részeinek tekinthetjiik. A miive-
letek kialakuldsdt értelmezhetjiik Piaget megdllapitdsénak
figyelembevételével: "Pszicholdgiailag ugyanis a miiveletek
olyan cselekvésekbdl erednek, amelyek interiorizdcidjuk
sordn strukturdkkd rendezddnek." /Piaget 1970. 223.0./

A kombinativ miiveletekrél tehdt feltételezhetjiik, hogy a-
zok & kordbbi szinteken megjelend részek, & kiilonbszd ha-
sonlitédsok, felcserélések, szimmetridk, a konkrét rendsze-
rezési sémdk sajdtos egybedpiilésével jonnek létre. A kifej-
lett kombinativ milveletekben mint egységként miksds egé-
szekben azonban ezek a részek mdr nem kiilénitheték el, a
milveletek mdr mindségileg mds pszichikus sSzabdlyozdsi rend-
szert képviselnek. )

Ahogy Piaget vizsgdlatai is bizonyitjdk, a kisérleti
személyek formdlis szinten prébdlgatds helyett valdban koz-
vetlenill, mdédszeresen felsoroljék az Ssszes lehetséget
/A kisérletekkel kapcsoiatban ld.: Piaget 1967. 107.0.-121.0.,
illetve 1970. 331-332.0./.

A komplex miiveleti képesség leirdsdnak legfontosabb ol-
daldt a részek, a miveletek szdmbavétele, teljes rendszerd-
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nek feltardsa jelenti. /Piaget csupdn néhdny specidlis ese-—
tet vizsgdl./

A kombinativ miiveletek szdmbavételénél nem elég egy~
szeriien a matematikai Osszefiiggések figyelembevétele. Az I.
fejezet 3. pontja alapjén megdllapithatjuk, hogy matemati-
kai szempontbél végtelen sok kombinatorikai miiveletet ér-
telmezhetiink. Még az ott szdmbavett fontosabb miiveletekbdl
is szdmtalan masikat szdrmaztathatunk azok kiiloénbdz8 speci-
dlis eseteiként, vagy egymds utdni tobbszdri alkalmezdsuk-
kal,

A végtelen sok kombinatorikai miivelet k&zill azonban
‘nem lehet mindegyiknek kombinativ miiveletet megfeleltetni.
Figyelembe véve, hogy kombinativ miveletnek a részek sajd-
tos egybeéplilését az egységes egészként miikodS pszichikus
rendszereket tekintjilkk, megdllapithatjuk, hogy a pszichi-
kum miik6désének torvényei nagymértékben korldtozzdk, beha-
tédroljdk, hogy egydltaldn, elvileg milyen egybeépiilések
- johetnek 1étre, milyen pszichikus rendszerek alakulhatnak
ki. A két legfontosabb korldtozd tényezd a miivelet bonyo-
lultsdga és a miivelet dltal kezelend8 elemeknek a széma.

A miiveletek szdmbavételére, a korldtozd tényezbk részletes
elemzésére késdbb fogok kitérni. Itt a kombinativ képesség
fejlédési szintjeinek egységben ldtdsdhoz elég annak meg-
dllapitédsa, hogy a cselekvésekbdl egybeszervez8dd pszichi-
kus rendszerek csak a kombinatorikai problémédk sziikebb ki-
rének megoldédsdra lehetnek alkalmasak. Egy bizonyos bonyo-
lultsédgon tul szitkség van a miiveletvégzés t6rvényszeriiségei-
r81 vald gondolkoddsra, a miveletek tulajdonsdgainak isme-
retére vagy felismerésére, vagyis matematikai ismeretekre.
Ez azonban midr egy ujabb szint, a tudatos miveletvégzés
szintjének a miikodését jelenti.

A tudatos miiveletvégzés szintjének milkodése ilyen mé-
don t8bb-kevesebb kombinatorikai tuddst igényel. A kombina-
torikai ismeretek elsajdtitdsdnak nincsenek elvi akaddlyai

vagy szik hatdrai, igy a tudatos szinten mezoldhaté prohlé-
mdk kdrének is csak a matemetika akitudlis fejlettsdge szab
elvi hatdrt. Nyilvédnvald azonban, hogy itt mdr mds jellegii,
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a kombinativ képesség mdsik hdrom szintjével szerves egysé-
get nem alkoté tuddsrdél, matematikai ismeretekr8l, a matema-
tikai formalizmus kKezelésének a képpsségérél van gzé. Ilyen
‘értelemben nem tekinthetiink minden kombinatorikai ismeretet
a kombinativ képességhez tartozdnak. '

A tudatos miiveletvégzés szintjéhez tartozé kombinato-
rikai ismeretek k&riilhatdroldsdndl taldn akkor jéarunk el
legkevésbé dnkényesen, ha csak azokat az ismereteket tekiht—
jilk a kombinativ képesség részénék, amelyek a formdlis szin-
ten médr kialakult miiveletekre vonatkoznak és a miiveletvég-
vzéséel szerves kapcsolatban vannak. Ez az elhatdrolds dssz-
hangban van azzal a kozismert tapasztalattal, miszerint a
kombinatorikai ismeretek megtanuldsa tnmagdban semmivel nem
jérul hozzd a kombinativ képesség fejlddéséhesz.

A tudatos szint az el6z8 hdrom szinthez képest még ez-—
zel az értelmezéssel is specidlis helyzetet foglal el a
kombinativ milveleti képesség egészében. Amig ugyanis a meg-
€162z8 hdrom szint valamilyen mértékben minden emberben ki-
fejlddik, a tudatos szintet tobbnyire csak az oktatas biz-
tositja.

A teljesség és a képesség differencidlt értelmezhetd-
ségének érdekében azonban indokolt, hogy a kombinativ képes-
ség fejlettségének, miikodésének ezt & szintjét is figyelem~
be vegyiik. A tudatos szintnek vannak olyan‘mozzanatai, ame-
lyek a formdlis szinten kialakult miiveletek miikodési terét
kiterjesztik. A miiveletvégzés térvényeinek ismerete, a mii-
veletvégzés tudatossd vdldsa feloldja példdul az elemszém
és a bonyolultsdg novelhetdségének korldtait.

Az egyes szintek jellemzése utdn most mdr megvizsgdl-
hatjuk a kombinativ miiveleti képességnek mint egésznek a
kialakuldsdt és miikodését /19. dbra/.

A kombinativ képességnek négy szintjét, négyféle miiks-
dési mddjat kiilonbdztethetjilk meg. A négy szint szorosan
egymdsra épiil, a felsdbb szintek az el16z8ekbdl alakulnak
ki, és egyben azokat magukban foglaljdk.

A képesség mikddésében megfigyelhetjilk a "visszacsu-
szds"-nak vagy "eltolddds"-nak /décalage/ nevezett jelen-
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séget, amit Stern és Piaget. vizsgdlt eldszdr. A “wisszacsu-
szds" tulajdonképpen a helyzet megolddse érdekében torténd
reverzibilis visszatérés a mdr tulhaladott fejl8dési formédk-
hoz.

Olyan feladatok megolddsa sordn, amelyeknek megfelel-
tethetd valamelyik kombinativ miivelet, a képesgég a miivelet
tudatos vagy "automatikus" miikddtetésében nyilvdnul meg.
Ismeretlen problémdk esetében azonban a képesség miikodése
"vigszacsuszhat™ a konkrét miveletek szintjére vagy esetleg
egészen a rendszertelen prdébdlkozdsokig.

A kombinativ miiveleti képességet a formdlis szint el-
érésével, a milveletek megjelenésével tekinthetjilk kialakult-
nek, figyelembe véve a tudatos szint specidlis jellegérédl
kordbban elmondottakat. Igy & kifejletf miveleti képesség
részeinek leirdsa a kombirativ miiveletek rendszerének a
feltdrdsdt jelenti.

A kombinativ miiveletek

Az eld8zb6ekben megédllapitottuk, hogy kombinativ miivele-
teknek azokat az egységes egészként miilksdd pszichikus szabd-
lyozdsi rendszereket nevezzilk, amelyek miikddése adott eset-
ben az Osszes lehetséges konstrukcid elfdllitdséban nyilvd-
nul meg. ) )

Ugyancsak volt szé arrél is, hogy a kombinativ miivele-
teknek bizonyos gondolkoddsi folyamatokban hasonld szerepet
tulajdonithatunk, mint a logikai miiveleteknek a gondolkodéds
més formdi esetében. Egyeldre mellékes, hogy milyen tipusu
gondolkoddsban jétszanak tulnyomd szerepet a logikai, és
mikor a kombinativ miiveletek, az analdgia csupén & kombina-
tiv milveletek értelmezésének a bemutatdsdt segiti.

Az ugynevezett "logikus gondolkodds"-t és & formdlis
logika miuveleteinek elvégzését Ggszevetve érdemes hdrom
dolgot kiemelni. Eldszdr is azt, hogy a formdlis logika mii-
veleteivel a logikus gonddlkodésnak csak egy részét tudjuk
leirni. Mdsodszor: a logikus gondolkodds folyamdn csak rit-
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kdn figyelhetjilk meg "tisztdn" a logikai miiveletek miiksdé-
sét, rendszerint a gondolkodds nem jdrja végig a formdlis
kovetkeztetések utjait. Mivel azonban - ha helyes - a for-
mélis kifejtéssel azonos eredményre vezet, fel kell téte-
lezniink, hogy a gondolkoddsi miiveletekben, ha lerovidiilt,
Osszevont, automatizdlddott formdban is, a logikai miivele-
tek lancolatai huzddnak meg. A harmadik megéllapités'az
lehet, hogy gondolkoddsi miiveleteink a matematikai miivele-
tekkel ellentétben nem kapcsolédhatnak ekdrmilyen bonyo-
lult miivelet-egyiittessé, egy bizonyos bonyolultsdgon tul
mér csak a formalizmus segitségével, a formdlis kifejtés-—
sel juthatunk eredményre. )

A formdlis logika és a megfeleld pszichikus rendsze-
rek valamint a kombinatorika és & kombinativ miiveletek mint
pszichikus rendszerek viszonydt pérhuzanba 4llitva feltéte-
lezhetjiik, hogy a kombinativ miiveletek mogdtt 'a kombinato-
rike miiveleti sémdi huzédnek meg. Anndl is inkdbb, mivel a
cselekvések, amelyekbSl a pszichikus rendszereket szdrmaz-
tatjuk, a valdésdg, a dolgok strukiurdibél ezeket a miivele-
teket képezték le.

Mivel azonban a pszichikus rendszerek kialakuldsét,
kialakithatdsdgdt a pszichikum sajdtogsidgai meghatdrozzdk,
a kombinativ miiveletek szdmbavétele az eldzdek alapjén ugy
lehetséges, hogy megvizsgdljuk, melyik kombinatorikai miive=
letekbdl, illetve ezek milyen egybeszervezldéseibsl szdr-
maztathatunk kombinativ miiveletet. A miiveletté szervezBdés
feltételeit a kialakulds folyematdnek és az emberi informé-
ciéfeldolgozds és tdrolds, vagyis a pszichikum kognitiv
azférijédnak jellemz8ib8l vezethetjiik le. /Az emberi infor-
macidéfeldolgozdssal és tdroldssal kapcsolatos legujabb ku-
tatdsok eredményeirdl 1d.: Norman 1976./

A kombinatorikai miiveleteknek, pontosabban a miivele-
teknek megfeleld konstrukcidk képzésének egy tevékenység-
rendszert, egy cselekvéssorozatot feleltethetiink meg. Ez a
csglekvés—sorozat barmilyen hosszu lehet. Ezekbdl azonban
nem szervezddhet bdrmennyi egybe egységes kombinativ miive-
letté. Az egybeszervezbdésnek mennyiségi hatdrt szab tSbbek
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kBz6tt a rovid tévu meméria kapacifésa. Az egybesgzervezl-
dés mennyiségi korldtait a hierarchikus elrendezfdés old-
ja fel: kevés szdmu elem egybeszervezddései alkotnak egy-
gégeket, amelyek ezutdn ujabb, nagyobb egységekké dllnak
0ssze. A pszichikus rendszerek ilyen hierarchidjdnak egy
bizonyos sZintjén ﬁegjelennek a kombinativ miiveletek. E
szint alatt a cselekvések sorozetai még nem tekintheték )
kombinativ.mﬁveleteknek, egy bizonyos bonyolultsdgon tul
viszont mdr nem egy miiveletet alkotnak, hanem miiveletek
sorozatdt. .

A kérdést tehédt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy a
pszichikus rendszerek hierarchidjdnak azon a szintjén, ahol
a kombinativ miiveletek megjelennek, milyen bonyolultsdgi -
fokot érhetnek el. A pszichikus tdrvényekkel, a miivelet-
végzés bonyolultsdgdnak mds megfontoldsok alapjdn tdrténd
felosztdsdval /Nagy 1968/, a kombinatorikai miiveletek cso-
portositdsdval és a mindennapi tapasztalattal egyardnt Bssz-
hangban 411 az, ha a kombinativ miiveletek hdromféle bonyo-
lultsagdt killonbSztetjilk meg: az elemi, az egyszerii és az
baszetett bonyolultsdgi fokot.

A milveletek szdmbavételéhez még egy kérdést kell tisz-
tdznunk: mit értiink kombinativ miiveletek azonossdgdn és kii-
16nbdz8ségén. A miiveletek rendszer-felfogédsdval Osszhanghan
két miiveletet akkor tekinthetlink azonosnak, ha gtrukiurdjuk
és miikodésiik megegyezik.

Az elemzett szempontok figyelembevételével elemi kom-
binativ miiveletnek azt a miiveletet tekinthetjiik, amelyik
egészként miikddve még meghatdrozott feltételek mellett az

Osszes konstrukcidt el841litja, részei azonban mér nem ren-
delkeznek a kombinativ miiveletek ilyen tulajdonsdgaival.

Ez a kombinatorikai milveletek legegyszeriibb csoportjdnak
megfeleld, a fa alaku grif segitségével képezhetd konstruk-
cidkat e16411ité mﬁveletAlesz. Amint az I. fejezet 3. pont-
jdban megdllapitottuk, az ismétlés nélkiili permutdcidk, az
ismétlés nélkiili varidcidk, az ismétléses varidcidk és a
Descartes-féle szorzatnak megfeleld konstrukcidk képzésének
mechanizmusa megegyezik, igy e négy kombinatorikai miivelet-
nek egyetlen pszichikus rendszert, egy kombinativ miiveletet
feleltethetiink meg.
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Bz az elemi kombinativ miiveleti séma mindennapi tevé-
kenységeink szdmtalan mozzanatdban jelen van. Megnyilvdnul
az olyan egyszerii feladatokban, mint pl. két zakdé /Z,z/ és
két nadrdg /N,n/ felhaszndldsdval Ssszedllithatdé Ssszes &1l-
tozet megtaldldsa /7N, Zn, 2N, zn/. Ez a mivelet miikddik az
igeragozds Osszes esetének mdédszeres felsoroldsakor
/148 x szdm x személy/, kiilonbdzd tdbldzatok készitésekor,
gtb. .

A négyféle, a Descartes féle szorzatnak, az ismétlé-
ses varidcidk képzésének, az ismétlés nélkiili varidcidk
képzésének és az ismétlés nélkiili pefmutéciék képzésének
megfeleld konstrukcidk el8dllitdsdt ugyanannak a pszichikus
rendszernek, az elemi kombinativ miilveletnek a kiilonbozd
feltételek kozott megvaldsuld mikodéseiként értelmezhetjiik.
A probléma, a feladat feltételei ugyanis megszabjdk, hogy
matematikailag melyik eset 811 eld, a tevékenység struktu-
rdja mindegyik esetben megegyezik. Példdul az el18bbi, két
zaké és két nadrdg Osszedllitdsdnak feledatdt, ami a
Descartes-féle szorzat képzésének felel meg, Osszehasonlit-
va egy pénzérme kétszeri feldobdsdval nyerhetd Osszes lehe-
t8ség felsorocldsdval /FF, PI, IF, II/, ami ismétléses vari-
dcid képzése, megdllapithatjuk, hogy mindkét feladat megol-
ddsa ugyanolyan sirukturdju. tevékenységet igényel, a két
tevékenységet ugyanazzal a fa alaku grdffal jellemezhetjiik.

- NyilvénValé tehdt, hogy ugyanarrdl a pszichikus szabdlyozd-
si pendszerrdl, ugyanarrdl a kombinativ miiveletr8l van szé.

Annak elddntése, hogy a kiildnb3zd feltételek hogyan
befolydsoljdk a miivelet miikodését, az empirikus vigzgsgdlatok
feladata lesaz.

Az egyszerﬁ'kombinativ miiveletet azokbdl a kombinatori-
kai miiveletekbdl szdrmaztathatjuk, amelyeknek a szerkezeté-
ben 'a.fa alaku grdffal t5rténd konstrukcidképzést és az osz-~
tdlyozdst kiilonithettiik el. Igy egyszeri kombinativ milivelet-
tel képezhetjilk az ismétlés nélkiili kombindcidkat, az ismét-
1éses permutdcidkat és egyédb olyan konstrukcidkat, amelye-
ket a konstrukcidk valamely tagabb korébél osztdlyozdssal
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szarmaztathatunk.

Itt ismét ki kell térniink arra a lehetdségre, amire a
kombinatorikai miiveleteknél mér utalitunk, hogy a miivelet-
végzés sordn az osztdlyozds egybefonddhat a konstrukeidk
el84llitésdval. A képesség miikodésére ez a megdllapitéds
még inkdbb érvényes. A kialakult miiveletek végzésekor eld-
fordulhat a részek teljes egybeolvadédsa, az Osszes konst—
rukcid kozvetlen felsoroldsa.

Feltételezhetjiik, hogy az egyszerii kombinativ miivelet
nem’ egyformdn miikddik a kombindcidk képzésekor, és valami-
lyen mds, specidlis esetben, amikor ugyancsak a fa alaku
graf és az osztdlyozds alkalmazdsdra van gziikség. Ilyen e-
setekben nyilvdnulhat meg a "visszacsuszds" jelensége. Az
egyszerii mivelet mdr kialakult /és a kombindcidk képzésére
milkédik formdlis szinten/, de ismeretlen problémdk megoldd-
sa csak a konkrét miiveletek szintjén, a konstrukcidk tény-
leges el8allitdsdval és osztdlyozdsdval lehetséges.

Dsszetett kombinativ miiveleteket az elemi és az egy-

szeri kombinativ miiveletekbsl egybeszervezldésiikkel szdr-
maztathatunk. Valdszinii azonban, hogy az egybeszervez8dé-
sek lehetdsége itt rendkiviil korldtozott.

Egy ©sszetett miiveletet mdr kordbban vizsgdltunk, ez
pedig a‘haimaz részhalmazainak képzése, vagyis az Ssszes
lehetséges elemszdmu kombindcid elfdllitdsa. Az egybeszer-
vez8dés lehetdségére is utaltunk, azonban kiilon érdemes
kiemelni a kombindcidképzés egymds utdni elkiiloniilt elvég-
zésének és az Osszes részhalmaz egylittes képzésének a kii-
lonbségeire. Az egybeszervezddés természetesen nem a haléd
struktura tulajdonsdgainak ismeretét, nem is a metszés és
az egyesités miiveleteinek tudatos alkalmazdsdt jelenti, ha-
nem azt, hogy a kombindcidk el84llitdsdnak és osztdlyozdsd-
nak hosszadalmas utjai lertdvidilnetnek, és ez a lerdvidiilés
éppen annak a lehet8ségnek felel meg, mintha a konstrukcid-
kat hdlé strukturdba rendezve képeztiik volna. /El&fordulhat
azonban, hogy ilyenkor a konstrukcidk képzését €s rendszere-
zését egymdsbdél torténd olyan szdrmaztatdsuk biztosgitja, ami
az egyesités vagy a metszés milveletelnek felel meg. De ez
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csak feltételezés, amit azonban érdemes lenne kisérletiieg
is vizsgdlni./ _

Piaget szerint a formdlis- gondolkodds kialakuldsa an-
nak kovetkezménye, hogy a gyermek képessé vdlik az ;téletek
kombindldsdra. Az itéletek kombindldsdban éppen az Osszes
részhalmaz képzésének miivelete jelenik meg. Ha elfogadjuk,
hogy az itéletek kombindldsdban megfigyelhetd ez a miivelet,
akkor miikédni kell a dolgok kombindldsdban is.

Igy indokolt, hogy a halmaz Usszes részhalmazdnak kép-
zésérdl feltételezziik, hogy az kombinativ miiveletként is
kialakul. ) .

Indokolja e feltételezést az is, hogy sok olyan jelen-
séget figyelhetiink meg, sok olyan tevékenységet végziink, a-
melyben ez a miivelet megnyilvanul. Példdul van hdrom eszkd-
ziink /A, B, C/, amelyeket kiilon-kiildn is és egyiittesen is
haszndlhatunk. Milyen Usszedllitdsokban haszndlhatjuk az
eszkozoket? /A, B, C, AB, AC, BC, ABC/ Milyen szinGsszedl-
1itdsokat érhetiink el hdrom szines ceruza felhaszndldsdval?
Hérom hatds egymdstdl fiiggetleniil nyilvdnulhat meg, milyen
hatdskombindcidkkal szdmolhatunk? A )

Ezek a példdk, illetve az ilyen tipusu konstrukeidk
képzéaének az elemzése valdsziniivé teszi, hogy-ezek egy o-
lyan egységes miivelet -miikddését igénylik, amély nem tagolé-
dik kiilonb5z8 elemszému kombindcidk képzésére. Kiildndsen

érvényes ez kevés elemre /pl. hdromre, mint az el§z8 példék
ban/, amikor az 1, 2 illetve 3 elembdl 4116 konstrukcidk
képzése nem is mutatja a kombindcidképzés jellegzétes vona-
sait. Nagy szému elemre pedig - erre a kdvetkezd részben
fogok részletesen kitérni - a kombinatiy miiveletek miikodése
rendkiviil korldtozott. _

Ha elfogadjuk ilyen bonyolultségu kombinativ milvelet
klalakulasanak lehet8ségét, az elemi muveletbol még két ma-
51kat is képezhetiink.

Brtelmezhetjilk n elembdl az Ssgszes lehetséges hosszu-
sdgu ismétlés nélkiili varidcid képzését. /Ez természetesen
az ismétlés nélkiili permﬁtéciékat is magdban foglalja./
Részekre bontva ezt a miiveletet az 1, 2, ..., n elembdl &l-
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16 varidcidk egymdsutani kébzéseként irhatjuk le. Annak el-
dontése, hogy ezek milyen egybeépiilésérdl begzélhetiink,
szintén kisérleti feladat. Mivel az egész miivelet, az Gsszes
konstrukcié képzése egyetlen fa alaku gréffal leirhaté, va-
' 16szinii, hogy az egybeszervezddés valdban létrejon.

Erre az Gsszetett miiveletre példaként az olyan lehetd-
ségek felsorolédsdt tekinthetjiik, amikor t5bb egemény egymds
utdn jadtszddhat le, tevékenységeket egymds utdn végezhetiink
el. Hérom tevékenység kdziil /A, B, C/ példdul lehet, hogy
csak A-t csindlom, vagy csak B-t, vagy ¢sak C-t, vagy elébb
A-t és utdna B-t... és igy tovdbb. A mindennapi tevékenysé-
gek kvz8tt is szdmtalan hasonld strukturdju feladattal ta-
ldlkozhatunk, ami ennek a miiveletnek & milkédését igényli.

Hasonld modon szdrmaztathatunk Gsszetett miiveletet az
ismétléses varideidk képzésébSl. Ezzel n elembdl az
1,2, ..., k hosszusdgu ismétléses varidcidk ©sszessége ké-~
pezhetd. Itt k-nak nincs fels§ hatdra, barmekkora, n-nél
nagyobb is lehet. A gyakorlati problémdk esetében, kiilono-
sen azokban, amelyek a formélis szinten miik8d6. kombinativ
képesség szdmdra is hozzdférhetdék, dltaldban k nem sokkal
nagyobb, mint n. Felté%elezhetjﬁk, hogy a képeasség miiksdé-
sét az az eset jél reprezentdlja, emikor k = n, vagyis n e-
lembdl az Ysszes legfeljebb n hosszuségu ismétléses varid-
cidk képzését kell elvégezni. '

Erre az Ogszetett miiveletre példaként a szémrendsze-
rekkel kapcsolatos feladatokat és a kiilonbdzd kédoldsi prob-
1émékat emlithetnénk, amikor a jelsorozat hossza vdltozhat
/pl. Morse ABC szerkesztése/.

A felsorolt hédrom Ssszetett miivelet kozil az elsd, s
halmaz részhalmazainek képzése az egybeszervezddés lehetd-
gégeit, a mikddégi mechanizmust tekintve nyilvdénvaldan kii-
18nbozik a misik kettSt8l.

Az Sgszes kiilonbdzd elemszdmu ismétlés nélkiili varid-
cié és az Osszes kiildnbdzd elemszdmu ismétléses varideid
képzésének miivelete k0z8tt mér tSbb e hasonlésdg. A veliik
e18411ithaté konstirukcidk széma azonban /azonos szdmu elem-
b81/ olYan nagymértékben killtnbdzik, hogy az a kialakulds
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folyamatdt is befolydsolhatja. Igy indokoltnak tiinik, hogy
ezeket két kﬁlénb6z6 Osszetett miiveletnek tekintsiik. A mii-
veletek azonogsdgdnak és kiilldnbozdségének eldontése végsf

goron kisérleti feladat. Ugyanez vonatkozik az elemi és agz
egyszerii miveletre, illatve azok killdnbdzS esetekben vald

miikodéseire is.

Az OUaszetett milveletek esetében a felhaszndlhatd ele-
mek szamdnak emelkedésével a képezhetd konstrukciodk szama
igen gyorsan ndvekszik. Igy el8fordulhat, hogy csak egyes,
konkrét szamu elemnek megfeleld miiveletek alakulnak ki az
4d1taldnos miiveleti sémdx nélkiil. Erre a kérdésre is agz e-
lemszédm vizsgdlatdndl fogok visszatérni.

Osszegzésként megdllapithatjuk, hogy hdromféle bonyo-
lultsdgu kombinativ miiveletet kiilonboztetiink meg, ezen be-
1il is egy elemi, egy egyszerﬁ és hirom Osszetett milvele-
tet. A hagyomdnyos kombinatorikai miiveletek kozlil az ismét-
1és nélkilli permutdcidk, az ismétlés nélkiili varidcidk, az
ismétléses varidcidk €= a Descartes-féle szorzat képzésdnek’
megfeleld miiveletet az elemi kombinativ miivelet vdltozatai-
nak tekintjiik, az ismétlés nélkiili kombindcidk képzését és
az ismétléses permutdcidk képzését az egyszeri miivelet val-
tozataiként értelmezzilk, az Ssszetett miiveleteket pedig az
ismétlés nélkiili kombindcidk, az ismétlés nélkiili varidcidk
és az ismétléses varidcidk képzésének dltaldnositdsdval
szdrmaztatjuk. .

Ezzel a rendszerezéssel kapcgolatban felmeriilhet a
kérdég, lehet-e a kombinativ miiveletek mAdsfajta rendgzerét
Y9 értelmezni? Bizonyosan masfajta szdrmaztatds és wliveleti
rendgzer ig elképzelhetd, a mindennapi cselekvéseknek, a
kombinatorika jelenlegi felépitésének, az igkolai kombina-
torikatanitds jelenlegi helyzeténsk é&s pazicholégiai megfon-
toldgoknak a figyelembevételével azonban feltételezhetjlik,
hogy ezeknek a milveleteknek a belsévé vAldsa, psgzichikus
rendszerré szervezddége a legvaldszinibb., Ezt a wmiveleti
rendgzert azonban cgak az empirikus wizsgalatok kiinduldsé-
nagk, elméleti megalapozasénak tekinthetjik, kiegészitese,
médositésa ugyancgak kisérleti eredmények értékelése alap-
jén torténhet.
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A milveletvégzés sordn kezelendd elemek szdma

' A milveletvégzés sordn kezelendd elemek szdma a milvele-
tek kialakuldsdt, kialakithatdsdgdt és a miiveletek miikodé-
sét egyardnt befolydsolja.

A miiveletvégzés sordn hérom szémszerii jellemzdnek az
értékei jdtszhatnak szerepet: a konstrukcidk elkészitéséhez
felhaszndlhatd Saszes elem szdma, az egy konatrukcidhoz fel-
haszndlandé elemek szdma és az elkészithetd sszes konstruk-
c¢idk gzdma.

- A kombinatorikai ismeretek megtanuldsa utdn, & miive-
letvégzés Altaldnos tdrvényeinek ismeretében az eldbbi jel-
lemz8k szdmértékeinek novekedése a miiveletvégzést nem befo-
lyégolja, a matematikai formuldk és szabdlyok a kis és nagy
szdmértékekre egyardnt érvényesek. Ha azonban a miiveletek a
cselekvések egybeszervez8désébll alakulnak ki, ezek a szdm-
értékek nem lehetnek akdrmilyen négyok.

Mér a konstrukcidk tényleges elG41litdsdnak idS- és
munkaigénye is korldtezza az elemek szdménak a novelhetdsé-
gét. Valészinii, hogy 30-ndl tsbb konstrukcid elfdllitdsdra
a gyakorlati cselekvések vagy a tervszerii igkolai oktatds
sordn is csak kivételesen keriil sor, sdt még ez az érték
is tulsdgosan t4g becslésnek tiinik.

He azonban a cselekvések egybeszervezidésének szem-
pontjait vesszilk figyelembe, még ennél is kevesebb lehetd-
séggel kell szdmolnunk. A korldtozds & roévidtdvu memdridnk
/short-term memory/ kapacitédsdnak behatdroltsigdbdl adddik.

A rbdvidtdvu memdria szerepe az informdcidk ideiglenes
térolésa, melyek ezutdn elfelejtddnek, vagy megerdsités u-
tén a tartés meméridba kerililnek. A révidtdvu memdrie kapa-
citdsdnak méreteire és milkbdésére G.A. Miller hivta fel a
figyelmet hires. tanulmdnydban: /Miller 1956., ismerteti:
Norman 1976. 89.-94.0./ A jelenség lényege az, hogy egy-
szerre T+2 dolgot tudunk megjegyezni, fliggetleniil attél,
hdgy ezek a dolgok egyenként milyen bonyolultak, mennyi az
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informdcidtartalmuk. A 7+2-es hatdr létezését azdta kisér-
letileg sokszorosan megerdsitették és'figyelembevételével
egyre ujabb és ujabb jelenségek vdlnak értelmezhetdvé.

A szamtalan hasonlé helyzetben megfigyelt t8rvénysze-
riiség alapjdn feltételezhetjilk, hogy a konstrukcidk képzé-
gében is valahol & 7+2 kériil van az a hatdr, ami alatt még
egylitt tudjuk érzékelni a konstrukcidkat, tulajdonsdgaikat,
kbz6s vondsaikat, és.ami f513tt kezdenek csak egyenként
vizsgdlhatd tagolatlan, dttekinthetetlen Osszességgé egybe-
folyni. Ennyit tudunk egyszerre, egylittesen kezelni.

Ennek alapjén érdemes megvizsgdlni a kombinatorikai
miiveletek mennyiségi jellemzdit. A kérdés az, hogy ezeken a
mennyiségi hatdrokon beliil a miiveletek milyen konkrét szdm-
ériékkel jellemezhet§ feladatokban milkodhetnek. Ezeket a
szdmszeri jellemz8ket a 2., 3., 4. és 5. tdbldzat alapjdn
tekinthetjiik 4t. 4 .

A tébldzatokbdl azonnal ldtszik, hogy milyen kevés,
szdmértékekben kiillonbozd feladatot lehet késziteni, még a
tdgabb 30-as keretet figyelembevéve is. Egyediil a Descartes-
féle szorzatoknak megfeleld konstrukcidk esetében van lehe-~
t6ségva szémértékek gazdagabd varidlédsira.

A tédblézatban a matematikai értelemben lehetséges vdl-
tozatok szerepelnek, ezek koziil azonban nem mindegyiknek
felel meg a kombinativ tevékenység. /Példdul 1 elembdl nem
lehet varidciét képezni, bir matematikailag ez az eset is
~ értelmezve van./ Ha csak azokat a szédmértékeket vessziik fi-
gyelembe, amelyekkel olyan feladatot lehet szerkeszteni,
hogy &z & mivelet 4ltaldnos sémdjdnak a miiksdését igényelje,
egészen kevés lehetlséget kapunk; A miveletekkel kapcsolat-
ban szerkeszthetd, szaméritékekben kiilonbozd feladatok szdmdi
a 6. tdbldzat foglalja Sssze.

A Miller féle 7+2 felsd hatdradt, a legfeljebb 9 konstrukci-
6t e16411ité, illetve a legfeljebb 30 konstrukcidt e18411i-
té, a kombinativ tevékenység megnyilvdnuldsdt is igényld
feladatokat véve figyelembe, csak hdrom miivelet esetében,
az ismétlés nélkiili kombindcidk, az ismétléses permutdcidk
és a Descartes féle szorzatok egetében lehetséges viszony-
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Kombinatorikai miiveletekkel el8dllithatdé konstrukeidk

szdma
konst- a felhasznalhato kiilonbozd elemek
miivelet rukcidk gszdma
08578 n=J1 n=2 n=3 p=4 n=5 n=6
ismétlés nél : .
kiili permutd< k = n 1 2 6 24 120 720
cidk képzése )
k = 1. 1 2 3 4 5 [
ismétlés nél4 k = 2 - 2 6 . 12 20 30
kiili varidcid k = 3 - - 6 24 60 120
6k képzése |k = 4 ° - - - 24 120 360
k =5 = - - - 120 720
k=1 1 2 3 4 5 I3
ismétléses k =2 1 4 9 16 25 36
varidcidk k=3 1 8 27 64 125 216
képzése k =4 1 16 81 256 625
k=5 1 32 243
k =1 1 2 3 4 5
ismétlés nél4 k = 2 - - 1 3 6 10 15
kiili kompind4 k = 3 - - 1 4 10 20
cidk képzése |k = 4 - - - 1 5 15
k=5 - - - - 1 6
3. tdbldzat .
Az ismétléses permutdcidk képzésével eld4llithatsd
konstrukcidk szdma
_. enetsege
onstrukci a lehetséges feladatvdltozatok [feladat-
6k hossza - és a vdltozatokkal eld4llithatd valtozato
konstrukcidk szdma széme
n = 2 — -
2.
n=3 o =3 1
1 1 1 :
51 ! 51 51
n=5 Bf=20 %= zior = 30 |zraT=lq 4
1 61 1 . -
n=6 B=6 | ohr-15 | amr - 3
' ) .
n=7 Ho= sher =21 2
megj.: a tdbldzatban a 30-ndl t6bb konstrukcidt e164111ité

vdltozatok nem szgrepelnek.
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- 4. tédblazat
A Descartes-féle szorzatnak megfeleld konstrukcidk
széma
Z elo- [ Zz €10
az egyes " Y - az egye " Pttty
onstr fhalmazok :;e:s: i%ét ongtr halmazo :egsz i%ét
hosgza eiimgl- lem onstr. ossza_gzim:1- em onstr.

< szama | szé-- < zama |[szama

zama .y szama
2] 2 4 4 3 9 12 27
2] 3 ] 6 3 ] 13 30
21 4 6 8 4 4 8 16
21 5 2 10 4 5 9 20
2] 6 8 12 4 6 10 24
- 21 7 9 14 2 4 7 11 28
21 8 10 16 5 5 10 25
) 21 9 11 18 S 6 11 30
2 2|10 12 20 212]2 6 8
2111 13 22 2123 7 12
2112 14 24 211214 8 16
2113 15 26 3 212]5% 9 20
2114 16 28 2126 | 10 24
2115 17 30 21 2§7 11 28
3] 3 6 9 21313 8 18
3] 4 7 12 2'1 314 9 24
31 5 8 15 21315 10 30
316 9 18 3 3 9 27
31 7 10 21 4 212 8 16
31 8 11 24 2]212 9 24

5. tédblézet

- Az Dsgzetett milveletekkel eldd4llitha*d konstrukcidk
széma :

miivelet

felhasznal-

az elddllithaté konstruk-

hato elemek Ny .
azdma cidk szama
1l 2
halmaz rész- 2 4
halmazainak 3 8
képzése 4 16
5 32

az Osszes kii- 1 1
16nv6z8 elem- 2 4
szému'ismétléﬂ 3 15
nélkiili varid- 4 64
cidk képzése 5 325
az Osszes kli- 1 1 2 3 4 5
16nboz8 elem-— 2 2 6 14 30 62
szédmu ismétlé~ 3 3 11 38
ses varidcié 4 4 2 84
képzése 5 5 30

onstrukci-

6k maxim. 1. 2 3 4 5

0ssza
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6. tdblédzat

A miiveleteknek megfeleld, széméritékeikben kiilonbszd
feladatok széma

a szamertekekben kuilonbozo

nivelet feladatok szdma

[Legfel jebd 9 legtfeljebb 30
konstrukcid konstrukcid
e15411itdsdval e16éllité§év24

ismétlés nélkiili permutaci—

6k képzése ) '2 3
Hsmétlés nélkiili varléciok
képzése 1 _ 5
ismétléses varidcidk képzé-
Fe _ . 3 7

a Descarteg-féle szorzatnak
egfelelo konstrukcidk kép-

zése . 5 40
ismétlés nélkiili kombindeci-

6k képzése 5 10
1smet1eses permutdcidk kép- :

zése 6 13
Ogszes régszhalmaz képzése 2 3

Osszes killonbozé elemszamu
iométléa nelku11 V&rl&Cl-
6k képzése 1 2

zdmu ismétléses varidcié
képzése - 1 6

]iz Ogszes kiilonbozd elem-
3

lag sokféle, 5 illetve 6 szémértékeiben kiilonbsz8 feladat.
Most ismét feltehetjik a kérdést, ha vannak is olyan
cselekvések, amelyekbSl a kombinativ miiveletek kifejlSdhet-
nek, vajon ezek a tevékenységek, tekintettel a rendkivil
korldtozott szdmszeri lehetSségekre, tudnak-e olyan matema-
tikei vdltozatossdgot bizitositani, ami a k©z6s vondsok kie-
melését, az expirikus dltaldnositdst lehetdvé teszi. Joggal
feltételezhetjilk, hogy az & "kombinatorika", aminek kiala-
kuldsdt Piaget a formdlis miiveletek megjelenésével egy idg-
re tesz, illetve amivel éppen a formdlis gondolkodds kiala-
kuldsat jellemzi, nem lehet miiveletekre differencidlt, leg-
feljebb egy vagy két dltaldnos sémat foglalhat magdba.
A legvaldsziniibb két séme a Descartes-féle szorzatok képzé-
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sének az dltaldnositésdval kialakuld elemi miivelet, ami
esetleg a varidcidk és permutdcidk képzésére is miiksdik,
illetve az ismétlés nélkiili kombindcidk képzése. A bonyolult
miiveletek esetében legfeljebb egy-egy, konkrét szdmértékek-
hez kotott miiveleti séma alakulhat ki.

Valészini azonban, hogy a cselekvések olyan védltoza-
tossdgdt, ami egydltaldn a sémdk differencidldéddsdhoz ve-
zet, csak a tervszerii oktatds biztositja. Az is kétséges,
hogy csak cselekvések dltal, a miiveletek torvényszeriiségei-
nek tulajdonsdgainak kodzlése nélkiil minden egyes felsorolt
miiveletet ki lehet alakitani.

A miivelet miikdésének és a tartalomnak a kapcsolatea

Az e1828 részekben kifejtett elvek értelmében a kombi-
nativ képességet dltaldnos képességnek tekintjiik, ami azt
is jelenti, hogy miikbdése igen széles ktrben, a legkiildn-
b6z8bb tartalmakon valdsulhat meg. A kombinativitds tdrgyai,
8 konstrukcidk elemei fogalmak, kiilonféle szimbSlumok épp-
ugy lehetnek, mint valdsdgos. dolgok, tdrgyak, események.

A kombinativ képesség miikodése azonban nem fiiggetlen
az sktudlis tartalomtdl.

A tartalom problémdjdnak egyik oldaldt mdr érintettiik,
amikor a kombinativ képesség fejlettségének szintjeit ele-
meztiik. A milvelet el18%ti és a konkrét miiveletek szintjén a
képeséég mikédése még erdsen korldtozott, a tartalom dltal
behatdrolt, csak valdsédges térgyekhoz, konkrét tevékenysé-
gekhez kapcsoldéddva nyilvdnulhat meg.

A miiveleti képesség miikddését azonban még a fejlettebd
formdlis szinten is befolydsolja a tartalom. Ez 1dtszdlag
nincs Ssszhangban a kordbbi megdllapitdsokkal, hiszen a ké-
pesség kifejlettsége azt jelenti, hogy a konkrét tartalom-
t61 fiiggetlen, minden tartalmon egyarint milkkddik. A milve-
leti séma kialakuldsdt, belsévé vdldsdt éppen azzal jelle-
mezhetjilk, hogy elszakad & konkrét helyzetektSl, nem kap-
¢solddik szorosan a milvelet térgydhosz.
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Ahhoz. azonban, hogy a megfelelé pszichikus rendszer
miik6dhessen, eldszdr is fel kell ismerni a miivelet alkal—
mazhatdsdgdt, a kombinativ képesség mikddésekor meg kell
ldtni a prodbléma "kombinativ 1ényegét".

A gyakorlati problémdk és a mesterségesen kitaldlt
feladatok is tobb-kevesebb zajt taftalmaznak. Zajon altaléa-
nos értelemben a probléma lényegéhez nem tartozd, felesle-
ges, zavard vondsok dsszességét értjiik. E zajos héttérben,
kdrnyezetben eldszdr fel kell ismerni a voltaképpeni felada-
tot, és csak azutan keriilhet sor a mivelet alkalmazdsdra.

A felismerés azonban mdr mas képességek miikodését, taldn
éppen valamelyik dltaldnos képességiink miikodését igényli
/Skemp 1975. 36.0./. A képességek e bonyolult Bsszekapcsold-
ddsa is indokolja, hogy a tartalom—iaj probléméjévalhfoglal—
kozzunk.

Hogy egy'feladatban mennyi a zaj, az sok mindentdl
figg, a tartalom ismerdssége, a konkrét szitudcid mind be-
folydsolja a zaj mennyiségét. A pszicholdgiai vizsgdlatok
sokféleképpen prébdltdk megoldani a zaj €s a tartalom prob-
1émijdt, rendszerint.a tartalom "lecsupaszitdsdval", egé-
szen addig, amig csak & puszta struktura, miivelet marad
vigsza. Ez az ut azonban elvileg is jarhatatlan, és ennek
mds, mélyebb okal vannak.

A kombinativ képesség fejlédési szintjeinek elemzége
sordn megdllapithattuk, hozy a miiveletek kislakuldsakor
sok. egyszeribb pszichikus rendszer /hasonlitdsok, felcse-
rélések, szimmetridk, stb./ szervezddik egybe. Az ott kie-
melt egyszeriibb képességek azonban csak a kombinativ miive-
letek szempontjdébdl, a kombinativitds oldaldrél a legjel-
lemz8bb elemek. Azokon tul a kombinativ képesség kifejls-
désében sok mds mozzanat, példdul a térbeliséz, a sorren-
diség, 2 szdmossdg érzékelésének képessége is szerepet
jdtszik, ezek az alkotdelemek is "beépiilnek™ a kombinativ
képességbe. Bdrmilyen tartalmon vizsgdljuk is a kombinativ
miiveletek miik8dését, e képességek k8ziil néhdnynak, vagy
mindegyiknek a fejlettsége szerepet jétszik.

. Mivel mindenféle miivelet csak valamilyen tartalmon
miikddhet, a tartalomtdél vald elszakadds kisérletei csak ar-
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ra vezetnek, hogy a természetes, adekvat tartalom helyett
a képesség inadekvit, nem termégzetes tartalmon miiksdik.
A tartalom problémdja csak ugy oldhaté meg, hogy nem "ki-
kiigz6bolni" igyeksziink, hanem figyelembe vessziik, eleve
szdmolurnk vele. .

A kombinativ miiveletek miikodésével kapcsolatban -a mii-
velet/zaj sokféle ardnydt hordozé tartalom fordulhat eld. -
A széles skdlébdl azért mégis érdemes hdrom diszkrét pon-
tot kiemelni.

" Az egyik s2€1s8 esettel skkor taldlkozunk, amikor a
zaj kevés, a kombinatorikai tartalom meglehetdsen vildgos.
Erre lehet példa a tdrgyakbdl egyszerii konstrukcidk tény-
leges el8411itdsdt igényld feladat.

A kozépsd csoportba sorolhatjuk azokat a problémdkat,
amelyekben & zaj némileg elfedi a kombinatorikai lényeget,
de a miivelet és a zaj kOziil egyik sem domindns. Ilyen pél-
ddul Piaget kisérlete, melynek sordn s vegyszereket kel-
lett kombindlni /Piaget 1967. 107-120.0./.

A mésik szélsSséget azok a problémdk jelentik, ame-
lyekben a zaj domindl, teljesen elfedi a kombinatorikai
tartalmat. Ilyenkor mdr mis képességek miikddése is donts-
en, esetleg & kombinativ képességnél sokkal nagyobb mérték-
ben hozzdjdrul a probléma sikeres megolddsdhoz.
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4. A KOMBINATIV KEPESSEG ES A KEPESSEGEK RENDSZERE

A kombinativ képesség gondolkoddsbeli szerepének elem-
zése meglehetSsen komplex feladat, és egy hosszabb tanulmdny
sem lenne elegend$ valamennyi oldal részletes megvizsgdldsd-
ra. ’

Mér a helyes megkdzelitési méd megvdlasztdsa sem egy-
szerii, és szinte lehetetlen olyan rendezlelvet taldlni, a-
melynek segitségével minden fontos mozzanatot szemligyre ve-
hetnénk. Ezért a kovetkezdkben csak néhény fontos Osszefiig-
gésre fogzok ramutatni, a teljesség lehetSsége nélkiil.

Hogy azért mégis valamilyen logikai sorrendet tarthas-
sunk, a gondolatokat egységes keretbe foglalhassuk, hivjuk
ismét segitségil a rendszerszemléletet, és naladjunk vala-
mifajta feltételezett hierarchikus elrendezddést Kovetve az
egyszeriibbt6l a bonyolultabb fele. )

E megkdzelitési méd értelmében a kombinativ képesség
és a gondolkodds kapcsblatdnak a képességek rendszerébe va-
16 beépiilésének hdrom oldaldt, hiromféle lehetdsézgét kell
megvizsgdlnunk. Foglalkoznunk kell a kombinativ képesség és
mds képesadgek részeinek a kapcsolatdval, a rendszerbeépii-
1és olyan lehet8ségeivel, amikor a kapcsolddds a kbzos ré-
szeken, épitdelemeken keresztlil torténik. A mdsodik lehetd-
séget az jelenti, hogy a kombinativ kébesség egészként,
egybeépiilt pszichikus szabdlyozdsi rendszerként vesz részt
a gondolkoddsi folyamatokban, egészként kapcsoldédik mds
képességekhez. A harmadik lehetdségz ez dltaldnos képegsé-
gekbe vald beépiilés, amikor a kombinativ képesség valami~
lyen mds képességnek a részét képezi. Természetesen ezek
az oldalak a valdsigban szorosan osszefonddnak, szétvilasz-
tdsuk még az elemzés szintjén sem mindig lehetséges. k

Mivel més képességek kialakuldsi folyamatdnak, felépii-
1ésének, & részek, elemek egybeszervezGdésének elemzégével
nem foglalkoztam, a kombinativ. képességnek €s méds képessé-
geknek a részeken keresztill megvaldésulé kapcsolataira, az
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ilyen kapcsolatok 1ehet63égére és ezek megismerésének . fon-
tossdgara caak néhdny példdval tudok utalni.

A kombinativ tevékenység miivelet elStti formdjdban
megjelenik a paronkénti hasonlités, két-két elem ekvivalens
voltdnak a megdllapitdsa. A konkrét miveletek szintjén mdr
az ekvivalenciareldcid teljes miikodésére, a konsirukcidk
osztdlyozdsdra van sziikség. Igy az ekvivalencia-reldcid
haszn&laténak képessége a kombinativ képességben, a kombi-
nativ képességgel egyiitt fejlddik. Mdsrészt az ekvivalencia-
reldcié kialakuldsa - mint azt Piaget megdllapitja, egyiitt-
jér a reldcidtulajdonségok, valamint az egyenlStlenség és
mis reldcidk, a kiilnbozd soralkotdsok, sorrendi strukturdk
kifejlédésével.

Egy mésik komplex képességnek, a rendszerezés képessé-
gének a részeit is felismerhetjiik a kombinativ képesség mii-
kodésében. Valdszinii, hogy a kiilonb8zd részrendszerezések
megalkotdsa a kombinativ. képességben feltdrt miiveleteken
kiviil egy mésik irdnyba is tovébbfejlddik, & rendszerezési
képesség miveleteinek kialakuldséhoz vezet.

Mér e két példa alapjdn is feltételezhetjiik, hogy a
kiilonboz8 milveleti képességek, mint amilyen a kombinativ
miiveleti képesség, vagy a rendszerezési képesség, egy ké-
pességrendszert alkotnak, ami véges szdmu épitdelem kapcso-
16d494b461 &piil fel. Ennek a képességrendszernek a feltédrdsa,
az alapelemek megismerése, a kialakulds folyamatdnak feltd-
rdsa lenetSvé tenné a képességek optimdlis iitemii és ardnyu
kifejlesztését. ' _

A kombinativ képesség egészként vald miikddésének més
" képességekkel vald kapcsolatai kBziil a logikai képésségek
kialakuldsdban betoltott szerepét kell elsdként kiemelniink.

A logikai képességek miikodését Atszdvik a kombinativ
képesség kiildnbozb megnyilvdnuldsai. Mir a logikei miivele-
tek milkddése is implicite magdban féglalja az elemi kombi-
nativ miiveletet, de az egész milveleti rendszert is & kombi-
natorika foglalja egységbe.

Piaget & formdlis gondolkodds kiaslakuldsdt, a formdlis
szint elérését a 16 kétvdltozds itéleti miivelet megjelené-
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sével jellemzi. A 16 kétvAltozds itéleti miivelet Piaget
szerint wgy alakul ki, hogy a gyermek a tdrgyak kombindld-
sa sorin elsajétitott sémékat az itéletekre alkalmazza.:

Az itéleti miiveletek rendszere a két alapvetd strukturat,

a csoportot &és a hdldét foglalja magdban. A hald struktura
a kii1onbbzé soralkotdsi, csoportositdsi, dsztélyozési
strukturdk és a kombindcios sémék egyberendez8désének ered-
ményeként jon létre. ’ ‘

A sziikebb és tagabb értelemben vett kombinativ képes-
ség mindennapi tevékenységilinkben megnyilvédnuld milkddéseinek
feltérképezése messze vezetne. Valdszinii, hogy a kombinato-
rikdnak az objektivdlt tudds rendszerében elfoglalt helye
és a kombinativ képességnek a tevékenységek rendszerében
bettltott szerepe kozott sok tavoli analdgiat fedezhetiink
fel. Izy a kombinatorika sokféle alkalmazdsi lehetdségének
megtaldlndnk valamilyen egyszeri megfeleldjét a mindennapi
tevékenységeinkben., A jatékelméletnek példdul megfeleltet-
' hetjiik tevékenységeink "stratégidinak™ megtervezését. Cse-
lekedeteinket a 1=hetéségek szdmbavétele és mérlegelése
eppugy jellemezheti, mlnt a megszokds. A megszokds és mér-
1ege1es optimdlis aranya a kombinativ kepesseg megfeleld
fejlettsége nélkiil nem alakulhat ki. . )

A tdgabd értelemben vett kombinativ kepesseg megnyil-
vénuldsdnak egyik legfontosabb teriilete a nyelv haszndlata.
Amikor irunk, vagy beszéliink, nem tesziink mast, mint szavak
tsszességébll, szdkincsiinkbél bizonyosakat kivdlasztunk és
belSliikk sorozatokat alkotunk. A 1létrehozhatd viltozatok
szamét a kifejezend§ .tartalom és a nyelvtani szabdlyok kor-
ldtozzdk, e tdg korldtokon belill azonban sokféle Ssazédlli-
tds 1ehetségés. A vdlasztékossdgnak, a kifejezés gazdagsd-
gdnak feltétele a tartalom és a nyelvtani szabdlyok dltal
megengedett tobbféle lehetdség megalkotasanak képessége..

Harmedikként azt a lehetSséget kell megvizsgdlnunk,
hozy e kombinativ képesség részként beéplilhet az 41taldnos
képességekbe, Az ilyen lehetdségek feltdrdsa sem kdnnyii,
mivel az dltaldnos képességek meghatérozésa, leirdsa, ér-
telmezése a pszicholdgidban nem egységes. Igy a legtibbet
vizsgdlt és vitatott dltaldnos képességek kozlil is ¢sak
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hdrmat fogok ilyen szempontbdl kiemelni: a gondolkodéképeé—
séget, a fantdzidt és az alkotdképességet. E képességek
egymdshoz valdé vigzonya meglehetSsen bizonytalan. A kombi-
nativ képesgség értelmezésével valdsziniileg éppen a kbzis
' résziiket sikeriil megragadni.

' A gondolkoddképesség e hdrom koziil taldn a legdltald-
nosabb kategdria. Ertelmezésének sokfélesége, kutatdsdnak
kiilonb8z8 irdnyzatai, az eltérd terminoldégia megneheziti
egységes, megbizhatd, tudomdnyosan igazolt ismeretek ki-
kristdlyosoddsdt.,

A gondolkoddképesség fejlesztése mindig is a pedagégia
érdeklddésének kbzéppontjaban 411t, és napjainkban is szo-
kds az oktatds elsédleges céljaként megjeldlni. A gondolko-
déképesség fejlesztésének lehetdségeivel foglalkozd kutata-
sok és elméletek tobb 41ltaldnos vondsat feltdrtdk, és a
fejlesztés sok konkrét mdédszerét kidolgoztdk /ld.pl.:
Bogojavlenazkij 1966, Kelemen 1970/.

Azokban e kutatdsokban, .elméletekben, amelyek a gon-
dolkoddképesség Altaldnos vondsait, fejlesztésének dtfogd
médszereit vizsgdljdk, tobbnyire felismerhetjiik a kombina-
tiv képesség kiilonbozd oldalainak a leirdsidt is.

Salamon Jend a divergens jellegii problémamegolddst ta-
nulményozza /Salamon 1973. 164.-264.0./. A vizsgdlat sordn
alkalmazott mindkét feladat megolddsa igényli a kombinativ
képesség miikodését.

Az egyszeriibb feladat megolddsa sordn a kisérleti sze-
mélyeknek egy négyzetet kell lefedniiik a négyzet hdrom
réazre vigott darabjdval. Az Osszes filletve minél t8bb/
lefedési lehetésééet kell megtaldlniuk tdrgyi cselekvések-
kel, illetve rajzban.

A négyzet darabjaibél négy, egymdshoz képest 90 fokkal
elforgatott megolddst lehet el8dllitani és mind a négy el-
forgatott helyzet tengelyes tilkdrképe is uj megolddst ad.
Az Osszes lehetséges megoldds megtaldldsdhoz tehdt a kétfé-
le tiikorkép és a négyféle elforditds Osszes pdrositdsdt

"'kell megtaldlni /4 - 2 =8/.
A tiikrdzés és az elforgatds ismeretével vagy felisme-
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résével a megoldds egyszeri kombinativ milvelet /a Descartes-
féle szorzat képzésének megfeleld miivelet/ alkalmazdsdt i-
gényli, fa alaku graf segitségével rendszerezve az Usszes
lehetd8geég elddllithatd. Ez esetben a feladat a kombinativ
milveleti képesség miikodését méri, és csak annak fejlettségé-
t61 fiigg az elG4llitott konstrukcidk szdma. Ha a kisérleti
személy a forgatdst és a tikrdzést nem ismeri, illetve nem
ismeri fel alkalmazdsuk lehet8ségét a feladatban, a megol-
dés csak prébdlkozdssal, vagyis miivelet el8tti szinten tdr-
ténhet, igy az Ssszes megoldds megtaldldsa is csak véletlen-
szerii. '

Jlyen esetben ez a feladat egyben a tdgabb értelemben
vett kombinativ képesség olyan miikodésére is példa, amikor
nincsenek explicite megadva a kombindlandd elemek. /jelen
egsetben az elforgatds 4 és a tikrozés 2 értéke/, hanem azo-
kat is a kisérleti személynek kell megtaldlnia. Jé1 szem~
1é61teti a tdgabb értelemben vett kombinativ képességnek és
a kombinativ miiveleti képésségnek a kapcsolatdt, Ssszefoné-
dédsdt is, azt, hogy a milveleti képesség valéban része, meg-
hatdrozott esetekben miikodd alrendszere a tdgabb értelemben
vett kombinativ képességnek.

A vizsgdlt feladat megolddsdban igy kiilénboz8 képessé-
gek vehetnek részt, toébbféle miikddési mbéddal is, és azt, .
hogy melyik képesség fog miikddni, a képességtdl fiiggetlen
tudds hatdrozza meg /geometriai ismeretek, térszemlélet
stb./. Igy kétséges, hogy az olyan globdlis paramétereknek,
mint a "cselekvés hatdsfoka”, a "hibds prébdlkozdsok dtla-
ga", a "varidcidk alapelveinek tudatosuldsa", a "varidcidk
megolddsdnak kbvetkezetessége", milyen tartalmat fulajdo-
nithatunk, ezek mennyire 4ltaldnosithatdk. .

E kisérletekkel kapcsolatban is megdllapithatjuk, hogy
a xombinativ képesség értelmezése az ilyen jellegii felada-
tok megolddsdnak, és egyben a problémamegoldd gondolkodds—
nak is, sokkal differencidltabb megktzelitését teszi lehe-
t6vé. .

Salamon vizsgdlatainak mdsodik feladata hasonlit az
elsbhdz, a killdnbség csak annyi, hogy a négyzet nem hédrom,
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hanem négy részre van osztva, és ez megketszerez1 a kulonbo—

z6 lefede31 lehet(ségek szdmdt. .

A szerz8 hdrom hazai 1skolaklserletnek a Kodaly-mod—
szerrel torténd dltaldnos iskolai ének-zene oktatasnak
Lénédrd Perenc varidcids tanlta51 kisérletének és Varga Ta-
mds komplex matematikatanitdsi kisérletének a Hatdsét. vizs-
gédlta a problémamegoldd gondolkodas fejlédésében, Mindhdrom
igkolédban jobb eredﬁényt kapott az orgzégos Atlagndl.

" Salamon a dlvergens jellegi gyakorlati problémamegol-
déds kepesseget lenyegeben azzal a képességgel azonositja, a-
mit tdgabb értelemben vett kombinativ képességként hatdroz-
tunk meg. Valdszinii, hogy'ez a képesség valdéban problémameg-
01dé gondolkodds legfontosabb részét képezi, azonban mégsem
agonosithaté azzal. A problémamegolds gondolkodds mds része-
ket, mds képességeket is_magéban foglal, példdul az értéke-
1és képességet /1d. pl.: P6lya 1970/. Pusztdn elméleti meg- -
fontoldsok is arra az eredményre vezetnek, hogy a probléma-.
megolddst nem lehet lesziikiteni a kombinativitdsra. Ashby-
példdul kibernetikai elemzés konkluzidjaként dllapitja meg,
~hogy a problémamegoldds nagyrészt, vagy taldn teljes egészé-
ben kivdlasztéds kérdése /Ashby 1972. 318.0./. Ez a megdlla-
pitds azonban nem tagédja, hanem éppen feltételezi a lehe-
tGségek sokféleségét, amibsl vdlasztani lehet.

. Lénérd Ferenc szintén tdgabban értelmezi & problémameg-
oldé‘gondblkodés ngalmét, de a megolddsi ardnyok gazdagséd-
gét, véltozatosgégéf»a fejlettség legfontdsabb mutatdjdnak
tekinti /Léndrd 1978/. Ezzel a szemléletmdddal szorosan
tsszefiigg az d1tala kidolgozott varidcids tanitdsi médszer,
mellyel a gondolkodds rugalmassdgdt kivdnja fejleszteni.

A varidcids tanitdsi médszer 1lényege az, hogy az 6ra
nagy részében feladatmegoldds folyik, mégpedig egy-egy fel-
adat az Ssszes lehetséges varidcidban eléfordul. Ugyanannak
a feladatnak a tobbféle megolddsa a szerzd szerint. fejlesz-
ti a gondolkodds rugelmassdgdt. "Az azonos megolddsokhosz
vezetS kiilonbdzl gondolkodésmeneteket varidciéknak nevez-
ziikk. Varidcidknak nevezziik a kiilonbdzd megolddsi javaslato-
kat is. Ha az emberekben az ilyen értelemben.vett varidcids
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képességet kifejlesitjﬁg,akkor ezzel lehetdvé vdlt a gon-
dolkodds képességének,'és ennek alapjdn a gondolkoddsi te-
vékenységnek kibontakoztetdse is." /i.m. 266.0./

A Léndrd 41tal bevezetett varidcids képesség fogalma
valéjéban megegyezik az elézdekben meghatdrozott tdgabb ér-
telemben vett kombinativ képesség fogalméval, és ezt a ké-
pességet Léndrd a gondolkoddsi képesség legfontosabb- dgsze-
tevéjének tekinti. .

A varidcids tanitdsnak kétségteleniil szerepe lehet a
gondolkodds rugalmassigénak illetve a kombinativ képesség-
nek a fejlesztésében. A feladatok varidldsdmek eltulzdsa
mechanikussdghoz, mds irdnyu egyoldalusdghoz vezet. Ezért
a varidcids tanitis gyakorlati megvalésitdsait sok birédlat
éri, és nem tekinthetjilk a kombinativ képesség fejleszté-
sére egyedill alkalmas, dltaldnos médszernek /ldsd pl.:
Vargs 1969, Léndrd 1969/.

A képzelet fogalma, értelmezése a ps?icholégiai iro-
dalomban kordntsem egységes. Amint az E.Franus tanulmdnyd-
b6l is kitiinik, a képzelet fogalma kiilondsen az alkotdké-
pesség fogalmaval kevefedik, gyakran az "alkotd képzelet"
vagy az "alkotdé gondolkodds" terminusokat egymds szinonimé-
jaként haszndljdk /Pranus 197°/. Franus szerint az alkotd-
képesség az Aaltaldnosabb, amiben a'képzélet szerepet jdt-
szik, bdr inkdbb hajlik erra az 41l4spontra, hogy a képze-
let szerepét csokkentse. .

Taldn ktzelebb jdrunk az igazsdghoz, ha a képzeletet
és az alkotdképességet két killonbozl képességnek tekintjiik,
amelyeknek azonban vannak kozSs alkotéelemei.

Arra, hogy a képzeletben a kombinativitdsnak fontos
szerepe van, t&bb pszicholdgus is utal. Rubinstein péld&ul
igy ir a képzelet "miik6aéséré1t: “A valdsig észlelése nem
megvéltoztathatatlan elemek kdtegeibdl, csoméibdl vagy
mechanikus halmazaibdél A1l. Minden képzédméﬂyét dtalakit-
hatja a képzelet. Ezek az dtalakitdsok rendkivﬁl sokfélék,
kozéjiik tartozik a kombindcid mint a fogdsok egyike, de

- nem lehet azokat erre korldtozni: a kombindeid csak egyik
fajtdja vagy fogdsa a képzelef atalakitd tévékenységének.
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Ennek erédményeként nem vadltozatlanul adott elemek, vagy
vondsok uj kapcsolata vagy kombindciéja keletkezik, hanem
egységes uj kép, amelyben az egyes vonésok-nem egyszeriien
bsszegez8dtek, hanem 4t is alakultak, és dltaldnositddnak.
A kombindlds csak "mechanizmus", hatdsa rendszerint vala-
mi olyan tendencidnak engedelmeskedik, amely meghatdrozza
a kombindlandd mozzanatok Osszevadlogatdsdt és értelmet le-
hel azokba." /Rubinstein 1964. 519.0./ Az é1énk fantdzid-
nak, gazdag képzelSerdnek tehdt egyik feltétele a kombina-
Cotiv kepesseg fejlettsége.

A valdsig elemeinek gondolatban valdé kombindldsa mar
dtvezet egy mdsik teriiletre, az alkotdképesség problémdi-

nak vizsgdlatdhoz. Hiszen a miivészi alkotdsnak is fonfos
oldala a koriilmények, szerepllk, helyszinek, szinek, for-
mék, hahgok kombindldsa. Ez azonban még kevés ahhoz,hogy
miialkotds jBjjon 1étre, hiszen az alkotdshoz hozzdtartozik
az is, hogy a mivész a szd4ndékit kifejezd osszedllitdst,
az értéket képviseld lehet8séget ki tudja vdlasztani, és ez
mér mds képességek miikodését igényli. Természetesen az al-
kotds folyamatdban ez a két mozzanat szorosan Osszefonddva,
. szét nem vdlaszthatdan jelenik meg.

" A miiszaki, tudomdnyos és mds alkoté tevékenységekben
ugyancsak felfedezhatiink kombinaiiv mozzanatokat.

Az alkotd vezetd tehetseget példdul Pietrasinski igy
jellemzi:. "Ennek a tehetségnek egyik alapja, a gondolattar—
sitdsok és gyakorlatl 1épések gazdag tdrhdza, amely az uj
megolddsok nyersanyagéul szolgdl, valamint az a sajdtos
kombinativ képesség, amely ma még kevéssé ismert korilmé-
nyek Osszejdtszdsdnak koszonhetd." /Pietrasinski 1977.
50.0./ Az dltaldnos alkotdképességet pedig a kSvetkezd idé-
zettel jellemzi: "Mednick szerint az alkotdéfolyamat abban
411, hogy uj képzettdrgitds-kombindcidk jonnek 1létre, ame-
lyek megfelelnek bizonyos hasznossdgi feltételeknek."

/i.m. 194.0./

Ezek a felfogdsok azonban tulsdgosan is egyoldaluak,
az alkotdképességet & kombinativ képességgel azonositjdk,
pedig az aslkotdképességnek az caak egyik, bar iehet, hogy éppen
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a legfontosabb mozzanata.

Az alkotds és a kombinativitds azonositdsa nem ujkele-
. ti, hiszen mir Leibniz is az "Ars inveniendi"-t, a8 feltald-
1és'tudoményét a kombinétorikébél akartarlevezetni. Leibniz
elgondoldsait is magabanf001a13a a modeérn heurisztika, ami
azonban a komblnatorlkanal sokkal szélesebb kort slel fel,
bar a komblnat1v1tast is fontos részkent megtartotta /A
komblnat1v1tasnak a heurlsztlkaban betdltott. szereperol
1d.: Pélya 1997. 114., 142., 166., 177.0./7

Az alkotoképesseg‘vagyJkreat1v1tas_pSV;chplégiéja ma-
napsédg divatos aiszcipliha; Kreativités'fésztek és kreati-
vitds modellek tucatjal dllnak mér rendelkezésiinkre. A kre-
ativitds fogalma azonban a 1egtobb modellben sokkal tdgabbd
mint a komblnatlv kepesseg Toobek kdz6tt az eredetiség,
az erzekenyseg, az ertekelokepesseg a- problemak megfogal;
mazdsanak vagy uarafogalmazasanak g kepesseget is magdban
foglalja. =

Az egylk taldn a legaltalanosabban eltergedt kreatl-
vitds-elmélet Gullfordtol szdrmazik /Guilford 1959/. Mo-
delljében a kombln&t;Vltas ‘fontds szerepet kap, a kombi-
nativ képessézet a felxibilitds faktorai foglaljék maguk-
ban. . ' i ' ' )

Egy médsik, szintén gyakran idézett kreativitds-modell-
ben, Lowenfeld modelljében a variabilitds faktorai tartal-
mezzék & kombinativ képeséégeﬁ’/ismérteti:'Landau 1974/.

Igen érdekesen vélekedik az alkotds folyamatdrdl, a
kombinativitdsnak az alkotdsban betdltott szerepérdl a ma-
tematikus Poinears. Felfogésa szerint a matematikei alko-
tésokat nem lehet a mdr ismert entitdsok puszta kombindcid-
jaként értelmezni, mert végteleniil sok ilyen kombindeidt
lehet elddllitani, amelyeknek nagy része teljesen érdekte-
len. A tudatos gondolkoddsnak azonban szilk korldtai vannak,
nem képes a lehetdségek sokeasdgat attekinteni. A tudatos
munkdnek ilyenkor csak az.a szerepe, hogy a megfe1e16 tu-
dédseleneket bejuttassa a tudatalatti szférdba, amelynek
terjedelme sokkel nagyobb, és ahol azutdn ezek az elemek
szabadon kombindldédnak. EbbSl a nagyszdmu kombindciébél
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viszont csak néhdny vdlik megint tudatossd, és hogy melyek,
azt egy sajdtos esztétikai érzék sziiri ki. Es minél fejlét-
tebb ez az érzék, anndl gyiimolcsdzSbb kombindcidk bukkannak
a felszinre /Poincaré 1908/.

Nem nehéz Poincaré elméletében felismerni a két mozza-—
natot: a kombindlds és az értékelés-kivdlasztds nem tudato-
suldé mozzanatait.

Lényegében hasonldan vall alkotdsai megsziiletésérdl a
fizikus Helmholz is: "Amennyire meg tudom itélni, sohasem
olyankor meriiltek fel dtletek, amikor agyam kifdradt, és nem
is az irdasztalndl iltomben. Problémdmat e18szdr minden 01-
dalrdl meghdnyom-vetem, hogy jé1 4t tudjek tekinteni minden
lehetséges esetet és varidcidt, és konnyen dtfussam anél-
kiil, hogy leirndm. Ehhez t3bbnyire hosszas munkdra van sziik-
ség. Az ezt kovetd fidradisdg elmultdval legaldbb egydrai
testi felfrissiilés és nyugodt kézérzet kell ahhoz, hogy asz
dtletek valdban megjdjjenek."™ /Idézi: Rubinstein 1964.
898.0./ A kombindlas tehdt itt is fontos szerepet jdtszik,
¢s akdr tudatosul, akdr nem, csak valamilyen képesség, a
kombinativ képesség miikbdéseként értelmezhetjiik.

A kombinativ képesség ég a kreativitds kapcsolatardl
"~ felsorakoztatott néhdny gondolat csupdn csak & problémdkra
és a kombinativ képesség tanulmdnyozdsdval felvet5d8 lehe-
t6sége§re kivént rédmutatni. Az alkotd gondolkodds kutaté-
sédnak kérdéseivel foglalkozdé konferencia résztvevdi megdl-
"lapitottdk, hogy "ez iskoléban alkalmazott médszerek, el~
jérdsok optimdlis fejleszt8 hatdsdnak megteremtéséhez mo-
dellezni szilkséges ez alkotd gondolkodds egyes miiveleteit"
/Salamon 1979. 6.0./. Valészini, hogy a kombinativ képesaég
modellje éppen egy ilyen komplex miiveletrendszert foglal
magéban. » .
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III.
A KOMBINATIV KEPESSEG ISKOLAI FEJLESZTESENEK LEHETGSEGET

1. MATEMATIKA-TANITAS ES KEPESSEGFEJLESZTES

A kombinativ képesség fejlesztésével és ezen belil a
kombinatorika iskolai tanitdsdval kapcsolatban jelentkezd
problémék egy része kapcsolddik azokhoz az ellentmonddsok-
hoz, amelyek dltaldban a matematika tanitdsdval Gsszefiig~
gésben felvetddnek. Ezért mield8tt a kombinatorika-tanités
és a kombinativ képesség fejlesztésének kapcsolatsdt vizs-~
gdlni kezdenénk, rdviden tekintsiik 4t azokat a kérdéseket,
amelyek nem csak a kombinatorika, hanem a matematika tani-
tdgdval és a képességek fejlesztésével kapcsolatban felme-
riilnek. ‘

A matematika-tanitds feladatdt, céljét, értelmét, je-
lentdségét, amidta csak iskolai matematika-tanitds létezik,
Qindig t&bbnek tekintették a konkrét tananyag megtenitidsd-
ndl, bizonyos mennyiségii ismeret elsajdtitésédndl. A mate-~
matika-tanitds feladatal k8z0tt megjelolték valamelyik &£1-
taldnos képessédg, rendszerint -a gondolkoddképesség, a "lo-
gikus gondolkodds" képességének fejlesztését is. Azonban a
matematika tanitdsa, tanuldsa rendszerint nem teljesitette
ezt a tdgabb feladatdt, és t&bbnyire még akkor sem jérult
hozzd a kivdnt mértékben az dltaldnos képességek fejlesz-
téséhez, amikor a tanuldék az eldirt tananyagot a kovetel-
ményeknek megfelellen elsajétitottdk. Ennek egyik oka min-
denképpen az, hogy a gondolkoddképesség mibenléte, az &l-
taldnos képességek fejlesztésének és a matematike tanitd-
sédnak a kapcsolata nem volt eléggé tisztdzva.

Eppen annek felismerése, hogy a hgéybményos matemati-
ka-tanitds nem mindig fejleszti a kivént mértékben a "gon-
dolkoddképességet" vagy mds dltaldnos képességeket, volt
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az egyik elinditdja annak a nagyardnyu dtalakuldsnak, kor-
szerligitési folyamatnsk, ami a matematikda tanit&sdban nap-
jainkban is vildgszerté. megfigyeTlhets.: .

De valéjéban mit is jelent a matematika tanitdsdnak
optimalizdldsa, mi Jellem21 a matemat1ka—tan1tas megaav1ta—
sdra irdnyulé torekvéseket?

Hogy mit Jelent a matematika-tanitis optimalizdlédsa,
arra nem konnyii valaszolnl. Hiszen & matematlkatanltas
mngaVltasan, és ‘igy e kérdés megvalaszolasan is, nemzet-
kozi szervezetek, kutat01ntezetek, kivdld kutatdk ezrei

- munkdlkodnak.

Az eredmények rendkiviil széles spektruménak ismerte-
tésére nem vdllalkozom, csupdn hirem jellemzd &1ll4spontot
emelek ki. A harom 411dspont nagyjdbdl reprezentdlja a
probléma megkﬁzelitési nédjainak azt a hérom £6 cgoportjét,
amibe némi leegyszeriisitéssel a korszeriisitési irdnyzatok,
torekvések tobbsége besorolhatd.

Az UNESCO egyik kiadvanyas az elemi matematika-oktatés
céljét, tartalmdt a kbvetkezSképpen fogalimazza meg:

"A mindennapi élet kiilénboz6 mozzanataiban vald fon-
tossdga miatt kétségtelen, hogy az aritmetikai szdmitdsok
megértése és készségének elsajdtitédsa, valamint alkalmazd- -
sa a mindennapi problémdk megolddsdra, ae elemi matematika-
oktatdsnak tovdbbra is elsadleges feladata lesz. /.../

A mindenki szdmdra sziikséges aritmetikai ismeretek
megtanitdsdn tul az iskoldnak eld kell készitenie a tanu-
14kat a késSbbi, felsSbb fokozatokban térténd matematika~-
tanuldsra is. /.../ ' .

A harmadik cél, melynek fontosségé egyre nd, az, hogy
matematikai muveltseget nyugtson mlnden gyermeknek Ez azt
jelenti, ‘hogy az arltmetlkal ‘tudds csak egy. része annak a
matematlkal muveltsegnek, amellyel a Jovoben mlnden ember-
nek rendelkezhie kell ahhoz, hogy kepes 1egyen elolvasni,
megismerni /a megértés kiilonbszd fokdn/ azt, amit a mate-
matikusok és a tuddésok csindlnak." /New trends in mathematics
teaching, 1973., 3-4.0./.

Skemp a matemétikatanités korszerlisitésével egyiittjard
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védltozdsokkal kapcsolatban fogalmezza meg a kdvetkezd gon-
dolatokat: ' .

"A vdltoztatds azonban nem jelent feltétleniil javi-
tdst, ha ezeket az uj témédkat a régi, rossz mddszerekkel
tanitjék. /.../ A tanulds és tanitds problémdi pszichold-
giai problémék, és mieldtt a matematika-tanitds megjavitd-
sédhoz hozzdfoghatndnk, elengedhetetleniil sziikséges, hogy
tdbbet tudjunk meg magdrdl a tanuldsi folyamatrdl.”

/Skemp 1975. 12-13.0./

A két idézettel nem az érdemi megolddsokat, inkédbb
csak a problémdk megkdzelitési médjdt kivdntam érzékeltet-
ni. Az elsd idézet a tartalmi korszeriisités korében folyd
kutatdsok szemléletmddjdt illusztrdlja, amelyek a hangsulyt
a tananyag kivalogatdsdra, ©sszedllitdsdra helyezik. A meg-
0lddst a kdvetkezd kérdések megvdlaszoldsdn keresztiil kere-
gik: Mi az, ami a matematikdban fontos?; Mire van sziikség
e gyakorlati életben, a felsGbb matemafike tanulmdnyozdsé-
hoz és a tudomdnyok megértéséhez?'A kivdlasgztott tartalom~
hoz kell azutédn megtaldlni a megfeleld mbédszereket, eszks-
z8ket. A matematika-tanitds korszeriisitésének ez a megks-
gelitési mbédja tdbbnyire a matematikusokat jellemzi. /Az
idézett t&hulménykbtet szerzdi egyévként az International
Commission on Mathematical Instruction of the International
Mathematical Union tagjai./

Skemp a matématika—tanulés megjevitdsdn munkdlkodé
pszicholdgus dlldspontjat kébviseli. Nem foglalkozik kiild-
ndsebben a matematiktanulds céljaival, értelmével, a tana-
nyag kivdlasztdsdval, mindezeket adottnak fogadja el.

A pszicholdgiai ismereteket és a tanuldsi torvényeket al-
kelmazega a matematika tananyagdra, hogy ezzel a matemati-
ka-tanuldst kdnnyebbé, eredményesebbé tegye.

E két megkozelitési méd és kutatdsi teriilet kozott
fontossdgdban, iddszeriiségében, éltalénOSSégi fokdban nem
411ithatunk fel sorrendet. Mindkettd egyardnt fontos, idé-
szerii, és korilbeliil azonos szinten veti fel a problémédkat,
igy egymast kdlcsdnbsen kiegészitd kutatdsi teriileteket al-
kotnak.
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A korszeriisitési torekvések harmadik, és ma mir legje-
lent8sebb céopbrtja Piaget és a genfi iskola munkdssédga
nyomdn bontakozott ki. k

Mir Piaget maga megfogalmazza kutatdsi eredményeinek
a matematike tanitdsdval kapcsolatos konzekvencidit: "Ha a
matematika épitménye valdéban olyan "strukturdkon" nyugszik,
amelyek egyébként megfelelnek az értelem strukturdinak, ak-
kor a matematika didaktikdjdt ezeknek a milveleti struktu-
rdknak a fokozatos kiépitésére kell alapozni." /Piaget
1970. 223.0./

‘ E gondolatmenetben felvazolt lehet8ség kOvetkezetes
megvalésitdsdra tobb dtfogd matematika-tanitdsi tervezet
gzliletett.

A.szovjet pszicholdgusok, elsGsorban Vigotszkij és
Galperin, Piaget elméletét értelmezve és /fbleg a fejlddé-
si szakaszok életkori dllanddsdgdra vonatkozd megdllapitd-
sokat/ birdlva kisérletek sorozatdval bizonyitottak a fej-
18dés meggyorsithatdsdgdt, a fejlesztésnek az éréssel leg-
aldbb egyenrangu szerepét. Galperin nevéhez fiizdd8 "értel--
mi cselekvés" elmélete lényeges vondsaiban rokon Piaget
fejl8dési koncepcidjdval. Ami pedig az elméletek pedagdgiai
oldaldt illeti, a levlényegesebb kiildnbség az, hbgy mig
Plaget az oktatds megjavitdsdt az értelmi fealode51 szaka-
szok figyelembevételében 1ldtja, a Galperln-lskola munkatar-
sai az oktatdsnak a fejlddés szakaszaira gyakorolt hatdsdt
emelik ki. '

Galperin munkatdrsai, Davidov és Elkonyin kisérleti
iskoldikban az alapfoku matematika-tanitds dtfogd reform-
jat valdsitottdk meg. A kisérleti oktatds tartalmit az a-
lapvet8 matematikai strukturdk kiaslakitdsa jelenti, meto-
dikailag pedig az értelmi fejlddés szakaszos formdldsdnak
elméletén alapszik /Elkonyin-Davidov 1972./.

Egy médsik jelentds, szintén Piaget elméletére &piild
atfogd matematika-tanitdsi koncepcid kidolgozdsa Dienes
Z0ltdn nevéhez fiizddik. '

Dienes a haegyoményos, elkulonult\matematlkal -pszicho-
16giai szemléleten tullépve dltaldnosabban ragadja meg a
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kérdést,'egyszerre keresi a vdalaszt a "miért?"-re, a "mit?"-
re és a "hogyan?"-ra. Usszefiliggéseiben vizsgdlja a matemati-
ka-tanulds matematikai, pszicholdgiai, valamint pedagdgiai
feltételeit,vés a tanulds mindhdrom oldaldt alapvetden &t-
alakitja.

Matematikai szempontbél a legfontosabb véltozds az,
hogy & tananyagot a matematike legdltasldnosabb strukturdi
koré épitik ki. Pszicholdgiai szempontbdl igen nagy jelen;
t§ségii, hogy egyetlen "jogos" motivdcidként a matematika-
tanulds drémszerzd hatdsdt, a felfedezés izgalmdt ismeri
el. Bs ami a pedagégiai oldalt illeti, nem & kiilonboz§
gyakorlati igények kielégitését tekinti a matematika-tanu-
14s céljdnak, hanem a személyiség épitését.

A matematika-tanitds feladatainak, mdédszereinek ez a
megkdzelitése megfelel & legkorszerlibb oktatdselméleti
irdnyzatoknak is. Bruner /aki t&bb matematika-tanitdsi ki-
sérlet elvégzésében Dienes munkatdrsa/ az oktatds dltald-
nos elméletének kidolgozdse sordn hangsulyozza a matemati-
ka tanitdsdnak a személyiség fejlSddsében betdltott kiemel-
kedd szerepét. Az iskolai tenanyag két legfontosabb oszlo-.
pénak a matematikdt és az anyanyelvet tekinti /Bruner 1974./.

Ha a matematika-tanitds korszeriisitésének hdrom felvéa-
z0lt koncepcidja koziil az elslt a matematikai megktzelités-
nek neveztilk, a mdsodikat pszicholdgiainak, a harmadik, a-
lapvetd problémdkat felvetd, eredményeket integrdldé 4ltald-
nos megkdzelitést - a szd tdgabb értelmében - pedagdgiainak
mondhatjuk. '

Az ilyenfajta torekvések visznek kozelebb a pedagdgia
6si dilemmdjénak a megolddsdhoz, ami sokdig a képességek
fejlesztésének és az ismeretek kdzvetitésének a szembedl-
litdsdban nyilvdnult meg. A nevelési fé feladatok két ol-
dalrdél, az objektivdlt kulturtartalmek és a hefogadd$ szub-
jektum 0ldaldrdél vald megkozelitése /Agoston 1976. 78-86.0./
lehetdvé teszi, hogy mind az objektivdlt tudds fontosabb
részeinek elsajdtitdsa, mind az ember alapvetd képességei-
nek a kifejlesztése megvaldsuljon.

"Ez azonban csak akkor lehetséges, ha a kétféle kdve-
telmény szintézise mdr magdben a tananyagban megvaldsul,
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vagyis pé1lddul a matematika esetében az ismeretek kozveti-
tése, megtanitdsa ugy torténik, hogy az egyben az ember a-
lapvetd képességeit is kifejlessze.
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2. A KOMBINATIV KEPESSEG ISKOLAI FEJLESZTESENEK LEHETGSEGEI

A kombinativ képesség fejlesztési lehetdségeinek szdmba-
vétele el8tt eldszdr is azt kell tisztdznunk, mit is jelent
valdjdban a kombinativ képesség kifejlesztése. Az eldzdlekben
- vAazolt rendszerszemléleti megkdzelités konzekvencidit végig—
gondolva a képesség kifejlesztésén egy "nagy teljesitményil",
sokoldalu miikddésre alkalmas, az dltaldnos képességek miiki-
désében hatékonyan résztvevs, a részek differencidltséga,
fejlettsége révén méds képességekhez szorosan kapcsolddd
pszichikus rendszer mddszeres kialakitdsdt kell érteniink.
Ennek érﬁelmében csak a komplex, tobbirdnyu fejlesztés ve-
zethet eredményre, egy hosszantarté fejlédési—féjlesztési
folyemat optimalizdldsdt kell megoldani.

A kérdés mdrmost az, hogy mit vdrhatunk ettdl az opti-
malizdldstdl, és milyen feltdtelei vannak, miiyen konkrét
probléméket kell megoldani az optimalizdcids folyamat terv-
szeri irényitésa érdekében?

A képesség optimalizdcids folyamaténak megismerése,
tervezhetdvé, irédnyithatévd tétele mindenek eldtt lehetdvé
tegzi, hogy /a pedagdgiai kultura dltalédnos fejl8désétdl
fliggéen/ minden tanuldéndl vagy a tanuldk t5bbségénél a kom-
binativitds olyan szintje fejlédjon ki, ami ma még csak ke-
vésnél figyelhetd meg. Ez a képesség vizsgdlatdnak legfébb
célja és értelme. Az optimdlis fejlesztés megismerésének
mésik eredménye az lehet, hogy megvaldsithatéva valik a ki-
alakitds folyamatdnak gazdasdgossé, hatékonnyd tétele.

Melyek az optimalizdcid legfontosabb feltételei? Min-
denek elltt a rendszerbeilleszkedés, a rendszerhez tarto-
zds problémdit kell megoldani. Ezt & haszndlatos didekti-
kai kategdridkkal ugy szokds megfozalmazni, hogy egy tu=-
ddselemnek minél t&bb kaepcsolatdt kell kialakitani mds tu-
ddselemekkel. A rendszerszemlélet segitségével ennél tovébd
1léphetiink, a potencidlis kapcsolatok feltérképezésével és i}
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kiépitésével ujabb képességeket vagy a képességek ujabdb mii-
k6dési médjait alakithatjuk ki rendkivill gazdasigosan.
Vagyis a mdr kialakult elemeket szervezhetjilk uj egységek-
be, ami az elemek fejlédésére is visszshat. Ezt a szokdsos
pszicholdgiai fogalmakkel ugy fejezhetjlik ki, hogy sok e-
setben a kialakult, meglévd képességek mellett létezhet

sok olyan kialakitatlan, potencidlis képesség, amelyeket a
mir meglévdk transzferhatdsa révén konnyen ki lehetne fej-
leszteni. Ilyen esetekben a potencidlis képességek kialaki-
tdsa, & rendszer teljessé tétéle'jelent6sen megndveli an-
nak hatékonysdgit, tartéssdgdt. Az elemek differencidlddéa-
sa és fejlettsége igy egyben mds képességekhez vald szer-
ves kapcsoldddsnek és a tdgabb rendszerekbe illeszkedésnek
is a feltétele.

A kombinativ képesség optimdlis kialakitdsa igy a té-
gabb értelemben vett kombinativ képesség és a kombinativ
miveleti képesség szerves kapcsolatdnak biztositdsdt, a mi-
veletek rendszerének teljessé tételét, a miiveletek részei-
nek differencidlt kifejlesztését kiveteli meg. '

A miiveleti képesség teljes optimalizdcids folyamatd-
nak feltdrdsa természetesen egyeldre tdvlati, de redlis
cél, az optimdlis fejlesztésnek azonban van sok olyan moz-
zanata, amit mdr a jelenlegi feltételek mellett is meg le-
het valésitani.

A tégabb értelemben vett kombinativ képesség fejlesz-~
téaének példdul figyelemremélt¢ lehetdségeit rejti magdban
Léndrd varidcids tanitdsa. A mddszer egyeldre a matematika
és a torténelem tanitdsdban produkdlt diztatd /bidr eléggé
vitatott/ eredményeket. Az alapelvek kétségteleniil haszndl-
hatéak, a konkrét megvaldsitds médszerének a tulzdsoktdl,

e formalizmustél vald megszabaditdsa, az adekvdt, a varid-
cidk lehetdségét "természetes" médon magdban fozlald terii-
letek feltdrdsaval valdsziniileg egyértelmiien hatékony eljé-
rédsnak fog bizonyulni. A tantdrgyak tobbségét, példdul a

természettudomdnyok és kiildndsen a nyelvek tanitésdt is ma-
gdbanfoglald, egységesen tervezett és kelld mértékkel al-

kalmazott "varidcids tanitds" a tdgabb értelemben vett kom-
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binativ. képesség fejlesztéséhez nagymértékben hozzdjdrul-
hat. :

A kombinativ miveleti képesség kialakitdsdnak - meg-
feleld feltételek mellett - a kombinatorika tanitdsa lehet
az adekvat eszkbze. o

A kombinatorika-tanitds alapproblémdjdt az ismeretek
kozvetitése és a képességfejlesztés kapcselatdrdél korabban
elmondottak alapjdn az jelenti, hogy hogyan lehet a kombi-
natorikal ismereteket ugy megtanitani, hogy egyben a kom-
binativ képesség optimdlis fejlédése is megvaldsuljon.

A tanitds sorédn figyelembe lehet venni a matematika
strukturdjdt, és kovetni a matematikai ismeretek valami-
lyen egymdsraépiilését, és ki lehet indulni a kombinativ ké-
pesség strukturdjibdl és fejlédési folyamatdbél. Beldthats,
hogy a kétféle kdvetelményt csak akkor lehet egyiittesen ki-
elégiteni, ha els6dlegesen a képesség kialakuldsdnak folya-
matdbdl, fejlesztésének feltételeibdl vezetjiik le a tana-
nyag tartalmét és elrendezését.

Hogy_a kbmbinatorikai igmeretek, a matematikai forma-
lizmus elsajdtitdsa valdban nem fejleszti a kombinativ ké-
pességet, azt a régebbi, gimndziumi kombinatorika-tanitds
/amit késdbb a tananyagcsdkkentd intézkedések eltdroltek/
tapasztalatai bizonyitjdk. A kombinatorikai miiveletekkel
kapcsolatos szamitdsok megtanuldsival a kombinativ képes-
ség pszichikus rendszereibe egydltaldn nem illeszkedd, el-
szigetelt, vagy jobb esetben a feladatmegoldd képességhez
kapcsolédéd tudaselemek alakulnak ki.

Feltetelezve, hogy a kombinativ képesség feJlesztese—
nek szempontjaibol indulunk ki, sorravehetjiik, hogy a kom-
binatorika tanitdsdnak milyen kdvetelményeket kell kielégi-
tenie. _

Mindenekel8tt shhoz, hogy a képesség valdban kidpiiljon, .
végig kell haladnia azokon a szakaszokon, amelyeket Piaget
megdllapit, és a Galparin-elmélet értelmében az oktatédsnak
az egyes szakaszok kifejlddésének optimdlis feltételeit kell
biztositani. Igy & miivelet elétti és e konkrét miiveletek
szintjén a cselekvés, a targyaxkal valdé manipuldlds a f

lesztés adekvdt eszkBze. Erre vonatkozdan a kombinativ Ké-
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pesség fejlesztésének kovetelményeivel teljes Osszhangban
vannak azok az alapelvek, amelyeket Dienes a matematiksta-
nuldssal kapcsolatban megfogalmaz.

A kbvetkezd négy alapelvrdél van s26:

1. A dingmika elve. /E18készitd, strukturilt és gya-
korld jadtékok egymdsutdni alkalmazdsa./

2. A konstruktivitds elve. /A konstrukcid mindig meg-
elbzi az elemzést./ '

3. A matematikai vidltozatossdg elve. /A lehetd legtobo
vdltozd varidldsa./ .

4. A perceptiv /észlelési/ véltozatossdg vagy tobbszd-
ros konkretizdlds elve. /A fogalmi strukturdkat sok ekviva-
lens, de az észlelés szdmdra klilonb6zdé focemdban kell bemu-
tatni./ /Dienes 1973. 66.0./

A kombinativ miiveletek kialakitdsit szolgdld cselekvé-
sekre konkretizdlva a matematikai vdltozatosség elve azt
jelenti, hogy miiveletenként annyi szdmértékekben kiilsnboszd
feladatot kell alkalmazni, hogy az egyes miiveletek dltald-
nos torvényszeriiségei kialuakulhassanak. /A konstrukciodk ns-
vekvsd szdma miatt jelentkezd korldtrdl kordbban elmondottak
értelmében kérdéses, hogy lehet-e egydltaldn minden miivelet-
re kelld szdmu feladatot konstrudlni./

A formdlis szint kialakuldsdt a tdrgyi cselekvéstSl va-
16 elszakadds, a mivelztek manipuldcidé nélkiili elvégzése
jelzi. Valdsziniileg a formdlis szint megjelenésével egyidd-
ben keriilhet sor a miiveleti képesség és a tdgabb értelemben
vett képesség fejlesztésének Bsszekapesoldsdra. Hogy a miive-
leti sémdk nyitottségdnak megdrzése, a tovabbfejlddés, az
akkomoddcidé és az asszimildcié lehetdségének biztositdsa mi-
lyen konkrét tevékenységeken keresztiil torténhet, azt ma
még nehéz lenne pontosan megmondani.

A formdlis szint kislakuldsa utédn keriilhet sor a mate-
matikai ismeretrendszer, a matematikai formalizmus elsajd-
titdsdra. A matematikai ismeretrendszer ekkor mdr eredmé-
nyesen tanithetd, mivel épiteni lehet a cselekvések soran
kialakitott miiveleti sémikra.

Lithatd, hogy a kombinatorika-tanitds ilyen felépitése
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esetén a kombinativ képesség kifejlesztése és a kombinato=-
rikai ismeretek megtanitdsa egyardnt megvaldsithatd, azok
egymdst kidlcsdnodsen kiegészitik.

A kombinatorika tanitdsdnak a kombinativ képessdg ki-
fejlesziésére irdnyuld eljdrdsainak a médszertana még sem
elméletileg nincs kidolgozva, sem dtfogé kisérleteket nem
végeztek e lehetdségek gyakorlati realizdldsdra. Erdekes mé-
don a Piaget &dltal feltdrt értelmi alapstrukturdk koziil &
csoport és a rendezési strukturdk kifejlesztésének lehetd-
ségeivel kapcsolatban laboratdriumi kisérletek sokasdgdt
végeztdk el, és az ezekre alapozott tantervek széleskdrii
iskolai kiprdbdlédsa is megvaldsult. A kombinatorika - emit
Piaget az itéleti milveletek rendszerré szervezidésének eld-
feltételeként, az értelmi fejlddés alapvetd jelentdsézii
sszetevdjeként mutat be Z viszont minden fontosabb atfogé
matematika-tanitdsi kisérletbdl kimaradt. A kordbban hivat-
kozott két fontosabb koncepcid /Dienes 1973. illetve
Elkonyin-Davidov 1972./ egyikében sem szerepel a kombinato-
rika.

A kombinatorika tanitdsa egészen az uj matematika-ta-~
nitdsi kisérletekig elhanyagolt teriilet volt, nem kapott
megfeleld hangsulyt, csak a kozép- és fels8foku oktatdsban
szerepelt. Pedig Herbart mdr kdzel 150 éve /1835-ben megje-
lent konyvében/ felhivta a figyelmet a kisgyermekeknek va-
16 kombinatorika-tanitds lehet8ségére és fontossigdra.

7-8 éves gyermekek tananyagdrdl irja: "A kombindlds - amit
dltaldban teljesen elhanyagolnak, mégpedig helyteleniil - a
legkdnnyebb és sokmindent megkonnyitl gyakorlatok kozé tar-
tozik, s éppen a gyermekeknek vald. Azzal kell kegzdeni,
hogy két tdrgy megvdltoztatja jobbra és balra, /lent és
fent, el®l és hdtul/ elfoglalt helyzetét. A kivetkezd 1épés
az, hogy hdrom tdrgyat hdnyféleképpen lehet /egy vonalban/
elhelyezni. Igen kinnyiu kérdés, hogy hény pér telik ki bi-
zonyos szdmu dologbdl. Hogy mennyire haladjunk, azt a ké-
rilményeknek kell meghatdrozniuk. Csak betilket ne helyez-
gessiink ide-oda, kombindljunk és varidljunk, hanem térgya-
kat és magukat a gyermekeket. Mindezt részben ldtszdlag
jdtszva kell megtanitani." /Herbart 1932/ Sajnos ezek a
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gondolatok mds, ma még is korszeril alapelvekkel egyiitt
hogszu iddre elfelejtddtek, némelyiket napjaink pedagdégid-~
ja kezdi ujra feltaldlni.

A kombinatorikatanitds hagyomdnyos mdédszertana /pl.:
Gyapjas 1972/ a kombinatorikdt a matematikai ismeretrend-
szer egészében helyezi el, ennek megfelelSen foglalkozik
az ellismeretek biztositdsdval, és a kombinatorika megta-
nitdsdt is a késdbbi valdsziniliségszdmitds elbkészitésének
tekinti, a kombinativ képesség fejlesztése kiviil esik ér-
dek18dési kdrén.

W. Tirke /1967/ 4ditaldnos iskolai kombinatorika ta-
nitdsi kisérlete mdr kedvezSbb lehetdséget biztosit a kom-
binativ képesség fejlddéséhez. A kombinatorika tanitdsdt
tédgabb matematikai dsszefliggés-rendszerbe illeszti, a hal-
maz, a leképezés, a Tliggvény fogalménak kialakitdsdval
hozza kapcsolatba. A hat hagyomdnyos kombinatorikai miive-
let /ismétléses és ismétlés nélkili permutdcidk, varidci-
6k, kombindcidk/ tulajdonsdgainak megtanitdsa sordn a ta-
nuléknak két f6 kérdésre kell vdlaszt taldlniuk: milyen
lehet8ségek vannak?; és hdnyféle lehctdség van? A milvele-
tek azonositdsa a bevezetett dbrdzoldsi mdéd formdlis je-
gyei alapjén torténik /pl.: Keresztezik-e egymdst a halma-
zok egymdshoz rendelt elemeit osszekdtS vonalak?/

Tiirke médszerének két jelentls vondsa az, hogy egy-
részt nem csupdn a lehetdségek szamdnak meghatdrozdsdt ki-
vdnja megtanitani, hanem a lehetGségek felsoroldsdval is
foglalkozik, mdsrészt pedig - ha korldtozott mértékben is -
a cselekvésbdl indul ki. Ezek a cselekvések azonban nem
elegenddek a miiveletté szervezddés hosszu folyamatdnak re-
alizdldsdhoz, és médszertanilag nem is azt & célt szolgdl-
jdk. Egyszeriien a matematika-tanitds empirikus-induktiv
utjénak elsé 1épését képviselik, szerepiik t8bbnyire csak a
gszemléltetés.

Tlirke médszere jé példdt szolgdltat a matematika-tani-
tds és a képesség-fejlesztés optimalizdldsdnak kihasznd-
‘latlan lehet8ségeire. A tananyag eredményes elsajdtitdsa
Tiirke kisérletében azt jelenti, hogy a tanuldkban - tGbbek
koz8tt - kialakul az ismétlés nélkiili permutdcidk, az is-
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métlés nélkiili varidcidk és az ismétléses varidcidk el8dl-
litédsdnak, felsoroldsédnek képesséze. E képességeknek megfe-
leld pszichikus rendszerek részeibdl egy ujadbb pszichikus
rendszer szervezhetd egybe, alakithatd ki.'Vagy médsként fo-
gelmazva, e miiveletek megtanuldsa utédn, azok transzferhatd-
ga révén egy negyedik - a Descartes-féle sorozat képzésé- '
nek megfeleld miivelet - minimdlis energiabefektetéssel el-
sajétithaté; Ez egyben lehetdvé teszi a fa alaku griaffal
elddllithatdé konstrukcidk képzésének rendszerré szervezddé-
86t; a miiveletek egy dltaldnosabb sémdba integrdlddhatnak,
kialakulhat az elemi kombinativ miivelet mint pszichikus
rendszer. Hogy Tiirke kigérleti tanitdsa sordn kialakul-e

ez az dltaldnosabb miveleti séma - lehet hogy igen, de va~
16sziniibb hogy nem - az e kisérlet sordn fel sem meriil
kérdésként.

A képesség optimdlis kialakitdsdnak utja egyébként va-
16szinilileg éppen a forditott megolddst igényelné: az dlta-
ldnosabb - és bizonyos értelemben mégis egyszeriibb - séma,
a Descartes-féle szorzat képzésének megfeleld miivelet kia-
lakitdséval kellene kezdeni, és fokozatosan keriilhetne sor
a kiilonb5z4 kombinatorikai miiveleteknek megfelell diffe-
rencidlddésra.

Yarga'Tamés /1967/ &1tal leirt kombinatorika-tanitéds
tartalmilag magdban foglalja mindazokat a mozzanatokat, a-
melyek a kombinativ képesség eredményes kialakitdsdhoz
sziikségesek, bdr a tananyag elrendezése inkdbb a matemati-
kai ismeretek kozvetitésének igényeit szolgdlja. A felso-
rolt feladatok, az alkalmazott mddszer azonban a megfeleld
mennyigségi cselekvés biztositasdval égs a kombinativ képes—
ség kialakuldsi szakaszainak megfeleld elrendezésben alkal-
mas lehet a kombinativ képesség optimdlis fejlesztésének
megvaldsitdsdra, ' .

Magyarorszdgon az alapfoku matematika-tanitdsban eld-
sz8r az 1974~t81 kezdddden bevezetett ideiglenes tantervek-
ben kap szerepet a kombinatorika.

Amint a tantervek, tankdnyvek készitdi is kiemelik, a
matematika-tanitds célja tulné a megtanitandé tananyagon.
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A tananyag megtanitdsdn tul killdnbdzd d1taldnos képességek
kifejlesztésére is tdrekedni kell, mint példdul az onel-
lendrzés, a taldlékonysdg, e rugalmassidg, a kreativitds, a
rendszeresség, a tervszeriiség, & pontogsdg stb. /Cervenak-
né 1974. 5.0./ Ennek megfelelden a kombinatorika célja is
a kombinativ képesség kifejlesztése lehet.

A tanterv ideiglenes, kisérleti jellege miatt a rész-
letes elemzésnek nincs jelentdsége, heterogén és kimunkd-
latlan jellegére készit8i is felhivjdk a figyelmet. Igy
csupdn a fébb alapelvekkel, a tantervek dltaldnos keretei-
vel érdemes rdviden foglalkozni.

Az ideiglenes tananyag két egymdstdél fiiggetlen részre
tagolddik, mivel egyidejiileg kezd3ddtt meg bevezetése az
elsd és az 6tddik osztdlyban. V

Az alsd tagozat tanterve, legalédbbis ami a f£8bb alap-
elveket illeti, alkalmas lehet a kombinativ képessézg ered-
ményes fejlesztésére. A képesség fejlldésére biztositott .
idé, az egyes periddusok id8beli tagoldsa elvileg megfelel
‘& képesség-fejlesztés kdvetelményeinek.

A tananyag egyszerii feltételeknek megfeleld minél
tobb lehetdség elddllitdsdra irdnyuld feladatokat tartal-
maz. Az elsd és mdscdik osztdlyban a lehet§ségek rendszere-
z€8sét még nem vérja el a tanuldktdl, és a tandr feladata
harmadik égs negyedik osztdlyban is csak a rendszerezés meg-
taldldsdnak irdnyitdsa, segitése.

Az els8 ogztdlyban 10-15 alkalommal keriil sor féleg
az elemi kombinativ miiveletnek megfeleld konstrukcidk eld-
411itdsdra. A mdsodik évben két halmaz elemeibBl 4116 pé-
rok, hdrom halmaz elemeibdl képezhetd hdrmasok el841litésa
a feladat, vagyis a tanterv kihaszndlja a Descartes-féle
szorzat'kébzésének megfeleld miiveletben rejld lehetlsége-
ket, a matematikai valtozatossdg, az egyszeriiség és az 4l-
teldnos jelleg 41tal biztositott eldnybket. A harmadik
osztdlyban kétszer Kkeriil sor kombinatorikai jellegii fela-
datok megolddsdra, ezek jellegilkhen és mennyisdgiikben nem
1épnek tul a mésodik osztédlyban elért szinten. A negyedik
osztdlyban f6leg matematikai problémdkhoz kapcsolddnak a
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kombinatorikai feladatok, és mar a lehetSségek szdménak
meghatarozasara irdnyulnak.

Az els8 négy osztdly kombinatorikai feladatainak Ssz-—
szességével kapcsolatban felvethetd a mennyiség kérdése:
vajon a viszonylag kevés kombinatorikai feladat elegendé-e
arra, hogy a képesség egyes szintjeinek kifejlesztését va-
16éban biztositsa? Kérdéses az is, hegy azok a tdg keretek,
emelyen beliil a pedagdégus a kombinatorika tanitdsdra szént
id6t csdkkentheti vagy nﬁvélheti, nem vezet-e a teljesit-
mények tulzott szdérdddsdhoz. Ugyancsak problémdt okozhat
az értékelés megoldatlansdga is. A differencidlt, az egyé-
ni tempdnak megfeleld képesség-fejlesztés indokolttd teszi,
hozy & tantervben ne szerepeljenek az egyes évfolyamokra
bontott szigoru kovetelmények. A pedagdgusnak azonban i~
lyenkor is tudnia kell, hogy hol tartanak az egyes tanu-
16k, hogy az aktudlis fejlddési szakasznak megfeleld fela-
datokrdl gondoskodhasson, és a tulzottan lemaraddkat segit-
hesse.

A kombinatorikai feladatok sokfélesége, a perceptiv
védltozatossdg elvének megvaldsuldsa, a matematika sok mds
teriiletével vald kapgsoiata jé1 szolgdlja a t4gabb értelem-
ben vett kombinativ képességgel vald kapcsolat kialakuldsdt
is. /Cervenakné, 1974., 1975., 1976., Cervenakné-Varga
1974., 1975., Kovdes 1976., 1977./

A felsd tagozat kombinatorika tananyagdban hasonlé
alapelvek érvényesiilnek. A kiilonbség lényegében csak az,
hogy kevesebb a tdrgyi cselekvést igényld feladat, és a ta-
nuldék eljutnak az egyes miiveletekkel kapcsolatos tdrvény-
szeriiségek megformuldzdsdig. /Cser-Pdlfy 1974., 1975.a.,
1975.b., 1977.a., 1977.b., Cser-Imriczéné 1975., 1976.,
Cser-Imriczéné-Palfy 1977.a., 1977.b./ ’

Az uj matematikai tantervek a nyolec év tananyagdt ke-
zelhetik egységesen, ami az egyes fejl8dési szakaszok kia-
lakitésdra fordithaté id6 mennyiségét, a cselekvések, a
megoldandd feladatok szémdnak novelését tesszi lehetdvé.
Ilyen feltételek mellett a kombinatorike tanitdsa biztogit-
hatja a kombinativ amiiveleti képesség optimélis kifejleaszté-
sét.,
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A képesség kialakulasi folyamatdnak hatékony irdnyita-
sa, a differencidcié és az eredményes kompenzdcid azonban
csak skkor valdsithatd meg, ha rendelkezésre dllnak megfe-
leld értékeld eszkdzik. '
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0SSZEGZES

A kombinativ képességet az ember egyik dltaldnos ké-
pességének tekinthetjilk, ami szervesen kapcsolddik mds
dltalénos képességekhez, részt vesz méds &ltaldnos képes-
ségek miikodésében.

A kombinativ képességnek két tartomdnydt kiilonboz-
tethetjiik meg, és ennek megfelelden definidlhatjuk a kombi~
nativ képesség sziikebb és tdgabb fogalmdt. A szilkebb érte-
lemben vett kombinativ képességet komplex miiveleti képes-
ségként, kombinativ miveletek rendszereként irhatjuk le.

A kombinativ milveleti képesség kialakuldsdban értel-
mezhetjiik azokat a szakaszokat, fejl8dési szinteket, ame-
lyeket Piaget az értelmi miiveletek fejlidésében megdllapit.
Figyelembe véve azt a lehet8séget, hogy a miiveletek tulaj;
donsdgai, a miveletvégzés torvényszeriiségei az iskolai ok-
tatds sordn megtanithapdk, az egységes értelmezés érdeké-
ben DPiaget dltal a "spontdn" fejlddésben megdllapitott ha-
rom gzakaszt, fejlettségi szintet, a mivelet eldtti szin-
tet, & konkrét miiveletek szintjét és a formdlis szintet egy
negyedikkel, & tudatos miveletvégzés szintjével egészithet-
jik ki. A négy fejlettségi szirntnek négy kiilonbszd milkddési
méd felel meg: a miivelet eldtti szinten a kiillénbozd lehetl-
ségek megtaldldsa rendszertelen prébdlkozdssal torténik; a
konkrét miiveletek szintjére a lehetdsdgek szisztematikus
felkutatdsa és utélagos rendszerezése jellemz§; a formdlis
szinten az Osszes lehet8ség felsoroldsa kialakult miiveleti
sémdk alkalmazdsdval valdsul meg; a tudatos miiveletvégzés
pedig & miveletek elsajatitott tdrvényszeriiségeinek tudatos
alkalmazdsdt jelenti. _ .

A formdlis szinten megjelend kombinativ miiveletekrdl
feltételezziik, hogy azok az eldzé fejlédési szinteken el-
végzetti cselekvések rendszerré szervezddése révén jonnek
1létre. A cselekvések pszichikus rendszerekké szervezddésé-
nek feltételeib8l kiindulva megvizsgdlhatjuk, hogy a kombi-
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natorikai miiveleteknek milyen miiveleti sémdkat feleltethe-

tiink meg. Ennek megfelellen hdromféle bonyolultsdgu, elemi,
egyszerii és Gsszetett kombinativ miiveletek kialakuldsdt té-
- telezhetjlik fel. '

A kombinativ miiveleti képesség tervszeri kifejleszté-
se, ami a szakaszos fejlddést figyelembe véve tobb éves
folyamat, az adott szakaszoknak megfeleld cselekvéseken
keresztiil torténhet.

A kombinativ miiveleti képesség fejlesztésének kerete
az iskolai kombinatorika-tanitds lehet, ha annak médszer-
tana a képesség-fejlesztés alapelveire épiil.

A fejlddési folyamat optimaiizélésa, hatékony irdnyi-
tdsa megkdveteli a képesség fejlettségének értékelésére
alkalmas eszkGzik kidolgozdsdt.
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