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Uber lineare Ungleichungen.

Von Arrrep Haar in Szeged.

-

Die Theorie der linearen Ungleichungen wurde von H.
Minkowski!) und J. Farkas?) zuerst entwickelt; beide Verfasser
gelangen auf génzlich verschiedene Weise zu den beiden Haupt-
satzen dieser Theorie; die eine betrifft diejenigen Ungleichungen,
die als Folge von gegebenen Ungleichungen zu betrachten sind,
die andere, die Parameterdarstellung der Losungen. Von der neueren
Literatur mogen die interessanten Behandlungen desselben Gegen-
standes von L. L. Dmes®) und W. B. Carver?) erwdhnt werden,
die ebenfal's zu den erwihnten Resultaten gelangen mit Hilfe von
Methoden, die von denen Minkowskrs und Farkas' verschieden sind.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit — die bereits im Jahre
1917 der ungarischen Akademie der Wissenschaften vorgelegt und
in der Zeitschrift dieser Akademie (Mathematikai és Természet-
tudomanyi Ertesit6) in ungarischer Sprache im Jahre 1918 (Bd.
34.) verdffentlicht wurde -— ist, diese Theorie in neuer Weise zu
begriinden. Es zeigt sich, dass diese Theorie auf ganz einfache
Sdtze der mehrdimensionalen Geometrie zuriickfithrbar ist, wenn
man die Ungleichungen und die Unbestimmten passerid geometrisch
interpretiett. Es handelt sich dabei um Siitze, die den konvexen
Korper betreffen; ausser den einfachsten Tatsachen {iber diese
Korper gelangt ein schoner Satz von C. Carathéodory®) zur An-
wendung. Merkwiirdigerweise verldsst Minkowski in seinem ge-
nannten Werke eben an dieser Stelle die geometrische Interpre-
_mn1etl'ie der Zahlen. S, 39—45.

%) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik Bd. 124. 1901.

3) Annals of Mathematics. vol. 20. S. 191,

4y Annals of Mathematics. vol. 23. S. 212,
5 Rendiconti dei Ciicolo Matematico di Palermo T. 32, 1911,



tation, obwoh! das ganze Buch sonst dieser .Denkungsart gewid- _
met ist.

Ich gelange auf der geschilderten Weise mcht nur zu den
erwdhnten Sdtzen von Minkowski und Farkas, sondern es ergiebt
sich auch eine Erganzung derselben.

§ 1. Linear homogene Ungleichungen.

Wir legen unsren Untersuchungen ein System von linearen

homogenen Ungleichungen

S (U s,y .. Ju) =0ty Fdptl, +...F 0, =0, k=12
zwischen den Unbestimmten. u,, i, .. ., 4, zu Grunde. Das System
besteht aus endlich vielen oder aus unendlich vielen Ungleichun-
gen, im letzteren Falle setzen wir voraus, dass es ,abgeschlossen®
ist, worunter wir die folgende Eigenschaft verstehen: Betrachten
wir im n-dimensionalen Raume (in dem x, Xx,...., x, Carfesische
Koordinaten bedeuten) die ‘Punkie p, mit dem Koordinaten

l—akh Xy== gy oy Xg=Qgp; k=12

wenn die Punktmenge, gebildet von diesen Punkten p,, eine ab-
geschlossene ist, so soll das System der Ungleichungen 3, >0
ein abgeschlossenes genannt werden.

Ohne Einschrankung der Aligemeinheit kbnnen wir voraus-
setzen, dass ein Wertsystem i, I, . .., I, von der Beschaffenheit
exnshert dass fiir dlle k- ‘

Qe (ldy, Oy, ..., ) >0
sei; widrigenfalls liesse sich das Problem auf ein System von
Ungleichungen reduzneren in dem dne Anzahl der Unbekannten
kleiner als n ist ¢)

Betrachten wir nun diejenigen Punkte Pk des n-dimensio-
nalen Raumes deren Koordinaten »

g Ox3 : -
xl= — — -Akl; X, = — = — =Ak2v cey

Sty s, ..., U,) Suluy, s, ..., u,)
Qn . v
Xp= == = Asn
Sp(uy, tty, ..., u,) *
- sind ; sie liegen alle in der (n—1)-dimensionalen Ebene (E), deren
Gleichung

ax,t Xt . i, x, =1
ist. Die Annahme 3, (u,, u,, . . ., u,) > 0 bedeutet geometrisch, dass

8) C. f. Mixkowsky I. ¢. p. 44.



die Strahlen, die den Anfangépunkt O des Koordinateﬁsystems

mit den Punkten p, verbinden, diese Ebene E durchstossen
die Durchstossungspunkte sind die Punkte P, .
Das vorgelegte System von Ungleichungen ist mit dem System

"9k(u' llg, - ") _—Aklul +Akallg+ + Aknun>0 (k"' Ze-)
ety g .. U,)

offenbar aequwalent die Koeffmenten dleses neuen Systems er-
fiillen die folgenden Gleichungen:

Ak.u,-*‘A,‘.ll + +Ak"E":l k=1,2,...)

Wir wollen nun dieses System von Ungleichungen geome—
tnsch ‘deuten. Zu diesem Ende bezeichnen wir mit

U1—U|+ll., uz——Uz‘*‘Ue,n-» -un—Un+un '
" irgendeine. Losung unsrer ‘Ungleichungen, und es sei der Kiirze

halber o
6, (U U ..., Uy = 22U +in, U+t U+t _
o D (U, iy, ..., U,)
=AU, FAUs+ .. .+ ALU, + 15 =1z
das System U,, U,, .". ., U, ist sodann eine Losung der Ungleichungen
‘ | ' uk Uy Uy .., U0, k=n2.00
‘Wir suchen nun die Schnittpunkte der Ebene o
Ux,+Ux,+...+Ux,+1=0

mit denjenigen Geraden, die den Anfangspunkt O des Koordinaten-
systems mit den Punkten P, verbinden. Die Koordlnaten dieser '

" Schnittpunkte sind offenbar

xl—gAkh XQ——QA‘lm‘...-, X'T:()Akm
wobel zur Abkurzung
' 1

0= — T UFAUF AT, *=rem ()
gesetzt ist. Da aber — zufolge unsrer Annahme —

B (U U, ,Up) 20,

AnU + AU+ .+ AU, > —)
ist, so foigt, dass ¢ nicht zwischen 0 und 1 liegt; mit anderen
Worten der Schnittpunkt der in Frage stehenden Ebene mit der
Geraden OP; liegt nicht zwischen den Punkten O und P,.

Das erhaitene Resultat — dass, falls U+u,, U, tu,,...,U,+ i,
ein Losungssystem der vorgelegten Ungleichungen ist, die Ebene

d. h



mit den Ebenenkoordinaten U, U, ..., U, mit den Strecken
OP, keinen gemeinsamen Punkt besitzt — ist umkehrbar. In
der Tat, wenn die betrachtete Ebene die Strecken "OP; nicht
. durchsetzt, so liegt die durch Formel (1) erkiiste Grdsse ¢ nicht
zwischen O und 1, d. h. es ist

. 6, (U, U, ..., U)>0

und folglich _

KUt Us by, Uy F ) 20w v,

Mit anderen Worten: wir erhalten die Ldsungen
der vorgelegten Unglelchungen durch Hinzufg-
gung der Grossen u, bez. u,...,u, zu den Ebenen-
koordinaten derjénigen Ebenen, die die Strecken
OP, nicht durchsetzen.

Die fraglichen Ebenen sind aber noch in einer anderen Weise
charakterisierbar. Die Punkte P, liegen alle in derselben Ebene ;
wir bezeichnen mit & in dieser (n—1)-dimensionalen Ebene den-
jenigen Kleinsten konvexen Korper, der diese Punkte enthalt.
Verbinden wir-alle Punkte von & mit O, so bilden die so erhal-
tenen Strecken einen n-dimensionalen konvexen Korper, den wir
mit & bezeichnen. Sind x,, X,, ..., %, die Koordinaten eines all-
gemeinen Punktes von R, so ergeben snch die Koordinaten der
Punkte von & aus der Formel

X = EXy, Xg==E€Xo, ..., Xp=EXn (2)
wobei ¢ alle Werte zwischen 0 und 1 annimmt. Wir behaupten,
‘dass die fraglichen Ebenen, die in der dargelegten Weise die
Losungen der vorgelegten Ungleichungen darstellen, diejenigen
sind, die mit dem konvexen Korper & keinen gemeinsamen Punkt
haben.

* In der Tat, wenn die Ebene

Uxi+Usxe+ ...+ Ux,+ 1=0 3)
‘den Korper & nicht schneidet, d. h. wenn der Ausdruck U, x, +
+ Upxo+...+Uyx,+ 1 fiir alle Punkte des Korpers dasseibe
Vorzeichen besitzt, so muss — da der Punkt x,=x,=...==x,=0
in & enthalten ist — fiir alle Punkte von & die Ungleichung

Ux,+Ux,+...+Ux,+12>0

bestehen. Da die Punkte P, (k=1,2,...) jedenfalls dem Korper
& angehdren, so ist -



) (Uh Us,... 'U,.)gO,
und folglich ist die Ebene (3) eine der fraglichen Ebenen. Um-
gekehrt, wenn die Ebene (3) .die Strecken OP, nicht durchsetzt,
so ldsst sich auf Grund des in der Einleitung erwdhnten Satzes
von Herrn - CARATHEODORY leicht zeigen, dass diese Ebene den
“konvexen Korper & nicht schneidet. Zufolge dieses Satzes kann man
nidmlich die Koordinaten irgendeines Punktes des (n— 1)-dimensio-

nalen konvexen Korpers & in folgender Form schreiben:

2 MkAkl’ x' - 2 nukAk’y vy 2 F’kAkm

[/ & k)
wobei i, ... 14, ... nicht negative Zahlen von der Summe 1
bedeuten, von denen héchstens n von Null verschieden sind. Da
unsre Ebene die Strecken OP, nicht durchsetzt, so folgt

Ou(Us, Uy, ..., U= AU+ AU + .. —LAImU T120;
h=1,2.... )

es gilt daher fir jeden Punkt X, X,,..., X, von R

C Ux,FUxs+. .+ Ux,+120.
Um so mehr gilt daher die Ungleichung

Ux,+Ux,+...+ Uxx, + 120,

falls an Stelle von X, x,,...,X,. die durch (2) dargesteliten Werte
eingefilhrt werden, d. h. fiir jeden Punkt des konvexen Korpers
. Daher schneidet jede Ebene, die die Strecken OP, nicht durch-
setzt,auch den Korper & nicht, und es liefern in dem oben dar-
gelegten Sinne diejenigen Ebenen die Losungen der vorgelegten
Ungleichungen, die & nicht schneiden.

~ Die Ungleichung A

S (uy by, .., uy=au,‘au,+...fa,u, >0
wird eine Folge der vorgelegten Ungleichungen (3, > 0) genannt,
wenn alle’ Losungen der letzteren Ungleichungen die Ungleichung
+ 20 erfiillen. Ist dies der Fall, so muss ]edenfalls)
' Gy, ttsy. .., u)>0
sein, und es wnrd die Unglelchung
WA, Uity U+ u,) >0

1) Da die Grossen u;, fis,. .., U die Ungleichungen 9, > 0 erfiillen, so-
bleiben diese Ungleichungen richtig, wenn man die Variablen hinreichend
nahe an das Wertsystem u; u. ..., 4, wihlt. Wire nun 9 (i, t>,.. ., in) =0,

so wiirde man in beliebiger Nihe des Wertsystems u, us,. .., U ein solches
Wertsystem bestimmen konnen, fiir das & < 0 ausfillt.



oder die mit nhr aequivalente

‘)'(UI { ulv U"+u‘ U +U,,)
U, U,...,U)=
}(U' ) ) l) ("”u'u-- )un)

=AU+ AU+...+4,U,+120
befnedlgt durch die Ebenenkoordinaten

W, Ua..., U,
derjenigen Ebenen, die & nicht schneiden. Da
A=—= .—-a' =, Ap=—= _ o =
au,Fau,t. .. +a,u, au, ta,u,+ o tau,
ist, so gilt’ '

A+ Au,+ .+ A, =1,

d. h. der Punkt P mit den Koordinaten 4,, 4., ..., A, liégt in der
Ebene E. Wenn die Ungleichung &> 0 eine Folge des vorgeleg-
ten Systems ist, so kdnnen daher die Ebenen, die den konvexen
 Korper & nich durchsetzen, die Sirecke OP auch nicht schneiden.
Daraus schliessen wir, dass P ein Punkt von A\ sein muss. Wid-
rigenfalls . wirde jeder Punkt der Strecke OP ausserhalb % liegen
und man konnte durch jeden inneren Punkt dieser Strecke eine
"5 nicht schneidende Ebene hindurchlegen. Diese Ebene wiirde u
nicht schneiden, hétte aber mit OP einen Punkt gemein — im
Widerspruch mit dem Vorangehendem

Da P ein Punkt von s ist, so kann man seine Koordinaten

A, A, ..., A, nach dem erwahnten Satze CaraTHEODGRY’s in fol-
gender Form schreiben . :
An“EHkAnm Ay = S iAu o Ar= D Hihukr
thy K LY
wobei ~ :
z yk - ]n

()
und von den nicht negativen Grossen g, hochstens n von Null
verschieden sind. Es gilt daher die Identitat

O(u. U, ..., u,)= 2 Wl (U, Uy .U,
(4,

da die Formen

G tu, utu,. . u,+ u,) bzw. % (u,, it . U, 1)

nur in einem positiven Faktor von den entsprechenden Formen
& (u,, u,,. ,U,) bzw. - (uy, 1, . ., ;l,,)

verschieden sind, so gelangen wir zu dem folgenden Resultat:



Wenn die Ungleichung
n)(ll,, Uy, ..., n)>0
eine Folge des abgeschlossenen Systems von Un-

glexchungen
I)A (l[h ll,, “ . )>0 (I(—’l .2

ist, so existieren solche nuht negatlve Grossen
A4, von denen hichstens n von Null verschieden snnd dass
1dent|sch inden u,.u ..., u,

n‘)(u., Uy, .y ) =S A hy (uI U, ... u n)-
thy

§ 2. Inhomogene Ungleichungen.

Die vdrangehenden Resultate konnen in einfacher Weise auf
ein System von inhomogenen Imearen Ungleichungen tibertragen
werden. :
Zu diesem Zwecke bezeichnen wir mit

TG Uy U =gy Oty L Oy Y 04 20 (4)
k5200
ein abgeschlossenes System von inhomogener Ungleichungen und
nehmen an, dass ein Werlsystem &,, @,, ..., 7, existiert, fiir das
e Uy Uy .., 0,)>0 k=1,2,
ausfilit. Wir gelangen zur geometrischen Interpretation unserer in-
homogenen Ungleichungen in. folgender Weise : Wir setzen wiede-
rum zur Abkiirzung - ' '
G (Uy, Us, .. .‘U,,)“"'—) (U. i, Ust i, U, l“u,,)
_ Fe (u,. U, .. u,,)
= -gm U —}iaf_% U:'_{_-———h - + o—k" U"¥ + 1. h=1.2,...)
'(}k (U,, U ..., U,,)

Erftillt das Wertsystem U,-+u, U.+u,, ..., U,-+u, die Unglei-
chungen (4), so gilt

e (U, Uy, . .5 L n)>0 _
und umgekehrt. Diese Ungleichungen werden — nach den Vor-
angehenden — von' den Ebenenkoordinaten derjenigen ‘Ebenen

befriedigt, die die Strecken OP, nicht schneiden, wobei jetzt P,

den Punkt mit den Koordinaten

. : T C Qg
",\,"‘——-————-——-— X, ==z T PO

ey, . oay 1) I (17, cl)
' L VR
G (uy, ... u,)



bedeutet. Bezeichnen wir mit & den kleinsten konvexen Kbrper,
der die Punkte O und P, enthdlt, so zeigt man in gleicher Weise,
wie es im vorangehenden § geschah, dass die fraglichen Ebenen
diejenigen sind, die & nicht schneiden. Die Ungleichung
Py, uy=auTau+ . tau,+ta,,, 20 -
wird wiederum als eine Folge der vorgelegten Ungleichungen
&5 = 0 bézeichnet, wenn sie durch alle Losungen dieser letzteren
Ungleichungen befriedigt wird. Das Wertsystem U, +u, Uytu,, ...,
U, u, erfiillt offenbar. dann und nur dann die Ungleichung
S (U, + u, U2+E,,...,'Un+ﬂ,,)go._
falls die Ungleichung ' .
dWU,+u, Uytu,,... U, -r-u,,)
S(E,, Uy .. u,,)
— a.U,+a_2(J_,+...jjaﬂb’n +IZO
F(uy. ty, ..., 1,)
befriedigt ist. Daher ist 3 >0 dann und nur dann eine Folge der
Ungleichungen 3k>0 wenn die Ebenenkoordinaten aller den
Korper & nicht schneidenden Ebenen die Unglelchung
OU, Uy ..., U) 20
befriedigen ; daraus folgt wiederum, dass der Punkt P, dessen
Koordinaten ‘ , - .
XII———GI—‘_‘, x2=——:02—:—,,..,x":——_—‘l'1—:—
G(u, ..., u,) Py, ..., u,) Huy, ..., u,)
sind, dem konvexen Korper & angehort. : '
Da im vorliegenden Falle § der kleinste konvexe Korper isl,
der die Punkte O und P, enthilt, so gibt es nach dem Satze von
CARATHEODORY nichtnegative Zahlen g, und @, mit der Summe
1, von denen hochstens n + 1 von Null verschieden sind, so dass
: 0, - ar
S, ..., ) ._”°‘0+;%“"3k(271....,5")’

a, Ox2
———— =y .0 + F’k_—'—_"_———’
Fu,. ..., up) ) % S Uy, ... )

oW, U;..,U)=

a’lm
e l"ﬁ‘o + ”k——'_—_—:"'—.
‘ & (uy, ..., 1, _ (% S Uy, ..., u,)
Daher ist ‘

O(Unty ... u) =S O (U, s, .., u,) + t;
(ks :



die Identitit der Koeffizienten der Unbestimmten u,, u,,..., u, auf
beiden Seiten der Gleichung gewahrleisten die zuletzt aufgesteliten
Beziehungen; die von den u, u,...,u, freien Glieder stimmen
iiberein wegen der Relation :

: 1 = po + 2 Ux

Aus der abgelexteten ldentltat folgt fur die ursprunghchen Aus- -
driicke 4 und 3,
{}(U.+u, U,+u2 U tu)y= ‘
El()'([l‘l,,,‘,un)zﬂka (U]+”|,Ug+UQ, ..,U,,+ll,,)_4_

(/() . A . 1‘)"‘ (;lv ‘17!, . .‘.v,—l_l”)
+u U, ..., uy). 3
‘Da die auftretenden Faktoren & (u,,..., u,) und 9, (u,, ..., U,)

alle positiv sind, so gelangen wir zu dem Resultat (dessen Um-
kehrung ftrivial ist), dass falls die inhomogene Unglei-
chung

S,y .., u) =0
eine Folge des abgeschlossenen Systems von in-
homogenen Ungleichungen o

G (u, iy, ..., u) 20 k—12...)
ist, so ex1st1eren solche nicht-negative Gréasen A
und 4,, von denen hdichstens n-+1 von Null verschieden sind,
dass die [dentitit .

' F (U lty, . Uy) =4 (i, 11y, Uy) T A

’ : (k)
besteht.

§ 3. Lsung der linearen Ungleichungen durch
Parameterdarstellung.

Wir ‘kehren nun zu dem Falle der homogenen Ungleichun-
gen zuriick und beschrinken uns auf den Fall, dass das vorgelegte
System aus endlich vielen Ungleichungen besteht

Qe Uy, Uy, oo U) =apll - Ggally + . . F Gl =12, ).

Der konvexe Korper & ist in diesem Falle ein durch endlich

*viele (n—1) dimensionale Ebenen begrenzier Polyeder Die Ebene
(E), deren Glelchung
wx, . yx, =1
ist, ist jedenfalls eine dieser Begrenzungsebenen von 8, daher gilt .
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fir alle Punkte von & die Ungleu,hung

— X, — WXy — ... ——ux,,—l—l>0 .
Alle iibrigen Begrenzungsebenen von & gehen durch den Punkt
O; ihre Gleichungen seien

vlx, + u@x,-+ ..+ u@x, =0, (@=12,...N)
. wobei ‘die Koeffizienten u{®, u.f‘", ..., u'® so gewdhlt sein mdgen,
dass fiir die Punkte von A& :

_ ul¥x, + ul®x, 4. ..+ u®x, >0 (@=1%...M
ausfalle. Die Koordinaten der Punkte von ¥ — und nur diese —
erfiillen daher die folgenden N + 1 Ungleichungen :

' uf®x, +ufx+ . uPx, 20 @=12%... N
— X, — UX, — .. —ux,,-+—1>0 (5)

er erhielten sdmiliche L8sungen unsrer urspriinglichen Un-
gleichungen aus den Ebenenkoordinaten der Ebenen, die s nicht
schneiden, d. h. wenn U, +u, U, +u, ..., U, +1u, eine Losung
der Ungleichungen 9, >0 bedeutet, so erfiillen die Koordinaten
jedes Punktes von & die Uagleichung ;
: Ux, +~Uyx,+ ... -i— Upx, + 120, (6)
und umgekehrt : '

Mit anderen Worlen, das We rtsystc m

U+u. U+u, ... U, +u,

ist dann und nur dann eine Lésung der Unglei-
chungen %, 220, wenn dieUngleichung (6)eine Folge
‘der (N+1) Ungleichungen (5) ist. Nach dem Vorangehen-
den ist die nolwendige urd hinreichende Bedingung hietfilr die
Existenz solcher nicht-negativer Grossen 4@ (g=1,2,...N), 4
und 4, (von denen hochstens n + 1 von Null verschieden sind),
dass die folgende ldenmat besteht

Ux,+Ux,+ .. . +Ux, 1= 2 A9 (ul¥x, +ufox, 4. cFulf’x,) +

41 (— UX, — Xy — .. — X, + 1) + 4,
oder ausfiihrlich ausgeschrieben : -
N

. N
U, = 2 M@ — 3u, U= E.i.“"ug‘"— A, ...,
1 .

. U—Z/‘q'u“"—iu l=:1:+,l.,

Daher kann man jede Losung w1, ..., u, der
vorgelegten Ungleichungen vermdge der Losungen
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u®, u@, ..., u@® @=12,...N)

.und
U iy, .. Uy o (M)
in der folgenden Form darstellen ' ‘
— E A9u@ 4 u., 2 gm)ugw + ,107,2, e
N g=1 . =
N N .
U, = > A0 + iu,, : (8)

9=
wobei A® und 4, nicht negative Zahlen bedeuten. Die Umkehrung l
dieses Satzes ist evident. Es -stellen daher -die Formeln (8) die
aligemeinste Losung der vorgelegten Ungleichungen dar mit Hiilfe
nicht-negativer Parameter. Die speziellen L&sungen (7) sind.im
Wesentlichen identisch- mit den ,dussersten Lésungen* Minkowskr’s,
die auf diese Weise eine neue geometrische Deutung erhalten haben.. -

§ 4. Integralungleichungen.

Das folgende Problem steht im engen Zusammenhange mit

den vorangehenden Untersuchungen
, Unter Zugrundelegung der .im Intervall « <x < g deflmerien
- sletigen Funktionen
' a, (x), a (x), ..., av(x) und a(x) _
betrachten wir die Gesamtheit aller stetigen Funktionen u(x) die
die folgenden lntegralungle:chungen befriedigen :
8 . B , B
Ja, (x) u(x) dx =0, | a(x)u(x)dx=0,..., J"a‘\, (x) u(x)dx>>0;
a o Rl ’
die Ungleichung B
o ' B

‘a(x)u(x)dx>0

wird eine Folge der Vorangehenden genannt wenn sie durch alle
stetigen Funktionen befriedigt wird, dxe die vorangehenden Un-
gleichungen erfiillen. '
Wir nehmen an, dass die Funktionen a, (x), a. (x), ,av(x)
linear independent sind und behaupten, dass in diesem Falle
die Funktion a(x) in der folgenden Form darstellbar ist:

a(x)zl,a,(x)+/l._,a._,(x)+...+lvav(x),
wobei 4, 4, ..., 2y nicht negative Konstanten bedeuten.
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Wir beweisen unsre Behauptung, wie folgt :
Die Grdssen 4,, 4, ..., 4v berechnen wir aus dem folgenden
linearen Gieichungssystem :

B B B
Ja‘ (x)a(x)dx:Z‘Ja, (x)“’dx—-}—X«,J‘a. (x)a,(x)dx + ...+

8
+ lvfa, (x) av (x) dx,

a

g . B 8
Ia, (x)a(x)dx =4, Iaz (x) a, (x) dx + ,lﬁfa2 (x)2dx+ ...+
a . a . _ a

+ 4 far () av () dx,

8 B
jav (x)a(x)dx= Z.J.av (x)a, (x)dx+ 1vjav (x)o,(x)dx+.. .+

B
+AVJGV(X)2dX.
a - .
Die Determinante dieses Gleichungssystems ist identisch mit
der Determinante der folgenden quadratischen Form
. o .

é xpxq ’.ap (x) a, (x)dx =
pqg 1\ Ol

g ,
=J'[x. a(x)txa(x)+... txay (x))? dx ;

wegen der angenommenen linearen Independenz der Funktionen
a,(x),a,(x),...,av(x) ist diese Form positiv definit, woraus das
‘Nichtverschwinden jener Determinante gefolgert werden kann.
Fiihren wir noch zur Abklrzung die Bezeichnung

mx)=a(x) —Aa (x)—Aho(x)—...— Avav(x)
ein, so kann man das zur Bestimmung der 4,, Z,,.... 4y dienende
‘Gleichungssystem folgendermassen schreiben :

B B B
Jamomax=0,[amnmd=0,.., [om®ord=0

a 13 a .
Es erfiillt daher sowohl o (x), wie auch — « (x) das zu

Grunde gelegte System von linearen Integralungleichungen. Es
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gélten demzufolge die Beziehungen

A B _
fq (x) o (x)dx =0 und ——ja (x) e (x) dx >0,
a ‘ a

d. h. es ist

' B

[a) " (x) dx = 0.

. ) o
Fiihren wir in dieser Gleichung an Stelle von a (x) den Ausdruck
m(x)+A4a(x)+ba(x)+ ...+ Avav(x) ein, so ergiebt sich

{omrax=o,
o
woraus man schliesst, dass « (x) =0, d. h.
a(x)=4a(x)+ba(x)+...+ vav(x)
ist. :
Wir haben noch zu zeigen, dass die Grossen 4,4, ..., Ay
nicht-negative Zahlen sind. Um dies etwa fiir 4, nachzuweisen,
. bestimmen wir Moy Mg, ..., Hv AUS dem folgenden linearen Glei-

" chungssystem, dessen Determinante. — wie eine ganz analoge
Uberlegung zeigt, wie die, die wir fiir das Gleichungssystem, das
~zur Bestimmung der 4, 4, ..., 4v diente, angestellt haben — von
Null verschieden ist : ' ' ’
g - - B B
Jaa, ) dx'=p [ 0P dx+us fan () as () dx .. A+
a o (6] s
.
] + v [ @ () av (x) dx
o .
p | "8 B o
fas(x)a. (x)dx:’yzja{,,(x)a2 (x)gix+y,_[aa(;c)2 dx+...+
a a a
8 .
+uvjaa (x) av (x) dx,
P

g . 8 B
Ja@a @ ax=um] av@ e dx+u | av@ o (dx+.. +

a

8 -
+ v f av (x)? dx.
o
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Fiihren wir — wie friilher — die Abkiirzung

o (X)=a, (%) — #:0,(X) — pa 0 (X) — ... — v Qv (x)
_ ein, so erhdlt unser Gleichungssystem die folgende einfache Form:

B B . B _
Jaz(x){;}(x)dx:O, | a.(x) m(x)dx=0,.. ., '[av(x)m(x)dx_—_o;
da ferner .
B :
Jammmdx =@ grax>0 9

ist, so zeigen diese Beziehungen, dass  (x) eine .Ldsung unsrer .
Integralungleichungen ist. Daher erfiillt diese Funktion auch die
Ungleichung '

B
" Jam@Edx>0;
da aber ’ |

B B , _
Ja@® o de= | [ha. 0+ b a0+ ..+ Lav ()] () dx=

o

=4, F,'J(x)2 ax 20
a .
ist, so folgt in der Tat 4, > 0, womit unsre Behauptung bewiesen ist.

8 .

8) Das Integral {w(x)*dx kann nicht gleich Null sein, da'in diesem

Falle « -
WEO=E@Q ()~ peae (X)) —pras(x) —... — p, @, ()=0

sein miisste, im Widerspruch mit- der -angenommenen linearen independenz

der Funktionen @ (x), az(x),..., a, (x).



Ein Problem von Dedekind.

Von OvsteiN ORrE in Kristiania.

Es seien zwei Systeme von positiven, ganzen rationalen
Zahlen
’ m, my...m, (1)
i ) 11’ 12’ v ’r (2)
so gegeben, dass
mil,+ml+...+m.l.=n 3)
sei. Es kann dann das folgende Problem gestellt werden:
Mau soll alle algebraische Kdérper n-ten Grades bestimmen,
in denen eine gegebene Primzahl p die Primidealzerlegung
1 l,
P=v P ... 0 4
besitzt, wobei N p; == p™i ist.
Diese' Aufgabe, welche Herr Bauer nach Depexkinp benannt
hat, wurde von Herrn Baugr!) filr den Spezialfall
omi=my=...=m,=1
behandelt und vollstdndig geldst. In dieser Note mochte ich zeigen
wie man das allgemeine Problem in Angriff nehmen kann, und
auch diesen Fall vollstindig erledigen. In meiner Arbeit ,Zur
Theorie der algebraischen Korper“ (Kap. 1V. § 6)) habe ich gezeigt,
dass immer ein Koérper von der gewlinschten Art existiert, d. h.,
dass die Deprkinnsche Aufgabe immer l8sbar ist. Im Folgenden
sollen allgemein die gesuchten Korper dadurch bestimmt werden,
dass man die Form einer” erzeugenden Gleichung des Korpers
angibt.
Es seien
ALY i, 1 5 o T

1) M. Bauer: Uber ein Problem von Depukinn diese Zeitschrift, Bd 1.
2) Acta mathematica Bd. 44,
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die verschledenen unter den Zahlen (1) und _

](l) [(l) [(I) (5)
die Exponenten in (4) wofiir die Grade der zugehorigen anl-
deale pf gleich m® sind. Setzt_ man dann .

i+ =2 ©
so geht (3) in .
m(l) i_(l) + mm yit + -,f_ m(s) 2(’) — ] (7)
tiber. Die Primidealzerlegung (4) von p kann man dann auch in -

-der Form _
T I"'
pP= Il (l (1 m cop ) )

schreiben, wo also N 1"’— p'"”’

Zu den Zahlen (5) kann man .nun eine Relhe von anderen
positiven, ganzen rationalen Zahlen i :

h{", kY, . . . A 8)

so bestimmen, dass immer h!f” Zu I:,” relativ prim ist, und ausserdem

oo ww R
___1{1" <7§,—<...<7‘-,',—. T 9

ist. Weiter bestimmt man, was immer moglich ist, eine Reihe von
anfunktlonen (mod p) .

1) 9(x), .. g5 (x),
so dass der Grad von ¢, (x) gleich m‘” ist.

Wenn nun in einem Korper P (9) n-ten Grades die-Zerle-
gung (4) bestehen soll, so kann man, wie ich in der Arbeit:
»Weitere Untersuchungen zur Theorie der algebraischen Korper %)
gezeigt habe, immer eine solche primitive Zahl & des Korpers

bestimmen, dass ¢, (~) (i=1,2,...s) durch das Primideal
h(l) . .

- genau in der Potenz pt T(y=12,...r) teilbar wird.
Bildet man nun die Gleichung F(x)._O welcher diese

Zahl -® geniigt, so folgt daraus, wie in der letzterwidhnten Ab-

handlung gezeigt worden ist, dass F(x) die beiden folgenden

Eigenschaften besitzen muss: Coe
I. Man hat

2(1) A Als)

F(X) = (X) - ¢ (X) .y (.V') (mod p)..

- 3) Die Arbeit wird in dén Acta mathematica-Bd~45 erscheinen.
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A il. Das Hauptpolygon (p, rp,(x)) von F (x)Y) besteht aus r;
Seiten, ‘fiir welche die Prolektlonen auf die X-Achse bzw. Y-Achse
gleich '
10, 4o, 0w
B, WP, R

sind.

Wenn also in einem Korper P (3) die Zerlegung (4) besteht,
so muss es auch fiir diesen Korper mindestens eine erzeugende -
Gleichung F (x) =0 geben, wofiir die beiden Bedingungen I und
I erfiilit sind. Umgekehrt folgt aber auch®), - dass jede irreduzible
Gleichung F (x) = 0, fiir welche diese Bedingungen erfiilit sind, einen

algebraischen Korper P (6) = P () definiert,-in dem die Primideal-
zerlegung (4) fiir die Primzahl p besteht.

Man kann das Ganze folgendermassen zusammenfassen : .

Die Ligsung der.Dedekindschen Aufgabe wird durch alle Korper
n-ten Grades geliefert, fiir die es eine irreduzible, erzeugende Glei-
cdung F(x) =0 gibtl, welche den Bedingungen [ und Il geniigt.

In den Forderungen I und Il konnen die Primfunktionen
¢ (x). beliebig vom Grade m; gewihlt werden, und weiter unter-
liegen die Zahlen hff" nur der Bedingung, dass hg" zu l;,” relativ

prim sei und ausserdem die Verhiltnisse (9) verschieden seien.
Alle. irreduzible Gleichungen, welche sich aus I und II unter diesen
Bedingungen ergeben, definieren Korper P(3), in denen die Zerlegung
(4) besteht. Wie man aber leicht sieht, erhidlt man auch alle Kdrper
dieser Art, wenn man die Primfunktionen «,(x) und die Zahlen
h:_" als fest gegeben annimmt. »

4) Ich wende hier die Bezelchnungen der unter 2) zitierlen Arbelt an.
5) Man sehe die in ?) zitierte Arbeit, Kap. 1V.



~ Uber die’ Summierbarkeit durch typische Mittel.

Von MarceL Rigsz in Stockholm.

1. Im Jahre 1909 habe ich einen Konvergenzsatz filir DiRicHLET-
sche Reihen ausgesprochén, dessen Beweis ich spdter in den
Acta Mathematica') veroffentlicht habe. Dieser und ein -verwandter
Satz haben vielfache zahlentheoretische Anwendungen gefunden.?)
Ich habe auch die Verallgemeinerung dieser Sitze auf fypische
Mittel angedeutet. Da nun auch diese .Verallgemeinerungen in
zahlentheoretischen Fragen wiederholt angewandt worden sind, -
(namentlich im Teilerproblem)?) scheint es mir- angebracht, diese
Verallgemeinerungen mit ihren ausfiihrlichen Beweisen zu verdf-
fentlichen, um damit endlich auch denvon verschiedenen Fachgenossen
an mich gerichteten Aufforderungen gerecht zu werden.

Es hat sich zweckmissig- erwiesen, den Satz gleich fiir

0
StieLtiEssche Integrale fe‘“dA (1) zu fassen, wo also A (1) eine
(]

beliebige Funktion bedeutet, die z. B. in jedem endlichen Intervalle
von beschrinkter Schwankung ist. Dieser Ausdruck umfasst dann
sowohl die DiriciLerschen Reihen, wie auch die Integrale

co
fa@etzdt Ich beschrinké mich in dieser Arbeit auf typische

1) Ein Konvergenzsatz fiir DiricaLErsche Reihen, Acta Math. 40 (1916)
p. 349—361. . .
- 2) Flir die Anwendungen vgh man den Encyklopidie-Artikel von H
Bour und H. Cramér, Neuere Entwicklung der analytischen Zahlentheorie.
". Die iltere Literatur ist auch in meiner hier angefiihrten Arbeit zusammen-
gestelit. o
3) H. Cramer, Uber das Teilerproblem von PiLtz, Arkiv f. Math. 16
(1922) No. 21, p. 1—40. Diese Arbeit enthdlt einen Beweis fiir ganzzahlige
Ordnungszahlen. A. WaLrisz, Uber die summatorischen Funktionen einiger
DiricHLETschen Reihen, Diss. Gottingen 1922, p. 1-56. Der Verfasser gibt
in dieser Arbeit einén den speziellen Zwecken angepassten Beweis.



19

Mittel erster Art, deute aber die entsprechenden Ergebnisse fiir
typische Mitiel zweiter Art an.

[o ] .
2. Wir nennen ein Integral [ e~**d A(1) durch typische Mit-

tel k-ter Ordnung summierbar,?) wenn der Grenzwert

, o . _ :
) lim o "Ak (2, ®) = lim w‘"J et (n—)kd A1), (k> 0)
W =P 00 T X 0 .

 existiert. Die Defmmon der glelchmﬁssigen Summierbarkeit leuchtet
ohne weiteres ein. Wir setzen im folgenden speziell

) L A0, )= [ (w—t)"dA(r) - Ay (0)

Wir sprechen nun einige Sidtze aus, deren BeWéise_ spiter
folgen.

Satz I. Ist
3) Ai(0) =0 (" o) , (>0, k>0),

oo - Co
S0 ist das lntegral-f ¢'*d A(') in jedem endlichen Gebiet der
o

Halbebene ) (z) > ¢ durch Mittel k-ter Ordnung gleichmdssig sum-
mierbar und definier! somit in dieser Halbebene eine reguliir-analy-
tische Funktion G (z). Ist diese Funktion noch in gewissen Punkten
der Geraden R (z)==c reguldr,®) dann ist das Integral auch -in
diesen Punkten durch Mittel k-ter Ordnung summierbar und zwar
gleichmdssig- auf jeder Regularildtsstrecke der Geraden. Die Be-
dingung (3) ist auch eine notwendige, damit die Gerade wenigstens
einen Punkt enthalte, -in dem die Rezhe durch Mittel k-ter Ordnung

summierbar lst % ‘ :

3) Vgl. G. H. Hagpy and M. Rigsz, The genceral theory of DiricHLET'S
series. Cambridge Tracts, No, 18 (1915). Im folgenden als Tract zitiert.
_ %) Wir schreiben, wie iiblich, R (@} ib)=a und J(a+ib)=10
%) Die Bedingung (3) ist bei ¢ <0 nicht mehr notwendig aber noch
hinreichend. Somiit besteht der erste Teil des Satzes auch in diesem Falle.
Da indessen dieser Fall auf denjenigen des Textes leicht zufiickgefiihrl werden
kann, und der Beweis sich bei ¢ > 0 bequemer gestaltet, begniigen wir uns .
hier mit diesem letztgenannten Fall. Die Bezeichnung o wenden wir im be-.
SFw)
P W
mit ins unendliche wachsendem w nach Null strebt. Dagegen bedeutet
f(w) =0 (@ (w)) wie gewshnlich, dasx derselbe Quotient endlich blelbt Wird

2‘

kannten Lanpacschen Sinne an, d. h. f(w) =10 (¢ (w)) bedeutet, dass



Satz Il Ist k=0, d. .
(3) A, () = A (v) =0 (e¥9)
und die Funktion G (z) rechts von einer Slrecke der Geraden

N (2) = ¢ beschrinkl, dann konverglert das Integral f ez'd A

in jedem Punkte, in dem die auf dieser Strecke fast liberall exis-
tierende Randfunktion eniweder eine Lipschilzsche Bedingung oder
irgendeine der iiblichen Konvergenzbedingungen einer Fourierschen
Reihe erfillt und zwar konvergiert das Integral gleichmdssig auf
jeder inneren Teilsirecke einer jeden Strecke, wo diese Bedingungen
gleichmdssig erfiillt sind.")

Satz lll. Es sei k>0 und (3) erfiillt. Ist die Funktion G (z2)
rechis von einer Strecke der Geraden R (2) = ¢ beschrdinkt, dann ist
das lInlegral auf dieser Strecke fast iiberall durch Miltel k-ter
Ordnung summierbar. Dies ist namentlich in jedem Stetigkeitspunkte
der Randfunktion der Fall. Die Summierbarkeit ist eine gleich-
mdssige in jedem Intervall, das in einem Sietigkeiisinterilall ganz
enthallen ist.

Zuletzt mdgen hier einige Andeutungen liber typische Mittel

* zweiter Art Platz finden mit besonderer Riicksicht auf den Umstand,
dass diese Mittel bei dem besonders wichtigen Fall der gewthn-
‘lichen DiricHLETSChen Reihen mit -den anthmetlschen Mitteln
gleichwertig sind. A
' Wir schreiben jetzt unsere lntegrale in der Form

f v2d C (v).
Dne typischen Mmel zweiter Art sind dann durch”den Ausdruck

0k Cy (2, @) = w7k j Ve (w—1)kd C (v)
1

gegeben. Die der Bedingung (3) entsprechende Voraussetzung lautet
‘hier
Ci (0, @) = Cy (0) = 0 (w**€).

in der Bedingung (3) o durch O ersetzt, dann sind die Mittel k-ter Ordnung
auf jeder Regularititssirecke der Geraden R (2) — ¢ gleichmissig--beschréinkt.
Eine idhnliche Bemerkung gilt auch fiir die No(wend|gke1t der Bedingung und
fiir alle anderen Silze.

7) Zur nélieren Erldutefung dieses und des folgenden Satzes vgl. den
Abschmtt 6. .
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. Fr reguldre Punkte gilt ein dhnlicher Satz wie I. Auch das
Analogon von Il gilt. In 1II mdssen aber ilber die Randfunktion
-dhnliche spezielle Voraussetzungen wie in Il getroffen werden.
(Vgl. hierzu Tract p. 55, Bemerkungen {iber die Sdize 42 u. 43).
. 3. Wir leiten jetzt einige Hilfssitze ab, aus denen unsere

Sitze leicht folgen.’ B . '

Hilfssatz 1. Es sei b(i) eine (etwa im Lebesgueschen

Sinne) integrierbare Funktion, die der Bedingung '
RO o b()=o(" - _
geniigt. Hierbei bedeutet k eme beliebige reelle Zahl. Dann kon-
vergiert das Integral

(5) o F(z)= fb (1) etz dt

in der Halbebene % (z) >0 absolut und stellt daselbst eine reguldr- -
analytische Funktion F (z) dar. Ist diese Funktion F (z) audh nodt
in gewissen Punklen x der imagindren Adise reguldr, so ist fir
diese Werte x und eine beliebige nicht negailve ganze Zahl i

O H (g w) = v F o (F () %) — [ b() e (—tYdt=0(w*)

Diese Limesgleichung gilt gleichmdssig auf Jeder Regularitdisstrecke
der imagindren Achse.®)

Der Beweis ist demjenigen ganz analog, den ich fiir einen
dhnlichen Satz {iber Potenzrelhen in einer frithereri Arbeit®) ge-
geben” habe.

Es sei die Funktion F(z) auf der Strecke (i, zr,), wo
1, < 7, mit Einschluss der Endpunkte reguldr. Wir wihlen ‘dann
die Zahl o’ <0 so nahe an O, dass die Funktion noch im Rechteck
¢ %, 7 a +in a+in) dieselbe‘Eigenschaﬂ besitze, Wir setzen

8) Wie es aus dem folgenden Beweise hervorgeht g:lt sogar in jedem
" Halbstreifen, R (z)> ¢, 1 < 3 (2) < s in dem die Funktlon regular ist, gleich-
missig .

e H (2 w) =0 (wk).

Herr Szecé gab neuhch eine schéne Anwendung fiir ‘einen Spezlalfall eines"-
von mir herriihrenden analogen Satzes iiber Potenzreihen (k=j=0, o durch
O ersetzt). Vgl. G Szewd, TscHEBYscHEFFsche Polynome und nicht fortsetz-
bare Potenzreihen, Math. Ann. 87 (1922) p. 90—111, spez. p. 95 u. ff.

9) Sitze iiber Potenzreihen, Arkiv f. Mat. etc. Bd. 11, No. 12 (1916)
p. 1—16, spez. p. 10 ff.
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endlich 2{=a'+it, 25=a'-}i 2¥=a"+4it, 27=a"+ iy
wo a’' eine beliebige, aber feste positive Zahl .bedeutet.

In den folgenden Uberlegungén nehmen wir zunichst k>0
an. Der Fall k <0, den wir iibrigens im folgenden nicht bendtigen,
wird sich nachtidglich leicht erledigen.

Wit betrachten die Funktion
) g, =0* eV (z—igytk+' (2—i )itk H(z, w)
und zeigen, dass bei hinreichend grossem « auf der ganzen Be-
grenzung des Rechtecks (z], 27, 27, 25) .
® S lgu (D<€ -
wird, wie klein auch die positive Zahl ¢ sein mag.

Wie leicht ersichtlich, ist.fiir N (2) > ¢

H(z )= fob () e (t—w) dl.
w .

Mithin nach (4) fiir geniigend grosses w, wenn noch der Kiirze
halber N (2) = o gesetzt wird.

|H(z,m)[<y l t* e 19 (t— w)l dt,
w
wo 7 eine beliebig kleine Zahl bedeutet Oder
9) " |H@E w)| < qe“”" | (w+u)" eus yigy<

. . . k p~w 0o
< n ew 0’_2!( f (w“ + llk) e-uo ui du < n_,_z]a;ki‘ .m) .
o . .

Hieraus folgt unmittelbar (vgl. die Ungleichung (11)), dass |guw (2)|
auf den Strecken (i7, 2y'), (2f' 2), (2, i ;) beliebig klein gemacht .
werden kann.

Wir miissen nun noch |gw (2)| auf den linken Begrenzungs-
stiicken des Rechtecks abschitzen. Zundchst ist es einleuchtend,
dass es eine feste Zahl K, gibt derart, dass in jedem Punkte des
Rechtecks (i z,, i, zz, l) ‘

(10) w3 d . ) < K, o

Bestimmen wir andererseits w, so, dass fiir ¢ > w, die Ungleichung
[b(1)| <41tk gilt, wo J eine beliebig klein wihlbare positive Zahl

10) Wir bezeichnen mit K, Ky, K, ... Zahlen, bei denen es nur daruf
ankommt, dass sie endlich sind. '
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isf Dann ergibt sich

Ub(l)e"’(w r)idz|<wrj' [b(l)!e"’dt-HJl" 1O (w-t)dt =1+,
Wy .
Nun ist im ganzen Rechteck
L < K, o,

wo K, nur von w, abhingt. Ausserdem ist

, , ) w

L<oews j tke (WO (1) <3 wke Vo j ew o, _tidt<

W, Wy

6 wk e W0 F(/+ 1)

< Igli+1

Mithin

6 w*ewor(j+1)
Ig]l+l

(O]
lf.b(f)E"’(o—f)fdt[</Qaﬂ+
(]

Ferner ist auf der Begrenzung des Rechtecks

i1y z—im [IHER z—i g R <K [ o]t R

Aus diesen Abschitzungen erhalten wir. .
_ !gw(2)1<|01’+“+'(lﬂw' "e‘““+‘—;‘,—+r)'

Da aber bekanntlich fiir v>0, 1> 0

eVl < (L)I,
: —le
so ist der letzte Ausdruck kleiner als
. K,k 4 K. 6 | o,
. Fir geniigend grosses’ w wird dieser Ausdruck kleiner als ein
beliebig kleines €. Damit ist (8) fiir die ganze Begrenzung des
Rechtecks (z;, 2, 22, 23) dargelegt.
Nun ist aber die Fuaktion g, (2) in diesem Rechteck regular,
daher erreicht ihr absoluter Betrag sein Maximum auf der Begren-
~ zung. Mithin ist fiir einen beliebigen Punkt x der Strecke (i 5, i 7,)

(12) e‘“’fd—djiT(e‘”xF(x))—fb(l)e“*(w-—f)"dt <

) £ ok
i g—x Ikt jg—x|itht?
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. d. h. die Beziehung (6) bewiesen. Besteht nun die Strecke (x, x,)
ausschliesslich- aus Regularitédisstellen, so ist sie in einer grosseren
Strecke. von derselben Eigenschaft enthalten. Bezeichnet man die
Endpunkte dieser grosseren Strecke mit i 7, und {7, so folgt aus
(12), dass die Limesgleichung (6) fir die Punkte der Strecke
(x1, x») gleichmissig besteht.

Im obigen war k>0 angenommen, Ist k <O, dann ersetzen
wir in (7) den Faktor (z—iv )+ ¥+ (2—ir,)It 5+ mit (2—i7,)/2k+!
(2—i7)i2k+' Statt der Abschidtzung (9) erhdlt man jetzt
N oo

pote (1)

ai'rl

[H (2, @) | < pkewso [e‘""ui du =

o
Daher bleibt die Abschilzung |g,, (z)| <& fiir die rechte Haifte
der Begrenzung bestehen.
Fiir /, erhdlt man jetzt (w, > 1)
) (O]
(5] - 2 w

I, <dewo Jzk e(fv-%(..,_z)idz:«se-woU,+J ) <
w, . ' 0, O
' 2
cwof it oy (@) LG
<serefondi{gf 1Y),
Aus dieser Ungleichung und den iibrigen auch ]etzt bestehenden
Ungleichungen ergibt sich die Abschitzung |g¢ (2)| <& auch fiir
die linke Halfte der Begrenzung. Das tibrige folgt wie oben. )
4. Im folgenden nehmen wir wieder k>0 an. -
Aus dem Hilfssatze I folgt unmitteibar der
" Hilfssatz ll. Es sei b(1) einé integrierbare Funktion, die
der Bedingung (4) geniigt, wobei k > 0. Ist die durch das Integral
(5) in der Halbebene N (z) >0 dargestelite Funktion F(z) noch in
gewissen Punkten x der imagindren Adise reguldr, dann ist das
Integral (5) in diesen Punkten durch Mittel k-ter O/dnuno sum-
mierbar, d. h. es ist

w

(13 F@= lim e | (0—1)* b (1) e d
: @ =00

Die Summierbarkeit ist. auf /eder Regularitdtsstrecke éine gleidz-
mdssige.
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Der Beweis ldsst sich ebenso fiihren wie der entsprechende
Beweis fiir Potenzreihen in meiner auf S. 5 angefiihrten Arbeit.

Ist zunichst k ganz, dann ist der Beweis in der Formel (6)
~enthalten Man setze in der Tat in dieser Formel j = k und schreibe

e L (e =t f )+ 3 (K)ot o,

Bei nicht ganzzaﬁligen k setzen wir
Bi(x,0) = [ b()e** (0o—n)t .
, 5 .
Dann ist nach bekannten Sitzen iiber Integration nicht ganz-

zahliger Ordnung
w

I([k]"il';,g_’{]()k——[k]) 3k (x, ,,,) :J"Bm (x,1) (w_'f)k fhi—1 gf = ‘

o
o

= [(Buats =11 oty DD L CD

0 ) .
Das letzte Integral kann geschrieben werden

Schreibt man in (6) /—[k] erhilt man sofort

| =0 (w*).
, v _ w—1
Andererseits kommt durch partielle Integration
o—1

B[kl+1(x 0— 1)"f(x) (‘0 1jlk+!
B e
18
w-—1

k=—[k , L . g
AT B 0 -1 1Y o -,
i) . . . .
- Beachtet man jetzt, dass k—/k/]—2 < — 1 und daher
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w—1 - P
, 1
— {)k—lkl-2 k—lki-2 g —
f(w ) dt<.fz dt =
o 1

und setzt in (6) j=|[k] -+ 1; so folgt ohne Schwierigkeit, dass
auch /; =g (w*) ist. Damit ist aber (13) dargelegt. Da alle Ab-
schidtzungen gleichmissig gelten, gilt auch (13) auf jeder Regula-
rititsstrecke gleichmdssig.

Ahnlich beweist man den

Hilfssatz lll. Wenn k> k' > —)\, dann gilt unter der
Bedingung (4) auf jeder Regularifdtsstrecke der imagindren Adise

gleichmdssig
w .
[o@ e @—1¥ dt =0 (w*)
pt :

und

.[b (1) (5 — eV *) (w— - dl.-:.o.(w").“)

5. Diese Efgebnisse setzen uns in Stand unsere Hauptsitze
zu beweisen. Ubrigens ist Hilfssatz Il ein Spezialfall ‘von Satz I.

Es sei also die Bedingung (3). erfiillt.
a) Zunichst sei k eine ganze Zahl. Dann kommt (vgl. Tract
p. 40) nach k+ 1 partiellen Integrationen

w . R
w kA, (2, w) = w* j et (w— )k dA (z) =wkewz A, (w)+

_*__(___lﬁw_—l‘JAk()(dt)k'*_ e—"(w_l)k%dt-. .

Hieraus beweist man wie im Tract (I. c.), dass infolge der Bedingung
3) wkA(z,w) mlt ins unendhche wachsendem w fUr R@E)>c

gegen eine regular-analyhsche Funktion G (z2) = f Ai(t) e~*dt

konvergiert. Es habe nun diese Funktion auf der Geraden R(z)=c

1) Vgl. hierzu Tract p. 43. Das erste Ergebnis besagt nur fiir nicht
ganze k' etwas neues.
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eine Regularitéitsstreéke Es ist leicht zu zeigen, dass auch noch

auf dieser Strecke.lim m*“Ak (2, ) = G (2) gleichmdssig gilt.
(1) = 0

Zunichst ist nach (3) auf der Geraden 9 (2) =¢ glexchmass:g
evZmkg, (in) =o0(1). .
Damit ist der erste Teil des letzten Ausdruckes abgeschitzt. Der
zweite Teil kann, wenn man noch A, (1) e'c=b (1) setzt, ge-
schrieben werden’

o) 1)

2kt ‘ A (1)e"’(m~t)"dt+ 2 H, 20+ [Ak(l)e-fz(m —t)Pdt=

(4] 0

K

k!

[ ' o)

. k . .

—~—2"+‘Jb(l)e“""°’(w 2 Hp Zp.'H ‘b(l)e-l(z C)(l'l—-f)"df,
0

wo die H Konstanten smd er schreiben nun fiir N (z)>c

MO [ Au() e dt = J b(1) e dt.

(]

Laut Voraussetzung besiizt diese Funktion auf der Geraden
N (2) == ¢ eine Regularititsstrecke (z,,2,). Daher ist die auf der
imagindren Achse gelegene Strecke (2,—c¢, z;—c) eine Regulari-

titsstrecke der Funktion ‘ b(l) ez dt. Wendet man nun die Hxlfs-

satze Il und Ill an, dann folgt unmittelbar, dass das erste Ghed
“auf der rechten Seite des ‘Ausdruckes (14) auf der Strecke (z,, 2,)
gleichmaissig gegen die Funktlon G (2) konvergiert und dass die

ibrigen Glieder, d. h. «* 2 gleichmdssig gegen. Null konver- .'

gieren.
b) Es sei jetzt k keine ganze Zahl. Es geniigt den Beweis
nur unter der Voraussetzung 0<<k <1 explizit auszufiihren. Im
allgemeinen Falle spielt A,,,,(t) dieselbe Rolle wie jetzt A, (?).
Man ersieht; wie im Tract (p. 42—43), dass unter der Vor-
aussetzung (3) o %A, (2, m) fiirr )N (2) > ¢ mit ins unendliche wach-
sendem « gegen die regu!ar-analytnsche Funktlon

(15) (z)_J (k ‘ ‘) Ay (D) et dt = 22 JA (1) = dt
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konvergiert. Es ergibt sich jetzt (vgl. I. c.)

o
wk Ay(z, ) =wk [ et w—dA() =

o

w
2 .
= w“JAl(t) :11[2 ;(e‘“—e'“’z) (w—!)"‘dH—Ak (w)ewZwr=]+I,

Infolge von (3) ist wieder fiir R (z) = ¢ gleichmissig
‘ ' lim [, = lim Ay (w)e¥?w™*=0.
w=>0 w—)rw .

Andererseits ist, indem wir A, ()e~*“=1b (1) setzen,

. w w )
L=w*2? j A(nes (w—l)"+2 kwkz jA. (Yet= (w—t)— dt +

+k(k—1>w-*j M) (e e wY) (o—tf 2 d=]F It ),

Aus (3) und aus (vgl Tract p. 27)

. w.
1

A= e k) f“’*(’) (w—t)~*dt

folgt leicht, dass auch
A(w)=o0(""wh)

ist. Dann folgt aber aus Hilfssatz Il wie oben, dass auf jeder
Regularitatsstrecke gleichmissig
Clim i = G(2)
‘ ‘ W= .
und aus Hilfssatz 1Il, dass ebenfalls gleichmissig
lim /,=0 und lim /;,=0
w—o w—>®
ausfillt. Damit ist nun unser Beweis zu Ende.

Dass die Bedingung (3) auch noiwendig ist, damit das In-
tegral an wenigstens einer Stelle der Geraden R (z) =c durch
Mittel k-ter Ordnung summierbar sei, folgt leicht durch Uber-
legungen, die im Tract durchgefiihrt sind (p. 40—43) und auf
die wir schon oben hingewiesen haben.
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6. Wir schreiten jetzt zur Verallgememerung des Satzes |,
‘d. h. zum Beweise der Satze 11 und 1Il.

“Es sei also wieder die Bedingung (3) erfiillt und die durch
(15) fiir R (z) > ¢ dargestellte Funktion G (2) sei fiir

R@>c, 1—8<J(2) <+ o

‘bechrankt. Dann gibt es bekanntlich auf der Strecke (c+ i (z,—d),
¢ +i (1,—4)) fast iiberall eine Randfunktion, der sich G (2) ndhert,
wenn 2z von rechts und der reellen Achse parallel den Punkten
dieser Strecke zustrebt. Wir bezeichnen auch diese Randfunktion
‘mit G (2) " .
Bedeutet jetzt z einen behebngen Punkt der Halbebene
R (z) >c und bezeichnet man mit C einen beliebigen in dieser
Halbebene verlaufenden rektifizierbaren Kurvenzug, der die Punkte.
2y=c+it und z,=c+ i1, mit einander verbindet und so be-
“schaffen ist, dass die durch die Strecke (z, z;) und C gebildete
geschlossene Kurve den Punkt z emschhesst so ist nach bekannten
Satzen

(16) G (2) = g_,‘cz)dH z;ijg_(?d§=ol(z_)+05(2)
22 . C.

wobei also »

an 6.0= G@) dt

und .

w® - Ge= 2},, ?‘i’ az

Bedeutet nun C einen Punkt der Strecke (24, 22), S0 ist offenbar

— f et t—~2) 41

§—z

-daher

Gi(2)= f 17 df j (

)d§~—Jp(r)e“‘dt
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Nach einem bekannten Satze von Riemann-Lesescue ist dann
19) p()=0 ().

Ferner folgt aus (17), dass G, (2) in der ganzen, durch die
Strecke (z,, z;) aufgeschnittenen Ebene regulir ist und im unend-

lichen wenigstens von der ersten Ordnung verschwindet. Wir
setzen noch

P()== | p(v)dv
Dann 1st wiederum fiir ) (z) > ¢ die Funktion Ga (z) glelch dem durch
Mittel k-ter Ordnung summierten Ausdruckj et*(dA()—d P()
d. h

G, (2) = lim wr* ;e—u(m_t)k (dA (l)-—dP(l))
=P
Setzen wir jetzt A () — P (1) = B (1), dann folgt aus (3) uad {i9)
m

By () =: ‘ («.',._ Dk dB(1) = o (wkewc)

Andererseits ergibt sich aus (18) (und der Willkiirlichkeit von C),
dass die Funktion G,(2) in der z. B. durch die Strecken
(22. ¢+ ioo) und (c-—ioo 2,) aufgeschnittenen Ebene reguldr ist.

Fiir das lntegralfe—"dB(t) sind also alle Bedingungen des

Satzes 1 erfiillt und somit ist dieses Integral auf 1eder in (z,, 2,)
enthaltenen - Strecke durch Mittel &-ter Ordnung gle:chmassxg sum-
mierbar.

Aus dem dber G, (z) gesagten (namentlich aus dem Verhalten
dieser Funktion im unendlichen) folgt dass fiir einen beliebigen
Punkt x der Strecke (z,, 2,). der Ausdruck

o)

[ p@)e** (n—t)* dt (k>0 oder auch nur > — 1)
o

durch ein absolut konvergentes Integral dargestelit werden kann,
. das dhnlich gebaut ist wie das Perronsche Integral (vgl. Tract
p. 12) oder dessen Verallgemeinerungen (vgl. Tract p. 50). Dieses
Integral ldsst sich dann durch Methoden behandeln, die aus der
Theorie der Potenzreihen oder Fouriepschen Reihen geldufig sind
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(vgl. z. B. meine Arbeit: Uber einen Satz des Herrn Farou, J. f.
Math. Bd. 140 (1911) p. 9199, spez. p. 98—99).

Da die Sitze Il und Il in der hier gegebenen Allgemeinheit
fiir die genannten zahlentheorefischen Anwendungen wenigstens
einstweilen reichlich ausreichen ddrften, gehen wir hier auf weitere
Verallgemeinerungen nicht ein.'?)

12) Vgl. indessen die Andeutungen, die ich in einer kurzen Mitteilung
{Sur les séries de DimeicHLET et les séries entiéres, Comptes Rendus 149
(1909) p. 909) gegeben habe und die zum Teil von Herrn NEpER (Zur Theorie
der trigonometrischen Reihen, Math. Ann. 84 (1921) p. 117—136) ausgefiihrt
worden sind. Z. B. kann die Beschrinktheit der Funktion durch viel allge-
meinere Bedingungen ersetzt werden. Es ldsst sich auch ein dem sogenannten
" Rizmannschen Lokalisationssatz (vgl. fiir diesen Ausdryck NEDER L. ¢) nach-
gebildeter Satz verhdltnismissig leicht herleiten.



Sur les rapports topologiques d’un probléme
d’analyse combinatoire. '

Par Dexes KoOyig A Budépest.

' § 1L
Nos considérations se rapporteront a cerfaines matrices
lans,.. 40l _
(yiy....,v=1,2,...,n)
a » dimensions et d’ordre n, constituées par les éléments G gy ca
. v

en nombre nY. Si n de ces éléments ne différent entre eux que
par I’ «-i¢me indice, nous dirons qu’ils forment une ligne de la
matrice (@=1,2,...,n). Le nombre des lignes de la méme
,direction“ « est évidemment n¥~, donc le nombre total des lig-

nes est »n¥~'. En additionnant les éléments correspondants de

deux ou de plusieurs matrices de méme dimension et de méme

ordre, on obtient une matrice qui sera appelée la somme des

premiéres: o . |

|lalllz...lv||'{_,3'l!blllz...lv'”+---=Ilaillz...lv+bllll...lv+---”
' (yiy....v=12,...,n)."

Nous supposerons dans ce qui suit que les éiéments sont
~des nombres entiers non négatifs.

Si la somme des éléments de -chaque ligne est le méme
nombre d (> 0), la matrice sera appelée réguliére et du degré d.)
Les matrices du premiér degré jouéront un rdle essentiel; elles
peuvent étre caractérisées par le fait que-toute ligne contient un

1) Les matrices régulieres sont ies_ seules auxquelles nous attribuons
un ,degré“. Les termes _ordre, ,degré,  régulier sont choisis—de—telle:
fagon qu’ils correspondent pour v—2 3 la terminologie employée par
PeTERSEN dans la théorie des graphes (Acta Mathematica, t. 15). Mais a

' Yaddition_des ma@ﬁces quadratiques correspond chez PETersew la multipli-
cation des graphes. .
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-seul élément égal a l,' les autres éléments étant nuls. Pour »==2"
les matrices du premier degré correspondent au termes du déve-
loppement d’un déterminant a n® €léments, leur nombre est donc
n!. Par I'induction compléfe on peut facilement prouver que pour
un nombre » quelconque de dimensions il existe des matrices du
premier degré et que leur nombre est (n/)*~'. Voici un exemple
d’une matrice du premier degré et de trois dimensions:

1 ' 1 1

| ! - ‘
Couche 1. ~ Couche 2. . Couche 3. ‘
(Dans les cases vides on suppose dés zéros). Cette représentation
d’'une matrice a 3 dlmensmns dont' nous nous servirons encore
plus tard, est facile a comprendre: . les trois couches sont consi-
dérées comme placées F'une sur Vautre. v

D’aprés la définition, donnée 'plus haut, de P'addition des
matrices, la somme de deux ou de plusieurs matrices réguliéres, .
de méme dimension et de méme ordre, est également une matrice
réguliére et son degré est égale 3 la somme des degrés des matnces
additionnées. On a en particulier : _

. En additionnant des matrices du premier degré (de la méme -
dimension et du méme ordre), en nombre d, on obtient une matrice
de degré d. _ v

Le probléme dont nous voulons nous occuper a pour objet
la réciproque de cette proposition évidente.  C'est dire que nous
posons la question suivante:

- Etant donnée une malrice du degré d, peut-elle, oui ou non,
étre considérée comme la somme de matrlces (en nombre d) du
premier degré ?

- “Pour le cas de v =2 dxmensmns {'ai démontré ailleurs que
la réponse était toujours affirmative.?) :

‘%) Yai énoncé ce théoréme, ou plutdt son équivalent se rapportart i
la théorie des graphes, dans une conférence faite au Congrés de Philosophie
Mathématique & Paris (avril, 1914). Cette conférence vient de paraitre dans
la Revue de Métaphysique et de Morale (1. . 1923, p. 443), J'ai donné une
démonstration détaillée, ainsi qué des applic hons concernant I’Analysis situs
et la théorie générale des ensembles dans les Mathematische Annaten (t. 77,
1916, p. 453). Une autre démonsiration a-§t¢' donnée plus tard-par FROBENIUS
(Sitzungsberichte der preussischen Akademie, 1917, p. 274). Tout derni¢rement
M. SainTe-LAQUE, qui ne connaissait pas ma publication parue pendant

la guerre,a retrouvé ce théoréme (Comptes Rendus, t. 176, 1923, p. 1202)
: 3
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Mais cela cesse d’étre vrai déja pour » = 3; c’est’'ce qu’on
peut. prouver par 'exemple de la matrice du troisieme ordre que
voici : : S

Of1]! {110 |1]O]1}
1101 111]10] o1t1]!1
1{1{o] (ofoj2| " |1]1jo
" Couche 1. Couche 2. Couche 3.

On voit, que la somme des éléments d’une quelconque des 27
lignes est égale & 2; on a donc une matrice réguliere du second
degré. En examinant toutes les possibilités “on peut vérifier que
ceite matrice ne peut &tre la somme de deux matrices du premier
degré. On peut construire un tel exemple avec les seuls éléments:
O et 1 — ce qui a son importance pour certaines applications —, mais
alors I'ordre sera au moins 4. Voici I'exemple (v =3, n =4,d=2) «

1{1{0}]0 1{o]o]1 ojofi! olt]1]o ‘
oj1{1]o} jojof1]1 1{1]oJo] |1fo]ofi{
ofloji1]1| Jojilrfo]l [1]1]o]Of f1]olof1
1{0]0]1 1{1]ojo] [o]o]t{1 of1{1]o
'CouchelA Couche 2, Couche 3. Couche 4.

o Ici encore on peut assez facilement envisager toutes les possibililés

et vérifier de la sorte que cette matrice du second degré ne peut.
non plus &tre décomposée en deux matrices du premier degré.
Comme nous avons dit plus haut, la.possibilité d’une telle
décomposition peut étre demoritrée dans le cas de » = 2, mais
la démonstration cesse d’étre applicable, quand le -nombre des
dimensions dépasse 2. Pour expliquer ce fait nous-montrerons que
notre question, au moins pour d==_2, est intimement liée a une.
proposition de VAnalysis situs qui, elle non plus, n’est vraie que
pour le plus petit nombre possible de dimensions. En-effet, tandis
que toutes les variétés a une dimension (c’est-a-dire les lignes)
sont bilatéres, on frouve parmi les variétés a2 deux dimensions
(ce sont les surfaces) et 4 plusieurs dimensions, et cela quel que
soit le nombre des dimensions (> 1), des variétés unilatéres.
.Dans le § 2 nous ferons _voir la relation entre nofre questlon
purement combinatoire. et les . consmératlons topologlques con-
cernant le caractére umlatere on bilatere ‘des variétés- a deux'
‘ou a plusieurs dimensions;- deux groupes de problemes qul a
premiére vue, semblent . blen\elmgnés I'un de Pautre. .



: § 2
) Son d’abord le nombre des dimensions » = 2. On peut faire
correspondre a chaque matrice quadratique

Aol
_ (.j=12,...,n)
un graphe (assemblage, réseau, complexe de lignes) qui, au sens
de 'Analysis situs, est parfaitement déterminé, et cela de la maniére
suivante.?) On fait correspondre aux lignes (des deux dxrecllons)
de la matrice deux fois n points
4 A, A,..,A, et B, B,..,B,

et on joint chaque A; a chaque B, par g,; arétes, ce nombre pouvant
étre nul. Ni_deux points A, ni deux B ne seront reliés. Si la matrice
est régulitre, le nombre des arétes concourantes en un point (A
ou B) sera le méme. pour chaque point. Dans ce cas le graphe
est appelé régulier En_appelant degré le nombre de$ arétes con-
.courantes en un point du graphe régulier, on voit que celui-ci
est égal au degré de la matrice correspondante. '

Si le degré de la matrice est d = 2, le graphe correspondant
consiste d’une ou.de plusieurs lignes fermées (polygones), chacune :
- d’elles ayant un. nombre pair de cotés (arétes). Cette derniére
propriété permet de-montrer trés facilement3) qu’'une matrice qua-
dratique du second degré se décompose toujours en deux matrices
du premier degré. :

Passant au cas » =3, on peut — et cela par un . procéde
parfaitement analogue A celui du cas précédent — faire corres-
pondre & chaque matrice cubique :

: o Hawxll
. _ G k=1,2,...,n)
un complexe de surfaces 1) On fait correspondre aux - couches de
trons posmons différentes trois fois n points : ‘

Ah Aﬂr LAY | An.
B, B, ... B,
Cb CZ’ ey Cn

et on joint 'par‘une aréte chaque couple de points qui sont désignées:

3) Voir-ma Note mentionnée, Mathematische Annalen, t. 77.

4) Pour la définition du ,complexe de surfaces* (Fiichencomplex), voir
Iartlcle »Analysis situs* de MM, Denx et HEEGAARD dans I'Encyklopddle der
math Wxssensdlaflen t. M, p. 157,
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par deux lelires différentes. On obtient ainsi un graphe G (com-
posé de 3n points et de 3 n® aréles), qui est évidemment régulier
et de degré 2n. Ce graphe (systtme de 3n? arétes) correspond
au systéme de 2n points considéré dans le cas de » = 2 dimen- -
‘sions. Comme nous avons construit plus haut le graphe corres-
pondant & la matrice quadratique en plagant entre certains points
un certain nombre d’aréles (limitées par deux de ces points),
maintenant nous formons le complexe de surfaces, que nous ferons
correspondre a la matrice cubique, en plagant un certain nombre
de membranes (éléments de surface) triangulaires dans certains
triangles (lignes fermées a trois arétes) du graphe G, et cela de
la maniére suivante. Chaque triangle qu’on peut former des aréles
du graphe G a la forme A;B,;C,; il lui correspond donc un
élément déterminé a,;, de notre matrice. Nous plagons dans chaque
triangle A, B; C, des meémbranes triangulaires en nombre a,;;, (qui
peut étre nul). Les triangles sont les frontieres des membranes ;
pour deux quelconques des membranes les points intérieurs seront
considérés comme différents. Le complexe de surfaces, S, composé
par ces membranes est — au sens de I’Analysis situs — par-
faitement déterminé par la matrice cubique. A chaque ligne de la
matrice correspond une aréte de G, p. ex. l'aréte correspondant
4 la ligne formée par les éléments '

Oy115 Q3245 0331y As41y « - s

est A, C,. Ainsi aux éléments d’une méme ligne correspondent des
membranes ayant (2 leur frontiére) uné aréte commune. La régu-
larité de' la matrice s’exprime donc en disant que le nombre des
membranes se rejoignant le long de la méme aréte est le méme
‘pour chaque ‘aréte. Dans ce cas le complexe de surfaces est appelé
régulier. En appelant degré d’'un complexe régulier de suifaces le
nombre des membranes se rejoignant le long de la méme aréte,
celui-ci est égal au degré d de la matrice cubique corres;i)ondante.
, Nous nous occuperons du cas: d==2. Dans ce cas chaque
aréle appartient 2 la frontiere de deux membranes et de deux
seulement. Donc:.le complexe de surfaces correspondant a une
. matrice cubique du second degré est une surface fem!ee*) qui
- peut étre connexe (d’un seul {enant) ou non.%)

" 8) Nous employons ici e terme ,surface fermée“ dans un.sens plus

- large que d’habitude. Pour qu’un complexe de surfaces soit appelé surface
_fer_mee dans la stricte acception du mot, il est aussi nécessaire que les
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Dans le cas de ' »=3, d=2 nous pouvons maintenant
donner la réponse suivante a la question posée au § 1:

Une matrtce M a ftrois dimensions et du.second degré se
decompose en deux matrices du premier degré si la surface fermée
F, correspondant @ la matrice, est bilatére, et ne se décompose pas
si celfe surface est unilatere.

Pour démontrer la premiére partie de ce theoreme supposons
d’abord que F soit bilatere. D’aprés la définition de Mosius cela
veut dire: qu’on peut choisir le sens de parcours (une ,indicatrice®*)
pour les fronti¢res de toutes les membranes- triangulaires de telle
fagon que chaque aréte soit parcourue dans les deux sens con-
traires suivant qu’on regarde cette aréte comme appartenant a la
~frontiére .de I'une ou de P'autre membrane auxquelles elle appar-
tient (Loi de.Mosius). Chaque membrane est du type '

A; B, Cy
G, j,k=1,2,...,n)
et pour chacune d’elles un des deux ordres cycliques ABC on ACB est
fixé. Dans le premier cas nous dirons que la membrane appartient
a la classe I, dans le second cas a la classe II. D’aprés la loi de
-Mosius, si les frontiéres de deux membranes ont une aréte com-
mune, 'une des deux membranes appartient A la classe I, I'autre
a la classe II. On peut faire correspondre a la classe | une mat--
rice cubique |} ;4 |, dfordfe n, de la fagon suivante. Nous posons
bx=1, s'il existe une’) membrane A, B;C, appartenant 2 la

membranes se rejoignant en un sommet ,forment un seul cycle* (v. Deun
et HEEGaARD, 1. c.). Ici nous avons-omis ce postulat et deux (ou plusieurs)
portions de notre surface fermée peuvent étre reliées par un- seul point
(smguher), comme, p. ex., les deux moitiés d’'un cone. Mais cette différence
n'a pas d’importance et ne compromet pas nos raisonnements ultérieurs, y
compris ceux qui se rapporteront i la question du caractére unilatére on
bilatére des surfaces. On peut, en effet, séparer ces portions de surface n’ayant.
en commun qu’un point isolé. Les surfaces obtenues ainsi sont des surfaces
fermées dans le sens strict, et on peut remplacer par elles les surfaces “fer-
mées du texte.

%) La surface n’est certainement pas’ connexe p. ex. si, en supposant
n>1, un élément de la matrice est 2. On a alors deux membranes bornées
par le méme triangle et ces deux membranes forment — au sens de I’Analysis
situs — une sphére, qui n’est contigué a aucune autre portion de la surface

7) ‘La surface peut avoir deux membranes désignées par le méme signe
A, B C, (v. 1a note précédente).
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classe 1; dans tout autre cas on pose b;;, = 0. La matrice || b,,,”‘
ainsi définie est du premier degré, car, notre surface étant fermée,
chaque aréte appartient & une membrane de la classe 1 et & une
seule, ce qui veut dire pour-la matrice || b,;, || que dans chaque
ligne il y a un élément égal a 1, les autres étant nuls. De méme
on peut faire correspondre a la classe [l une matrice cubique
i |l également du premier degré. Comme les classes I et II
épuisent les membranes de la surface, on a

sl + 11 Cijk =M
et M est en effet décomposé.
En passant a la deuxiéme partie du théoréme énoncé, sup-
posons que notre matrice M puisse etre décomposée en deux ma-
tnces du premler degré:

=\l = | bl + ll €tull- _
Conformement a cette décomposition on peut partager les mem-
branes de F en deux classes, 1 et Il. S’il n’y a qu'une membrane
désignée par A, B; C,. c’est-a-dire, si g;;,, = 1, nous la mettrons
dans la classe | ou II, suivant quon a b,,,,._l (et ¢;;5=0) ou
=1 (et b;,=0). S’il y a deux membranes -désignées par ce
méme signe (a,;, = 2) nous classerons une dans I, “Tautre- dans
II. Ainsi- deux membranes contigués suivant une aréte se:trouveront
toujours dans des classes- différentes. En faisant correspondre:aux
frontieres des membranes de la classe I Pordre cyclique ABC, aux
autres ’ordre cyclique ACB, la loi de Mésius se trouvera satisfaite.
- La surface F est donc en effet bilatére et la seconde partle du

1héoreme énoncé est également. démontrée.
Si on maintient la restriction d =2, on peut étendre notre '
résultat sans difficulté- nouvelle a un nombre quelconque de di- -
mensions. Ainsi la question, pour une matrice & » dimensions et
" du second degré, d’étre décomposable on non, se raméne i la
question de savoir si une variété a »—1- dimensions est bilatére
ou unilatére. .
Budapest, le 31 octobre 1923



Note sur ,Le troisi¢me probléme du jeu“.

Par M. Daxiel ArANY 4 Budapest,

. M. Louis Bacxeuier traite dans son ouvrage .Calcul des
probabilités* (Paris, Gauthier-Villars, 1912) le probléme de Ia
théorie générale du jeu, comme il suit:

1..On suppose deux joueurs A el B ayant chacun a leur
d:spasmon une somme illimitée, jouant un nombre délerminé (u)
de parties, quelle est la probabilité que A perde a unités eu u
parties ? (Premier probleme du.jeu, article.52. p. 33). '

-+ Soient a chaque partie, p la probabilité que le joueur A

gagne et ¢ =1 — p la probabilité, qu’il perde.

Soient. &k le nombre. des parties gagnées u—k le nombre des
parties perdues, on doit avoir’

) (u—k)—k;-a

d’oix
. m=a+t+2k '
La probabnhté que A perde a unités eu a+ 2k pantles est
T L L L S ©

La quantxte m, +2k o €St assujetie a la condmon expnmée
par quuatlon aux différences finies suivante: '

; o Mgtk a 7= P %y itak-1), a1 +‘1‘”a—1+2k a1 (¥3)

dont la condition aux limites est ‘"oo—l ' ,

‘2. Le joueur A, ayant a chaque partie probabilité p de gagner - -

1 et probabilité g—1—p de perdre-1, quelle est la probabilité

‘qu’il perde a unités eu a2k parlies. ,Le Joueur A posséde seu-

lement a:unités, le joueur B une somme illimitée ou simplement
-supérieure @ k. (Second probléme du jeu, article 146. p. 106).
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Désignons par wm,, ., ; la probabilité cherchée. Elle satis-
fait a I'’équation aux différences finies suivante: :
Mgtk a0 =p"’a+l+2:(k—l),a+l-,u+l Fqaiizk,a0,a Q)
dont les conditions aux limités sont: e, ,, = 1, m“,o,;zo.
La solution de I'équation aux différences finies (3) est:

"'.+zt.a.327:7(a+2k)P gtk 4)

On déduit de I’équation (3) la valeur de I’ expressron Waiok 2a
dans la forme suivante-

Mytok,8,8— P @q 1520, a1, a+i
+q P w, +2(k- l)a .8

+ ¢ pwa 1L (k—1),8—~1. a1 (5)

+qa—'lpw tok—1,2 2
Elle réduit Pexpression w, 14, 4,4 dite de Pordre &, & la somme
de a expressions, tous de Pordre k—1, c'est-a-dire réduites d’une
unité. _ ‘
3. Le joueur A pds&éde p unités, le joueur B posséde b unités;
quelle est la probabilité, que le Joueur perde a unités en a+ 2k .
barties ? (Troisiéme problemedu jeu, article 192. p. 136) '
M. BacueLier présente Ia valeur de cette probabilité, que 1e
‘désignerai par 1,24 4,4 dans la forme suivante :

— k
g i2k,2,86 =P G5 Payina — Qaqizkaiep
4 QPat2x3a:26 — Pat2k82:0b

~+ Qaiok5a445 — Par2k 000

+ etc - —elc. t (6)
Oll @,404 , €St définie par I'équation : -
A e a at+2k :
Pat2ka = atr2k ( k ) ' (7)

La ‘série contenue dans les parenthéses de I'équation (6)
s’arréte, quand (27—1)a+21b ou (22+1)a+24b est supéri-
eur 3 a+2k.

4. Je veux présenter !’expression de 1,104,425 dans une
forme qui n’est qu'une légére’modification de celle de M. BachE: ier.

" Dans ce but, je pars ‘de I'équation aux différences finies

" suivante :

Myi2k,aa6=P "'afl-ﬂ-'_'(k- attattb—t T d a1 2k a-1,a-1.041 (8)
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dont ‘les conditions aux limites sont: e q,0,5==1, 1 4.0,5=0 et

wa+zk.a,a,o:_0-
De I'équation (8) on déduit 1, ;5 4.4 dans-la forme

Waraka,ab= P Watitak—1),a+1,a+1b-1
+q Pws sikva a b

+q2 pw371+2’(k—l‘).a——'l‘a—l,b+~l (g)

+q*'pwr irk-n2 2 bra-2 ‘
-Elle réduit 'expression w, sz, 4 1, ».que nous dirons de 'ordre
k, a la somme de a expressions, de Il'ordre k—I, c'est-a-dire
réduites d’une unité. , . '
Si l'on choisit k==1, on reconnait que :
. - Wsis,8,8b~ Waizaas ' ‘ (10)
quand b> 1 (v. équation (5)) et que ' :

. b . .
wa+‘l.,a,a,|b—:_:wa+‘l;a.a—- ('q_) ”"a+2,a-+‘2b.a+2b.a (11)
quand b —1.
Je démontrerai, que I"équation’:
: b
"’.’a—l-'.’}\,a, ab— '_’)«H—?)\, aa (ZI‘) M2\ av2b,a+2b.a (|2)

qui est vraie pour 4=1, reste vraie de méme pour A=k, si
'on suppose qu’elle est vraie pour A=k —1.

Dans ce but ;ecnra\ le systeme d’équations (en nombre a)

suivant :
P\
Wai2k—tat1,a+1,b—-1 = Mai2k 1, a4t a4 ( ) a+°k—-l a+itiib—t)a: i s2(b U,a-1
Wy 2k-2a, a b —Maj2k-1a, a (7) Wayrk-2,a +26, a +2b, ‘a
b+t . ’
Waisk -2 a—1,a~1.b+1— Magprk—3 a~1 a— "’(’(]—) Watnf—3, a—142(b+1), a—1+2(b+1);a—1 (13)
. . b{a-—2 .
Wai2k—a,2, 2b+a-31—Wsi2k—a, 2 2 “‘(“q*J wa+2k-a.-’+’(b+a z),z+2(b+a—2>2

En multipliant la premiére équation du systeme (13) par p,

- la seconde par pq, la troisiéme par pg®> et la a-ieme par pg*!

et puis additionnant ces- prodults on obtient (v. équatlons '(5) et
(9)) P’équation:
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b
— _{P
wai?k,a,a.b“‘u'aidk.a.a -

q

q Wat2k-1,84142(b—1),8+1-12(b~1), 8-+1

+Pq  Wasak-2a 420 & 428, a
+pq Way2k-3.8-1+2(b-+1) 8~ 142(b+1), 8= (|4)

+P‘ q "ayok-a 242 (b+a2),242b4a-2a |
Pour reconnaitre 'que I’expression contenue dans les paren-
théses de I'équation (14) est égale A& w,isx a12b.8428,20 ON dOit
former le dernier systéme d’équations suivant:
gi2k at2b, a+‘2b a =P "Maiak 1 at2br1,842041.01 1+ G Mat2k-1,a+2b-"1. a+2b—1,8+1
Waiak—1,at2bH, a+2b+1,8-1 = PWatsk 2 atorbis atrbir, a-2+qwa+u-z a+2b,a42b,8 (18)
Mgiog 2 at2bi2,a+2b+2.2-2 =P Watik—3. a+1b+3,a 12b+3, a—3 T JWaiok_3 atubi1,atap-1,a-1
Mgisk-a.a+2bta-1,a+2+a-1,1 =P Wai2k-a,at2bta atviao TG Watrk-a,at+ib+a2, a+".'l‘q+a-2j 2
En multipliant la seconde équation du systéme (15) par p, '
fa troisitme par p% la a-itme par p*'et puis additionnant ces
produits on reconnait enfin que la quantité contenue dans les
parenthéses de 1’équation (14) ést égale & w, s o1 2420, a
L’équation (12) réduit-I’expression 1, ;. 4 ..» dite de P'ordre
k, a une autre ne contenant qu’une expression du méme genre
que 1,4, 5. Mais dont 'ordre est abaissé de b unités.
L’équation (12) fournit les mémes résultats que celle de M,
Bacheuier, laquelle est représentee par I'équation (6) de cette note.
5. Si Pon désigne par
Ma_y t2k,a-y.0,b
la probablhté que le loueur A, possédant une fortune a, perde ou
_gagne a—y unités (selon que u—y = 0) en a—y-+ 2k parties, le ~
joueur B possédant une fortune de & unités, on démontre par des
procédés analogues’ aux précédents qu'elle satisfait a équation:

_ P
Moy tak,a—y,a,0 == Wa—y tok.a—ya™ |—

b § .
A q) "'afy+2k,ﬂf}f+2'b~a+2b)” (|6)
quand k>56>0, ou ’ - |

y
wa—y +2k.a-y.a — Wa_y ok, a»y — 0*-Ay+2k 'a+y' : (l7)
q .

Pour la démonstratlon de léquauon (17) v. artlcle 154, p.
109—110, de Poivrage cité -de M. BACHELIER.
- La fonction Wyt g, ay,a €St discontinuée pour . y—O et on
doit faire usage en ce point de Véquation: (4) de cette note
" Budapest, le 14. avril 1923. C ot



Uber die Fourier-Koeffizienten einer stetigen
Funktion von beschrénkter Schwankung.
Von.S. Sipox in Budapest.

(Aus einem Briefe an Herrn F, Riesz) -

Vor "einigen Jahren bewiesen Sie,!) dass in der fiir die
Fourier-Koeffizienten einer Funktion von beschrdnkter Schwankung

giiltigen altbéka:nnten'Abschéitzu'ng a,und b, =0 (i) désO selbst

bei den stetigen Funktionen?) der namhchen Klasse nicht durch o
ersetzt ‘werden kann. ‘ ’

Die von Ihnen daselbst aufgeworfenen Probleme . loste Herr
Paur Csiwac®) mit Hilfe des folgenden Satzes, der eine Ver-
allgemeinerung eines Resultates des Herrn L. Fejer?) ist:

Ist 2 (a, cosnx +.b,sinnx) die Fourier-Reihe einer stetigen
~ Funktion von beschrinkter Schwankung, ~so, ist im Intervalle
" 0<x< 2=n tberali ' '
o S (X)'_

lim

7

WO S, (X) = 2 (ax coskx + by sinkx) ist.

1) Uber die Foumm Koeftizienten stetiger Funktionen von beschrankter
Schwankung, Math. Zeitschrift 2 (1918), S. 312—315.

2) Unter einer stetigen Funktion ist hier .immer eine im Intervaile
0 =< x <2 iiverall stetige, periodische Funktion zu verstehen.

3) Korlatos. ingadozasi. fiiggvények Fourier-egyiitthatéirél. Math. és
Phys. lapok 27 (1918), S 301—308. Siehe auch dne ebendort erschienene. Note
des Verfassers.

4) Bestimmung des Sprunges einer Funkllon aus ihrer Fourier-Reihe.
Journal fiir r. u. a. Mathematik 142 (1913), S. 165—188. Dort wird der Sprung
an einer beliebigen x Stelle aus der Fourier-Reihe der Funktion durch einen
in den Koeffizienten linearen -Grenzwert ausgedriickt ; bei einer stehgen
Funktion muss dieser Grenzwert fiir jedes x verschwinden.
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"Fur x =0 ergibt sich hieraus -

. : . £ kb,
1) - lim %= —=0.
m—

Q0
-Aus der Konvergenz von > (a, cosnx + b, sinnx) fir x =0 folgt
n=0

5 ka,
auch lim 'ﬂr—l—z 0. Die arithmetischen Mittel von (na,) und

(nb,) konvergieren also gegen 0.

Gestatten Sie mir, eine Verschirfung dieses Satzes mitzu-
teilen. Es gilt ndmlich auch der Satz:

~ . Bei einer stetigen Funktion von beschrinkter Schwa}lkung
bestehen .die Gleichungen

% lkag] " Y
2) lim "i"l—k—l_—.:lim M:O
n , n

- Beweis: Mit Z.(a, cosnx + b, sinnx) zugleich sind auch
Ya,cosnx und 3 b, sinnx die Fourier-Reihen stetiger Funktionen
von beschrankter Schwankung. Laut eines Younc'schen Satzes®) -
lasst sich dies auch von den trigonometrischen Reiten =naj sinnx
und = nb? sinnx behaupten. Wenden wir auf diese letzteren Reihen
1) an, so ergibt sich

— 2 . 2

und hieraus mit Hilfe einer sehr geléufigéanngleichung 2). Aus
2) folgt offenbar lim|na,|=]lim |nb,|=0. Es lasst sich sogar
schliessen, dass (na,) und (nb,) quasi gegen O konvergieren, d.

5) W. H. Youna: On Fourikr-series and fonctions of bounded varia-
tion. London Royal Soc. Proc. 88 (1913), S. 561—568. Der hier in Betracht.
kommende Satz lautet: Ist ¥ (@, cosnx -+ b, sinnx) die Fourier-Reihe einer .
stetigen Funktion von beschriinkter Schwankung und die. trigonometrische
Reihe X (an cosnx 4 B, sinnx) durch gliedweise Differentiation der Fouriek-
Reihe einer Funktion von beschrinkter Schwankung entstanden, so sind auch
T ap (@p cosnx + b, sinnx) und £ 8, (b, cosnx — a, sinnx) die Fourier Reihen
stetiger Funktionen von beschrinkter Schwankung. Die Behauptung des Textes -
ergibt sich hieraus, wenn £ @, cosax und £ b, sinnx mit ihren eigenen ,Deri-
- vierten* auf die Youncg'sche Weise komponiert werden.
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h. die Hauflgkelt der Indices, fm welche |na,,| und ‘| nb, |
ist, ist 0.5)

Zum Schiuss zeige ich noch, wie sich al3 Korrolar von 2)
.der folgende Satz des Herrn J. von Neumann?) herleiten ldsst:
Sind die Partialsummen der trigonometrischen Reihe = (A, cosnx -+
+ B, sinnx) nirgends negativ, so ist lim {A,|=lim |B,|=0.

Die trigonometrische Reihe S % (B, cosnx —A,sinnx) ist

die Fourier-Reihe einer Funktion von beschriankter Schwankung
f(x). Die Funktion f(x) ist stetig. Hitte sie Unstetigkeitsstellen, so
 liesse sxch schreiben : .
@ sinn (X—Xx .
19=g69+3 dkz—(,;——.ﬁ)—=g(x)+h(x),-
wo g(x) stetig und von beschrdnkter Schwankungist, x,, x,, .. . x
die ja hochstens in abzdhlbarer Menge vorhandenen Sprungstellen
von f(x), d,,d,...d,... den Betrag des Sprunges an diesen
Stellen bezeichnen ; bekanntlich ist X |d, | convergent. Bezeichnen
wir die Partlalsummen der Fourier- Relhen von g (x) und h(x)
mit o, beww. 7, (x), so ist :
(x) — 0 und zwar glexchmasslg
Ferner lassen sich in der Umgebung eines jeden x, zwei
Werte & und &, angeben fiir welche 7, (%) und 7 (&) von ent-
gegengesetzten Vorzeichen und a

)| und | 7, (§;) | > cn (c eine von n unabhanglge Konstante)

sind. Diese Bedmgungen erfﬂllen z.. B. 5,.,._xk+m

h=X+5——7 57 +I Im Fa\le endlich v1eler Sprunge foigt dies un-

8) Unter Hiufigkeit ist Iirﬁ # zu verstehen. Der Begriff .der Quasi-b

Konvergenz wurde von Herrn M. FekETE eingefiihrt. Vizsgélatok a FOURIER-
sorokrél. Math. és Term. Ert. 34 (1916), S. 759—786.

7) Von dem |NEumanN’schen Satze, der durch eine STEINHAUS'sche
Fragestellung entstand und den Anlass zur vorliegenden Note gab, nahm ich .
durch die miindliche Mitteilung des Herrn M. FEkeTE Kenntniss. Auch Herr I..
Scuur gab einen Beweis dieses Satzes, der ebenfalls von der Komposition
-Gebrauch macht.
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n ' T
mittelbar aus der bekannten Formel fiir > coskx; daraus foigt
k 0 :

aber die Behauptung auch im allgemeinen Falle, wenn man be- -
rlicksichtigt, dass bei hinreichend grossem K:

®
>, ds
k=K

Die Partialsummen von > (A, cosnx + B, sinnx)  wiirden
also ihr Vorzeichen wechseln. f(x) muss demzufolge stetig sein,
woraus nach 2) in der Tat lim.[A,|=lim|B,| =0 folgt.

o0
> cosn (x—x,)|<&n (¢ beliebig klein) ist.

n=l



Uber die konformen Abblldungen schhchter Geblete.

Von,TiBOR RAné in Szeged

-Einleitung. :

_ Wir betrachten im -folgenden die konformen Abbildungen
von beschrinkten schlichten Gebieten, welche von einer endhchen;
Anzahl von geschlossenen Jordankurven begrenzt sind.!) ;

‘ Zwei Gebiete G, und G; sind filr n.=1 nach dem Funda-.
mentalsatze?) stets aequlvalent im Sinne konformer Abbnldung Fiir
n>2 ist dies hingegen im Aligemeinen nicht mehr der Fali;
belsplelswelse sind zwei konzentrische Kreisringe K;: r,<|z|<R
und K;: rz<lz|<1?g dann und nur dann .konform aequivalent,
wennF. ist.%) ln § | zeigen wir, einer Anregung des

Herrn Koese folgend dass es eine. gegensemge Lage der Geblete_
G, und G, gibt, welche die konforme Aequlvalenz unmaglich
macht. Fur den Fail zweier konzentrischer Kreisringe K, und K, wird
diese gegenseitige Lage durch die Ungleichungen r,<rz<l\>2<[\3'l
_ karaktenslert

1) Bekanntllch blenben dlese Abblldungen auch am Rande stehg und'
em-emdeung .

?) Fiir den Fundamemalsat; haben die Herrn L. Fesir und F. Rikss
einen #usserst einfachen Beweis gegeben, welcher in meiner Note Uber die
Fundamentalabbildung schlichter Gebiete verdffentlicht wurde (diese- Zenschrm
Bd. I. Seite 240). .

3) Vgl. KoEBE, Uber konforme Abblldung mehrfach zusammenhﬁngender
ebener *Bereiche -etc., ][hresberichte der D. M. V. Bd. 15, Seite 142. Von
. grundlegender Bedeutung fiir diese Fragen ist die Arbeit von Scuorrky, Uber
die ‘konforme Abbildung mehrfach zusammenhidngender ebener Flichen,
Jouraal f. d. r. n. a. Math. Bd. 83. - L
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Die weiteren Entwicklungen’ beziehen sich auf die konformen
Abbildungen eines Gebietes - G, auf sich selbst. Fiir n =1 und
n =2 gibt es unendlich viele solche Abbildungen; beispielsweise
gestattet eine Kreistliche |z| <r unendlich viele Drehungen, des-
gleichen ein Kreisring r<|zj<R. Fir n>2 gilt hingegen der‘-“
Endlichkeitssatz, dass es nur endlich viele solche Abbildungen
geben kann.*) Dieser Satz hat, wie wir wohl sagen kbnnen, einen
‘topologischen Karakter, da seine Giiltigkeit von der Anzahl der
Randkurven abhingt. Es diirfte dalier nicht ohne Interesse sein,
eine, Herleitung diéser Tatsache zu geben, bei welcher die
topologischen und die funktionentheoretischen Griinde klar her-
vorireten. Wir versuchen dies in §§ 25, welche auch einige
weitere Sitze iiber topologische Eigenschaften der hier betrachteten
konformen Abbildungen enthalten. Wir betrachten ein Gebiet G,
mit #>2 und eine (nicht die) Gruppe von topologischen Ab-
bildungen des Gebietes auf sich selbst, wobei die einzelnen
Abbildungen der Gruppe auch am Rande stetig und ein-ein-
deutig sein und die Indikatrix erhalten sollen. Ist die Gruppe
endlich, also ihre Abbildungen periodisch, so erhilt man leicht
folgendes iiber ihr Verhalten in der Umgebung ihrer Fixpunkte :%)

a) Ist T eine nicht identische Abbildung der Gruppe, so hat
T nur isolierte Fixpunkte, von welchen kein einziger am Rande
liegen kann. : ' .

b) Ist P ein Fixpunkt von T, so gibt es geschlossene jordan-
kurven mit beliebig kleinem Durchmesser, welche P im Innern
enthalten .und bei der Abbildung T in sich iibergehen.

Es kann nun sehr einfach gezeigt werden, dass die Bedin-
gungen ¢) und b) nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend
fir die Endlichkeit der Gruppe sind. Ebenso einfach kann man
aber beweisen, mit Hilfe einer von Herrn BieserBacu herrihrenden
eleganten Schlussweise, dass diese Bedingungen sicher erfiillt sind,
wenn die Gruppe aus konformen Abbildungen besteht. Dementspre-
chend zerfillt die folgende Untersuchung in einen funktionentheore-
tischen (§2) und in einen topologischen (§§ 3—5) Teil. Die Methode
gestattet auch eine funktionentheoretische Einkleidung, indem man

1) Vgl. L c. 3), sowie Koess, Abhandiungen zur Theorie der konformen
Abbildung IV (Acta Matiematica Bd. 41. Seite 323). .

5) Vgl. v. KErékJArTO, Vorlesungen iiber Topologie I; Abschnilt Vi,
§ 6 (Berlin, 19.3). . :



49

sich durchgingig auf die Betrachtung konformer Abbildungen
beschrinken und den topologischen Hilfssatz in § 4 durch den-
Residuensatz ersetzen kann (s. den Schluss von § 5).

Satz. Sei G, (n> l)em beschrank!es schlichtes Geblel begrenzt
durch geschlossene Jordankurven C., C,, ..., C, Es seien ferner
CH, CM, ..., CP gesdilossene jordankurven, welche ganz im Innern
von G,,'vérlauf_en, einander nicht treffen, und eine solche Lage
haben, dass zwischen C, und C{" (1==1,2, ....n) keine weilere
Kurve liegt. -

Diese Kurven C, C"’, .. ..C) bégrenzen ein Gebiet G, auf
welches G, . nidit umkehrbar emdeuilg und konform abgeblldet wer-
den kann.

Dieser Satz muss wesenthche (opologxsche Grunde haben,
weil ja seine Giiltigkeit von der gegenseiligen Lage der beiden
Gebiete abhidngt, er muss aber auch wesentliche funktionentheore-
" tische Griinde haben, da die Gebiete topologisth aequivalent sind.
Der folgende einfache Beweis ist so angeordnet, dass diese Grunde
moglichst klar -hervortreten.

1. Hilfssatz. Es sei I ein beschrankies Gebiet, und f, (z),
@), ... s (&), ... eine Folge von Funktionen, welche in = ein-
- deutig, reguldr und gleichmdssig beschrinkt sind. Diese Funktionen
maogen ferner gelrennle Wertegebiete haben, genauer : ist a gegeben,
so gibt es unter den Funktionen der Folge hichstens eine, welche
diesen Wert. in X annimml. Ist dann E eine abgeschlossene Teil=
menge von 2, und bedeutet 4, die Schwankung von f,(z) dauf E,
so wird behauptet, dass 4, gegen Null konvergiert.

‘Wir nehimen an, die Behauptung sei falsch. Dann emhilt
die Folge f,(2) eine unendliche Teilfolge, deren Elemente auf E
Schwankungen haben, welche grosser als eine feste positive Zahl
¢ bleiben. Infolge der gleichmassigen Beschrinktheit kann man
daraus eine weitere Teilfolge aussondern, welche in ¥ konvergent
ist, und zwar auf jeder abgeschlossenen Teilmenge gleichmissig.
Der Einfachheit wegen bezeictinen wir diese Teilfolge wieder mit
L@, @), ... fa(2),..., die Grenzfunktion mit f,(2), die Werte-
* gebiete dieser Funktionen mit 3, 3, 3, ... B

“Weil fi(2), fo(2),-.. fa(2), ... auf E Schwankungen haben,
die grosser als die feste positive Zahl ¢ bleiben, so ist auch die
Schwankung von f,(z) auf E grosser oder gleich & wegen der

4
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glefchmissigen Konvergenz auf E. Daraus schliessen wir, dass
keine der Funktionen f,(2), f, (2), fi(2), ... konstant ist; mithin
sind 3, 3, 2, ... wirkliche Gebiete, d. h. zusammenhidngende
~ Punktmengen, welche nur aus inneren Punkten bestehen.

Ist nun & ein Punkt von 3, also &, =/, (a), wo a ein Punkt
in 2 ist, so konvergiert die Punkifolge {,=1f, (a) gegen §,; wir
kdnnen also sagen: ist £, ein Punkt in 3, so gibtes eine Punkt-
folge £, ;. . .. welche gegen §, konvergiert, wobei £, in 2, 5;in 3,
u.'s. w. liegt. Weil 2, ein Gebiet ist, so liegen fast alle - Punkte
{, in 2,; wir brauchen aber nur die. Tatsache, dass es einen
- Punkt & von 3, gibt, welcher gleichzeitig in einem anderen Gebiete
3 etwa in 2,, enthalten ist. Nach der soeben gemachten Bemer-
kung gibt es dann eine gegen &, konvergierende Punktfolge £, &, . ..,
wobei § in 3, &'in 3, u. s. w. liegt. Weil & in 2, liegt, und
3, ein Gebiet ist, so miissen fast alle Punkte &, in 3, liegen;
dies ist aber sicher unmdglich. Denn die Gebiete 2, 3, . . . liegen
getrennt, und deswegen enthdlt die Folge &, einen einzigen Punkt, -
namlich den Punkt &, welcher in I, liegt. Mit diesem Wider-
spruche ist der Hilfssatz bewiesen. .

2. Wir betrachten nun die zu Anfang dieses Abschnittes
erklirten Gebiete G, und G9, und bezeichnen mit T eine auch
am Rande stetige und ein-eindeutige- Abbildung von G, auf G{.
Wir werden dann solche Eigenschaften der Abbildung herlelten :
welche die Konformitdl derselben ausschliessen.

Das Bildgebiet G} ist ein Teilgebiet von G,, wir kdnnen
also die Abbildung T iterieren, d. h. die Potenzen 7% (k=0,1,2,...)
bilden. Wenn wir mit G das Bild von G, durch T* bezeichnen,
so haben G und G*+" dieselbe gegenseitige Lage, wie G, und
GY; denn bei der Abbildung T* geht G, in G, G in G*+"
tiber. Wir kdnnen also die Randkurven von G¥ derart mit C{¥,
C®, ... C'™ bezeichnen, dass zwischen C{®¥ und C{*+" keine
weitere Kurve C liegt. (i=1,2,...n; k=1,2,... ad inf) Da
nun n>1 ist, so hat jedes Gebiet G/¥ wenigstens eine innere
Randkurve; aus der gegenseitigen Lage der Gebiete G und
G!*+V folgt dann, dass.jede Kurve C'*+" wenigstens eine Kurve
C™® ‘im Innern enthilt. Bezeichnen wir also mit ¢ den kieinsten
unter den Durchmessern der Randkurven des Ausgangsgebietes G,
so folgt aus dieser Bemerkung, dass jede bei der Iteration auf-
tretende Kurve C einen Durchmesser > ¢ hat.
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Wir betrachten nun das Ringgebiet 3, welches zwischen G
und C® liegt. Das Bild von 3 durch T* heisse 3;; dann ist 3,
wieder ein Ringgebiet, welches von einer Kurve C* und von einer
Kurve C**" begrenzt wird. Wir stellen zundchst fest, dass die
Gebiete 2, 2,, 3, ... getrennt liegen. Es ist ndmlich =3, ein Teil-
gebiet von G'*, also wegen G > G®> ... auch Teilgebiet von
G¥, wihrend = keinen Punkt mit G gemein hat; die Gebiete =
und 2, liegen also sicher getrennt. Durch 7™ geht 3 in 3, 2
in 3,4 tiber; es liegen also auch 3, und 3, ., gelrennt, wobei
k urd m irgendwelche positive ganze Zahlen sind.

Nun nehmen wir in 3 eine 'ge$chlossene Jordankurve 2 an,
.welche die beiden Randkurven von 3 voneinander trennt, und
bezeichnen mit 4, das Bild von 4 durch T* Dann ist 4, eine in
3y liegende geschlossene Jordankurve, welche die Randkurven von
- 2, voneinander trennt, mithin die innere Randkurve von 3, im
Innern enthdlt. Da diese letztere: Kurve einen Diameter > ¢ hat,
so ist auch der Diameter von 4, grosser als &. Zusammenfassend
koénnen wir sagen:

Bezeichnet 5 das Ringgebiet zwischen C, und C{, und 4
. eine in = verlaufende geschlossene Jordankurve, welche die beiden
Randkurven voneinander trennt; sind ferner 3, und 2, die Bilder
von = und 4 durch T* so gelten die beiden Tatsachen:

a) Die Gebiete 3,, 2,,... liegen getrennt, und sind im ur- °
spriinglichen Gebiete G, enthalten -
b) Die Durchmesser der Kurven 4, 4,,... sind grosser als ¢,

wo & den kleinsten unter den Durchmessern der Randkurven des
urspriinglichen Gebietes G, bedeutet.

Ein Blick auf unseren Hilfssatz 1 zeigt jetzt, dass die Abbll-
dung 7 nicht konform sein kann.®) ‘

3. Auf konzentrische Kreisringe angewendet, ergibt dieser
Satz die in der Einleitung erwidhnte Tatsache, dass ndmlich die
. konzentrischen Kreisringe K,:r,<|z| <R, und K,-r2<|z|<R,
Iy .

dann und nur dann konform aequivalent sind, wenn- —:F ist.
. H
. R, . ..
i etwa <—— also~—<—— Dann bestimmen wir die reelle
se ’ R Rz Rz

6) Es gibt auch keine konforme Abbildung mit Umlegung der Winkel
man erkennt dies dirch die'Betrachtung der geraden Polenzen der Abbildung 7.
. _ .
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positive Zahl ¢ derart, dass% <o <L R wird. Durch die Anhnlich~
. 2 2 i

keitstransformation 2’ = ¢z geht K, in den Kreisring ¢r,<|z|<¢R,
iiber, welcher wegen r,<¢r,<¢R,<R, die in unserem Satze-
geforderte Lage gegen K, hat, mithin keine konforme Abbildung
auf K, gestattet. Wenn hingegen _P_—T?—, ist, so kann K, durch
eine Ahnlichkeitstransformation in K, tiberfiihrt werden. ’

Aus Hilfssatz 1 folgt auch sofort das folgende hiibsche
Lemma des Herrn Koese:

Es seien C,, C;, C,, Ci, Cy, CQ, e geso’zlossene Jordankurven,
von welchen jede die folgenden im Innern enthdll, und sei 2, das
Gebiet zwischen C, und C,. Wenn alle Gebiete 2 konform aequi-
valent sind, so konvergieren die Durchmesser der Kurven C gegen
Null?)

Nach Voraussetzung gibt es eme in 2, emdeutlge reguldre
Funktion f,(z), welche 2, umkehrbar eindeutig und konform auf
3, abbildet. Wir nehmen in 3, eine geschlossene Jordankurve 4,
an, welche C, und C; trennt, und bezeichnen mit 4, das Bild von
4 durch f, (2); dann liegt 2, in 2, und enthdlt C, im Innern. Da
die Gebiete 3,, Z,,... getrennt liegen, so folgt aus Hilfssatz 1,
dass die Durchmesser der Kurven 1, gegen Null konvergieren.
Dasselbe gilt dann auch fiir" die Kurven C, da 4, die Kurven
Cp, C& im Innern enthilt, wenn m>n ist.

§ 2.

Es sei 3 ein beschrinktes schlichtes Gebiet und f(z) eine
in I eindeutige reguldare. Funktion, welche eine umkehrbar ein-
deutige Abbildung von 2 auf sich selbst vermittelt. Wir nehmen
an, dass die Abbildung einen Fixpunkt hat; dann gilt der folgende-

Hilfssatz 2. Im Fixpunkte ruft die Abbildung keine Ver-
zerrung hervor; hingegen findet dort immer eine Drehung statt,
den trivialen Fall ausgenommen, wo sich die Abbildung auf die
Identitdt reduziert. %)

Ohne Beschrdnkung der Allgememhelt konnen wir den Fix-
punkt mit dem Punkte z=0 zusammenfallen lassen-;—in-der Um-

) KoEBE, Uber die Umformxsxerung der algebraischen Kurven II, Math.
Annalen 69.

8) BieserBacH, Uber einen Satz des Herrn Cararniopory, Gotlinger
Nachrichten 1913. Dort wird der Satz als Eindeutigkeilssatz bezeichnet.
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gebung des Nullpunktes gilt dann eine Entwicklung:
f@=yz+... y$0.

"Wir zeigen zundchst, dass im Fixpunkte keine Verzerrung
stattfindet, dass also |y|=1 ist. Sonst kbnnen wir annehmen,
dass |y|>1 ist; wére ndmlich |y|<l so wiirden wir einfach
die inverse ‘Abbildung betrachten. Setzen wir :

LQ=FIf@)] ... fa@)=Fflfas (D] ...,
so sind alle diese Funktionen in .2 eindeutig, reguldr und gleich-
méssig beschrénkt: |f, (z)| <R, wo R den Radius eines Kreises
bezeichnet, welcher 2 =— 0 zum Mittelpunkie hat und das Gebiet =
im Innern enthdlt. Es sei nun |2| < eine Kreisfliche, welche
ganz in X liegl; dann gilt die bekannte Ungleichung ]f"(0)|<—§.
Offenbar ist nun f; (0)_7" so dass die- Unglexchung
R
< 3 _
-besteht. Wegen |y|>1 wird die linke Seite zugleich mit n un- -

. endlich, wihrend die rechte Seite von n nicht abhingt; mit diesem
Widerspruche ist-die Behauptung 7| =1 erwiesen.

Wir zeigen weiter: wenn im Fixpunkte keine Drehung statt-
findet, so reduziert sich die Abbildung auf die Identitéat. Mlt anderen
Worten: aus y =1 folgt f(z) =z. Sonst wire

f)=z+a2*+..., a,%0.
Dann fo]gt:

fi(2)=z2+2a,2*+..

fs(z)—z+30kz"+

lst wieder |z| <9 eine ganz in X enthaltene Kre:sflache 50
V»folgt nach der bekannten Koeff:znentenabschﬁtzung

n|a,,]<§‘. also. Iak|<——-,;."

Daraus folgt ay =0, entgegen der Annahme.

Hilfssatz 3. Sei 2 ein beschrinktes sdzhdzles Geblef und
T eine timkehrbar eindeutige konforme ~Abbildung von 3 auf sich
selbst, welche einen Fixpunki P hat. Dann gibt es geschlossene
Jordankurven von beliebig kleinem Durchmesser, welche: den Fixpunkt
P im Innern enthalten upd durch T in sich transformiert werden.

Es geniigt -zu zeigen, dass es ein einfach zusammenhdngen--
des, den Fixpunkt P enthaltendes Teilgebiet G.von = gibt, welches
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fir die Abbildung 7 invariant ist; bildet man nimlich dieses
Teilgebiet G auf das Innere des Einheitskreises konform ab, derart
" dass P in den Mittelpunkt {ibergeht, so wird die durch T bewirkte .

Abbildung desselben in eine Drehung transformiert, bei welcher- .

die konzentrischen Kreise einzeln in sich tiberfiithrt werden.

Ein solches invariantes Gebiet G kénnen wir nun wie folgt
erhalten, Wnr betrachten eine Kreisfliche » vom Radius ¢, welche
P zum Mittelpunkte hat und ganz in 3 liegt, und wenden auf x
alle Abbildungen T* an (k=0,+1,4+2,...). Da nach Hilfssatz
2 diese Abbnldungen im Fixpunkte P keine Verzerrung hervorrufen,
50 gibt es nach dem Verzerrungssatze eine konzentrische Kreis-
fliche von nicht verschwindendem Radius, welche in alien Bild-
gebieten enthalten ist. Es gibt ‘also wirkliche Gebiete, welche den
Punkt P enthalten und in allen Bildgebieten von x enthalten sind.
Durch Vereinigung aller solcher Gebiete erhalten wir ein Gebiet
G, das grosste Gebiet mit dieser Eigenschaft. Dann ist G offen-
bar invariant fiir die Abbildung T; es hdngt aber auch einfach
zusammen. Sei ndmlich C eine in G liegende geschlossene Jordan-
kurve ; nach der Erkidrung von G liegt dann C in allen Bildgebieten
von x. Weil aber diese Bildgebiete einfach zusammenhingen, so
ist auch das Innere von C in allen Bildgebieten enthalten, folglich
auch in G, weil sonst G durch Hinzufigung des Inneren von C
vergrossert werden konnte, ohne seine karakteristische Eigenschaft
zu verlieren. Damit ist gezeigt: ist eine geschlossene Jordankurve
in G enthalten, so ist auch das Innere derselben in G enthalten,
Dadurch ist G als emfach zusammenhdngendes Gebiet gekenn-
zeichnet. .

Hilfssatz 4. Sei ein Gebiet G, mit n> 1 vorgelegt, und
T sei eine umkehrbar eindeutige konforme Abbildung von G, auf
sich selbst. Dann hat T keinen Fixpunkt am Rande des Gebietes,
vom trivialen Falle abgesehen, wo sich T auf die Identitiit reditziert.,

Wenn T einen Fixpuakt P am Rande hat, so kdnnen wir
* ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit annehmen, dass dieser Fix-
punkt auf einer inneren Randkurve liegt, welche mit dem Einheits-
kreise zusammenfillt. Durch Spiegelung am Einheitskreise erhalten
‘wir ein Gebiet G},; dasselbe bildet zusammen mit G, ein Gebiet _
Gin1, und die Abbildung T kann durch Spiegelung am Einheits-
kreise zu einer umkehrbar eindeutigen konformen Abbildung von
Gypy auf ,sic_h selbst erweitert werden. Im Fixpunkte P findet nun



55

keine Drehung statt, weil der Einheitskreis mit Erhaltung des
-Umlaufssinnes in sich transformnert w:rd, nach Hilfssatz 1 ist
aIso T die. identische - Abbildung.

§ 3. .

In dxesem Abschnitte stellen wir einige vielfach verwendete
Tatsachen uber Arcusvariation zusammen, die wir in der Folge
~bendtigen.

Wir betrachten in der z-Ebene zwei geschlossene Jordan-
kurven, C, und C,, und eine umkehrbar eindeutige stetige Abbildung
dieser Kurven aufeinander. Ist P, ein Punkt auf C, P, der ent-
sprechende Punkt auf C, so setzen wir voraus, dass P, und P,

—- )
nie zusammenfallen. Unter arc P, P, verstehen wir den bis auf
Vielfache von 27 bestimmten Winkel,” welchen der , Transfor-

mationsvekior“ P, P, mit der reellen positiven Achse einschliesst.

Wir lassen nun den Punkt P, in einem gewissen Sinne einen .
- Umlauf auf C, ausfiihren; dann fiihrt der Bildpunkt P, einen

. ——
Umlauf auf C, aus. Ist & eine stetige Bestimmung von arc P, P,
so dndert sich @ bei diesem Umlauf um eine Grosse von der
Form 2km, wo k eine ganze Zahl ist. Die Arcusvariationen der

Vektoren P, P, und P, P, stimmen dabei iiberein; ist ndmlich &
eine stetige Bestimmung von arc P, P, so ist & = @+ m -eine

. : -
stetige Bestimmung von arc P,P,, so dass sich @ und ¢ um
dieselbe Grdsse dndern. Durch Umkehrung des ‘Umlaufssinnes
dndert hingegen die Arcusvariation das-Vorzeichen.

In gewissen Fillen kann man die Arcusvariation durch die _
folgende Kontinuititsbetrachtung,bestimmen. Wir nehmen innerhalb
C, einen nicht auf C, gelegenen Punkt A an und bilden das
Innere von C, auf das Innere des Einheitskreises konform ab, so

~dass A in den Mittelpunkt iibergeht; diese Abbildung ist bekannt-
lich auch am Rande stetig und ein-eindeutig. Mit C, (¢) bezeichnen
wir-die Kurve, welche bei dieser Abbildung in den konzentrischen
Kreis vom Radius ¢ iibergeht; es ist hiernach C,(1) mit C, iden-
tisch, und unter C,(0) wollen wir den Punkt A verstchen. Als
Radien bezeichnen wir die Bogen, welche bei der Abbildung in
Radien des Einheitskreises transformiert werden. Nunmehr erkliren
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wir eine -Abbildung von C, auf C, (¢), indem wir dem Punkte P,
denjenigen Punkt P, (g) auf C,(¢) zuordnen, welcher mit P, auf
. einém Radius liegt. Wenn dann P, fiir keinen Wert von ¢ mit
seinem Bildpunkie zusammenfillt, so wollen wir sagen, dass die
Kurve C, auf den Punkt A zusammengezogen werden kann. Ist
dies der Fall, so gilt-die beinahe evidente Bemerkung, -dass die

—
Arcusvariation des Transformationsvektbrs P, P, gleich der Arcus-

— .
variation des Vektors AP, ist (also gleich Null, wenn A ausserhalb,
und gleich +2n, wenn A innerhalb C, liegt). Bezeichnet man

niamlich die Arcusvariation des Vektors P,(¢) P, mit 4 (g), so ist
diese fir 0 <o <1 eindeutig erklirte Funktion offenbar stetig. Da
sie aber nur Werte von der Form 2kn annehmen'kann, wo k -
eine ganze Zahl ist, so reduziert sich dieselbe auf eme Konstante ;
“es ist also A(1) = 4(0). :
' 'Fiir unsere Zwecke kommen die folgenden Falle in Betracht :

a) Die Kurven C, und C, schliessen einander aus. Dann
kann C, auf einen Punkt ausserhalb C, zusammengezogen werden,
mithin ist die Arcusvariation 4 gleich Null.

b) Die eine der beiden Kuiven enthdlt die andere im lnnem
Dann kann man die innere Kurve auf einen Punkt zusammen-
ziehen; es ist also 4 =2 oder 4 =—2mn, je nachdem die
- dussere Kurve im mathematisch positiven oder negativen Sinne
umlaufen wird. :

¢) Die. beiden Kurven hegen veremlgt Dann zieht man etwa .
-C, auf einen inneren Punkt zusammen und erhiltd = +2,1 wie
im Falle b). -
, Wir brauchen schliesslich einen Satz {iber die Arcusvariation
- einer stetigen Funktion. Es sei ein Gebiet G, vorgelegt und eine
in G, einschliesslich Randes emdeutlge stetige Funktion f(z),
welche dort nirgends verschwindet. Dann kann man arcf(z) auf
jeder Randkurve C, stetig fortsetzen; die Anderung-von arcf(2)
bei einem in Bezug auf das Gebiet positiven Umlaufe auf C; werde
mit -/, bezeichnet, Dann gilt der auf Caucuy zuriickgehende Satz,
dass 4,+.4,+...+.7,=0 ist. Da pamlich f(z) im abgeschlos-
senen Bereiche G, stétig und von Null verschieden isf, so hat
dort |f(z){ ein posmves Minimum m. Ist die- Schwankung von.

: f(z) in G, klemer als , so erkennt man, dass jede stetige Be-
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stimmung von arc f(z) im ganzen Gebiete G, eindeutig ist, so
dass die Grdssen 4, einzeln verschwinden. Ist diese Bedingung
nicht erfiilit, so kann man, da f(z) gleichmissig stetig ist, das
Gebiet in endhch viele (krummhmge) Dreiecke zerlegen so dass
- fiir .]edes Dreieck die Schwankung kleiner als —2— wird. Addiert
man nun die Arcusvariationen, 'welche durch positiven Umlauf der
einzelnen Dreiecke erhalten werden, so ist die Summe einerseits

gleich 4, +4,+ ...+ 4, da sich die von den inneren Dreiecks- -

seiten herriihrenden Beitrige gegenseitig autheben, andererseits
gleich Null, weil die Summanden einzeln verschwinden.

§ 4.

Wir betrachten ein Gebiet G, und eine die Indikatrix erhal-
tende, auch am Rande stetige und ein-eindeutige Abbildung von
G, auf sich selbst.?) Fiir n=1 hat die Abbildung sicher einen
Fixpunkt, wie Herr Brouwer gezeigt hatte. Fiir n>1 hat Herr v.’
KerexjirTo folgende Fixpunktssitze angegeben: wenn bei der Ab-
bildung keine Randkurve in sich transformiert wird, so gibt es
wenigstens zwei Fixpunkte; wird eine einzige Randkurve in sich
transformiert, so gibt es wenigstens einen Fixpunkt; desgleichen, -
wenn n > 2 ist, und alle Randkurven in sich transformiert werden.
Versucht man nun, weitere spezielle Satze zu bilden, so findet
man_ sofort eine. aligemeine Aussage, welche alle Fille umfasst, wo
sich die Existenz eines Fixpunktes behaupten ldsst. ‘

Fixpunktssatz. Es sei ein Gebiet G, vorgelegt. Sei T
eine die Indikairix erhaltende, auch am Rande stetige und ein-
. eindeutige Abbildung von G, auf sich selbst, und v die Anzahl der
Randkurven, welche durch T in sich transformiert werden. Ist v + 2,
~ so hat T wenigstens einen thpunkt istv=2,s0 braudlt es keinen
. thpunkt zu geben. _

Wir zeigen: wenn T keinen Fixpunkt hat, so ist v—2’°)
Mit ¢ (z) bezeichnen wir die stetige Funktion, welche die Abbil-
dung vermittelt, und bilden die Funktion f(z)=¢ (2)—z. Wenn
die Abbildung keinen Fixpunkt hat, so istf(z);FO.im’ ganzen

%) Fiir die in diesem Abschnitte behandelten Fragen vgh 1 ¢’ %), Ab- ,
schnitt VI, § 2. )

10) Im Spezialfalle v ==n wird unser Beweis mxt deijenigen des Herrn .
von KERERJARTO identisch; vgl. L c. 5), Seite 200, Satz VII.
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Gebiete. Dann aber muss (§ 3) die Summe S=4,+4,+...+4,
verschwinden, wo 4, die Anderung von arc f(z) bei einem in
Bezug auf G, positiven Umlauf der Randkurve C; bedeutet.

Ist zundchst v =0, so ist fiir die dussere Randkurve 4 =2x
(§ 3, Fall b), ebenso fir diejenige innere Randkurve, welche in
die dussere Randkurve transformiert wird; flir jede weitere innere
Randkurve ist J_O (§ 3, Fall a) Es 1st also in diesem Falle
S=4n.

Ist >0, so kénnen wir annehmen, dass die dussere Rand-
kurve in sich transformiert wird. Ist p die Anzahl der inneren
Randkurven, welche in sich tiansformiert werden, so ergibt sich

S=(1—-p)2a. In der Tat, fiir die dussere Randkurve ist 4 =2,
fiir jede innere Randkurve, welche in sich transformiert wird,
4=—2n= (§3, Fall ¢), fiir jede weitere innere Randkurve ist
4 =0 (Fall a). Aus S§=0 folgt, dass p_-l also » =2 ist, womit
der lepunktssatz bewiesen ist.

§ 5.

Es sei nunmehr ein Gebiet G, mit n > 2 vorgelegt und @&
sei eine Gruppe von Abbildungen dieses Gebietes auf sich selbst,
wobei die einzelnen Abbildungen der Gruppe auch am Rande
ein-eindeutig und stetig sein und die Indikatrix erhaiten sollen.
Wir setzen ferner voraus, dass die folgenden beiden Fixpunkts-
bedingungen erfiilit sind:

I Ist T eine nicht-identische Abb:ldung der Gruppe so hat
T hdchstens endlich viele Fixpunkte, von welchen kein emznger
am Rande des Gebietes liegt.

IL Ist T eine Abbildung der Gruppe  und P ein Fixpunkt
von T, so gibt es geschlossene Jordankurven von beliebig kleinem
“Durchmesser, welche den Fixpunkt im Innern enthalten und durch
T in sich transformiert. werden.

Nach den Hilfssdtzen von § 2 bilden insbesondere d|e kon-
formen Abbildungen des Gebietes auf sich selbst eine Gruppe mit
diesen Eigenschaften.

Zunichst -kdnnen wir den Fixpunktssatz von § 4 fiir dne
Abbildungen der Gruppe wesentlich verscharfen Es-gilt-ndmlich
der folgende Satz:

Ist T eine nicht-identische Abbildung der Gruppe, v die An-
zahl der Randkurven, welche durch T in sich iransformlert werden,
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u die Anzahl der Fixpunkte von T, so ist
o vt p=2 ‘
Um dies einzusehen, umgebe man jeden Fixpunkt von T mit
" einer kleinen invarianten Kurve. Durch Entfernung der Innengebiete
dieser Kurven entsteht ein Gebiet G, , welches durch T eben-
falls auf sich selbst abgebildet wird, wobei » + ¢ Randkurven in
sich transformiert werden. Da aber nunmehr kein Fixpunkt auf-
tritt, so folgt aus dem Fixpunktssatze, dass » - pu =2 sein muss.
Aus dieser Relation kann man eine Reihe von Folgerungen
ziehen.. Zunichst folgt offenbar:
Wenn. T mehr als zwei lepunkte hat, oder mehr als 2wei
Randkurven in sich transformierf, so ist sze identische Abbildung.
Da ferner jede Randkurve, welche durch 7 in sich trans-
formiert wird, desgleichen jeder Fixpunkt von T auch durch T*
in sich iibergeht, so wird fiir T* die Relation »+u =2 sicher
nicht mehr bestehen, wenn das Auftreten einer neuen invarianten.
Randkurve oder eines neuen Fixpunktes festgestellt werden kann.
Daraus folgt beispielsweise fiir k=2 A
Wenn T irgend zwei Randkurven oder irgend zwei Punkte
vertauscht, so ist 7 involutorisch.
. Es ergibt sich auch sofort die Endlichkeit der Gruppe. Jede
Abbildung der Gruppe ruft eine bestimmte Permutation der Rand-
kurven hervor; wenn aber zwei Abbildungen der Gruppe, 7, und
T, dieselbe Permutation hervorrufen, se sind sie identisch, da
alsdann .die Abbildung T=T, T;' mehr als zwei, namlich alle n,
Randkurven in sich transformiert. Es gibt also hdochstens so. viele
Gruppenelemente, als es verschledene Anordnungen von n Din-
gen gibt.
" Die vorstehenden Entwicklungen liefern nicht nur die End-
lichkeit der Gruppe, sondern iiberhaupt einen Einblick in die
" Struktur derselben. Fiir den Beweis des Endlichkeitssatzes reicht
bereits ein Teil unserer Hilfsbetrachtungen, wie der Leser leicht
erkennen wird. Wir wollen hier nur kurz angeben, wie man den
_Endlichkeitssatz fiir konforme Abbildungen beweisen kann, wenn
man unsere Methode in die Sprache der Funktionentheorie {ibersetzt.
Es handelt sich also um die folgende Tatsache: Ist G, ein
Gebiet mit n>2, und T eine umkehrbar eindeutige konforme
Abbildung dieses Gebietes auf sich selbst, welche jede Randkurve:
in sich transformiert, so ist 7 die identische Abbildung. Ohne
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Beschrankuing der Allgemeinheit kdnnen wir voraussetzen, dass die
Randkurven analytisch sind. Ist dann f(2) die reguldre Funktion,
welche die Abbildung vermittelt, so ist dieselbe auch am Rande
analytisch. Dasselbe gilt dann von der Funktion ¢(2)=f(2) —2,
welche nach. Hilfssatz 4 in §2 am Rande von Null verschieden

ist, wenn f(z)z'zz ist, was wir jetzt annehmen wollen. Bedeutet

dann 4, die Variation von arc ¢ (2) bei einem in Bezug auf das
Gebiet positiven Umlauf der Randkurve C,, so ist nach dem Resi-
duensatze

WO U dle Anzahl der innerhalb G, gelegenen Nullstellen von ¢ (2)
bedeutet. Nun ist aber (§3, Fall ¢) fir die dussere Randkltrve
4 =2, fiir jede innere Randkurve d.f—27r es folgt also

T p=2—n. :
Da aber die Zahl u ihrer Bedeutung nach > 0 ist, wahrend wegen
n > 2 die Differenz 2—n sicher riegativ ist, ‘enthilt diese Gleichung
einen Widerspruch und damit ist der Endlichkeitssatz bewiesen.
- Szeged, den 22. 1. 1924. '
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B. v. Kerékjart6, Vorlesungen iiber Topologie 1. (Grund-
lehren der math. Wissenschaften VIi.) VIII+ 270 S., Berlin, J.
Springer, 1923.

Dieses Buch entstand aus den Vorlesungen, die der Verfasser, Privat-
dozent an unserer Universitdt, auf Einladung der Universitdt Gottingen im
Sommersemester 1922 gehalten hat. A
) Der vorliegende erste Band enthilt die Topologie der Ebene und der
Fidchen und gliedert sich in 7 Abschnitte: 1. Punktmengen; 2. Kurven; 3.
Gebiete ; 4. Polyederfiichen ; 5. Offene Flichen ; 6. Abbildungen von Flichen;
7. Kurvenscharen auf Flichen. Es ist darin in lebhafter Darstellung ein reiches
Material zu einem wertvollen Lehrbuche verarbeitet, welches besonders jenen,
die die Topologie hauptsichlich wegen ihrer Anwendungen auf Funktionen-
theorie, Differentialgleichungen oder Variationsrechnung interessiert, sehr
gute Dienste leisten wird, Die Topologie der mehrdimensionalen und der
abstrakten Riume, sowie die kombinatorische Topologie, und damit also die
eigentliche systematische Darstellung der Methoden, sollen in einem zweiten
Bande folgen. Den reichen Inhalt dieses zweiten Bandes lisst schon jenes
* weit.ausholende Referat iiber die Probleme der Topologie ahnen, welches
dem. vorliegenden Bande als Einleitung an die Spitze gestellt ist.

-Zum Schlusse sei es mir gestattet den Wunsch auszusprechen, dass im
zweiten Bande derartige klassische S#tze, wie z. B. der JorpaNsche Kurven-
satz, ausfiihtlicher mit Litteraturnachweisen belegt und wenigstens die leitenden
Gedanken der verschiedenartigen Beweise kurz angedeutet werden.

F. R.

“

A. Fraenkel, Einleitung in die Mengenlehre, 2weite
erweiterte Auflage (Grundlehren der math. Wissenschaften 1X.)
IX+ 251 S., Berlin, J. Springer, 1923.

Die erste Hilfte des Buches gibt eine sehr breite und sehr klare Dar-
stellung der wichtigsten Tatsachen der klassischen Mengenlehre, die in hohem
Masse geeignet ist Anfidnger, Nichi-Mathematiker und Philosophen in das
Gebiet einzufiihren.” Ausser den grundlegenden Begriffsbildungen und Resul-
taten Caxror’s werden nur noch der Aequivalenzsatz (fiir den nicht der
einfachste Beweis angefiihrt wisd) und der ZErRMELO’sche -Wohlordnungssatz
behandelt. : SR , -

Die zweite Hilfte des Buches beschiftigt sich mit den Erschiitterunger,
die du ch die Antinomien von BuraLi-Forti, RusseLL und RicHARD “in der
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Mengenlehre und hiermit in der ganzen Mathematik hervorgerufen wurden
und mit den Rettungsarbeiten, die seit elwa 15 Jahren im Zuge sind.

Am ausfiihrlichsten wird die ZermeLosche Axiomatik behandelt, zu der
der Verf. wertvolle Beitrage geliefert hat. (Ist aber in der neuen Form des
Axiomes V., S. 198, kein Zirkel enthalten ?). Ausser dieser formalistischen
Methode werden noch besonders zwei in. ausfiihrlichen Darstellungen vor-
liegende, tiefer in philosophische Probleme eingreifende Grundlegungen
behandelt, nimlich die von RusseLL und die von JurLius Kénig. Durch die
sehr gliickliche Auswah! einiger. charakteristischer Momente wird der Verf.
sicherlich auch hier sein Ziel erreicht haben, nimlich zum Studium der Ori-
ginalarbeiten anzuregen und ihre Lektiire zu erleichtern. Dasselbe gilt iiber
die Behandlung der neuesten Untersuchungen HiLBERT’s betreffend das Prob-
lem der Widerspruchslosigkeit; auch wird auf die ,weilgehende Uberein-
stimmung* der HiLBERT’Schen Arbeiten mit dem System von K6xic hingewiesen:

" Der ,radikal-revolutionistische* intuitionismus von BROUWER und WEYL
der bis auf KrONECKER zuriickgefiihrt wird, wird vom Verf. grosstenteils
abgelehnt, was wohl fast allgemeine Zustimmung erwecken diirfte. Hieran
anschliessend wird der PoiNcari-Russerrsche Verbot der nicht pradikativen
Definitionen erdrtert. Man muss aber keineswegs Intuitionist im Brouwexk-
schen Sinne sein — wie der Verf. zu behaupten scheint — um diesen Ein-
wand, bis kein Widerspruchslosigkeitsbeweis vorliegt, als berechtigt anzuer-
kennen. . ' -

Die.hier erwihnten Grundlegungen sind voneinander ziemlich unab-
hidngig enstanden, ihre Autoren haben sich wenig umeinander gekiimmert und
manche von ihnen bilden eine sehr miihsame Lektire. Um so dankbarer

muss man dem Verf. sein, dass er ,ohne eine gewisse Breite der Darstéllung'

zu scheuen“ mit ausserordentlicher Klarheit = die an den Styl der populidr-
philosophischen Schriften RusseLL’s erinnert — und mit strenger Objektivitéit

diese verschiedenen Auffassungen zusammengestellt hat.- Er geht in seiner

Objektivitit so weit, auch solche Einwinde (namentlich die Angriffe des
Philosophen ZiEHEN) zu beriicksichtigen, die einfach auf Missverstdndnissen
beruhen. Zum Schutze gegen solche Missverstindnisse kann das schone Buch
FrAENkEL's auch Philosophen wirmstens empiohlen werden.

Dénes Konig.

P. Bachmann, Zahlenthéorie. Viertel Teil : Die Arithmetik
der quadratischen Formen. Zweite Abteilung, herausgegeben
von R. Haussner. XXII 4 537 S., Berlin, B..G. Teubner, 1923.

Das Lebenswerk PauL Bacumanxs: eine Gesamtdarstellung der Zahlen-

theorie in ihren Hauptteilen zu verfassen, erhilt durch das vorliegende Buch

einen wiirdigen Abschluss. Es ist demjenigén Teil der arithmetischen Theorie
der quadratischen Formen gewidmet, der — gestiitzt auf die Untersuchungen
CH. HErMIiTE'S — in den letzten Jahrzehnten durch die bahnbrechenden
Arbeiten des so friih verstorbenen H. MiNkowsk1's eine wunderbare Durch-
sichtigkeit und Vollkommenheit erhalten hat. Die Methoden MINKOWSKI'S

.
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die auf einer geometrischen Interpretation beruhen, wurden in seiner ,Geomet-
rie der Zahlen® in einer nicht leicht verstindlichen Weise verdtfentlicht; die
Diophantische Approximationen® Minkowskl's waren berufen, seine Ideen -
einem grosseren Leserkreis ndher zu bringen. Bacumanx’s Werk ist eine
vollkommen gelungene Verschmelzung der Minkowskischen Methoden mit
den arithmetisch-algebraischen Methoden, die mit der Kettenbruchstheorie
LAGRANGE’s beginnen und-in den Arbeiten HermiTe’s gipfeln. Der Punkt-
gitter — den ja schon Gauss' zur Untersuchung der quadratischen Formen
heranzog — wird gleich am Anfang des Buches eingeflihrt und darauf die
Theorie der gewdhnlichen Kettenbriiche gegriindet und die damit zusammen-
hdngenden Approximationssiize entwickelt. Sodann wird mit Hiilfe der
Gauss'schen Zuordnung eines Punkigitters zu einer Klasse -von aequivalenten
quadratischen Formen die Reduktionstheorie der biniren und-terpiren quad-
ratischen Formen begriindet, wobei MINkOWSKI'S Methoden und insbesondere
seine Anwendungen des konvexen KOrpers und die dichteste Lagerung von

Kugeln herangezogen werden. In &halicher Weise wird dann die Reduktions-

theorie der positiven Formen mit n Unbestimmten behandelt und auf sie die
Aequivalenztheorie gestiitzt. Die Theorie der .zerlegbaren Formen mit einem

Hinweis auf die Theorie der algebraischen : Zahikdrper bildet den Ubergang
2u den Kriterien fiir die Irrationalititen 2-ten und 3 ten Grades. Daran schliesst

sich die Theorie des JacoBr'schen Kettenbruchsaigorithmus, die durch PERRON'S

Untersuchungen wesentlich gefdrdert wurde. MiNkowskr's Kriterien zur

arithmetischen Charakterisierung" der Irrationalititen n-ten Grades und die

unbestimmten quadratischen Formen mit mehreren Vanablen schliessen das

Buch ab.

Das vorliegende Werk Bacumann's gibt nicht nur eine schine Uber
sicht des mannigfaltigen bearbeiteten. Gegenstandes, sondern ist auch in -
vorziiglicher Weise geeignet, zur Einfohrung in die geometrischen Ideen zu
dienen, die Minkowskrs Gedankeawelt bildeten und die in den verschiedens-
ten Disciplinen der Mathematik zur Anwendung gelangten. Deshald wird
dieses Buch auch ausserhalb derjenigen Fachgenossen, die sich speziell mit '
der Zahlentheorie beschifligen, lebhaften Ankiang finden und es gebiihrt der
Dank aller Mathematiker dem Herausgeber Herrn- R. HaussNer, der das
Erscheinen dieses letzten Bandes der BacHmann’schen Zahlentheorie ermdg- -
lichte, womit der letzte Wunsch dieses um die Zahlentheorie hochverdienten
Gelehrten — dessen Ableben von allen Mathematikern beklagt wird — in

Etfiillung ging. AH

L. Heffter, Lehrbuch der ahalytischen Geometrie. Zwei-
ter Band: Geometrie im Biindel und im Raum. XII+421 S,,
Berlin, B. G. Teubner, 1923

Seit dem Erscheinen des ersten Bandes dieses Lehrbuches sind 17
Jahre verflossen ; im Vorworte zum vorliegenden zweiten Bande bemerkt aber.
der Verfasser mit vollem Rechte, dass das Werk noch immer einzigin seiner
Art ist: es .ist nimlich das einzige moderne Lehrbuch der analytischen
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Geometrie. Der moderne Zug des Buches liegt in dem Plane, nach welchem
der klassische Gegenstand der analytischen Geometrie: die Theorie der
Kurven und Flidchen zweiten Grades, dargestellt wird. ,Dieser Plan besteht
in folgendem : In jedem Grundgebilde wird zuerst die projektive Geometrie
s0 volistindig entwickelt,- dass nachher nur durch ihre Spezialisierung die
Parallelgeometrie und durch deren Hinzufiigung die affine Geometrie, dann
durch weitere Spezialisierung die Orthogonalgeometrie und durch ihre Hin-
zunahme die dquiforme Geometrie entsteht.“ Dieser Weg ,stellt sich also als
der durch CavLeEYS Ausspruch vom jahre 1859 (dass alle sogenannten met-
rischen Eigenschaften geometrischer Figuren als projektive Beziehungen
zwischen diesen und dem ,absoluten Gebilde“ angesehen werden konnen)
vorgezeichnete heraus, als der Weg, den F. Kieix in. seinem Erlanger Pro-
gramm vom Jahre 1872 und spiter wiederholt skizziert hat.“ Voa diesem in
‘seiner Einfachheit grossartigen Prinzip geleitet, hat der Verfasser ein Werk
geschaffen, welches die dsthetische Wirkung eines monumentalen, im Einzel-
nen mit leichter Kiinstlerhand ausgebildeten Bauwerkes ausiibt. Bei dem
systematischen Aufbau der analytischen Geometrie beschidnkt sich der Ver--
fasser auf die Euklidische Geomelrie, dass aber ,durch eine derartige Dar-
stellung der Euklidischen Geometrie die Wege fiir die Entwicklung einer
absoluten Geometrie vorbereitet sind, braucht kaum gesagt zu werden.“ Der
Leser, der dies weiter verfolgen will, mdge gleichzeitig mit dem HerrTERSChen
Werke das schone Buch von VAHLEN iiber Abstrakte Geometrie lesen, in
welchem die Grundlagen der Euklidischen und Nicht-Euklidischen Geomet-
rien nach denselben Prinzipien untersucht werden, welche den Karakter des
‘vorhegenden Lehrbuches bestimmt haben.
Tibor Radé.

L. Bxeberbach Funktionentheorie (Teubners technische
Leitfiden Bd. 14). 118 S., Berlin, B. G. Teubner, 1922.

Das kleine Buch, welches zur ersten Einfiihrung in die Funktionen-
theorie dienen soll, enthdlt zunéchst alles, was der Anfinger an aligemeiner
Funktionentheorie wissen muss, dann eine sehr griindliche Betrachtung der
elementaren Funktionen, und Vieles aus der Theorie der konformen Abbil-
dung. Das Werkchen, welches vom paedagogischen Sinne und von der frischen, .
anschaulichen Darstellungskunst seines Verfassers ein neues Zeugnis ablegt,
werde hiermit der studierenden Jugend herzlichst empiohlen.

_Tibor Rado.



Uber einen v. Staudt-schen Satz. .

Von Jurws v. Sz. NaGy in Kolozsvar.

1. Von v. Staupt riihrt der folgende Satz her:

Zwei Kurven haben eine paare bzw. eine unpaare Anzahl
von Punkien gemeinsam, je nachdem wenigstens die eine bzw.
keine von ihnen von paarer Ordnung ist. ’

- Unfer einer Kurve verstehen. wir hier und im folgenden eine .
reelle, stetige und geschlossene Kurve, die in jedem Punkte eine -
-bestimmte, mit dem Beriihrunigspunkte sich stetig dndernde Tan-
gente hat und aus endlichvielen konvexen Bogen besteht.

Haben die beiden Kurven speziellere Eigenschaften, so kann
man iiber die Anzahl ihrer Schnittpunkte mehr aussagen. Es gilt
der folgende Satz:

. Haben dié einziigigen Kurven K und K,, die ausser ein-
- fachen Doppelpunkten und Wendetangenten keine andere Punkt
oder Geradensingularitdt haben, keine gemeinsamen Tangenten und
gibt es in der Ebene einen Punkt, von dem an die eine Kurve keine
Tangenten gehen, sv ist die genaue Anzahl der gemeinsamen Punkte
der beiden Kurven gleich m.n, wenn die Kurve K, von einer.
Tangente von K, in m, die Kurve K, von einer Tangente von
K., in n getrennten Punkien geschnitten wird.

Dieser Satz folgt aus seinem Dualen, den wir direkt beweisen -
werden :

1. Haben die einziigigen Kurven C,, und C, keinen gemeinsamen
Punkt, keinen Doppelpunkt und keine. Wende- und stationdre Tangente
und Iiegt die Kurve C,, ganz im Endlichen, so ist die genaue Anzahl
der gemeinsamen Tangenten der Kurven C, und C, gleich m.n,
wenn aus einem Punkte der Kurve C,; baw. C, n bzw. m gelrennte
Tangenten an die andere Kurve gehen. :
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Die Kurven C, und C, konnen auch keine Schnabelspitze
haben. Eine Schnabelspitze — als Koinzidenz eines Wendepunk-
tes und einer Spitze erster Art — ist auch zu den Wendepunkten
zu rechnen.

, 2. Die Kurven C, und C, sind von gerader Ordnung, weil
sie keine Wendetangenten haben. Die projektive Ebene wird also
-von der (doppelpunktiosen) Kurve C, (oder C,) in zwei Gebiete
geteilt. Sind P, und P; zwei beliebige Punkte desselben Gebietes,
so geht aus ihnen die gleiche Anzahi von Tangenten an die Kurve
- Cn (oder C,), weil man vom Punkte P, zum Punkte P, gelangen
kann, ohne die Kurve zu iiberschreiten und weil die Kurve keine
Wendetangente hat. Oberschreitet man die Kurve in einem Punkte,
so gelangt man in das andere Gebiet und die Anzahl der Tan-
genten dndert sich um zwei. Die Kurve C. (bzw. C,) ist also
vom Maximal- Klassenindex!) .und entweder ihre Klasse oder ihr
Klassenindex ist gleich m (bzw.. n).

Die Kurven C, und. C, haben keinen gemeinsamen Punkt.
Daraus folgt, dass aus jedem Punkte der Kurve C,, bzw. C, die-
selbe Anzahl von Tangenten (d. h. n bzw. m) an die andere
Kurve geht.

Die Kurve C, liegt im Endlichen. Wir konnen also annehmen
dass die Kurve C, ganz ausserhalb des von C begrenzten end-
lichen Gebietes T liegt.

3. Deformiert man die Kurve C,, stetig so, dass man sie in
Bezug auf einen im Innern des Gebietes T liegenden Ahnlich-
keitsmittelpunkt verkleinert, so verindert sich die Anzahl der.
gemeinsamen Tangenten der Kurven C, und C, wihrend dieser
Deformation der Kurve C, nicht. Dies folgt aus den Untersu-~
chungen tiber die Gestalten ebener Kurven von Herrn A. Kneser.?)

Heir A. Kneser beweist zwar nur, dass bei irgendeiner steti-
gen Deformation einer Kurve eine Doppeltangente einfach erhaiten
bleibt, solange ihre Beriihrungspunkte getrennt und nicht singulir
sind, aber auf Grund seines Beweises kann man leicht einsehen,
dass eine Doppeltangente mit getrennten Beriihrungspunkten auch

1) Vgi. die ‘Abhandlung der Verfassers: ,Uber Kurven von _Maximal-.
Klassenindex. Uber Kurven von Maxlmahndex Math, Ann. Bd. 89, (1923),
S. 32—-75.

%) ,Einige’ allgememe Sdtze iiber die einfachsten Gestalten ebcner
Kurven®, Math, Ann. Bd. 41. (1893), §§ 17—19, S. 369—376.
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dann einfach erhalten; bleibt, wenn eine oder beide ihrer Beriih-
Tungspunkte Spitzen*erster Art sind. Aus der Umkehrbarkeit der
Ahnlichkeitstransformation der Kurve C ~ -folgt also dass die Anzahl
der gemeinsamen Tangenten der Kurven C, und C, wéhrend der
genannten Deformation der Kurve C, unverindert bleibt.

Wir kdnnen also annehmen, dass es ein Oval gibt, welches
die Kurven C, und C, voneinander trennt. Ist dies nicht der Fall,
so ersetzt man die Kurve C, durch eine entsprechend verkleinerte
Kurve C.,, fiir welche ein Oval mit der genannten Eigenschaft -
existiert.

Aus den Punkten des Ovales geht dieselbe Apzahl von’
Tangenten an die Kurve C, bzw. C,, wie aus einem Punkte der
Kurve C, bzw. Cn, weil man aus einem Punkte der Kurve C,

" bzw. C, ausgehend zu einem Punkte des Ovales gelangen kann,
ohne die Kurve C, bzw. C,, zu {ibertreten.

_ 4. Wir ziehen aus einem Punkte M des Ovales- eine der m
“Tangenten an die Kurve C,. Von dieser Tangente' der Kurve C,
wird das. Oval noch im Punkte P geschnitten. Schneidet eine der -
.n Tangenten, die aus P ausgehen, das Oval noch im Punkte N,
- 50 bestimmt diese Konstruktion- zwischen den Punkten M und N
des Ovales eine [mn, mn] Korrespondenz. In dieser Korrespondenz
entsprechen jedem Punkte des Ovales, als Punkt M oder: N auf-
gefasst, genau mn Punkte N bzw. M. ' -

Ein Punkt M fallt dann und nur dann mit einem seiner
entsprechenden Punkte N zusammen, wenn die gerade PM= PN
eine gemeinsame Tangente der Kurven C. und C, ist. Jede
gemeinsame Tangente der Kurven C, und C, schneidet aus dem
Ovale zwei Punkte aus, weil die Kurve C, innerhalb des Ovale$
liegt, Die Anzahl der gemeinsamen Tangenten der Kurven C,, und
-C, ist also die Halfte der Koinzidenzen in der Korreqpondenz

[mn mn). :
- Bewegt sich der Punkt M auf dem. Ovale in einer Rlchtung,
so bewegt sich — wie wir beweisen wollen — jeder den ent-

sprechenden Punkte N in entgegengesetzter Richtung.

Sind P, und P, bzw. N, und N, nach-der vorigen Konstruktion
enisprechende benachbarte P und N Punkte der benachbarten
Punkte M, und M,,  so schneiden die Geraden P, M, und .PyM?
inander innerhalb des Ovales (in der Nihe der Beruhrungspunktec
der Kurve C,, mit den Tangenten P, M, und P, M), die Geraden

o
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P, N, und P, N, aber ausserhalb des Ovales. (in der Nahe der
Berfihrungspunkte der Kurve C, mit den Tangenten P, N, und
P, N,). Bewegt sich also der Punkt P auf dem Ovale in einer
Richtung, so bewegt sich der Punkt M in glelcher der Punkt N
aber in entgegengesetzter Richtung. ‘

In unserer [mn, mn] Korrespondenz laufen also die entspre--
chenden Punkte M und N auf dem Ovale in entgegengesetzter
Richtung. Nach dem elementaren Korrespondenzsatze von Herrn
C. Juel®) gibt es also in unserer Korrespondenz mn -+ mn=2mn
Koinzidenzen. Es gibt also mn gemeinsame Tangenten der Kurven
Cn und C,, wenn man eine gemeinsame Tangente, die zugleich
Doppeltangente der einen Kurve ist, mit entsprechender Muitipli-
zitdt rechnet.

Damit sind die Satze 1 und Il vollstdndig bewiesen,

5. Der Satz Il ldsst sich fiir Kurven, die aus mehreren Ziigen
bestehen konnen, auf folgende Weise verallgemeinern :

IlI. Sind C,, und C, Kurven ohne Wende- und Doppelpunkte,
von denen die eine Kurve in einem einfach zusammenhdngenden
endlichen Gebiete T liegt, das keinen Punk! der anderen Kurve
enthdlt und gehen m bazw. n. Tangenten der Grenzlinie von T an
die Kurve C, bzw. C,, so haben die Kurven Cm und C, mn
gemeinsame Tangenten.

Auf Grund des Vorigen lasst sich dieser Safz ohne Weiteres
beweisen. Die Kurven C, und C, kdnnen auch Doppelpunkte
haben. Die Anzahl der Tangenten, die aus einem Punkte an die
Kurve C, (oder C,) gehen, @dndert sich ndmlich auch in diesem.
~ Falle nur dann, wenn der Punkt die Kurve durchschreitet, weil die

Kurve keine Wende- und stationére Tangenten hat.

%9 C. JueL: ,Einleitung in die Theorie der ebenen Elementarkurven
dritter und vierter Ordnung®, S. 23—26. Danske Vidensk. Selsk. Sknﬂer
7. Raekke, Naturv, og Math. Afd. XI. 2, (1914), S. 23—26.



Zur Theorie der algebraischen Korper.

Von MicHAEL BAUER in Budapest.

1, Es sei
(1) _f(x)_x"+c X+ +c =0

eine irreduzible Glelchung mit rat.-ganzen Koeffizienten, Im Korper
(w), der durch eine Wurzel bestxmmt ist, sollen die Zerlegungen-

, : . .w=vf: pg‘ vzk o (Gp)=1
-gelten, wo p; ein Primideal fi-ten Grades bedeutet. Bekannterweise

sind die Quotienten g— gleich den sog. Punsauxschen Zahlen der

Gteichung (1) in bezug auf p’) Ist naimhch-b— eine Puiseuxsche

Zahl, dann ist sie gleich einem Quotienten ?' und umgekehrt.
! i

Es sei r die Anzahl der Quotienten %, welche gleich % sind,
X

es soll also _
' b q a, o,
3 ———=—t =, ="
® S 8, &, &,
ausfallen. Wir werden beweisen, dass aus (3) die Relationen
@ - b=fya+...+f,a,
: s=f, g+ .. +fi. 8,
foigen. Wenn '

1) M. Bauer: Zur aligemeinen Theorie der algebranschen Grossen,
Journal fur Mathematik, Bd. 132 (1907), S. 21—32.
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@) (b, 5) =1
vorausgesetzt wird, bekommt man ,
& =g, =.. —g, =0 (mod. s),
daraus folgt r=1, und wenn i, =i gesetzt wn.rd, ergeben sich -
(4**) b=a, s=g, f,#i.

Es ist zu betonen, dass wir bei dieser Folgerung nur eine der
Puiseuxschen Zahlen bentitzt haben, im Gegensatze sowohl zw
‘meinen fritheren Publikationen, als zu den tiefgehenden Unter-
suchungen des H. Ovstev Oge.?)

2. Wir werden zwei verschiedene Beweise angeben. Es sei
‘P ein beliebiges Primideal von p im Garoisschen Korper, der zu:
K () gehort.” Aus der sog. Depexinpschen Regel ist ableitbar, dass-
“die Anzahl der Konjugierten des Ideals p, welche durch { teilbar
- sind, gleich f,g; ist. Wird ferner i durch einen anderen Index j
vertauscht, so gehdren die in Betracht kommenden Koérper zu:
verschiedenen Konjugierten von .3) Nun betrachten wir die
charakteristischen Zahlen der simtlichen Wurzeln « in bezug
auf das Primideal P. Die Anzahl der Wurzeln, fiir welche die

charakteristische Zahl gleich % ausfillt, ist nach dein Vonf'gen

gleich f;, g, +.o+ fi,.€:,- Andererseits ist diese Anzahl g_leich')
s, woraus sich ' . ’

S —fll &1, +. +fl,. &g b ~—f1l ai, +. +fl,- a;
ergeben. .

. 3. Man. kann den Beweis ohne Anwendung der Gruppen-
theorie leisten, wenn die Theorie der ‘-adischen Zahlen herange-
zogen wird. Jeder p-adische irreduzible Faktor der Gleichung (1)
besitzt eine einzige Puiseuxsche Zahl in bezug auf p, deren Zihler
bzw. Nenner g]elch einer der Zahlen f,a, bzw. f,g, ausfalit, Um- -

2) 0, OrE : Zur Theorie der algebraischen Kdrper, Acta Mathemahca,-
Bd 44/(1923). S.219+-315, Durch die hier bewnesene Tatsache lassen sich- gewnsse
bekannte Sitze verschirfen.

3) M. Bauer: Die Theorie der p-adischen bzw. - adlschen Zahlen efc..
Math. Zeitschrift, Bd. 14 (1922). S. 244—249, § 1.

4) Vgl. S. 26 der Arbeit 1;.
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gekehrt gehdrt zu jedem Paare ein irreduzibler Faktor.’) Wendet
man jetzt den Dumasschen Produktsatz an, so bekommt man (4).

4. Der Satz ist auf die aligemeine Theorie der algebraischen
Grossen ausdehnbar. (Hier ‘kommt nur die erste Beweismethode
in Betrachl.) Zwar ist nicht der ganze Beweis der Depexinpschen
Regel iibertragbar, die Tatsache jedoch, die.wir als Folgérung aus
der Regel beniitzten, bleibt, wie ohne Weiteres zu ersehen ist,
bestehen. ‘

%) M. Bauer: Die Theorie der p-adischen bzw. B-adischen Zahlen etc.
IL. Math. Zeitschrift, Bd. 20 (1924), S. 95—97. Vgl. noch die Fussnote !2) der .
Arbeit 3). Der letzte Satz der Pussnote 1) a. a. O. ist zu streichen.



Veraligemeinerung des vorstehenden Satzes von
: Herrn Bauer.

Von OvsTeiN Ore in Kristiania.

Herr Bauer gibt in seiner Note eine interessante Relation
zwischen den Neigungszahlen (Puiseuxsche Zahlen) -des Polygons
in bezug auf p und der Primidealzérlegung von p. Diese Relation
gestattet auch, fiir Spezialfille, eine Bestimmung der Primideale,
. welche in p aufgehen.

Herr Bauer hat mir die Vermutung ausgesprochen, dass sein
Satz zu dem allgemeineren Falle der Primfunktionenpolygone')
erweitert werden konne, so dass man einen Satz erhalte, der fur
jede Gleichung f(x) =0 eine Aussage gdbe. Wie ich im Folgenden
zeige, ist diese Verallgemeinerung in der Tat moglich.

Der Satz von Herrn Bauer seizt voraus, wenn er nicht trivial
sein soll, dass die Zahl « mit p einen Idealfaktor gemeinsam hat, .
d. h. es ist ¢,=0 (mod p); x muss daher ein Primfunktionteiler
von f(x) (mod p) sein. Ich betrachte nun allgemeiner den Fall,
dass ¢ (x) eine Primfunktion m' Grades ist, welche (mod p) in
f(x) aufgeht. .

Dann sei
O - op=yhpf. e P

@ (0)=p{1 pi...p5k Q Nyp;=pii
die Primidealzerlegung von p und ¢ (w),- wobei die Ideale P und
Q durch keines der Primideale p, teilbar sind und weiter P zu Q
relativ prim ist. Hier muss auch der Grad f, von p, durch m
teilbar sein), man kann folglich
() fi=em —_—
schreiben, wo ¢, eine ganze rationale Zahl bedeutet.

1) Man sehe meine Arbeit: Zur Theorie der algebraischen Korper,

Acta Mathematica, Bd. 44.
2) Loc. cit. Kap. 3. § 5.
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Bildet man nun das Polygon (p, rf(x)) von f(x), so sind in

(1) die Verhiltnisse .-gi«gleich einer der Neigungszahlen dieses
i

. Polygones. Wenn umgekehrt eine Seite S die Projektionen h und
I auf dle Y-Achse, bzw. X-Achse besitzt, so ist

h - eH H
~die Neigungszahl dieser Selte und es gibt immer solche Primi-

- deale p,, dass b ist.3)

l g
~ Man habe nun fiir diese Seite
Co- h ah 9, ’ a’r
3 — T e T e, T f
®) g 1 & &8, . &i,
- wihrend alle andere Verhiltnisse %— von % verschieden seien..
: Y
Dann bestehen die Relationen :
“4) - oml=f, g -+ fi, &, fi g,,,
(5) ’"h-—'fﬂ a‘[ -} f’o a'a+ +fi alr

, ‘Der Beweis kann durch eine Vera_llgememerung des zweiten

Beweises des Herrn Bauer geleistet werden. Nach dem HenseL-
schen Hauptsatze folgt aus (1) eine Zerlegung von f(x) in irre-
duzible p-adische Faktoren und zwar so, dass der Faktor, welcher
dem Primideale p; entspricht, vom Grade f,g; wird. Man hat daher
auch eine Zerlegung

(6) FE=A(9£(). .. fo(x) P(x) (mod pM), :
wobei der Exponent M beliebig gross gewidhit werden kann und
jedes f,(x) vom Qrade f;g, ist.

Hier -muss, wie leicht- ersichtlich fi(x) (mod p) kongruent
einer Potenz von ¢ (x) sein, wahrend P (x) (mod p) nicht durch
¢ (x) teilbar ist. Ferner muss f,(x) immer ein geradliniges Poiygon
(p. ¢ (x)) besitzen, indem sonst f,(x) immer (mod p™) reduzibel
wiirde, wie gross auch M gewihlt wird.) Da f,(x) vom Grade
f,g,_e,g,m ist, wird

Ji(x) =g (x)°1 #1 (niod p),
das geradlinige Polygon von f;(x) wird taher eine Projektion von
3) Die Rlchtlgkelt dieser Bemerkungen folgt aus dem Satze 26. Kap.

3. § 5 in meiner oben erwihnten Arbeit.
4 Loc. cit. Satz I, Kap. 2. § 6.
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der Linge e, g, auf der X-Achse haben Ist nun fiir ein Primideal
p;, die Relation (3) erfillt, so wird das entsprechende fiy (x)

a
ein geradliniges Polygon mit der Neigungszahl E”—:% besitzen,
: U] :
Nach (6) hat man
fG)=[)1f(0) ... [u(x)P(x)+ p" N(x),
und man kann hier M so gross annehmen, dass die Glieder
p" N(x) keinen Einfluss auf dem Polygone (p, ¢ (x)) von f(x)
haben. Indem man den Multiplikationssatz®) fiir Polygone an-
wendet, ersieht man, dass das Hauptpolygon von f(x) aus den
geradlinigen Polygonen der Faktoren f,(x) nach steigender Neigung
zusammengesetzt ist. Dieses Polygon wird daher auch eine Seite

-mit der Neigungszahl %:—{;’i besitzen und diese Seite ist natiir-

lich mit S identisch. S entsteht daher durch Zuéammensetzen d_ei‘
Polygone der Faktoren -

Ji, (%) (/—1 2,...0;
folghch ist auch die Projektion / von S auf der X-Achse gleich
der Summe der Projektionen dieser Polygonen, also
) l=e,g,+e,e,+ ... + €, 8i,-
: Multipliziert man diese Relation mit m so folgt nach (2) die
Relation (4). Die Richtigkeit der Relation (5) ergibt sich dann aus
(4) indem man die Beziehungen (3) beachtet.

Wenn fiir die Seite S e==1 ist, wird h zu / relatlv prlm
und es folgt aus (3), dass alle £y, durch 1 teilbar werden. Dann
ist aber nach (7) r=1, g, =1 und a;, =h und auch fiy=m.~

Kristiania, 29 April 1924,

5) Man sehe meine Arbeit: Zur Theorie der lrreduszxhtﬁtskntenen,
Math. Zeitschr. Bd. 18, pp 278 —288.



Uber die Positivitit von Summen, die nach trigo-
nometrischen oder Legendreschen Funktionen fort-
schreiten. (Erste Mitteilung.)

Von LeoroLp Fesér in Budapest.

Ein_leituhg.

1. Bei der Behandlung vieler und verschiedenartiger Fragen,
die sich auf trigonometrische Polynome und Reihen, so wie auf
verwandte Polynome und Reihen beziehen, hat die folgende ele-
- mentare Bemerkung eine gewisse Bedeutung gewonnen:

Die Summen der Partialsummen der Reihe

+coso+ c0s26-+...4cosnbL..

sind alle mchtne,gatnv D h. wenn ich s<“>—~—+cosa+ .J-cosn#

‘und s =sP+s® +...+s© setze, so ist s >0 fiir 1edes reelle _
¢ und fiir jeden nichtnegativen. ganzzahligen Wert von n.

In den folgenden Zeilen mdchte ich einige dusserst elemen-
tare Anwendungen dieser Bemerkung zusammenstellen. Die Resul-
tate sind teils neu, teils alt, beziehen sich auf endliche oder‘
unendliche Summen von der Form

S a,cosnb, S (e,cosnb-t+f, sinn o) 17, E a, P, (cos¥),
und bestehen aus vielfach gut. brauchbaren hinreichenden
Bedingungen fiir die Positivitdt der betrachtetén unendlichen oder
endlichen Summen. Es verdient hervorgehoben zu werden, dass
die Sitze, weiche . sich auf die Summen Y a,P, (cos ¢) beziehen
(wo P,(cosf) das Lecenpresche Polynom bezeichnet) manchmal
einen einfacheren Wortlaut haben als diejenige, welche sich auf
die trigonometrischen Summen beziehen.
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§ 1.

Unendliche und endliche trigonometrische und harmonische
Summen. Ein Satz liber die Partialsummen der Potenzreihe.

2. Betrachten wir die trigonometrische Kosinusreihe

" - %+01C050.+a,c05204~...+a,,Cosnﬂ+... )

und es'sei

@) Sy "(120‘ -'f‘ a,cost+ ... 4-a,cosnb.

Ferner sei '

(&) _;_ cosf+..«f-cosnf==s,

und .

) b Sl 8= _S‘"_‘i’_;‘_’f_ Y
' - sing

gesetzt. Da 0,20, so ist, um Krilerien fiir Positivitdt zu ge-
winnen, nach Ase. naheliegend stalt.l, cos#,...cosn® die

nichtnegativen Grdssen o, o, .. ..o, einzufithren. Da .

cosnf=§,—S, ,=0,—0, , — (0p-i—0,2) =
= 6,—20, Ona
so ist

n—2

BG) S,=X(,—2a,,+a,.) ov+t(3,-—20;) 0 +0,0,

v .0

Es sei
) ' Jim a,=0.

Dann ist fiir eine innere Stelie ¢ des Intervalles (0, 2 ), da doch

g, 0 < 1 auf Grund. von (5): o
2Sin2§ . o

{6)- lim S;, = > (av — 2ay41 4 avi2) oy,

n=% v=0
falls die rechtsstehende Reihe konvergiert. Ich setze nun (ausser
(1)) voraus, dass die Koeffizientenfolge a,, a,, .. . a,, - .. eine mono-
ton abnehmende, konvexe Folge sei, d. h. dass nicht nur
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() 0,20, 20,2...20,2 ..gO,
sondern auch
() Go— 0,20, — ;> ... 20, — 0y, > ... 20

gilt.') Dann sind die Koeffizienten der Reihe (6) (mit Riick-
sicht auf (II)) alle nichtnegativ, die Reihe (6) konvergiert (mit
‘Riicksicht auf (I) und (II')), und es ist alsdann

+Eavcos vﬁ__z (@v — 2 avs1 + dyaz) Oy =

v=1 v O
- . sin (v-{—])
:E( —*2Gv+1+0v+’)— ——-——-e_z foand
= 2 ‘Stn E
:—’——9— > (av—-ZavM -+ avyz) sin® (v + l) 52 >0
25m-§ v=u. _
“Wir haben also das folgende Theorem erhalten:
Theorem l. Bilden die Koefftzzenten ay @y ...0,.... der
trigonomelrischen Reihe
Q) _ %‘+a.-c050+...'+a,,cosn0+..

eine hidzlnegative, monoton zu Null abnehmende, konvexe Folge,
so ist die Reihe (T) fir 0<6<2n nicht nur konvergent, sondern
ihre Summe ist nichtnegativ; u. zw. ist '

(8) - +2 @y coswh == — T 5 E (av~2aw.1—}—av+;)sm‘(v+!}—,
v=1 2sin® 3 5 v
0<6<2 n)
3. Interessant ist der Spezialfall des tngonometnschen Kosi-
nuspolynoms
9 7+2,'cosﬂ+12c0320+...+l,,cosn0.

Um Theorem I anwenden zu kdnnen, muss die Folge

(10) Aoy Aye .. 44 0, 0,0,.

eine konvexe Nullfolge sein. Hierzu ist jedenfalls notwendig, dass
die (n4 1) Zahlen 4, 4,,...4, eine nichtnegative, monoton ab-

1) Wenn fiir eine Folge die Bedingungen (1), (II’), (I1”) befnedlgt
sind, so nenne ich sie kurz eine- konvexe Nullfolge.
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nehmende, konvexe Zahlenfolge bilden; dies ist-aber nicht hinreichend,
Wenn aber. ausserdem far das letzte Koefflzlentenpaar gy —2, 2
> 4,—0,d. h.
1) ‘ A1 2224,
dann (und nur dann) ist (10) eine konvexe Nullfolge Ich habe
also auf Grund von Theorem 1 das folgende (auch aus der Iden-
titdt (5) unmittelbar fliessende) Theorem erhalten :

Theorem ll. Bilden im trigonometrisohen Polynome

T(_O):%'-}-Z. cos()—} e Ay cosn#

die (n + 1) Koeffizienten

Y N :
eine ma‘:tnegatwe, monoton abnehmende, konvexe Zahlenfolge, und
ist fiir das letzte Kaefﬁzlentenpaar Aty A

(12) o Any 22 2y,

dann ist fir jedes 6 '

(3) - - T(#) >0.
4. Es sei hner einé bekannte Bemerkung emgeschaltet
Sind .

(14) ' N A T

('5) ' l‘/o;ﬂh---ﬁm--

beide nichtnegative, abnehmende, konvexe Folgen, so ist auch

(16) - Y “ll'h . nﬁm-

eine solche. Denn wegen »
(‘7) O ﬁ -“n+1 Bt = tn (Fa—Bat1) + Bapr (@0 = ayy)
st einerseits &, f,— ¢pp B0 20, andererseits mmmt diese leferenz
mit wachsendem n monoton - ab :
5. Da nun , _ .
lo——n—}— l Ai=n. =2 A,=1
- die Bedingungen des Theorems Il befriedigen, so ist

(18) n+1

. womit ich aber nur meine Ausgangsunglenchung s<‘>>0 wieder-
. gewonnen habe. Nun_lst aber auch :

Q9 oL,

4-ncosb+.. +cosn0>0
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fir 0<r<| aibh,éhmend-kbnvex,_ also ist, mit Riicksicht auf N° 4,

20y »'I—izgl,—k.rr.rcosa—k, ..+ 1.r"cosnv>0,

fir n=0,1,2,...00, 0<r<1, 0<6<2n, woraus dann un-
" mittélbar das ebenfalls bekannte, im § 2 zu beniitzende Resultat -
folgt, ‘dass, wenn die harmonische Entwickelung

a0

(21) ‘u=2, (¢, coSNY+B,sinn o) r"

n=9 .
fir 0 <r <1 konvergiert und ihre Summe ebenda zwischen den.
Grenzen m und M liegt, dann auch die arithmetischen - Mittel
ihrer Partialsummen zwischen m und M liegen. Ist also speziell -
im Einheitskreise u > 0, dann sind fiir 0 <r <1 simmtiiche arith-
metischen Mittel der harmonischen Entwickelung (21) nichtnegativ.

6. Es sei nun | 0sr< %— Dann ist nicht nur

2 | oLt

sondern auch - ' _

(23) 1,r,...10,0,0,...

konvex. Also ist, auf Grund von T_heofem Il und N° 4, fiir
. 1 : '

0 s f,é —2- ,

.(24) ——;—-# rcosé {...4-1" cds'n’ﬂg 0,

eine Ungleichung, die auf Grund der Formel

! 1—1%-+21""(rcos nH —cos (n+1) 6)
_ » 2(1—2rcostr?)

leicht zu verifizieren ist. Ich habe also das folgende Theorem

-%+‘rcosﬂ+. ..+r” cosnﬂ—‘:

gefunden : _ S ,
Theorem lll. Die Partialsummen.der Reihe

(25) ‘ ' —;-—l—r'cbsﬂ-{-',..+r"cosn0+...

sind .im Kreise '

@) 0<r<

alle nichinegativ; d. h.

(27) R rcosé--...41"cosn# >0,

2
fiir 1=0,1,2,...00; 'Ogré—;ﬁ ,0§'0§27'r.
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7. Somit ist folgender Satz bewiesen : Ist in der harmonischen
Entwickelung

(28) ' -%’—'f-alrcose—{—...+a,,r”cosrz6--;—...
die Koeffizientenfolge a,, a,,...a, ni-'chtnegativ, abnehmend
und konvex, so ist ihre Summe fiir 0 <r <1, ihre Partialsummen
.ﬁir 0 rg—% und jedes n nichtnegativ.

Dieser Satz ldsst sich nicht ,verbessern“ weil fiir

(29) ";+rc056+_...+}"c0sn6-+...

die Partialsumme s, = %4— rcos 6 auf dem Kreise r= % +¢ (wo

£>0) negativ wird.

8. Mein Schiller Herr S. Szipon, dem ich alles Vorhergehende
mitgefeilt habe, hat nun die interessante Bemerkung gemacht,
dass die zweite Behauplung des Satzes von N° 7 fiir beliebige, im..
- Einheitskreise positive harmonische Funkhonen giiltig ist. Es
besteht also das

Theorem 1V. Ist dze harmonische Summe
(0) u(r, 0) = .2‘) {t¢g COS 110 4-F, sin 1 6) 17
fir 0Lr< 1 positiv, so s;nd scfhzmtli&ze Partialsummen von (30)
im Kreise 0<r< i nithinegativ. - Fiir 0<r< % +-& (£>0) ist

das Tlieorem nicht ndztlg

Die Behauptung ist auf Grund meines Theorems | und
der Formel fiir die n-te Parhalsumme von (30)

21

. B . _
(31) u,,(r,e)z%‘ u(o, @) [7+”§COS(6—1f)~f—...+

-+ (—;—) cosn (0—(p)] dg
evident, wenn man erst 0<2r <9 <1 annimmt, und dann ¢ zu
1 konvergieren ldsst.

Ich kann vielleicht die folgende zusammenfassende Bemer-
kung fiir die harmonische Entwickelung einer beliebigen im Ein-
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heitskreise positiven harmonischen Funktion formulieren: die
arithmetischen - Mittel der Partialsummen einer soichen Entwicke-
lung sind im ganzen Kreise 0 <r <1, die Partialsummen selbst -

sind im Kreise 0<r<—]~ alle nichtnegativ.
Ist der Konvergenzradius von u gleich R, $0 muss im Wort-

laute des Theoremsg statt ; gesetzt werden,

9, Aus dem Theoreme Il ergiebt sich noch:
Theorem V. Ist die Potenzreihe des komplexen Arguments z
f@)=c+eaz+...+¢, 27+
fiir |21 <1 konvergent und ist |f(z)| <1 fir |z[<l so ist
(32) | S (z)[_lc.,+clz+ te, z"|<l
fir?) :
1
HESS
Die Behauptung ist auf Grund der Formel

(33) Sn (re’e)— —ff(e “")[ +—cos(0—q)+ -+

L]

+ (—g—) cosn (O—rp)] dg

mit Riicksicht auf Theorem 11 evident.

Furf(z)_;———l, ©<a<1), ist |f(ei®)|=1. Da, wegen -
(34) f(z)—a—(l—a)z—{—
(35). S (z)._a—(l—qz),z
und al:s0' o '

@ s[-15)= NI TEE RS

Wans | o+ €1 z+...+c,,zﬂ+...|§l fiir | 2| < 1 nach CAucHY
[cal =1 folgt, 50 ist fir || = < die Ungleichung |s,,(z)]_SI+—l—+ +
+—2- <2 trivial. Im Theoreme V. ist also nur wesentlich, dass dort in der ‘
Ungleichung (32) dxe Zahl 2 durch 1 ersetzt 1st Ahnhcher Sachverhalt belb

- Theorem IV.

6
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1
1+e _
|.+8- o £ -~ 1
‘l(f ) )“*W/"

wie klein auch die positive Zahl £ sei. Also_ldsst sich der Wert

ist, so st fiir a=

—;— des Kreisradius im Theoreme V nicht verkleinern.

Zusammenfassende Bemefkung 2 st ja,tajzd-.. . +a,2" +
+...) < M fur}z| <R sosind fiir| z| < R simmtliche arithmetische

Mittel der Potenzreihe,?) fiir 1:1g§ simmtliche Partialsummen
der Potenzreihe < M. ‘

§ 2.

Summen, die nach Legendrepolynomen fortschreiten.

~10. Ich habe schon in der Einleitung erwahnt, dass wir bei
~der Summe Za,P,(4) einen einfacheren Sachverhalt vorfinden.
Ich will gleich das Gegenstiick zu Theorem Il formulieren: .

7 Theorem VI. Wenn dle Zahlen a,,a,,...0, monoton ab-
nehmen, d. h. '

(37 GO 0>, ..20,20,
dann ist fir —1 <A< 41 ‘ .
_ a Py (H)+a P (A)+...+a,P,(2) =0,
~wo P,(4) das v-te Legenoresdie ‘Polynom bezeichnet.
Das folgt unmittelbar aus der gewdhnlichen Ageischen Um-
-formung, mit Riicksicht auf mein altes: Resultai!) wonach die

Summe der ersten n LEGENDREPOlynome im lntervalle (—1L4+1)
mchtnegatlv ist, d. h.

(38) Py(A)+ P, (2)+ .. +P(1)>0
(1=0,1,2,...00; — 1 <2< F 1),

3) Vrgl. E. Laxpau: Darstellung und Begriindung einiger neuerer
Ergebnisse der Funktionentheorie, Berlin (1916), S. 9 und. erstes-Kapnel
S. 17-29.

4) Aus dieser Tatsache kann man alle wesentliche Eigenschaften der

arithmelischen Mittel 2-ter Ordnung der LaeLaceschen und Lg GENDRESChen
Reihe ableiten.



83
Ich méchte nun in der nichsten Nummer diese Ungleichung

(38) aus dem Vorhergehendem ableiten.

11. Setzt man 4=rcos#, so lautet die erzeugende Funktion
von P, (cos 9)

(39) ‘

YV 1—2zcos6+2*

~1In einer frilhere  Atbeit habe ich schon darauf hingewiesen,
dass es manchmal vorteilhaft ist statt der Funktion (39)

@) w=—21"2 __ _p 2 (Py—Pps) 27,

¥V 1—2zcos6 +2*
d. h. die erzeugende Funktion von P,,— 1 einzufithren. Die
folgenden Ausfiihrungen werden vielleicht noch mehr fiir die
Zweckmassigkeit der Verwendung von (40) sprechen.

Da
: 142

das Innere des Einheitskreises |z| <1 auf die rechte Hilfte der
u-Ebene abbildet, so liefert :

, e I-F:z).z__l—l~22—i-z'2
“2) “ *(l—z, T 1-2z+22
die ‘Abbildung von |2|<1 auf die ganze Funktionsebene, wenn
man letztere entlang der ganzen negativen Axe aufschhtzt Daraus
folgt, dass auch

- 1— 1+4  1—222+22
(43) = 2 L e YR
den Kreis [2| < 1 auf die volle v-Ebene abbildet, nur das jetzt
die- v-Ebene entlang der reellen Axe von v= l—;l bis — oo aufs
zuschlitzen ist. Daraus folgt weiter, dass | A

: YV 1=27z+2

den Kreis |z] <1 auf die rechte Funktionshalbebene abbildet, wenn
man dieselbe entlang der positiven Axe von O bis %——_ cos g

Kl
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aufschlitzt. Folglich bildet
@ 0 w=l= 12

Vv o 1-22z+22

den Krels |2| <1 auf die rechte w-HaIbebene ab, wenn man die-
bis 4 oo aufschlitzt..

(3]
Ccos 2

Ich habe also das folgende Resultat erhalten:
Theore m VIl. Die erzeugende Funktion

"~ (@6) S b1 (<6<

Y 1—22cos 6 + 22 '
der Differenz P, (cos6) — P,_,(cos6) 2weier Lecenorepolynome
bildet das Innere des Einheitskreises schlicht auf die rechte w-Halb-

— ! bistoo
cos 2
aufzuschlitzen ist. . ‘ . 2
Aus dieser Tatsache folgt aber, dass der reelle Teil von w .
ftir |z| <1 positiv- ist. In der Tat, liegt doch der ‘Bildpunkt w-
" immer in der rechten Halbebene. Daraus folgt, mit Riicksicht auf
Ne° 5, dass die Summen der Partialsummen (oder auch die arith-
metischen Mittel) der harmonischen Entwickelung des reellen
Teiles von w an jeder Stelle des Einheitskreises |2|<1, also
- speziell auch fiir z=1, nichtnegativ sind. Fir z=1 geht aber

diese harmonische Entwickelung mit Riicksicht auf (40) in

@) PR3 P—=P)t ...+ (Pa—Pa) +.. o

iiber. Dfe n-te Partialsumme ist P,, also dig Summe der Partial-

summen P,+ P,+...+ P, Ich habe also erhalten: P,+ P, +

.+ P20, w.z. b. wh) . .
3) Die Erzeugende Funktion (40) fiihrt auch ganz kurz und ungezwungen

zu den Mnm.nnschen Formeln fir P,. (cos 6). Da némlich der reelle Tell von

2sin - 2

selbe entlang der - positiven Axe von

ebene ab, die aber entlang der positiven Axe von

w (e’ ?) f(lr 0= 9<o gleich Null, fiir 6 < @ = n aber gleich

Y 2(cos 6—cos @)
ist, so ist nach der Formel von DiricHLer fiir die Partlalsumme der
Fourierschen Reihe’ (fﬁr (D_O) .

2sino- 2 . sin(2h+1)-{,—’»
(48) Pa =__f  — =
’ ’ Y 2(cose=cost)y - 2sin %
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§3.
Schlussbemerkungen. _

12. ln dleser Note habe ich ausschliesslich die, mit Hilfe
der ABELSChen Umformung  sich unmittelbar ergebenden, Kon-
sequenzen der Tatsache besprochen, nach welcher die Summe der
Partialsummen der Reihe

—2—+cose+ '.+'cosn0+._..,- '

8P ()= ———i2;1—+ncose+ +cosn0>0

sind, fiir 0<0<27r Fiir dne Reihe

V 2 -{-sm()—l-sm20+ +smn8+
- ist sogar schon .
| s‘°’(0)———+sm0+ +smno>0
fiir 0<0<1t, wihrend bei der Relhe '

sm0+sm20+ +smn0+

“wieder nur

s(‘)(0)-—nsm8+(n——|)sm20+ S+ 1. smnB>0

ist, fur 056, Wenter ist
mnno

sinf+sin26+4...4sin (n-—l) 6+

fir 0<0<m, u. s. w.

Mit den Konsequenzen “dieser Unclelchungen ‘mbchte lCh _
mich kurz.in einer zweiten Mntellung beschﬁfugen Dort werde
ich auch die Polynome

20,

g° + 4 cosB+ +l cosnB

‘ ’berﬂcksnchhgen, in welchen die - Folge /10,21,. . A, zwar nicht-
negativ, monoton abnehmend und konvex ist; aber 2.,,_,;2/1,, nicht

: -

2f sin@n+1)  dt

™.} ¥V 2(cose—cost)
0

—-die bekannte Mnunmsche_Formel. Ahnlich_. kann man auch die zweite
Mesurersche Formel aus w-erhalten. '
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besteht. In diesem Zusammenhange kann ich — durch eine Art

Ergdnzung — dann u. A. einige Resultate von Herrn W. H
‘Young®) fitir das Polynom
' cos ¢ 0520 cosn o
e s AT e

aus einem aligemeinen Satze herleiten.”)
Budapest, den 18-ten Februar 1925.

%) W. H. Younc: On a cerfain Series of Fourier [Proceedmgs*of the
London Math. Society, Ser. 1, Bd. XI, (1913), S. 357—366).

) Vrgl. auch E. Laxpau: Abschﬁtzungen von Charaktersummen, Ein-
heiten und Klassenzahlen, Gbttinger Nachnchten (1918), insb. .S. 83- 84
" Fussnote 12)..



Uber subharmonische Funktionen und ihre Rolle in
der Funktionentheorie und in der Potentialtheorie.')

Von FriepricH Riksz in Szeged.

Meine Herren!
Gestatten Sie' mir, dass ich ohne geschichtliche Emlentung
_ sofort sage, was-ich unter einer subharmonischen Funktion ver-
stehe. Um mich bequemer ausdriicken zu kdnnen, sprecheich von
Funktionen von 2 Verinderlichen; die Veraligemeinerung auf
mehrere Verinderliche liegt an der Hand. Eine im - Inneren. eines
Gebietes G definierte, stetige oder nach oben halbstetige Funk-
tion u (x, y), die auch an einzelnen Stellen negativ unendlich werden
"darf, heisse subharmonisch, wenn sie folgende Eigenschaft besitzt.
Jede in einem beliebigen inneren Teilgebiete G’ harmonische und
auf dem Rande von G’ stetige Funktion U(x,y), die auf dem
Rande von G’ grosser oder gleich u (x, y) ist, erfiillt diese Un-
gleichung auch innerhalb G’

Fiir stetige Funktionen u(x,y) und fur solche Te|lgeb|ete
und Randwerte, fir welche das Diricuiersche Problem. geldst
werden kann, ldsst sich, was ich ja nicht niher begriinden muss, -
die erkldrende Eigenschaft auch so formulieren: Im Inneren von.
G ist u(x,y) < als diejenige harmonische Funktion U (x, y), die
auf dem Rande von G’ dieselben Randwerte besitzt. Sie werden
iibrigens bald sehen, dass wir uns gleich ‘bei der Definition auf .
Teilgebiete spezieller Art mit sehr anstindigen Rindern,z. B. auf
Kreisgebiete - hitten beschrinken konnen. Ich will auch sofort
betonen, dass der Ansatz, nach welchem wir halbstetige Funktionen

v 1) Vorirag, gehalten und wiederholt in den mathematischen Gesellschéf- '
" fen in Stockholm (15. 9. 1924) und in Kopenhagen (18. 9. 1924) und in der
Versammlung deutscher Naturforscher und Arzte in Innsbruck (24. 9. 1924).
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und Unendlichkeitsstellen zulassen, keineswegs bei den Haaren
herangezogen ist, sondern sich spiter, besonders- bei den poten--
tialtheoretischen Fragen, als natiirlich und notwendig erweisen wird.
Wie erkennt man nun, ob eine vorgelegte Funktion subhar-
monisch ist? Hiefilr habe ich vor einigen Jahren ein sehr ein-
faches und handliches Kriterium angegeben.?) Man wird dazu
durch die folgende Betrachtung gefiihrt. Ist « (x, y) subharmonisch
im Gebiete G und ist K eine Kreisscheibe innerhalb G mit dem
M|ttelpunkt (X0, ¥o) und mit dem Radius r, so ist

ef’

u(xo,yo)sf—J u(xo—i-rcos:p, yo—i—rsm ) do,

d. h. der Wert von u im Mlttelpunkt ist < dem Mmelwert auf
der Kreislinie. Flir stetige u (x, y) folgt dies " unmittelbar aus der -
Poissonschen resp. schon aus der spezielleren Gaussschen Formel,
wonach_-der Mittelwert = U (x,,¥,) ist, wo Uf(x, y) die in K
harmonische Funktion mit denselben Randwerten wie « (X, y) be-
deutet. Im Falle einer halbstetigen Funktion gelangt man zu
derselben Ungleichung, indem man die Funktion durch stetige
Funktionen von oben annihert.

Die obige Ungleichung besagt im wesentlichen nur soviel,
dass die definierende Bedingung fiir Kreisgebiete u. zw. im Mittel-
punkt derselben erfiillit ist, also scheinbar viel . weniger, als die
Definition erfordert.” Dass es dem nicht so ist und dass unsere
Ungleichung, ja sogar auch schon wenn sie fiir gentigend kleine .
Werte von r erfilit ist, eine nicht nur notwendige, sondern auch
" hinreichende Bedingung:darstellt, das wird lhnen auch ohne den
— librigens sehr kurzen und einfachen — Beweis®) sofort ein-
leuchten, wenn Sie nur bemerkt haben, dass die subharmonischen
Funktionen die unmittelbare Verallgemeinerung der konvexen
~ Funktionen u(x) einer Verinderlichen sind. Denn die harmoni-
- schen Funktionen einer Verdnderlichen sind ja die linearen Funk-
tionen, und die definierende Eigenschaft der konvexen Funktionen,
wonach jeder Bogen der Bildkurve unterhalb der entsprechenden
Sehne liegt, entspricht genau der definierenden Eigenschaft_der

?) F, Riesz, Sur les valeurs moyennes du module des fonctions har-
-moniques et des fonctxons analytiques, Acta universitatis Franc -Jos. 1, (1922),
p- 27—-32.

9 Lo ?)
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subharmonischen Funktionen. Unserer Ungleichung entspricht nun
bei den konvexen Funktionen die Ungleichung

(%) é?, u(x,—h)+ ux—+hn!

Durch eine bekannte Schlussweise folgt auch ‘umgekehrt aus dem -
Erfiilltsein dieser Ungleichung fiir alle x, innerhalb eines Intervalls
(a, b) und fiir geniigend kleine Werte von h die Konvexitit der
Funktion u (x) und genau ebenso folgt aus dem Erfiilltsein der
ersten Ungleichung fiir alle (x,, y,) und -fiir kleine r, dass die Funk-
tion u (x,y) subharmonisch ist. _
' Ich bemerke noch und weise dabei wieder auf die Analogie
‘mit den konvexen Funktionen hin, dass fiir solche subharmonische
Funktionen, die zweimal stetig differenzierbar sind, die Unglei-
chung '
' du__u «Tu,=0
stattfindet, und “dass umgekehrt dlese Unglelchung das subhar-
monische Verhalten zur Folge hat. Doch braucht eine subharmo-
nische Funktion nicht unbedingt und keinesfalls iiberall zweimal .
differenzierbar zu sein ; man denke nur wieder an die Analogle
" mit den konvexen Funktionen.:
Ich mochte den Begriff der subharmomschen Funktion noch
von einer anderen Seite her, sozusagen nicht mehr von oben,
- sondern von unten her beleuchten. Sie wissen ja,” dass man die
konvexen Funktionen auch auf folgende Weise aus linearen Funk-
tionen erzeugt: man geht aus von einer endlichen oder unend-
lichen Anzahl von auf einer Strecke linearen. Funktionen d. i. von
geraden Linienstiicken und setzt u (x) iiberall .gleich der grossten
" Ordinate resp. der oberen Schranke der Ordinaten; mit anderen
-Worten, man bildet die obere Enveloppe der Geradenstiicke, Der-
selbe Prozess, angewandt auf eine endliche oder unendliche Anzahi
von in einem “Gebiete harmonischen Funktionen £ (x, y), liefert
eine subharmonische Funktion # (x,y); im Falle unendlich vieler
Funktionen ist dabei noch besonders vorauszusetzen, dass die
Enveloppe u (x, y) stetig oder nach oben halbstetig ist. Ist ndmlich
die Funktion U(x, y) in einem inneren Teilgebiete G’ harmonisch
und auf dem Rande von G’ stetig und auf letzterem > u(x, y)
so ist sie daselbst und somit. auch im Inneren > den
Funktionen & (x,») und also auch > ihrer oberen Enveloppe
u (x,y). Dieselbe Schlussweise gilt ‘auch, wenn man iiber die
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Funktionen A (x,y) nur soviel voraussetzt, dass sie subharmo-
nisch sind; die obere Enveloppe ist dann, sobald sie stetig oder
nach oben halbstetig ist, ebenfalls subharmonisch. v

Ein fiir die Funktionentheorie besonders wichtiger Fall solcher

Enveloppe“ ist der Positiviogarithmus Iog |f(z)| des absoluten
Betrages einer analytischen Funktion f(2), d. i. die obere Enve-
loppe von log|f(z) | und von Null?)

Ein anderes, sehr interessantes Beispiel steht schon in einer
Arbeit von Herrn Hartocs aus dem Jahre 1906.%) Betrachten wir
eine unendliche Reihe von der Form

S fa@)w,

-~ wo die f,(2) in dem Gebiete G analytische Funktionen sind. Fiir
jeden Wert z aus G besitzt diese Reihe, als Potenzreihe in w
betrachtet, einen bestimmten Konvergenzradius R (z). Nach der
CAUCHY-HADAMARDSChen Regel ist dann

log R (z) =lim sup — log [fa(2) |
Bildet man also die obere Enveloppe uy (2) d_er. Funktionen
Ll(‘)gl fa(2)] fiir n>k, so hilt u, (z) bei unbegrenzt wachsen-

dem k abnehmend gegen —-logR(z) Daraus schliesst man, dass
—Ilog R(z) subharmonisch ist, jedenfalls nur in einem etwas.
aligemeinerem Sinne; da diese Funktion zwar nach unten, aber
nicht notwendig auch nach oben halbstetig ist, wie dies das Beispiel .

> zwt

Ein besonders wichtiger Spezialfail sind die Potenzrei-
hen von zwei Verdnderlichen; fiir die associierten Konvergenz-
radien solcher Reihen folgt nach  Hartocs aus obigem eine Be-
ziehung, die an den bekannten Hapamarpschen . Dreikreisesatz

4) Hat die Funktion f(z) im Gebiete Nullstellen, so ist die Funktion
log | f(2) |, obzwar im aligemeinen harmonisch, im Gebiete als subharmonisch
zu betrachten ; sie @bernimmt hier gewissermassen die Rolle einer konvexen
und abteilungsweise linearen Funktion. -

5) F. Harroas, Zur Theorie der analytischen Funktionen mehrerer
unabhingiger Verinderlichen etc., Math. Annalen, 62, p. 1—88. Das angefiihrte -
Beispiel habe ich erst nachtrdglich in-den Text aufgenommen, wie ich denn
iiberhaupt erst nach meinem Vortrage auf den Zusammenhang zwischen der
Harroagschen Arbeit und unserem Ideenkreis aufmerksam wurde. Vgl. auch 9