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Die quadratischen Reste zus‘ammengesetzter
: : Moduin. -

Von Gusmv RADOS in Budapest.

Die quadratischen Reste in Bezug auf den Primzahl- Modul
p sind unmittelbar durch die Zahlen _ :
. p—1Y
oz (25
gegeben und ihre Anzahl stimmt bekanntlich mit der]emgen der
quadratischen Nichtreste {iberein.
Ist n ein zusammengesetzter Modul und seine Zerlegung in

"~ Primfaktoren
a oy

n=2"pl'ps*...pe" (a>0), .
kbnnen auch fiir. diesen Modul die quadrahschen Reste vermittels
einer Formel berechnet werden? Wie gross ist ihre Anzahl? Fiir
welche zusammengesetzten Moduln stimmt wiederum die Anzahl
der quadratischen Reste und Nichtreste tiberein ? :

‘Diese Fragen sollen im Nachfolgenden beantwortet werden
Sie ‘werden durch die folgenden Sitze erledigt :

a) Die quadratischen Reste sowie auch die Nichtreste eines
zusammengesetzten Moduls kénnen stets durch je eine Formel be-
rechnet werden.

b) Die Anzahl dieser Reste ist

om
M=

R (-

wobei ¢(n), die bekannte Eulerische Funktion, die Anzahl der
. . 1

die der Nidztreste



2 G. Rados

Glieder des reduzierten Restesystems fiir den Modul n—, y(n)
die Anzahl der verschiedenen Wurzeln einer aufidsbaren Kongruenz
=D (mod n)
bedeutet. (Bekanntlich ist ¢ (n) von der Wahl des quadratischen

Restes D unabhéngig.)’

c) Die Anzahl der quadratischen Reste und Niditreste von n
stimmt dann und nur dann iiberein, wenn n eine den Typen

n=p*, 2p*, 4

angehbrende zusammengesetzie Zahl tst wobei p als ungerade Prim-
" zahl angenommen wird.

Der Beweis der Sitze a) und b) soll fiir die — alle Mglich-
keiten erschopfenden Fille einzeln geliefert werden :

I. Fall: « =0, 1 ;*hier ist y(n)= 2

Il Fall: «=2 ; hier ist y(n) =2r+!

Il Fall: « > 2 ; alsdann ist y(n)=27+2

I. In diesem Falle ist n ungerade oder durch 2 teilbar und
die notwendigen und hinreichenden Bedmgungen fur die Ldsbar-
keit der Kongruenz

x2=D (mod n) _
sind die folgenden : S
D ) ' '
— =1 F
(p:‘ - - ®
(i=1,2,...,n ,

Diese Bedingungen sind also auch notwendig und hinreichend
dafiir, dass D quadratischer Rest von n sei. '
Die quadratischen Reste von p, sind die Zahlen
sodass die den Bedmgungen (F) genﬂgenden Zahlen D die in
den Wertevorrdten der r linearen Formen
k,+p,u, (l=1 2 f‘ll,=0 +1,]i2,..:)-
: gememschafthch vorkommenden Zahlen sind. : o
Die lineare Form £} 4 p,u, liefert in Bezug auf den Modul
pi! die pi‘ 1! nachfolgenden inkongruenten Zahlen
Wkt 1.p, .. LK twp, .. K (PN — 1) py

Es muss demnach D im Sinne-der Bedingungen (F,) eines der
folgenden Systeme von linearen Kongruenzen befriedigen:



Quadratische Reste: 3

D=A2+plul (mOdP?I) ]
D=ki+p,u, (mOd ps)

.............. I ()
D=k +pu, (modpie) ) :

(’G—W 2,.. p';l;"u.—~0,1,.. s iy —1; i_'_i 2’ )

‘Die simmtlichen quadratischen Reste D von n werden daher durch
die Formel :

r (_n \9(P}) »
D=3 ( p':‘: ) (k3 + Pi u,) (mod n) (K.
=\ p
(k‘i'I 2, Al =01, i 11,2, )

geliefert, In #hnlicher Weise- kann auch eine Formel filr die.quad-
ratischen Nichtreste hergeleitet werden worauf es sich eriibrigt des
Naheren einzugehen.

- Aus der Formel(K;) geht zugleich hervor, dass die Anzahl M

der zum Modul n gehdrigen quadratischen Reste sich folgender-
massen ergibt : o

M= g 1'1 pit” 1(”"1)

= 2 =1 =1 .2 : :
_ () 9  9(pr) (n)
o 2 2 2
und da im Falle | o

y(n)=2r

ist, so folgt schliesslich S
M— ‘f'(n) ) ‘

w(n) .

womit fiir den Fall I der Beweis der Satze a) und b) erbracht ist.
IL. In diesem Falle ist «=2 und daher :

n—4p1 JOR
Den Bedingungen (F,) und dem System (K,) ist fur dlesen
Fall noch die weitere Bedingung resp. Kongruenz °
D=1 (mod 4)

hinzuzufiigen. Die quadratischen Reste von n ergeben sich 1etzt
aus der- Formel '

lt
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Ill

l

=5 )+2( )Y %("H_p'”’) (mod. n)v'

2
Aus dieser Formel geht wiederum die Anzahl M der quadratischen -
Reste von n folgendermassen hervor :

M= g P o= () 0 (P). - w(pe)

(k,-‘_'— ‘,2,..-,p —l; u,=0, 1,. ..,p?"_l—l; = 1,2,...,7).

=1 2 - _ 2'
_ @ e ¢ (p®) ... ppr _ o)
- - or+1 - or+1
und da fir den Fall II
Y =2+
ist, hat man wieder
_ o)
)’

womit die Sitze a) und b) auch fir den Fall Il bewiesen sind. _
Il In diesem Falle muss.den Bedingungen (F,) noch die

weitere
D=1 (mod. 8)

hmzugefﬂgt werden, Es muss also D dem Wertevorrat der line-

aren Form
1+ 8u,

' entnommen werden was fir den Modul 2¢ die Werle
1,1+8.1, 1+ 8.2,. l+8u0... 1+(@*2—1)8
liefert. Somit ist dem System (K,) die weitere Kongruenz
D=1+48uy,
hinzuzufiigen. Fir D erglbt sich dann die-Formel

D:(_za)q’( ’(|+8u0)+g'( L )q’(p' (6 + py ) (de. "

=\ pit

(k,v:1,2,,...,p'—_—l-;uo=0,l,...,2“'3—l;u,r%0,l WP =1

2
i=1,2,..,r

und hieraus ergibt sich fiir die Anzahl der quadratischen Reste
far den Modul n: '



_ Quadratische Reste. » 5
M=20° II pi 1(,,'_ 1) 2(1—3 ‘I’(Pl D) (I‘(p‘s;)’ p(plr) _
_ <P(2") P (p3) v_(p‘s‘").--f/'(pr')
T 2r+2 e
Da im Falle Il

: w(n) = 2r+t.
ist, hat man wieder
7(n)
M= X
v(n)

womit auch der Fall III erledigt ist.
Wir tbergehen nun 2um . Nachweis -des Satzes ¢). Da die

Anzahl der zum zusammengesetzten Modul n gehbngen quadrah-
schen Reste

' o)

M=o
ist, so wird die Anzahl N der im reduzierten System von Resten
(mod. n) enthaltenen Nichtresten :

- o(n (1_.__)
10) =5y =0 '~ 57y
im Allgememen von' M verschieden sein. Die beiden kdnnen dann
- und nur dann {bereinstimmen, wenn

pn)=2

ist.

Im Falle.1 ist y/(n) = 27, somit kann M = N nur dann stait
haben, wenn r—1 ist, daher n vom Typus n=p®, 2p% ist.

Im Falle Il ist y(n) = 27+', somit kann M nur dann mit. N
gleich sein, falls r =0 und daher n—=4 ist.

Im Falle III ist w(n)=27+? also stels groszer als 2 und
" somit M stets verschieden von N. '

Da durch die Fille I, Il, Il simmtliche Moglichkeiten erschdpft
werden, kann man’ zusammenfassend erkldren, dass n=p®, 2p*, 4 .
sdmmtliche Typen von zusammengeseizten Moduln liefern, filr welche
die Anzahl der Reste und Nichireste die gleiche ist.

Es sind dies dieselben Typen von zusammengesetzten Moduln
fiir die die Veralligemeinerung des Wisonschen Satzes und die
Existenz von primitiven Wurzeln nachgewiesen werden kann.

Schliesslich mdge noch erwidhnt werden, dass die Anzahl
der im reduzierten System von Resten enthaltenen quadratischen



6 G. Rados: Quadratische Reste.

Reste auch .auf einfacherer Weise hergeleitet werden kann, falls
auf die Darstellung dieser quadratischen Reste durch eine Formel
verzichtet wird.

Es seien die simmtlichen quadrahschen Reste des reduzierten .
Systems von Resten (mod. n)

D,D, ..., Dy
alsdann sind :
x2 =D, (mod. n) (B)
(i=12...,.M)

" die sammtlichen auflosbaren binomischen quadratischen Kongruen-,
zen. Jede dieser Kongruenzen hat dieselbe Anzahl von Wurzeln,.
da diese Anzahl y(n) nur von n. und nicht von D, ,abhﬁngt Die -
Wurzeln aller Kongruenzen (B) liefern somit M w(n) - Zahlen, die
alle verschieden und gegen n tellerfremd sind, da die D, es auch sind. -

Es seien diese Wurzeln : .

‘ (0, Dy o ooy o) . (Sn)
so smd dieselben ‘alle verschieden und im_ reduzierten System von
Resten (mod. n) '

n,r,..., f(p(n) ’ : ’ (Sa)
enthalten.

Es kann aber auch gezeigt werden, dass jede Zahl von (S,
auch in (S.) enthalten ist, da ja r, gewiss eine Wurzel von

2= (mod n)
ist. Es ist somit -
My(n)= f/{(n)

_ oM
)’

Budapest, am 1. Juni 1926. -

~und daher wieder

(Eingegahgen am 4. ]um‘ 1926),



Laplacians and continuous linear functionals.')
By NoreertT Wiexer (Cambridge, U. s. A).

A classical theorem of F. Riesz®) gives as the general repre-

sentation for the continuous linear functional of a function f(x)
of the single variable x the StieLTjes integral

ff(x)da(x)

where a(x) is a functlon of --limited total variation. Evans and
others have given an analogous representation of the linear func-
tional of a function f(x,,..., x,) of n variables, in the form of a .
multiple StieLTies integral : :

J‘J‘ LA J‘f('xl‘ X, - - 'b: xn) dxlv X9y 01 Xg « (xl» Xgy oot xn);

where « is again in a certain sense a function of limited total
variation.?) This representation suffers under the disadvantage of -
involving the particular choice of axes x,,x.. ...,x, that is, of

1) Following a conversation 1 had with Prof. NORBERT WIENER
about the subharmonic functions and their roll in ihe theory of t}ie potential,
he had the kindness to write at my request the present note for my own
use, 'in which he gives an outline of the methods invented by him in
researches covering a period of several years. In the hope, that Prof. WIENER
will give a systematical- exposé of these researches, 1 asked him to consent
to the publication of the present note. . F.R.

2) Sur les opérations fonctionnelles linéaires, Comptes rendus de I'Aca-
démie des Sciences de Paris, 29 nov. 1909; Sur certains syst¢émes singuliers -
d’équations intégrales, Annales de VEcole normale supérieure, t. 28, 1911, pp.
33—62; Démonstration nouvelle d’un théoréme concernart les opérations
fonctionnelles linéaires, ibid. t. 31, 1914, pp. 9—14.

8) See for instance CH. DE LA VALLEE Poussiy, Les fonctions A vari-
ation bornée et les questions qui 8’y raltachent, Bulletin des sciences -mathé-
matiques, (2), 44, pp. 267—296, 1920. ’
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not being vectorial. The problem of this paper is to give™a vec-
torial, invariantive representation of the continuous linear functional
of a function of n variables. We shall take for conveniance n = 3.

The simplest vectorial differential operator in three variables
is the Laplacian 7. The simplest vectorial integral operator on a
scalar function of a vector x is the ‘anti-Laplacian, which yields -

==k [[] 1

- The operator which bears to the Laplaeran the same relation which
the difference operator ( f(x+ h) f(x) does to the deriva-
tive is the operator B

i | D as —1o) {
lti=h

In order to see this last fact, let us suppose that f.(x) is repre-
~ sentable by the triple Fourier integral

f(x)r-vf”F(u)em T dn.
~Then (at least formally)

Jf(x) NJ” —|u2F(u) _ei”'xdu,

and . . ‘
e F 0 ds — s )|~
lsi=h ©
~ ﬂf sin f’“'l’” —1{ F ¢~ du.

Ifboth F(u) and |#®| F (u) are summable and of summable square,
it is then easy to prove, by appealing to the three-dimensional
form of the PLANCHEREL theory of Fourier transforms,*) that '

4,,,,2ﬂf(x+1)d8 ~1){ =5

fsl=h

l.m —
=0 h2

4) Contribution 4 P’étude de la représentation d’une fonction arbitraire
par des intégrales définies, Rendiconti di Palermo, 30 (1910), pp. 289—335.



Laplacians and continuous linear functionals. .9

'The total variation of a function f(x) which always has f(x)
between f(x4 0) and _f(x——O) may be written in the form

iim j TG+ =1 dx.

It 1s hence reasonable to consider
V(f):hl_iT0 U‘ w17 h"f f(x+1)dS f(x) dx
isl=h -

as the three- dlmensnonal total variation of a function f (). Similarly
to the STIELTJE: integral (

f f@dagg= im [f—(,i‘)—(e(x+h)—a(x)>dx,

—@

there corresponds what we shall write

1060, T et 065 )
—a0 |z =
We wish to prove the following analogue of Riesz theorem : Let ,
a (x) be a function of limited totaf variation. Then
rf(x)4a(x)
is defmed and finite for every function f(x) which is bounded and
continuous and vanishes as |x|—»oc by any route. We have

Ff(x)Ja(x)<max|f(2)|V(a).
Conversely, let F}{ f } be a linear functional defined for all functions

f (x) whidh are bounded and continuous and vanish as |z |=#co by
any route, and let there be a number K such that

Fif} <kmax|f(z)].

Then there is a function a(x) of limited total variation such that

F UVfl=rf@ 1a(x).
This function a (x) is unique except for an additive arbitrary har-
"monic function. '
Proof. To begin with, let us find a function g(z) such.
‘that g (¢) =0 for all sufficiently large values of.r, that ./g exists
everywhere and is bounded and continuous, and that '

f@)—g@)|<e
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for all x. This is possible, by general theorems on approxlmatlon.
- We have

Vg(x).da(x)— lim Jf 6’%’) (47”2 Ua(x+1)d8—a(x))dx_

ltl—

nh—n-: 0.[[ Gf;lg-z‘) ( ppre ﬂg(x—i—;)ds —g(x)) (A)

Isl—

= J‘J.J. «(x)1g(x)dx.

It follows that Fg (x) da (x) exists. Furthermore
Vg(x)de(x) —

_ﬂfﬁf(x)(4 . ﬂ a(x-—l-r)dS-a(x))dx

lsl=h

lim
-0

<eV(a).

As' ¢ xs arbltranly small,

7f(x)da(@)= lim H J @) ( . hzﬂa(er r)dS—a(x))

. fsl=

exnsts The fact that
. ¥ f(x)de(x) < max|f(z)| V()
is obvious, - , o

We now proceed to the second part of the' theorem. Let F{ f}
~ be a linear functional and let there be a number K such that

. Fif} <K max|f(z)|.
lf fis posmve, we make the definition

Gift= upper bound Flg}

and we extend the definition of G lmearly to non-positive functlons,
It is easy to show that G is a well-defined non- negatwe lmear
functional, and that. '

Gift<Kmax|f(z)|

Girt—Fift>o.

Thus every continuous linear functional is the difference between-
two linear functionals of positive type. We may hence without.
essential resiriction suppose that F is of positive type.

If f is positive
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We now form the auxlhary function 1, (), in conformity
‘with the conditions :
[
[~ ggars Uz
"”'(’):l 2|z —3r| 2|
4nrd
The functions vy, (z) are all negah_ve,i and do not increase with
decreasing r. Let

s [lzl<rl.

e () =F Y (x—1). -
“We see that all functions «,(z) are negative, and that the sequence
«.(x) is monotone non-increasing in r. It is easy to show that it
follows from' the continuity of v, that ([[y,(x —1)dx can be
R

approximated to. uniformly” by a finite sum of y,’s, if R isany -
bounded region.' From this we can readily conélude that

Jﬂ o @) dzr—F; ﬂf Velw iz - fﬂ =R

'whxch is flmte Hence the functions e, (x) form for r—+0 a mono-_
fone' non-increasing sequence with bounded integral, and by a
familiar theorem from the theory of the Lesesaue integral, have a
limit-function e(x), integrable over any R.

, The operator F 'may readily be -extended from continuous
functions to their limits.5) If we represent the Laplacian as the
limit of a differencequotient, it follows at once from the conhnuny
of F that

Z“r(x);:FE ‘Jx l/’r(x‘—lf):F;xr(x—_".t),

where ] |
' {6|b|—23r
—2aiys) 0 L101<r]
z'(b):l = (TR
' 0 -~ [Ibj>r]
It follows. that : -)

ﬂ 2 (6)db6=1.
. Thus if f(x) is a continuous functlon vanishing at mf:mty,

8) Cf. P. J. Daniell, Annals of Mathematics, 1920.
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Fifl= iim F {_ﬁ[ f@) 2 (x—1) dz) -=rnmof[l'/(x).f_a,(x) dx.
We have
lp,(x) JIJ O %r (.r r)dr.

g ] et ds—“r(‘)) -

ltl=h

=F, ) % (zﬂlﬁﬂtﬁ.(x—twy)ds - t/',(x—t)))z =

igl=

h
—F,zh2(4 higg ( 4,,H T Zr(x—y+1— y)dy)
| -FMﬂJ T x.(x t)—y)dy 2
- —%Fv'g%ﬂ"'(’ Y [mnilghmu i Tl“k

=F, {_m 1(x—y—3) is(y)dy }

Furthermore

Hence

h°(4 h'ﬂ “ot ‘)ds"“("))

Itl=h
== hm F., ””z,. x—x)—y)x,,(y)dy}:F.,x,,(x—x)) Ja,,(x)

It follows that

Fift = lim ﬂ 61;1(,“’)( . J J a(x-{—l)dS—a(x))dx—ff(x)Ja(x)
: lst=h
. Thus our fundamenlal theorem is proved,
It remains to show that «’is unique. This is equivalent to.
showing that if « is of limited total variation and
Ff(x)da(x)=0 :
for every admissible f, then « is harmonic. We have by (A)
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. ®

m «(x) G(x)dx — 0,

whenever G (z) is a continuous distribution generating a potential

vanishing 2t infinity and itself vanishing at infinity. Hence it follows

- by considering special types of f (functions f which depend only

on the distance from a fixed point) that the mean value of « is

constant on concentric spheres. By a simple application of Koese’s

form of the inverse of Gauss’ lemma,9) it follows that e (x) i is harmonic-
Let /f(x) be such that :

o || Ble+0as -5

lsi=h
is non-negative for all » and h. We than call g subharmonic. Let
us consider a subharmonic function #(x) vanishing as |x|—>oo
in such a manner that for all sufficiently large values of R,

dR R,J_ﬂ()as = O(U/RY)

Then @ is of limited tolal variation.

To show this, let us consider 3. It-is easy to show that this
satisfies at mfmlty the same condition with regard to the radial
denvatlve of its mean as ‘i itself. Let us put

Jﬂ /?’ ’ Anh® ﬂﬁ(xﬂ)ds—#(x)'dx

it|=Ah

Then
v,,_ﬂ Jﬂh(x)dx_-ﬂ ”"(x) dS—
<R
"”d;e R2 fﬂ.,(x)dS( o),
z

umform]y in h The result 1s 1mmed1ately obvious.
~ The author wishes to follow the lead of the ordinary theory
of functions of limited tofal variation in connecting his work up
- with the theory of trigonometrical developments. For this he needs

8} P. KoesE, Herleitung der partiellen Differentialgleichung der Poten- .
tialfunktion aus deren Integraleigenschaft, Sitzungsberichte der Berliner mathe-
matischen Gesellschaft, 5. Jahrgang, 1906, pp. 39—42.
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the three-dimensional analogue of Fejer’s theorem. The whole point
of Fejer’s theorem consists in finding a positive kernel K(x—y),
which has a trigonometric development approximating .in form to

that of 2 COS kX COS ky as n—»oo,

We form the corresponding three- dimensional kemel in the -
following manner: the Fourier transform of the function (p,(x)
defined by '

s [xl<r),

)= o} el 1]

-ﬂfrp,(x)e dx—jno —mel*far— (%'{‘—"—coslu!r)-

Hence the FouRiER transform of .

: 4r 2 EdN
0.-(#)=JHq>,(g)¢p,(x-—g)dg=’_{n(——"l |+ ) [lz|<2n]
- 0 [l+]>2A

18

'll follows that lf
(u)ijjr(x) =g

we have : ' |
Wffjf() [— -g|4[Silr‘li:rf[r—coslu_—v]r]?@=_‘
—ﬂ [ F(x)( 3| lelt) e g,

l#|<2r
An argument precisely like that used to prove the ordinary Fejer’s
theorem will then show that if f (%) is a continuos funchon whrch
is summable and of summable square,
s [ - e
o g2 ’ C
If - m addition

- JiF@rie *dx—o(r)

|xl<2r
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a simple application of the Scuwarz inequaliiy will show that

' 3|z 'xis) lx.u ,
el
|lxig2r -

and hehce that

ﬂ:l Fo)e**de—f(u |

as a convergent infinite integral. :
.In proving this theorem, we can replace the contmulty of f
by the weaker. condition

Jlim. 4nhzjf(x+g)d3 —f).
© lzl=h

If f bas a bounded Laplacian, we have indeed

: 1 ]
';.I-m-:o (W.’[[f(x+1j)d8 _—f(x)g = O(i/R?).
lei=h
“An intermediate condition is ‘
v (f ] ' '
:.I-I-To W;U,,f(x+ 1 dS ——-f(x)_ =0 (1/h) (C‘)
L k=

umformly in 2. :

' In the study of functions of limited total variation, the author?)
has found the notion of the quadratic variation of a functlon very
useful. The quadratic variation of f(x) is :

-

lim J,,lf(x+h) £ 2dx.

An analogous expressnon in the three-dimensional case is

@

Q) ——;l'm J]I e

If .

|2
gy J]-f(x—{- 1) dsS— f(x)I de.

lgl=h

f(x) fgl_[l' F(u) ™ * du,

7) N. Wiexer, The quadratic variation of a function and its Fourier
coefficients, Journal of Mathematics and Physics of the Massachuselts Insti-
{ute of Technology, 3, pp. T2—94.
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we have
sin h|#|

&0 ’,,,'_‘To FU " hlul

It is easy to see that (C) implies that Q, (f) =0. Under lhese'
conditions, we see at once that

lim h |f|u|4|F(u)|2du—o
" <y
It is thus clear that 1f f(x) is a function of limited total
variation, and is summable and of summable square, and if condi-
_ tion (C) is fulfilled, then ihe Fourier integral of f converges uni-

formly to f.
The expression Q,(f) is one of the hierarchy of expressions

-

2
- 1‘ |F(1) 2 dse

2

@)= im &[] | | 1e+0ds - 1|0

-0
— Izl=h

2

) Q,(ﬂ;hwo hifﬂ #[ fa1)dS—F @) dx;'

] —o - ltl=h
.6 ( 1 ' ) z
Qs(f) =,hl—l-n;0 T[ﬁ m-_l'—lff(:&‘—}- 1‘) dS—f(x) dr.

~ If f is of limited total variation, it is easy to show that Q,(f) is
finite, and if the distribution generating f contains point charges,
Q. and Q, are infinite. If the charges of the charge distribution
generating f are distributed continuously on a smooth curve Qs is
-infinite If the charges of the charge distribution generating f are
distributed continuously -on a smooth surface, all three are finite.
~We can thus regard the functions of limited total variation for
which Q, and Q, respectively are finite as the naiural generaliza-
tions of finite line and finite surface distributions, respectively.

(Received October 20, 1926).
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Zur Summation det Fourierschen Reihe.
Von G. Szedd in Konigsberg.

. Die Summation der Fourierschen Rehe mit Hilfe von
CesAroschen Mitteln beliebiger positiver Ordnung ist vor einiger
Zeit von Herrn M. Riesz auf eine sehr einfache Form gebracht
~ worden.') Wie Herr Fejer kiirzlich®) besonders deutlich hervorge-
hoben hat, spielt bei dieser Frage sowie auch bei anderen ver-
wandten, eine gewisse einfache Eigenschaft der Partialsummen der
Binomialreihe eine Hauptrolle, eine Eigenschaft, die im wesentlichen.
auf die Herren S. Cuapman und M. Risz zurlickgeht.)

In der neueren Zeit hat man bei der Fourerschen Reihe auch
die CesAroschen Mittel k-ter Ordnung mit negativem &, k> —1,
untersucht und auf diese Weise manche klassischen Konvergenz-
sitze verschirft.) Diesen Untersuchungen liegt hauptsichlich ein
Satz des Herrn E. KoaserLiantz®) zu Grunde, den man folgender-
massen formulieren kann:

Es sei —1<k<!l, k+0 und
(1) Cz&)z(k+1)k+2)~--(k+") ={n+k)‘

n!

1) Sur la sommation des séries de FOURIER, dlese Zeltschnft 1 (1923),
S. 104—113.

' ?) Abschitaungen fiir die Lecexpreschen und verwandten Polynome,
Math. Zeitschr. 24- (1925), S. 285—-298.

3) Bezilglich eines -einfachen Bewelses vgl. G. SzeGd, Bemerkungen zu
. einer Arbeit von Herrn FEeJER iiber die LEGENDRESChen Polynome, Math.
Zeitschr 25 (1928), S. 172—187-

4) E. KoGBETLIANTZ, Analogie entre les sénes trigonométriques et les
séries sphériques au point de vue de leur sommabliité par les moyennes
arithmétiques, Ann. de I'Ec. Norm. Sup. (3) 40 (1923), S. 259—323; vg!. ins-
besondere S. 266—280. — A. ZveoMUuND, Sur la sommabilité des séries de
Fourier des fonctions_ vérifiant la condition de Lipscairz, Bull. de PAcad.
Polonaise des Sciences et des Lettres, Series A: Sciences mathématiques 1925,

~ 5 vgl a a O. S.276—277. -

2
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Dann sind die CesAroschen Mittel k-ter Ordnung der Reihe

()] —;—+ cosx -l-cos2x 4. . +cosnx+...
in der folgenden Form darstellbar :
EE -t
. ©) a CB, cos [(n-}-k——*_—]) — ’%7]
2 g cosvx= L 10 (x),

k+1

C ( 2sin 7)
wobei fﬁr 0 < x < 27 das Restglied ri® (x) wie folgt abzusdlatzen ist:

k]
4 [ <_
@ = (n-i—l)sm2

Herr KocBeTuaNTZ beweist diese Abschitzung mit Hilfe des
Caucuvschen Integralsatzes. Im Hinblick alf die Bedeutung und
auf den elementaren Charakter dieses Resultates scheint es mir jedoch
nicht ohne Interesse zu sein, eine elementare Begriindung dessel-
ben zu geben. Dies soll im folgenden geschehen. Der hier dar-
zulegende Beweis operiert mit dhnlichen einfachen Kunstgriffen,
wie der a. a. O. ?) fiir den S. Cuapman —M. Rieszschen Hilfssafz
gegebene und liefert fiir das Restglied 7* (x) sogar eine eiwas
genauere Abschitzung wie (4). Diese Abschédtzung beruht auf einer
eigenartigen Darstellung des Restgliedes, aus der sich auch manche
anderen Schlitsse ziehien lassen.

* « *

Wir beweisen den folgenden Satz:

Es sei —1<k<1, k+0, n positiv ganz. Fiir 0<x<2x
gilt dann die folgende Darstellung des n-ten CesAroschen Mittels
k-ter Ordnung der Reihe (2): '

_ k1 _"_+_‘
) s"gff) . ; + é Cé: Cosvx= COS[E’::(z sinJ x )x+n |

2
: N Y- . b Y .
k J sin —5- lsm 2 - sin g 5 l
+ Da |+ Pw | —— |4 APy | ——— |+
2("+])\(’ (gin—g— . [sin—;—l NsinX )’
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wo dze Konstanten Pun (ausser von p und n) nur von k abhdngen
und die Beztehungen

(6) ) p!n> O: pzu _> _ov sy Ppn_> O: . n ey
M Patput.. . tp,t.. . =1
erfiillen.

Bevor ich auf den Bewels dieses Satzes komme, bemerke ich,
dass daraus (4) unmitteibar folgt. Es folgt sogar etwas schirfer

(k)
® o<!T( ! (0 < x < 2m).

k" 2+ sin® 3
Die Darstellung (5) kann aber sehr leicht bewiesen werden.
Wir setzen bei festemn k-

C+CW 24, . .+ C 27 =s, (z),

so dass

C(k
SR (X) = -— 4 C{,‘_’l cosx ...+ Cf® cosnx

9 .
( ) \R elnx Sn (e—lx) +"S,,__1 (eflx)

Wir schreiben ferner

(IO) (1 ! )k+1 - n(Z)* r,,(z))2 )
wo also die Entwncklung von r, (z) die Form hat:
(11) Fa(2) = Q) 27Tk g n i
Es ist dann ' A

(1) L ()= =2k — (1 —2)*s,(2).

Aus der letzten Darstellung von r, (2) folgt, dass die Potenzreihe

(11) (schon unter der Voraussetzung k< 1) auf dem Einheitskreise
absolut konvergiert.

: 2

Nun erhdlt man aus (9), da (1 — e *)2=—¢'* (2 sin%—) ist,

elnx

st (x) = R M—emet +
1.

. + R ei(n+1)x[,- (e—lx)+ s (e-lx)I
(12) o 8:-;m22
k4 k41 , <
_cosfn+ 4 )""T"h ¢ (%)
. X e

2¢
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wo ¢,(x) eine wohlbestimmte Kosinusreihe ist, fir die wegen (11)
die folgende Darstéllung gilt :
0. () = 2 0!® cos (v— n-—l)x+2 a®Mcos (v—n—1)x
v= n+1 v
= > b™ cosux;
=0 ”

hierbei ist
b =attl, +ad?, b"" =ai,+a+alf?,

(0 NN g
bW —at | Fat (#=2,3,4, ...).

Aus (12) folgt nach Mulhphkallon mit sm2 3 fir - x-+0,
' daqs hm p,,(x) 0,(0)=0, d. h.

@®

s - _ - S =0,

u=0

. so dass

.(16) 0n(X) = 2 b"" (cos pux — l) = — 2 E b"" sinu —- 2

me=t
Das Vorzelchen der LL"’ kann leicht iibersehen werden. Zu

diesem Zwecke berechnen wir zuerst & und b{™. Es ist nach (10)
I (z)__(l =2 (CH, 27 - C®,emt2 4, ),
so dass
affls— C. affly = CHa 2 2CH,
Man hat also
a7 Cbm =2(C, — C) — .
und '

(18) 5™ =CH,—2 ClH,+CP 4oy = m—iﬂ’;—%—_gz)c;k)+a;n;;».

Die Koffizienten der Entwicklung von (1 —2)'~* sind nun vom
zweiten bzw. dritten Gliede an s#mtlich negativ bzw. positiv, je

nachdem 0 < k <1 oder — 1 <k <0 ist. Hieraus schliessen wir, dass

al(n"-f)-s, ol n+i, afn-{-s

sdmtlich das- entgegengesetzie Vorzelchen wie k haben. Es gilt

(k)
+1 Ca

- somit fitr 0 <k <}

(]g) b(n)>0 b(n)<0 b(n)<0 b(n)<0
und fiir —l<k<0
(200 g'-'<0 bm >0, bfm >0, bg")>o
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Wegen (12) und (16) hat man nun

) (%) == — i S, b
\ 4CH S u

Hierbei ist

o~ pm — p) — (k)
;E:n b = nti P,
so dass
: . b(n) k
B (o e TrEs ) L

gesetzt die Behauplung folgt.
Fiir —1<k<0 ist das Integral

T cos[(n+k+l) ‘kg—ln] )
_J _ (2sm Z)M1 -

konvergent (jedoch nicht fiir 0< k< 1), so dass dann durch In-
tegration von (5)_die Gleichung : .

n +k+l k1 1
@2 —lz—z%J COS[((IJI(H(an)l 2)”12. de+2(”+|)2”p“"

'entsteht wobei gleichzeitig die Konvérgenz der zuletzt angeschne-
‘benen Relhe erkannt wnrd Es gilt folgllch ‘

p=1
*
“Wir betrachten ‘das - -te CESAROSChe Mittel k-ter Ordnung aer
- Reihe

24) __+ smx s:n22x+“.+sinnr:x+m’
d. h. den Ausdruck ' -
T ,
' S X x A CP sinvx n J‘ st @
(25) C(l{)) Z_’*‘E C,',”_ » 2_2"— C(I{)) at
- . .{ s (1 ()
| #J-cw dt.
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Herr Kocseruantz beweist a. a. O. ) (S 268 —273), dass ftir

—1<k<0
_ S"’ (x) T
L. . "’_n:m Cc® — 9
U zw, gleichmassxg in x, wenn x in einem feslen Intervall im

Innern von [0, 2] gelegen ist;

k)
L. ,S(C,f,x) <SW, (n=1,2,3,...; 0< x< 2n)

wo die positive Zahl S® von n und x unabhingig ist (sie hangt
nur von k ab). '
1. folgt offenbar aus (4) mit Beachtung von (25) Dagegen scheint
Il. aus (4) nicht zu folgen. Herr KogBeTLIaNTZ Schickt zum Beweise
von lI. eine Diskussion der Summen (25) voraus,  die ebenfalls
".auf dem Caucnyschen .Integralsatze beruht. Wir. zeigen, dass auch
Il. aus unserem Hauptsatz leicht hergeleltet werden kann. ~
Es ist fiir 0<x <=

S (x) | -

C(k) =

_ | .
P e e Y NP
; C,’,"'(Zsm —;—J’H—l 2(nt 1) heriie

Die Funktion 1 I
o L g \ktt | (ki
(251n 7} :

ist nun im Intervall 0 <7 < w samt ihrer .ersten'Ableilung beschrdnkt,
so dass '

i k1) k4L (1 1
jcos [(Il-}-— ) ﬂJ PER T E
2 (2sin4) !
’ ~ 2/

wo A (wie auch weiter unten- B und C) positiv ist und nur von
k abhdngt. Wir haben folglich wegen (23)

| .
,cosl(n+k+')t—- -2Kl”l
= dt | =

k J lkJ-l

o
) I

“| <t

St (x)

<+B
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. Da das Integral r cos (t— T ) ‘
N g ~dt

lk'H

. 0
konvergiert, ist damit die Behauptung bewiesen.

* *
*

Es sei f(x) eine nach 2= speriodische, im Lesesaueschen
Sinne integrable Funktion, die fiir x=0 stetig ist; es sei der.
Einfachheit -halber f(0) = 0. Man kann nach weileren Bedmgungen
‘fragen, welche zur Folge haben, dass die, Fouriersche Reihe von
f(x) an der Stelle x =0 mit den CesAroschen Mittein k-ter Ord-
nung, — 1 <k <0, summabel ist.

Aus (5) folgt fiir — 1 <k <0

T

’ 1 "k )
@ gfe B e
- cos[(n.;."-i—lJ __k_-% ]d ‘ E
f 4 @) 2 P s
wobe1
’ | T Sinﬂ—;i 2
2 | dx =
(27) ur ff(X) sin % G

‘ gesetzt worden ist, .
Wir wissen, dass lim ¢ =0 ist. Zu einer posmven Zahl €

u
T

kann also die positive ganze Zahl M M (e) so beshmmt werden,

dass filr g >-M
EARS:

gnlt Es xst ferner |a |<o fur alle u, wo o von ¢ nicht abhingt.
Wir haben folglich mnt Beachtung von (7) und (23)

E—(-H—_l_) 2 .u’ppn,_a '<

Ikl( ) L]
RVICE=IIM EHPM“MEM“PW <3@rn " MTeK

wo K> 0 nur von k abhingt. Hieraus folgt, dass

@) . 2 +,)Eg»p,m w=0,
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folglich ,
cos [(n-{— —ﬂ) x—l‘—ﬂn]

- dx

Cim ( 2sin X"

Im zweiten Gliede kann C® durch '
nk
Tk+1)

ersetzt werden, da doch der Fehler

=o(n,';1 )f( /9] dx%b 0 |

AR
2 sin —2—)

=0.

lim_ ff 09 S i - —Jf(x)

ist. :
Wir erhalten somit: - _

Es sei f(x) eine nach 2n periodische und im Lesescuesdien
Sinne integrable Funktion. Es sei ferner — I<k<0 ‘Man setzé

endlich
f(xo+X)+f(xo_—X)

—f(%)=¢ (x}_
und 'es_'sei. _ '

lim ¢ (x)=020.
..+o"’()

Die Fouriersae Reihe von f(x) ist an der Stelle x _xo dann und

nur dann mit den CesAroschen Milteln k-ter Ordnung summabel, werin

P O
"'l[;‘ Tli‘f¢(x) ' Cox k1 dx:o :
”7 @ K (281“5) ’ .

tst.

Berlin, Mai 1926.

(Eingegangen am 15. Juni 1926.)



Zur Theorie der ko.nformen‘Abbi,ldu.ng. ,

Von M. FExETE in Budapest.

- 1, In meiner Note ,Zum Koeseschen Verzerriungssatz®!)- ‘habe
_ich u. a, die folgenden zwei Sitze aufgestellt und bewnesen
1. Es sei die Funktion

w=f(z)—a,+az+a2+...

mit ay=...=a, =0, a,=1, (#=1) im Kreise |z|< | reguldr,
sonst beliebig. Sei r— ry,y die grosste unter allen positiven Zahlen r,
fir welche die Gleichungen

f(z)=ref ?
‘bei jedem 2> 0,<2m im Kretse |z| <1 mindestens v Wurzein
besitzen. Dann ist -
Iry zZp,> 0’ '
wo p, nur von v abhdngt?)
Il. Es sei die Funktion
. . ~f(z) = ao\-l- a2+ a;2? +.
mit ay=...=a, =0, a,=1, (»21). fur |z[< 1 - reguldr, fur :
0<lzl<L 1 von O verschleden sonst beliebig. Sei ¢=y¢y,, die grdsste
unter allen positiven Zahlen o, filr weldhe jeder Wert w mit | w| < ¢ im
Kreise|z| <1 mmdestens v-mal von f(z) angenommen wird. Dann ist
. : Ofv= =5,>0,
Wwo s, nur von v abhdngt .®)

1) Vorgelegt der Gesellschaft der Wiss. zu GOrTTiNgEN in der Sitziung
vom 18. Dez. 1925; erscheint in den Nachrichten der math.- phys Klasse.

?) A. a. O 1) S. 143. Satz IV.

%) A. a. O1) S. 143, Satz V.
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Safz | stimmt im Spezialfalle »==1 mit einem Satze von
Herrn Lanpau®) iiberein, durch welchen er ein wohlbekanntes
Koese — CaraTeoDORYSChes Theorem®) von schlichten Abbildungen
iiberraschender Weise auf nichtschlichte iibertragen hat. Auch Satz
Il kann im Falle »=1 als eine Verallgemeinerung dieses Theorems
betrachtet werden u. zw. als eine solche, die im Vergleich mit der
Lanpauschen Veraligemeinerung — dank der stirkeren Vorausse-
tzungen — weitere Eigenschaften schiichter Bildpunkimengen bei
nichtschlichten nachweist ; tibrigens wurde dieser Spezialfall durch
Verfasser schon frither formuliert, als Nebenresultat seiner Unter-
suchungen ,Uber die Wurzelverteilung analytischer Funktionen,
- deren Wert an zwei Stellen gegeben ist.“%)

2. Der Lanoausche Satz fand eine interessante Verallgemei-
nerung durch Herrn H Bougr,”’) der d e zweite von den Lanpau-
schen Bedingungen f(0)=0, f'(0)=1 durch die Forderung
IMla\x. [f(z)| =1 (¢ eine beliebige feste Zahl des Intervalls 0 <7 <1)
z|=t ’ '

ersetzt hat und dabei zum folgenden Resultat gelangte:
. Es sei T eine gegebene Zahl >0, <1 und w:f(z)‘:f: a.2"
0

eine beliebige fiir |z| <1 reguldre Funktion mit a,—0 und
IMax |f(z2)|==1. Dann ist der Radius r; des grossten Kreises

| w|=r,, dessen Punkte von f(z) (filr|z|<1)sdmtlich angenommen
werden, nidit kleiner als C; wo C= C (L) eine positive Zahl ist,
die nur von £ abhdngt

In dieser Note werde ich zeigen, dass die Sitze | und Il
sich #hnlich, wie der Lanpausche Satz durch den Bourschen, er-
weitern lassen; sogar werden diese verallgemeinerten Sitze viel
leichter bewiesen, als die urspriinglichen.  _

4) E. Lanpau, Zum Koesrschen Verzerrungssatz [Rendic. del Circolo
Mat. di Palermo, 46 (1922), 347—348].

5) P. Koesk, Ober die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven
[Nachr. von der konigl. Gesellschaft der Wiss. zu Gottingen, math.—phys.
Klasse (1907), 191—210; s. insbes. S.204.]. Weitere Literaturangaben a: a. O1),
Fussnote 1),

6) Erscheint demnéchst im Jahresber. der Deutschen Math. Verein. (Satz I1.)
) .7 H. Bour, Uber einen Satz von Epmunp LaNpau. [Scripta univ.
atque biblioth. Hierosolymitanarum. Math. et Phys. / (1923)] Diese- Arbeit
wurde mir nach Abfassung meiner Note "a. a. 01), durch eine freundliche Mit-
teilung voh Herrn LaNDAU bekannt, :



Zur Theorie der konformen Abbildung. 2

3. Zunichst formuliere ich die Veraligemeinerung (nach Bours
Art) des Satzes I: '
Ill. Es sei § eine gegebene Zah! im Intervalle 0 < ¢ < | und
W= f(z) =a,taz+a2>+ ...
eine beliebige fiir |z| < | reguliire Funktion mit a,=...=a, = —0
(r21), IMlax. {f(2)|=1. Dann ist der Radius ry,, _des grossten
z|=t :

Kreises |w|=ry,,, dessen Punkte von (durch w = f(z) gelieferten)
Bildpunkten . des Einheitskreises mindestens v-fach iiberdeckt werden,
nicht kleiner als C,, wo C,=C, (C) eine positive Zahl ist, die nur
von § und v abhdngt.

Beim Beweise von 11l stiitze ich mich auf eine Folgerung
eines bekannten Breseracnschen®) Satzes aus dem Picarp— Lanpau-
schen Ideenkreise, die folgendermassen lautet.

Es sei g(z)=0b,+b,2"+0b,,  2"* + .. fir|z| <1 reguldr
und nehme dort den Wert 0, wie den Wert 1 hichstens je (v—1)-mal
an, (v 1). Ferner sei |g(0)] =|b,|<1. Dann gibt es zu jedem
Werte § des Intervalls 0<L <1 eine nur von v und ¢’ abhdngige
positive Zahl () derart, dass flir |2|<§ |g(z)|<9 (%) ist®)

Aus diesem Hilfssatze folgt die Existenz einer Zah! C,= C, (§)
im Sinne des Satzes III Schritt fiir Schritt auf dieselbe Weise,
wie im Falle » = 1-bei Bonr aus dem LANDAU-SCHO’I‘TKYSChen Satze ;
z. B. besitzt d1e Zahl

Tv =T~v (g) =

gewiss die gewiinschte Eigenschaft. _

Sonst gdbe es ndmlich eine fiir |z|< | reguldre Funktion

()= 0,2" mit qy=...=a, =0, Max |f,(z)| =1, fiir
|2j=t

n=0

1
1432, (%)

welche der Radius ry , <I', wire und welche also weder samt-
liche Werte w mit |w|==1",, noch sdmtliche Werte w mit |w|=21",
mindestens »-mal im Kreise |z]<1 annehmen wiirde, etwa mcht
die Werte « = /',¢/® und g=21", eV, (¢ 1,0 reelle Zahlen)
Wird
A fo(z)—«a

g(z)= ——g_—a—

%) L. Bienersacs, Uber die Verteilung der Null~ und Einsstellen ana-

 Iytischer Funktionen [Math. Ann., 85 (1922). 141—14g).
% A, a. O 1). 5. 147, Satz X.
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gesetzt, so geniigt die Funktion

2"-F

-/5’
offenbar samtlichen Voraussetzungen des vorangehenden Hilfssatzes,
da sie ja fiir 2| <1 reguldr und hochstens je (v — 1)-mal gleich
0 oder 1 ist, ferner die Unglenchung
a_ﬂ = 2rv —r v
befriedigt ; folglich besieht fiir [2{<C
le@)| <L, ),

und daher ist far |z|<C _

Ifo()|=|at(B—a)g()| <, +3r,8,(5)=1,
gegen die Vorausselzung IMlax. lfo(2)|=1.
, z|=t

Mit Hilfe der eben bewiesenen Existenz der Zahl C, ({) kann
man sehr leicht auf die Existenz der Zahl p,- des Satzes I (also
aus der Richtigkeit von Il auf das Bestehen von I) schliessen.
_Ist nidmlich der »-te- Koeffizient in der Potenzreihe von f(z), d.h.
a,=1, so folgt aus der Formel

! (Jf@ ,
2'1’[[ zV‘H
: 2=y
die Ungleichung
. Max. lf(Z)l>~,

|z|=_

daher genligt z. 'B. dle Zahl

1 1
=g & (7)

den Forderungen des Satzes 1.

4. Nun werde ich die folgende Verallgememerung (m Boukschem
Sinne) des Satzes Il beweisen :

IV. Es sei § eine gegebene Zahl im lnlervalle 0< C < 1 und
w=f()=a,taz+a?+...

eine beliebige far |z|< 1 reguldre und fiir 0<|z| <1 von der
. Null verschiedene Funktion mit B=... =a, =0, a,+0,(»21),
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fo | f(z)|—1 Dann ist der Raduts ¢y, y der grossten Krelssdlelbe
[gr—=
|w|< ¢f, deren Punkté von den durch w==f(z) gelieferten Bild-

punkten: des Einheitskreises mindestens v-fach ilberdeckt sind, nidit.
kleiner als D,, wo D,= D, (%) eine positive Zahl ist, die nur von '
» und § abhdngt. :
" Beim Beweise dieses Satzes benutze ich einen Hilfssatz, der
-wiederum aus dem BEBERBACHSChen Satze folgt und so lautet:
Ist

g() =c, z"+c L A(fy>l)

fir |2| <1 reguldr und besitat ebenda hichstens v — 1 Eins- und
genau v Nullstellen, so besteht fir |z| <t < 1 die Ungleichung

lg(2)| < 4,
wo die positive Zahl A= A (»,{) nur von v und ¢ abhdngi, 1°)

Ich behaupte : die Zahl -
A4,=4,(()=
genugt den Forderungen betreffend die Grbsse D, (¢) des Satzes IV.
Sonst gibe es namlich eine fur |z|< | regulare, fiir 0<|z]< 1
nicht veischwindende Funktion fo(z) = E a,2" mit a;=...=~a,_,=0,
a,+0, M’ax. |fo(2)|=1, fiir welche der Radius ¢f , < 4, wire
|z|=1 e

und welche also nicht sémtliche Werte w mit |[w|< 4, im Ein-
heitskreise mindestens »-mal anndhme, elwa nicht. den Wert «,
" wo 0<|a|< 4, ist. Setzt man nun

g(2) = f"(z) O P

a

50 geniigt g(2) offenbar samtllchen Voraussetzungen des vorange-
schickten Hilfssatzes, folglich ist fir [2] < ¢

le@ <A,
und daher ebenda

h@)|=|ag@)|<ed(»)<4,A( () =1,
gegen die Voraussetzung lMlax |fo@)]==1.
- lzl=t

1) A, 2. 0 1) S. 148. §. 6.
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- Damit ist obige Behauptung bewiesen.!!)
Da, wie oben gesagt, aus a,= 1 flir die Funktion f(z) = i "

die Ungleichung Max. | f(2) >— folgt, so genUgt offenbar die

|z| =
1 1
Sy _——-57 Dv. ('—é—)

den Forderungen des Satzes Il. Das zeigt aber, dass der letzt-
genannte Satz im Satze IV. wirklich enthalten ist.

5. Schliesslich sei zur Orientierung bemerkt, dass der Satz
IV. nicht aus dem Satze Il gefolgert werden kann, wie man es
etwa meinen konnte. Es gibt nimlich Funktionen f(z), die den
Voraussetzungen des Satzes III gentigen und fitr welche ¢  kleiner
ausfillt als eine beliebig vorgegebene positive Zahl eo Sei z. B.
f(2) definiert durch die Gleichung
2V 2Y

ed —1 ed — 1 Pl

)= == T

Zahl

2V
dx le b —1 l
lz|-z
~wo 6>0 und 0<I<1 ist. Dann ist f(z) fiir |z|<l offenbar
reguldr und es besteht die Relation

Max. [f(z)]| =1,
lz|=t

wihrend die Gleichung

f) =~

1) Aus dem Bestehen des Satzes IV. im Falle v == l'folgl leichtersicht-
lich die Richligkeit dasselben bei beliebigem v > 1, mit Hilfe eines einfachen
Kunstgriffes, auf dessen Anwendbarkeit in diesem Forschungsgebiete ich
" durch eine Bemerkung des Hern BieserBACH freundlichst aufmerksam gemacht
wurde : Geniigt f(z) =a, 2V ... den Voraussetzungen des Satzes IV, so

IR
. geniigt denselben auch- ¢ (2) =| a, zV+ . =2 —{—' . Nun ist offenbar
Phy= (p 0 besteht also P >D1 @), so ist Pfy > D, (©)". Folglich besitzt

die Zahl D, ()v die gewunschten Eigenschaften der Grdsse D, () bei jedem v.
(Zum Beweise der Existenz von D, (z) genfigt die Anwendung des LaxDAu
ScHorTRYSChen Satzes statt der des Satzes von BIEBERBACK.)
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keine Wurzel hesitzt. Bei geniigend kleinem d ist aber
1 1
. ‘ M < <& .
—14e?

also ¢y, < ¢, wie behauptet wurde.'?)

‘Budapest, 31. 1. 1926.

(Eingégang_en am 5. Februdr 1926.)

12) Ebensowenig ist Satz Il im  Satze | enthalten. Das folgt im Falle
_ v==1 aus einer Bemerkung des Herrn Bomr (vgl. Fussnote !) a. a. O 7)) und
fiir beliebiges v -1 aus der Befrachtung von solchen Funkfionen, welche nach
Analogie des Bourschen Beispiels gebildet sind.
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Uber den Grad der Anndherung durch die
Cesaroschen Mittel der Fourierreihe.

Von Geore ArexiTs in Budapest. -

‘1. Die nach 2:: periodische Funktion

(I) f(x)N +E(a,,cosnx+b smnx)

sei im Intervalle (O, 2n) in Laaasouaschem Sinne integrierbar. Die
" n-te Partialsumme des CESAROSChen Mittels d-ter Ordnung ihrer -
’Founn-:krelhe sei o >
s(b)(x)=£°—+
2 =
2) e (n-{-d) 2(k+‘5) (0,_x cOS (n——k)x+b,,_,‘sm(n—k)x),

also ist sP (x) . die n-te Partialsumme der Fourierreihe (l) und.
s (x) ihr n-tes anthmetlsches Mittel : :

()= oy 69 5O+ +59 &)

Die arithmetischen Mittel betretfend zeigte Herr S. BernsTEIN?)
die Richtigkeit der folgenden bejden Sitze:

Geniigt die Funktion f(x) einer Lipschilzbedingung a-ter
Ordnung : ’

<M

‘ f(x+9) —/(Qc)
: 0o

so folgt :

SO —f )= 0('°g")

1) S. BERNSTEIN : Mém. Acad. Belg. 4 (1912), p. 1-101. -
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wenn a=1 ist und’
SO(x) — f (1) = 0( )
wenn a<l Jedodh >0 ist.

2. Diese beiden Sitze lassen zweierlei Fragen offen ‘welche
aber nicht ohne Interesse zu sein scheinen. Die erste Frage bezieht
sich auf nicht gleichmissige Approximationen. Die Lipschrrzbedin-
, gung invelviert ndmlich die Stetigkeit der Funktion f(x) und der
von Hrn. BernsTEIN angegebene Anniherungsgrad ist tatsichlich
. gleichmissig erfitllt und zwar im Inneren eines jeden Stetigkeits-
intervalles, in welchem die zugehérige Lipscurrzbedingung erfililt
wird. Da zber die arithmetischen Mittel bei jeder Funktion mit Un-
stetlgkenten erster Art den Approxlmahonsgrad o(!) haben, denn :
es ist dann bekanntlich?): :

sP(x) —f(x)=o(1)
.in jedem Punkte x aus (0, 27), erhebt sich die Frage wann lasst

sich bei unstehgen Funktionen, also bei nicht gleichmassigen
- Anndherungen der Anniherungsgrad o (1) verbessern? - '

Die zweite Frage entsteht aus dem Verhalten der CesAroschen
Miltel positiver Ordnung, da bei >0 die Gleichung

@ —fm=0q)

_in jedem Punkte, in welchem f(x+ 0) 4 f(x— 0) existiert, zutrifft?)
bzw. in (0, 2n). fast {iberall richtig ist.*) Mann kdnnte daher fragen :
unfer welchen Bedingungen wird ein von den arithmetischen Mitteln. -
erreichter Annidherungsgrad o (x) auch fiir ein CesArosches Mittel
d-ter Ordnung richtig ?

3. Im Folgenden wird in dieser Hinsicht der weitgehende
Satz bewiesen : -

Wenn an einer Stelle x die Gleichung
h ' : . .
1 (et =2 =2 )] 4 e

1(1

?) L. Fesér: C. R. Paris 131 (1900), p. 984—987. _ '

3) M. Rigsz: ‘C. R. Paris 149 (1909), p. 909—912. und S. Cmpmx:
. London-Math. Soc. Proc. 9 (1911), p. 369—409.

4 G. H. Hawpy : London Math. Soc. Proc. 12 (1913) p. 365-372.
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erfiillt ist, wobei K eine Konslante bezeidhnet, so ist

) & () —f(0= 0(""“’)

flir alle 6 > a.

Einem Spezialfalle dieses Satzes steht ein ihm gieichwertiger,
in neuester Zéit von Hrn. SzAsz bewiesener Satz®) an der Seite. Ist
ndmlich d=1.und ¢=1, so folgt nach (3):

20 —f69—0(1%2).
Herr Szisz zeigt aber an der betreffenden Stelle, dass
(8} -
T iog OF 09— () -+ (),
wenn es im Punkte x Werte f(x) und g(x) derart gibt, dass

jim } [EAWF] (=2 —2() _, 0
h=30 ! i sint :
erfilllt wird. Man sieht die Aquivalenz beider Behaupiungen. un-
schwer ein.
. 4, Vor Allem sollen einige Formeln fiir die Rechnung mit s,, )(x)
~ zusammengestellt ‘werden. Aus der Definitionsgleichung
k+dy _(+0)(2+6)...(k+0)
(k): ]
ergibt sich nach einer kurzen Rechnung die folgende bekannte

dt=0

Formel:
h k+9 k—14+46 k—1+46
)=+ M 200,
woraus dann durch wiederholte Anwendung
n+é o fk=1+6
I

folgt. Mit Hilfe dieser Gleichung (4) erhdit man sofort:

U A A S

k=0

S uat (St 159 kgu,,_ﬁ...q ~219),,

k=1

8) O. Szdsz: Math. és Phys. Lapok 32 (1925), p. 18—24. (ungarisch) .
P 2425 (deutsch). o
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~ Setzt man hier tt,;=akcoskx+bksin kx, so folgt aus (2) nach
- einer einfachen Uberlegung:

R

Die Darstellung (5) ergibt in der- bekannten DiricLerschen Weise :

® O — (9 = @ et T [ L AUL
wobéi |
(t)_._f(x +21) | f(x—2t)—2f(x)
und

a K, (1) = E_( 1+é) sm[2(ns; :()+ e
bezeichnet. Herr M.. Riesz zeigte®) die Richtigkeit von

. ”+6 ”btl‘i‘b ’
n J

2

5. Um die Behauptung des Anfangs ausgesprochenen. Satzes
zu beweisen, wollen wir das in (6) auftretende lntegral in drei
Teile zerfallen lassen :

wobei C eine Konstante ist und 7 im Intervalle (0, 3) varijert.

1
’n+l T
SR
0 1 n
2041
Nehmen wir nun an, dass im Punkie x die Bedingung

h

c‘_;“|=‘

© hf "(’“dt m(h)<'K

erfiillt ist, wobei K eine Konstante und / klein genug ist, ausser-

dem aeine Zahl > 0 und <1 bedeutet. Wenn wir noch beachten,

1+»(n)
t

besteht, wobei »-(n) -mit—’ll— gegen Null konvergiert, so folgt nach

. : 1
dass im Intervalle (O, 71——-1-_1—) die Unglelchung

%) M. Riesz: Acta Litt. ac. Sc. Univ. Hung. Fr. ). 1 (1923), p. 104—113.
. 3*
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der Darstellung (7) des Kemes K,(1):
2n+l

N LI Wldt=
(")

N Ty ezt
zn+|

éHZ(")f"f(‘)' 2( —1+a)lsm[2(ntk)+l]tld,<

n-+

1A

< ey

2( ’+"][z(n—k)+1]‘“[+v(n)
= (n-{—d)

T "’(’)ldt<

1A

w3 ()
[n+6) -

n

<

’ 1-a s 1

Aus (4) und (9) folgt daher:
W

T{-:TJI(P(')HK’..(:)!,dK _
n T o R

[t+»()]n 1 . 1 B
n(n+8) (2n+1)* (2"+1)m(2"+1)b0( n® )

- (10)

Auf das Integral J wenden wir Ungleichung (8) an und integrieren
: i : S ,

271
dann. parhell

(7?)__

+

IV\

‘l



" Die Cesaroschen Mittel der Fourierreihe. 37

 Cntiy-e le(')l i

. nnb 1l+(!

?-m(’.)-dl]:-

d)(z) Jdl]

__C@n+1)> 1 () 1
Rz [h _(2”+')'D(2 +1)+

C(2n+bl)°‘°‘ [w(n) (2n +1)m(
an

lnfolge 9) erhalten wir demnach

(n a) f’*P(')IIK (t)]dt<

2n+1 .
K C@n+1)® (, (dty
1 STt an 2+ft)_

_ K C(2n+ 1)®
(n—+1)* and

na

@+ log (2n-+1) ) = o('°g").
Das .Integral I bedeutet nattirlich keinen Beitrag. Dies ist zu sehen
_ K .

- bei Beachtung von d;a und (8), wonach _

1\' 1r

-1 (n+6 f‘ ) W)l‘“—

TNER
_ =O(;°—)=O( n® )
Die Relationen (6), (10), (11) und (12) ergeben zusammen :
s 09— e9=0(=E%),

was_aber die Behauplung war.
Budapgst, 20. Mirz 1926.

(Eingegangen am 23, Mdrz 1926.)
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Ober die Cesaroschen Mittel Fourierscher Reihen.

Von.Orro SzAsz in Frankfurt a. Main.

Es sei f(x) eine nach 2n periodische, im LesesGueschen Sinne
integrierbare Funktion mit der Fourerschen Entwickelung

(1) )~ 52 +), (v, cos rx+ b, sin vx) ;
es sei ferner k eine reelle Zahl > —1 und

it —x)—(k+'):i) rrvvxv‘: L4 (k1) x4...,

also » . .
@ (k+ D(k+2).. (kF2) o

v 2 .. v rk+n
Setzt man nun

n
@ sP= -l— ¥ a,+> ¢ (0, cosvx -+ b, sinvx),
: v=1

—l.

so heissen die Summen —('” ™ (x) die CesAroschen Mittel k-ter

Ordnung der Reihe (1). Sle konvergieren filr k>0 und n—»oo
unter weitgehenden Bedingungen zum Funkiionswert. Insbeson-
dere ist

(k= 0) sQ(x)= % a,+ > (o, cos #x + b, sinvx) =s,
. v=l

| k=1) s“’(x)—

"+l a, + 5_', (n - »+1)(a, cos »x |-b, sin vx) = 5,45, .. 5.

v=1
Die anthmehschen Mittel (erster Ordnung)
: c(')(x) Sotsi+.. . +s,
' e n-t+1\ .
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. wurden von Herrn Fgjer mit grossem Erfolg in diese Theorie
eingefthrt. In zwei Arbeiten zeigte ich kiirzlich, dass durch diese
Mittel nicht nur der Funktionswert, sondern auch andere, mit der
Funktion eng zusammenhingende Werte dargestellt werden kdnnen.
Es gilt ndm ich der Satz:

Wenn die Funktion f(x) bei- passender Wahl der Grossen
s, g und « (O <a<'l) der Bedmgung gentigt

@ ra J f(x+2!)+f(x—21)—2s—gtﬂ{cﬂ»o fir £ +0,
so gilt flir dle Mittel erster Ordnung v
S I (@)sin S}
lim n%(0, —s) =5y falls 0<a<, 7=—-—",
n-> o T s(l_a)za )
g £

n . .
m ogn log n (O —8)=15p

Wenn insbesondere die Grenzwerte

@) LEHRO—JEHO | JEZ) 20 g, 4,

existieren, so ist die Voraussetzung (4) mit
lf(x+0)+f(x—0)] §=2(r—), a=

erfillit, dann 1st also

falls a=1.

—1

n
Nim Togn (0n—8) = )
Der Speznalfall g =0 liefert den SatL
Aus
" ..
e {|f(x+2t)+f(x _21)—2s|dt-0 fir ot 0
0
folgt
\ : hm n®(s,—s) =0, falls 0<a<l
nanl lo (a —8)==0, falls a==-‘-\l.

Fdr @ =0 erhdlt man einen bekannten Saitz von LesesGuk.

i) SzAsz, a) A Fourier-féle sorok szamtani kdzepeirSl, Math. Phys,
Lapok XXXII, 1925, p. 15—-25. b) Uber die arithmetischen Mmel Founerscher
Reihen, Acta Math. 48, 1926, p. 353—362.
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Im folgenden zeige ich, dass entsprechende Sitze fiir die
CesAroschen Mittel k-ter Ordnung gelten, falls 0 <k <1 ist.

§ 1. Der Fali g=0.
Es sei also zunichst

. 1
®

. A
J|f(x+2!)+f(x—2!)—23|dt»0 filr h+>40;
0 ’ o
ich gehe aus von.der bekannten Formel

s (x) = Lnj U+ + f(x— 1) (—;— by E-cj,‘_'v cos ! ) dt

(k) )
-t f[f(x+r)+f(x—:)] Ha()dt.
T 0
- Hierbei ist o
©) AN ()= 4 S e cos

v=1 -

und

) k14
2 _
-;fﬂ,, () dt=1.
0

Hieraus folgt

B8 o it fe—y—21H, 0 d
(7) . o—:- . | : '
‘ =2{pmH.@ d,
wobei ‘ :
: fx+20)+f(x=2) —2s = 9(1)

gesetzt ist. . _ o
Es sei nun 0<k<1; dann gelten die Ungleichungen?)

) Sie wurden von den Herren M. Riesz und S. Cuarmax gefunden;
man vgl. z. B. M. Riesz, Sur la sommation des séries de Fourier, Acta Litte-
- rarum ac Scientiarum Univ. Francisco-Josephinae. Szeged, I, (1923), p. 104113,
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(8a) {Ha ()| < Ain 2 .
(80) | Ha ()] < Apnotpis § OS2
Hieraus ergibt sich leicht eine Abschitzung der rechten Seite
von (7). Sei ndmlich 0< i< 5
setzung (5) kann man 6=240(e) <1 so bestimmen, dass

sonst beliebig. Nach der Voraus-

JI @(1)| dt < eh'+e fiir h < 4.

Es sei femer ] <4, also n> :, dann ist nach (8a)

| J(p(t)H @)dt| <An.en o= Ao
Sodann ist nach (8b) ' .

Ier(t)H @)dt| < Aan-“f o) tdt,
und partielle lntegratlon erglbt '

j lfp(')lt"“dl =k flqv(f)ldfl +[[<k+1)z-'-= j lp ()| de] dt

<41, 6849 -6 (k+ 1) J o b dt<en“‘°‘+£(k+l)! k-1,
Hieraus folgt |
f] w)ﬂ..(zf)dtk |

‘<{ eAg(n““+k+l “.n““) eAn“i——a-;—]— a<k
eAy (TH (k+ 1)k Igny -, e=k
Schlxesshch 1st nach (8b)

ﬂ'

; U‘(P(I)Hn(m)di.é )k+_1 —IT[ ?’(f)|dl< .. 6:“ )
d

%) Ay Ag. As - .. bedeuten nur von k abhingende Konstanten. -
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Es ist also fir n > n(e)

) ~atl

Tl "u<£ A T fiir « <k,
s n*
CZ“) - log n <e.A fiir «=k,.

Hieraus folgt
(k)
JI_{IL n“( s"d',{)x) —-S).:—‘O flir « <k,
.oonf | st (x)
I.T.lo log n ( i
bomnt gilt der Satz:
l. Es sei 0< k<1, f(x) miegrlerbar (L) und - st u()) die

CesArosaen Mittel k-ter Ordnung ihrer Fourierschen Relhe es sei
0<a<k, wenn bei geeigneter Wahl von s

—-s) =0 flir «=k

hlmflf(x+20+f(x 2) — 2S|d1 -0 fiir h->10,

'so ist

7 .
lim n“( % c,,(,") —s) =0 fir 0<a<k
“nk | st (x) ) N
Jm logn (-cf,“'— 0 fir «==k.

Fiir « =0 crhilt man die Harovsche Verallgemeinerung eines
bekannten Lesesaueschen Satzes und den von Herrn M. Riesz hierfiir
gegebenen Beweis.?)

" Einen Salz, der etwas weniger besagt als 1, hat auf dhnli-
chem Wege — anschliessend an meine unter 1a) zitierte Arbeit —
Herr Arexits bewiesen.®) : N :

Ich habe den Fall g— 0 vorweggenommen, da der alige-
meine Fall etwas umsidndlichere Rechnung erfordert. In einem
Punkte l4sst sich hier wie auch in § 1 die Rechnung vereinfachen;
wir kbnnen ndmlich die Zerlegung des Integrais (7) in drei Teile

4 M. Riesz a. a. O. 2).
5 Das Manuskript seiner Arbeit hat mir zur Begulachtung seitens der
Redaktion kiirzlich (September 1926) vor dem endgtiltigen Abschluss meines
Manuskripls vorgelegen.
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vermeiden, dhnlich wie es Herr Fejer®) beim Beweise des Lesesaue-
schen Satzes getan hat.
§ 2. Der aligemeine Fall: g beliebig.
Ich setze jetzt voraus, dass .
]

Jlf(x+21)-+'f(x—2t)——23 ~ gi*|dt >0 fiar h0.

pito

0 .
Aus (7) folgt nun

n

ol

—J (p(t) —gt*) H, (2t)dt-—i,£x)——s 2gJ t“H, (2l)dl
0
die Abschatzung kbnnte zundchst wie beim Integral (7) vorge-
. nommen werden. Man kann aber auch so schliessen:
Aus (8b) folgt .
1

(t0)* | H, ()| < A;n, oder fn|H, (1)’ 1‘—*" <a ot

. 1
ferner aus (8a) |H, (l)[ ‘< A,,n ;
~daher ist

1

< A,, k+1,

(1+m) |H, (t)|"+‘
und schliesslich
(1 + tn)x+ |H, (l)|<Awn 0<it<m n=1, 2 3.

- Nunmehr wird
Tl'

E!

U(lp(r) gi®) H, (20 dz|<Aw[('/(f) 2¥) G +"2‘::,).+.,

setzt man zur Abkﬁrzung

f g (O —gi*| dt = )

so erhdlt man durch partielie lnlegratlon

1|' T

L
ndt nd(t)

1 ndt
J|‘P(’) -8t%| (|+2m)k+1:(| +_2l,l)k+J +2(k+l)‘(b(t)

(1+2n)k+

) L Fmigr, Ober die arithmetischen Mittel erster Ordnung der Fourier-
reihe, Nachr. d. Ges. d. Wiss. Gottingen, 1925, p. 13—17. Vgl. auch dle
Abschiitzung in meiner unter 1b) zitierten Arbeit.
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nm( J C3 |
2 o OO ()
= [ Fanyr +20EFDn f (1 F 2y

m(—") :
= +2(k+l)n‘—° f o)., (1+2m)a-k-l dt.

Nach Voraussetzung gibt es nun zu behebngem e>0 ein. <1,
sodass
D(1).i7"* < e fiir l< i= 6(5);
somit wird admnae e
9 ' S
Jm @+ (1+2n00-5dt <e | (1+2n)-5- di +
p _ _
- ; o

+(1+ 20+ [ @ (1) t-1=9 dt

EN

&
k—a 2n
0

: 4 (nd)o—t- J O )i-odf fir a <k
< = |
2

= 1g(1+20) +(nd)” J D) dt oy @ — k.
) . ) 0

Also wird
o

3
U (@()—gt®) H, 2) dt| <
- L
a .
J A'IEI'+ EAu Y 6““‘%‘J‘¢D(t)_l‘""dl, a<k
_ T '

.n
2

< _ _
l %:_'l" eA,ntig(l +2n)+A15”;k6—1Jm(’)rl—kd" a=K.
. , . U
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Hieraus und aus (9)‘fol'gt nun unmittelbar

9
' (k) o ’
(102) lim {n® (5(,5*) s)——%naj 1“H,.(21)'dl{==0,‘ fiir a<k,
0
: ' i
- 2 ; :
S nk s‘”(x) 2g nkf . 2_ _

(10b) lim Ign( o s)_‘_n"Tz?ﬁ t+ Hy (2) df} =0, a=k.

: LA _

Ich zeige nun, dass die Grenzweribeziehung besteht
T ' :

4

,0<a<k<],

lim naj o H,(2pdt= . TEFD_—
EG , 2 r(1 —a+k) cos -

Nach einer bekannten Umformung folgt aus (6)

. n sin (’V +—')
e HO)= 3 oy —— 2L

= 28in% .
also
g
0 ‘ B
® — L S| .sn@tDt
! [1“H(2!)a’1 7 2 J G at
0 0 _
i1 -‘Il'.
[ ] T :
E k1 lj 1““sm(2v+ l)tdt+J ° (———L) sm(2v+l)ldt]
v=0
0

Ich zeige nun zunichst, dass

1 1 : : £
st _T"_"(') monoton wichst fir 0 <t < X
das heisst :
S cos {
, u(r)__ sm2t>0’ 0<t< 2
oder -

sin®f— 12 cost >0, 0<I<_—72i.
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Nun ist offenbar

sini>t—-5 >0 fir 0<t< >

6 2
und :
cost<l £ —}——{l—
2 Ty
also ist
smzt——tzcost>12————-+————12(l—£+—l4—)=
36 2 24

t* "1 1 1
ZK—TQ(?_?):F(' A ]2)>0 O<t<—— Qu. e. d.
Erst recht ist nun

1 i . n

a —_ ii -

t (sint t) monoton wachsend fiir 0 <t < 7
Nach dem zweiten Mittelwertsatz der Integralrechnung wird nun

™
J ( +1 1(1=2
I, AL thm @v-+1)tdt= (7) ( ]———~)Jsm(2v+|)tdt
4

wobei 0<i< —2~ ist. Hieraus -ergibt sich

an =7 (1= ) <o

Ferner ist offenbar
’ T

. (v 3
I J 1* gin tdt,

__ft“"sm @) tdt= o
20t 1)

_ -also
lim B,.(Qv+1)0— J o= sin ¢ dt = I'(e) sin %2-.)
v-ro
0o -
Hieraus und aus (11) folgt

T

2 . ’
lim (2» 1)uJ i“m—-‘;—])—tdt: I'(a) sin “—”, O<a<]l,
V-0 sin ’

0

) Vgl z. B. G. F. Mever, Vorl. 8. die Theorie d. bestimmten Inte-
grale, Leipzig 187| p. 182
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und schliesslich mit Rficksicht auf (2) und " auf einen Satz des
Herrn Knorpr®)

¢
cwslA

lim n¢
oo 2'+ar( ) L TT=athk)
S B, S ] (511
2% sinan 2 I'(1—a+tk)
oder '
m,
2 L
(12) lim na] 2 H, (21)(1:— id F(H—k) 0<a<k<l,

210 005 £ 5 T r(1+k—a)

“Aus (10a), b('IOb) und (12) folgt nun der Satz:
Il. Es sei 0< a< k<, f(x) integrierbar (L) und -

b

J}f(x+2/)+f(x 2()~25~g#|d(~0,h> +0;

h1+a
V dann ist
r(k) 1°71 _
(13a) lini n“( () s)=g.- Ltk an/iira<k,
n->w . 2l+a ,'(l +k—a)COS—2—
. k7 ofk) N ,
(13b)  lim 1" (i(;()’i—sj_—_o . fir a = k.
nsejgn ctt J.

Fiir k=1 geht die Beziehung (132a) in Satz II: meiner unfer
1b) zitierten Arbeit fiber, sodass also (13a) unverdndert auch fiir

=1 gilt. Dagegen entspricht nach Satz 1. derselben Arbeit der
Bezlehung (13b) fiir k=1:

n ( s (x) s)-—£—

Jim e T T

Das abweichende Verhalten im Falle @ = k < 1 hingt damit 2usam- '
men, dass die Integrale

8) K. Knoep, Uber Summen der Form o by 4@y baes + ...+ an bo,
Rendiconti Circ. Matem. Palermo XXXII, 1911, p. 95—110; insbes. Satz -VIi.

%) Wegen () F(1- o)== . — Eine andere Berechnung dieses

sina
Grenzwertes hat mir Herr SzeGdo bneﬂich mitgeteiit, -
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™ T
) 3 '
Lm:g’.t‘H (21 dt, Z(k):IF|H'(2t)|dt

fiie k<1 nicht dieselbe Grbssenordnug haben1°) Dagegen ist fir
k=1 geradezu
LY =1LD,

. nk
Es ldsst sich aber zeigen, dass auch in (13b) der Faktor I"
n

durch keinen schwicher anwachsenden ersetzt ‘werden kann, Ich
komme hierauf an anderer Stelle zurtick.

(Eingegangen den 2. XII. 1926.)

1) Man beachte, dass H, (/) von k abhiingt und'in Falle k< 1 kein
konstantes Vorzeichen hat. -
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Involutions et surfaces continues.
Par B. de KEREKJARTO (Szegéd).

I. Involutions topologiques.

- La notion de Vinvolution topologique a été introduite par M. -
Brouwer sous la forme suivante!):
Une involution topologique d’ordre n d’une surface F orien-
table et fermée est une distribution des points de F en systémes de
n points au plus de telle fagon que ces systémes soient en une

_correspondance topologique (c’est-a-dire biunivoque et bicontinue)

avec les points d’une surface M orientable et fermée, appelée.
surface modulaire de Vinvolution. La continuité de la transforma-
tion des points de M en des systtmes de points de F veut dire
qu’étant donné un point arbitraire P de M et une suite arbitraire

‘de points P, P, ... tendant vers P, les systtmes dé points de
M (Q, Q... Q) correspondant & P, tendent pour {—»oo vers

le systtme (Q). Q... .., Qn) correspondant & P. A I'aide du théo-
réme de Heme et BoreL, on concliit de cela la continuité uniforme
de la transformation. '

M. Brouwer a démontré que chaque. involution topologique
d’une surface orientable et fermée F représente F comme une sur-
face superposée de la surface modulaire M, ¢ n feux/lets et d un
nombre fini de points de ramification.

Une autre définition de Pinvolution topologlque (que jai

" indiquée dans une conférence ‘au congrés de Bad Nauheim en

1920) est la suivante: J

Soit F une surface orienfable et fermée, et soit donné une
distribution .des points de F en des systemes de n pomts au plus
satisfaisant aux conditions suivantes: ,

1) A chaque nombre £>0 correspond un nombre 6> 0 tel
qu’étant donné deux points arbitraires Q, et Q; A une distance
< 6, dont les homologues sont (Q,, Q,, ..., Q,) respectivement

1) Proceed. of the Academy of Amsterdam, vol, XXI. (1919) p. 1143 —1145,
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(Q, Qi...., Qu), chaque Q, est a distance <& de (Q, Q. ..., Qm)
et inversement. Nous disons fout court que la variation continue
d’'un point involve la variation umformement conlinue de ses
homologues.

2) Soit Q, un point qui a n points homologuea différents ;
de la condition 1) il s’ensuit que lorsque Q, décrit une courbe
simple et fermée suffisamment petite, chaque point homologue décrit
une petite courbe simple et fermée qui n’ont P'une et les autres
aucun point commun. Nous supposons que lorsque le point Q
décrit 1a courbe dans le sens positif, chacun des points homolo-
gues décrit la courbe correspondante dans le sens positif. Nous
disons alors que Vinvolution conserve le sens d’orieniation.

La différence essentielle entre les deux définitions consiste
en ce que la définition donnée par M. Brouwer fait intervenir la
surface modulaire tandisque la .n6tre ne dépend que de la surface
donnée. — Soit par exemple y= R(x) une fonction rationnelle de .
la variable complexe x (x et y varient sur une sphére); la défi-
nition donnée par M. Brouwer présente les relations qui existent
entre les valeurs de la fonction y et celles de la variable x; la’
nodtre montre la liaison des valeurs homologues de la variable x, en
appelant deux valeurs x; et x, homologues si la fonction R(x)
prend en x, et en x, la méme valeur. -

- Pour Péquivalence des deux définitions, il suffit de démontrer
qu’une involution topologiqiie dans le sens de la deuxieme défini-
tion n’a qu'un nombre fini de points singuliers (c’est-a-dire de
points qui ont moins de n homologues). Considérons I’ensemble
des points réguliers (c’est-a-dire des points qui ont n points homo-
logues distincts); chaque point de cet ensemble est un point
intérieur de Pensemble, par conséquent I’ensemble des points
réguliers consiste en un ou plusieurs domaines.

Soit Q un point singulier sur la frontiére d’'un domaine g
formé de points réguliers. Désignons par Q=0Q.. Q, Q,,". . ,Q,,
les points homologues & Q et déterminons autour de chaque point
Q; une petite surface circulaire ¢, telle que ¢; et ¢, (i+/) n’ont aucun
point en commun. D’aprés la condition 1) de notre définition, il
y a un voisinage v de Q tel que chaque point de v a tous ses
homologues dans les cercles ¢, Soit » une circonférence autour
- de Q contenue dans v, soit P, un point de x contenu dans g
et soient P, P, ..., P, ses homologues situés dans ¢,. Supposons
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que la distance de P, et Q soit inférieure d celle de P, et Q
(=2,3,..., k), (On peut le supposer sans aucune restriction.)
 Désignons par.{ x} Pensemble de tous les points homologues
aux poinis de x qui sont contenus dans ¢,. 'Nous allons montrer
que 1| }est d’in seul tenant, excepté le cas oit tous lés points de { x |
autres que ceux de x se trouvent A 'extérieur de x. Soit en effet .
R un point arbitraire de {4} et R un de ses homologues sur x;
' lorsqu’un point variable S décrit continuement un arc R'P, de la
circonférence %, il y a pour chaque position du point S un point

S” homologue & S qui décrit une courbe contmue,pa/rtant de R
jusqu’a un des points P, Si R estintérieur 2 x ou s'il se trouve
sur x, cefte courbe continue a un point au moins sur % De 13, il
résulte que ou bien {x! est d’un seul tenant ou tous les points
de {x} autres que les points de x sont & P'extérieur de x.

Le domaine y déterminé par {x!} et contenant le.point Q
‘est par ‘conséquent simplement connexe ayant pour frontiére un
continu C (qui est un sous-ensemble de {x}).-

. Pour chaque point de y il est vrai que tous ses homologues
qui sont prées de Q (c’est-a-dire dans ;) appartiennent a la fois
'a 7. Soit en effet R, un point arbitraire de y et soit R, un de ses
points homologues dans ¢;; lorsqu’un point variable S décrit
'dans y un arc simple de R, jusqu’d Q un point & homologue
a4 S décrit une courbe continue partant de R; jusqu’a 'Q; comme
Parc ROQ ne rencontre aucun point de {x}, la courbe continue

R;Q n’a pas de points sur {x}, c’est-a-dire R; se trouve dans 7,
Nous disons que le domaine y est invariant pour Pinvolution,
prés de Q. »

. -Prenons dans le domaine y un polygon n et considérons
ensemble {n} de tous les homologues des points de 7 qui. sont
dans y. Comme ci-dessus, on voit que le domaine y déterminé
par C et {n} a pour frontitre deux continus C et C' (C’ sous-en-
semble de {n}) de telle sorte que 7 est homéomorphe avec un -

 domaine annulaire. Le domaine ' est invariant pour I’mvolutlon
prés de Q.

Soit donc R, un’ pomt de g sur C, sonent R, R . R,,
ses homologues sur C; soient d,, ds, .. . ., d, des cercles sans pomts
communs autour de ces points et soit u-un-voiéinage de R, tel que ses
-homologues prés de Q se trouvent a Vintérieur de d,, dy; . . ., dy —
Construisons le polygone 7 -de telle facon qu’il ait un point au
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moins dans le voisinage #; aussi C' a donc au moins un point
dans u de telle sorte qu’on peut joindre un point de C a un point
de C’ par un segment droit /, dans u. Les homologues des points
de /, prés de Q forment par conséquent k arcs simples /. y, .. ., /4
dans 7 joignant C et C’ et qui n'ont deux a deux  aucun point
commun. Les arcs { divisent le domaine annulaire ¥ en k parlies
telles qu'aucune d’elles ne contient deux points homologues. De
13, il résulte que Vinvolution de ¥’ en soi-méme est homéomorphe
a une rofation du domaine annulaire?). Si nous joignons dans .y’
un point de /, avec son homologue sur /, sans rencontrer d’ail-
leurs &, b, . . ., Iy, nous obtenons un arc simple qui forme ensemble
avec tous ses homologues dans y’ une courbe simple et fermée ¢
invariante pour linvolution prés de Q. '

De la méme fagon, on peut construire une suite de courbes
simples et fermées ¢, ¢,. . . . chacune invariante pour Vinvolution
. prés de Q, telles que pour chaque i: ¢;y, soit intérieur a ¢; et que
€. Gy, , . . tendent vers le seul point Q. En joignant un point de
¢; a un point de ¢;, entre ces deux courbes par un arc-con-
venablement choisi, on obtient par cet arc et par tous ses homo-
logues enlre ¢; et ¢;;, une division de ce domaine anulaire en k
parties qui se correspondent par P'involution prés de Q. Le méme
~est donc vrai pour deux courbes ¢; et ¢,y Par conséquent, le
point singulier Q est isolé et Uinvolution prés de Q est homéo-
morphe avec une rotation.

1. Involutions continues et courbes continues.

Notre définition de P'involution topologique donné au numéro -
précédent nous améne & quelques généralisations de cette notion.
En appelant involutions topologiques & indicalrice invariable celles
qui satisfont & nos conditions 1) et 2) et involutions topologiques
générales (d’ordre fini) celles qui satisfont a la condition 1) (sans
avoir nécessairement la propriété 2)), on a une notion applicable
aux surfaces orientables ou non-oriantables pour laquelle un résultat
analogue a celui du numéro précédent, c’est-3-dire au théoréme
d’involution dG a M. Brouwer, peut se déduvire par les théorémes
de rotation et de réflexion?). Ensuite en considérant des surfaces
ouvertes, - on définit des involuti- ns topologiques d’ordre fini ou

2) Mathem. Annalen, Bd. 80. (1919), S. 36—41, ou KerkrJArTO, Vorl.
ii, Topologie, I. (Berlin, 1923), S. 223~226,
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infini; & l'aide de cette notion, on peut caractériser la distribution .
des valeurs des fonctions automorphes, comme M. BROUWER a
montré?).

Une autre généralisation de la notion de Vinvolution topolo-
gique nous améne a la notion suivante de Vinvolution continue:

Une involution continue d’une surface F (ou d’une ligne L)
est une distribution des points de F (ou de L) en des systémes de
- points qui varient continuement avec chacun de leurs points.

La variation continue signifie que pour un point arbitraire P
dont les homologues sont {P} et pour un nombre £ >0 arbilraire,
it yaun nombre 6>0 tel quétant Q n'imporle quel point 2
distance < d.de P, chaque point @ homologue & Q a une distance
‘<ede{P}. Bien entendu, la continuité n’est pas nécessairement
uniforme ; il y a en général des points P’ homologues a P dont
le "e-voisinage ne contient aucun point Q' homologue a Q; seule-
ment tous les points Q' homologues & Q sont contenus dans les
e-voisinages des points de {P} si la distance PQ est <.

Si Q est un point arbitraire qui n’appartient pas i {P} e
" qui n'est pas un point d’accumulation de {P}, aucun point P de

{P} ne peut étre point d’accumulation de {Q}. Soit en effet P un
point de {P} dont nous supposons gu'il soit point d’accumulation
de {Q}; comme Q n’appartient ni 3 {P} ni & son ensemble dérivé,
il y a un voisinage de {P} qui ne contient pas le point Q; mais
chaque voisinage de P contient des points homologues & Q, ce
qui est une contradiction a la condition de continuité. De la il
s'ensuit  qu’ou bien le systtme {Q} est un ensemble fermé de
points — cas qui nous intéresse particulitrement — ou bien il y
a un autre systtme {P} ftel que {P} et {Q} sont tous les deux
partout denses relativement au méme ensemble fermé dont ils sont
des sous-ensembles. Un exemple pour la deuxiéme possibilité est
fourni par la distribution des points du plan en deux systémes,
"l'un contenant tous les points 4 coordonnées rationnelles, I'autre
tous les autres points du plan.

L’intérét des involutions -continues con51ste en ce que chaque
transformation” univoque et continue d'une surface ou d’une ligne
conduit @ une involution continue pour laquelle deux poinis sont
considérés comme homologues s’ils ont la méme image et alors

8) M. BRouwer avait la bonté de me communiquer ses résultats non
publiés sur ce sujet en .des lettres en 1919,
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seulement, De la confinuité de la transformation il s’ensuit que.
chaque systéme de .points homologues forme un ensemble fermé de
points.

On appelle courbe continue 'image univoque et continue de
Pintervalle 0<t<1. On entend par une surface continue Vimage
univoque et continue d’unesurface simple; nous considérons seulement
le cas ou cette derniére surface est une sphére, ce qui n’est aucune
restriction du point de vue des considérations suivantes. -

Le premier probléeme qui se présente -est de caractériser les
ensembles de points qui peuvent élre images univoques et conti-
. nues d’un segment (ou d’une sphére); sa solution a été donnée
par les beaux théorémes de MM. Haun et Mazurkiewicz et de
M. Sirpiski ). Comme on peut transformer la sphére en un
segment et le segment en une sphére par des tranformations uni-
voques et continues, il n’y a aucune différence, concernant leur
structure comme ensembles de points, entre les courbes et les
surfaces continues. : :

~ Pour lndentnté de’ deux courbes il ne suffit ‘pas que les .
" ensembles de points formés par I'une et par autre courbe soient
‘identiques. Comme M. Frécuer®) a nettement formulé par une notion
géométrique, une courbe continue est une ,trajectoire“ ol 1'on
tient compte de Pordre dans lequel les points se présentent sur

la courbe.. Considérons une courbe continue dans V'espace avec
les coordonnées (X, ¥, ... 2); les coordonnées d’un pomt variable
“de la. courbe s’expriment par les fonctions . .
. x=f), y=gM, ..., 2=h) -

qui -sont uniformes et continues dans lmtervalle 0iLl. Suppo-
sons qu’il .n’y a-aucun intervalle (4, ;) ol toutes les fonctions
f(t), &(¥), ..., h(t) sont & la fois constantes. A chaque valeur de
t correspond un et un seul point de la courbe; mais des points
de la.courbe. correspondant & des valeurs différents du parametre
-t p_euvent .coincider dans l’espace; nous 'les considérons commeé
des points différents de.la courbe, et le point dans. lequel ils
~ coincident ‘dans Vespace comme un point multiple de la- courbe.
Deux courbes continues sont consxdérées comme identiques si

v -4)--vou', par exemple, KI;REKJARTO, Abhandlungen aus dem Mathem.
Seminar Hamburg, Bd. IV. (1925) S. 164—167. ou aussi la litérature. est citée.
5 M. FricHeT, Rend. d. Circ. Mat. di Palermo, t.” XXIL (1906) p.
51. et suiv, ) :
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non seulement les deux ensembles de points fournis par les deux
courbes -coincident, mais aussi ces points sont rencontrés dans le
"~ méme ordre par les deux courbes lorsqu’on fait varier le para-
métre de 0 a 1. Une expression analytique pour cette identité est la
suivante : soit la deuxitme courbe représentée par les fonctions:
x-..F(u), y=GW), ..., z=H@W ; 0<u<Ll)
dont nous supposons qu’elles ne sont toutes constantes dans aucun
intervalle (u,, u,); les deux courbes sont identiques s'il y a une
transformation biunivoque et bicontinue de l'intervalle 0<t<1 en
Pintervalle 0<u <1 définie par u==u(t) telle quwon a
Fa)= 11, Gu®)=g(V), ..., H@@®)=h
identiquement pour ¢. '
- Jusqu’ici, nous avons supposé qu’il ny a aucun intervalle

de f (oudeu) ou-toutes les fonctions f, g, ..., 1 (respectivement
F, G,... ., H) sont constantes. S’il y a un tel intervalle (nécessai-

rement feriné), nous devons considérer le .point correspondant
comme un seul point de la courbe et non comme un point mul-
tiple. Si I'on réussit donc de transformer I'intervalle 0<¢< 1 en
Pintervalle 0 <u <1 par une transformation univoque et continue;
" de telle sorte qu’a chaque intervalle de ¢ oit f, g, .. ., i sont con-
stantes, correspond un seul point 4 mais deux points arbitraires
i, et f; qui n’appartiennent pas a un intervalle de ceite sorte, ont
pour images deux points différents u, et u,. on peut introduire u
comme nouveau paramétre; la courbe sera donc repésentée dans
cette représentation paramétrique de telle fagon qu’a aucun inter-.
valle du paramétre ne correspond un seul point de la courbe.
M. Frecuer a montré que cela est toujours possible®); il a démontré
qu’étant donné un ensemble arbitraire d’intervalies fermés sans
points communs, on peut construire une fonction uniforme et continue
jamais décroissante qui n’est constante que dans les intervalles
de 'ensemble donné. La raison en est simplement que I'ensemble
complémentaire d’un intervalle sur la ligne droite est homéomorphe
a l'ensemble complémentaire d’un seul point sur la ligne droite.

La distance paramétrique de deux courbes continues a été
définie par M. Frecner comme la borne inférieure des maxima

0222 IF@O—FOPHGE®)—e@®F +... +1H W) —hWF|"
pourtoutes les homéomorphles u =u(t) entre les intervalless0 <1<1
et 0<u<l. .
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Il Représentations paramétriques des surfaces continues.

Nous entendons par une surface continue F I’image univoque
et continue d’une sphére S. En appelant deux points de S homo-
logues s’ils ont la méme image, nous obtenons une involution
continue de S ol chaque systtme de points homologues forme un
ensemble fermé de points. '

 Considérons d’abord le cas ou chaque systéme de points
homologues forme un ensemble discontinu, en d’autres mots, sup-
posons qu'il n’y a sur S aucun continu (contenant deux points
au moins) qui est transformé en un seul point. Soient (u, v) des
coordonnées sur la sphére et soient x,y,..., 2 les coordonnées
des points d’'un espace & un nombre fini de dimensions. La sur-
face F située dans’ cet espace s’exprime par les fonctions uniformes.
et continues: !

x=f(u, v), yr=g(u,‘v), ey 2==h(u,v).
Nous avons donc supposé qu’il n’y a aucun vrai continu sur
Ia sphére sur lequel toutes ces fonctlons sont constantes. Si lon
désigne par » :
u=u(s, ), v=v(s, 1)
une homéomorphie de la sphére en elle-méme, et Pon mette
Fs,)=fu(s.),v(0),

G )=8(u(5,0,v( D), - H(s, ) =h(u(s,0,v(0),

nous convesions de dire que les fonctlons
x=F(,8), y=0(,1, ..., z=H(s,1) .

représentent la-méme surface continue en une auire représentation
paramétriqgue. Dans le cas spécial traité pour le moment, nous
considérons donc deux surfaces continues comme identiques s'il
y a une homéomorphie entre les. points des deux sphéres repré-
sentantes qui fait correspondre A un point quelconque de I'une
des sphéres un point de Vautre qui ont tous les deux le méme
point pour image sur la surface continue. :

~ Soient F et F’ deux surfaces continues représentées respec-
tivement par les fonctions S

x=f(uv), y=g@,v), ..., 2==h(u,v) -

x=F(s,1), y=G(s9t)t cew 2=H(1)
Soit s=s(u, v), t=1(u,v) une homéomorphie entre les sphéres
S et §' -dont F et F’ sont des images univoques et continues, et
considérons la plus grande distance de deux points de F et F’

et
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qui sont les images de deux.points, de SetS correSpondants par
I’homéomorphie; considérons donc le maximum de :

HF(s(u,v), t(u,v)) — f (u, ) +
[G(s(u,v), t(u,v)~ gV + ...+ [H(s(u,v), 1(u,v)) —h(u, I’)]’}1”
La borne inférieure de ces maxima pour toutes les homéomorphies
entre S et &' est appelée d’aprés M FREcHET la distance para-
métrique des deux surfaces continues®).

La définition de la distance paraméfrique est indépendente de
la circonstance s’il y a sur § ou S’ des-continus auxquels corres-
pond sur F ou sur F' un seul point. C’est ainsi -que M. FrecheT
a défini Pidentité de deux surfaces continues par la condition que
leur distance paramétrique soit égale & zéro®). En d’autres mots,
deux surfaces F et F', images univoques et conlinues des sphéres
S et S sont considérées comme - identiques s’il y a des homéo-
morphies entre S et S telles que la plus grande distance de deux
points de F el F' qui sont les images de deux points de S et S’
correspondanits par I'homéomorphie, est aussi petite que lon veut.
Cette définition analytique est élégante mais elle est bien artificielle, -
et M. Frecuer ne 'a adopté que pour des raisons de briéveté.
Mais il ne cachait pas ses préférences pour une définition qui
mettrait en évidence la nature géométrique de I'identité de deux
surfaces continues générales. — Je donne,-dans ce qui suit, une
définition géométrique pour Pidentité de deux surfaces, laquelle
me parait bien naturelle et qui est bien conforme a son avis méme
(voir les numéros 2 et 3 de son mémoire cité ).

Soit F une surface continue générale donnée par une trans-
formation univoque et continue ¢ d’une sphére S. La surface con-
tinue F est déterminé d’une part par I'ensemble E des points de
P’espace qui correspondent aux points de S par la transformation ¢,
d’autre part par les voisinages des poinis de F sur F. — Les images
de deux points différents P, et P, de la sphére S sont consxdérées

_ comme identigues sur F s'il y a sur la sphére S un ensemble d'un
seul tenant™) qui conhent P, et P, et dont llmage par ¢ est un seul

% M. FRLCHEI Sur la distance -de deux surfaces, Annales de la Soc
~ Polonaigse de Mathém. (1924).
7)-On entend par un ensemble d’un seul tenant un ensemble qul n’est
pas la somme de deux vrais sous-ensembles sans points communs et tels
gu’aucun - point d’un de ces sous-ensembles ne sont point d’accumulation
de Pautre, - . .
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point; autrement elles représentent deux points différents de F.
- Deux points différents de F sont des points distincts de F lorsqu'ils
sont situés en deux points différents ‘de I’ensemble E; autrement
ils sont différents sur F mais coincidants sur E, c’est-a-dire ils
donnent des points multiples de F. — Une suite de points diffé-
rents P, P, ... de F tend vers le point P de F si chaque suite
de points P;, P, ..., oit P a par t une image identique 3 P,, a
pour points d’accumulation seulement tels points de S dont les
images sont identiques & P. Par cette définition de- hmlte les
voisinages des points de F sur F sont déterminés.

Pour éclairer mieux cette relation de limite ou de voisinage,
nous reprenons la sphere S, dont Fest I'image par la transforma-
. tion 1, et distribuons les poinis de S en des ,éléments R“ de la
- fagon suivante: deux points de S appartiennent au méme élément -
P sil y a un ensemble d’un seul tenant qui les contient et dont
Vimage par ¢ est un seul point; autrement ils appartiennent & deux
éléments différents. De cette fagon, la sphére est divisée en un
ensemble d’éléments §B; chaque élément est un ensemble fermé
d’un seul tenant, c’est-a-dire un continu (qui peut consister aussi
d’un seul point)?). A chaque élément P correspond un point de F
et un seul; deux points de F sont considérés comme des points
_différents de F s'ils correspondent a deux éléments différents. —
Nous disons que les éléments B, B, ... tendent vers I'élément P
si la distance (ordinaire) des ensembles g, et P tend vers O pour
-n—»0o0%. Ainsi, il y a une homéomorphie entre les points de F
et les éléments de S.

" 8) La distribution des points de S en des éléments P de la fagon décrite
dans le texte est une involution continue; cette proposition s’obtient immé-
diatement A Vaide du théoréme de ScCHOENFLiES-ZORETTI (voir par exemple
KeRrEKIARTS, Vorl. {I. Topologie, I, 1923, S. 38). -

%) D’aprés cette définition, I'ensemble des éléments ) forme un espace
(L); on peut y définir la limite par Vinterinédiaire d’un écart non régulier
si on entend par Pécart (¥, P, de deux éléments Y, et P, la distance
ordinaire des ensembles de points $,. R.. Dans cet espace, chaque ensemble
dérivé est fermé. Soit, en effet, P, B ... une suite d’éléments ayant un

~ élément 3,y pour limite et soit pour chaque v: 2{5(1"), ~p§"> . .. une suite ayant {v
pour limite; il faut montrer V'existence d’une suite ,diagonale ’B‘,}: , 13‘;: yo o
fendant vers %, Désignons par [P, B,] la distance maximum d’un point

variable de § de Vensemble P, ; il est facile-d monirer que pour chaque
€>0 ilyaun 5>0 tel que pour un élément ¥ quélconque pour lequel
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Nous disons que deux surfaces continues F et F’, images
‘univoques et continues des sphéres S et S, apparliennent au méme
‘type ou qu’elles sont homéomorphes s’il-est possible d’établir une
correspondance biunivoque et bicontinue entre les ensembles d’élé-
-ments (P) et (P’) de S et de S’ qui leur correspondent. Dans ce
cas il y a une homéomorphie entre les points de F et F* par
laquelle deux points différents de F correspondent toujours & deux
points différents (non nécessairement distincls) de F’ et inverse-
ment. — Par exemple, toutes les surfaces conlinues représentées
par des fonc ions qui ne sont toutes constantes sur aucun vrai
continu de la sphere, appartiennent, d’aprés cette définition, au

“méme fype'®). :

Nous disons que deux éléments B, et B, de S sont homoIo-
_gues si les points de F qui leur correspondent, sont coincidents. -
En formant les systtmes d’éléments homologues, on obtient une
involution pour les éléments B de S qui est une involution continue
‘dans le sens qu’a chaque élément § dont les homologues sont .
{8}, et 2 chaque nombre ¢>0 correspond un >0 tel qu’étant
N un élément 3 distance <6 de P, chaque élément homologue
4 : a une distance ¢ de {p}. Chaque systéme d’éléments homo-
logues forme un ensemble fermé d’éléments qui est & la fois un
ensemble fermé de points.” -

Soient- § et S’ deux sphéres; sur chacune d’elles soit donné’ v
une décomposition en un ensemble d’éléments fermés et pour
chacun de ces ensembles d’éléments soit donné une involution
continue ; nous appelons les deux involutions homéomorphes s'il y
a une homéomorphie entre les ensembles d’éléments qui fait cor-
respondre a deux éléments homologues quelconques deux éléments‘ '
homologues de lautre ensemble
(B, By) <, on a’[B,B] < ¢; en désignant [Bv, By] par ¢,, on voit donc
que ¢, €, . . -->0 Prenons pour chaque v un élément ‘B(V) pour lequel

B, By) <eys il sensuit que (B, ) < (B, Bv) +wv,mw1<2ev.
cest -dire la suite ‘p(l) B tend vers By

10) C'est ‘dans ce sens que les deux surfaces conlmues mentlonnées a
la fin de ma - note ,On parametric representations of continuous surfaces®,
(Proc Nat. Acad. Sc,, Washmgton, v. 10 (1924) P 267——271) appartlennent
au méme type, . ‘ o '
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Si les surfaces continues F et F’ engendrent des involutions
homéomorphes sur les spheéres S et §', nous disons que les sur-
faces continues F et F' sont topiquerient homéomorphes. On voit
que dans le cas d’une homéomorphie topique entre F et F’, il y
a une transformation biunivoque et bicontinue entre F et F' qui-
fait correspondre & deux points distincts de F toujours deux points
distincts de F’ et inversement ; ’homéomorphie topique fournit donc
une homéomorphie entre les ensembles de points E et E’ (définis
a la page 57).

- Deux surfaces continues F el F' sonl identiques s’il y a une
homéomorphie topique enire F et F’ qui fournil la transformation
identique de E en E'. Cela veut dire en tout au longue que les
ensembles d’éléments correspondant sur S et sur §’'-a F respec-
tivement & F’, peuvent étre mis en une correspondance biunivoque
et bicontinue de telle fagcon qu’'un élément quelconque de S et
Pélément lui correspondant sur §’ ont le méme point de I’espace
pour image. Les transformations de S et de &' en F=F donnent
la méme surface continue en deux différentes representaltons para-
mélriques.

Notre prochain but est de démontrer /équivalence de notre
dé]mttton géométriqgue pour lidentité de deux surfaces conlinues
avec la définition analytique due @ M. Frtcrer, donnée au début de

" ce numéro,

Soient S et ' deux sphéres, F et F° deux surfaces continues,
images de S respectivement de S’ par les transformations ¢ re-
spectivement t'; supposons qu'il y a une suite d’homéomorphies
g, 0, ... entre S et S’ telles que deux points de S et de S’ cor-
respondants par o, ont pour images par { respectivement ‘par ¢ des
points dont la distance est inférieure 2 ¢, (¢,—>0 pour 1 —»o0). —
Soit M= (P,, P;, . ..) un ensemble dénombrable de points de S
partout dense sur S. On peut-extraire de o, 0, ... une suite
a0, Opp, . .. (1 <n®<17<...) qui est convergente dans le
point P, (cela veut dire que les images de P, par ces homéo-
morphies ont un scul point limite sur §). De la derniére ‘suite,

on peut exlraire une suite o,m, o, ... (V<P <P <L) qui
est convergente dans le point P;; et ainsi de suite. On obtient une
suite 0,0, 0,0, o,®, ..., que nous déslgnons simplement par

Ga), Og) Oa), . . ., Qui est convergenle dans tous les points de I'en-
semble M. — Soit P(“) un point arbitraire de S-et soit P¥, P9, ..,
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une suite de points de M tendant vers P); soit I un arc simple
avec les exirémités P® et P(W), passant par les points P®, P®, PO
dans cet ordre; désignons par I® Parc P™® PW) de /¥, L’image
de I® par ’homéomorphie ¢, est un arc simple i¥’; Pensemble
limite de «®, i® . . est un continu I, d’aprés le théoréme de-
ScroenruEs-Zorerri. Le continu i*™ est un sous-ensemble du

continu IP; soit lfu‘”) ensemble de tous les points abparlenants a
-chaque /%Y (k=1,2,...); l&w) est évidemment un continu. L’image
de /™ par t et image de i® par ¢ ont une distance paramétrique
< &,, et comme &,—»0 pour =% oo, il résulte.que I'® et 1% ont

la méme image. Par conséquent, I'ensemble Ifu‘”) a la méme image
que PX), en d'autres mots, /) appartient 2 un élément de S'. En
~ désignant par P rimage de P®) par a,,, on voit que tous les
points d’accumulation de Pensemble (P(W), P{), . ..) appartiennent

a 1‘(”“’). — Le résultat que nous venons d’oblenir, est que la limite
o(w) de la suite oy, 0g), ... fait correspondre a chaque point pw)

de S tels poinis de S’ qui appartiennent a un. élément p’ de S’
En faisant varier la suite des points de M dont PW) est la limite,
on voit l'indépendence de R’ du choix spécial de la suite des
points de M tendants vers P™), Ainsi i chaque point de S, la
- limite o, fait correspondre un élément de S’. A deux points appar-.
tenants au méme élément de S correspond le méme élément de §’;
on. conclut cette proposition immédiatement du théoréme de
ScHoenruies-ZorerTi. Ensuite, il est évident (en considérant les
inverses de oy, 04, .. .) que deux éléments différenis de S ont
pour images deux éléments différents de S’ et que la correspon-
dance. biunivoque entre les éléments de S et de S’ ainsi obtenue,
est bicontinue. Nous avons donc une homéomorphie entre les élé-
ments de S et ceux de S’ lelle que des éléments correspondants de
S etde S ont par t respectivement par t' lu méme image.
Nous allons démontrer que la distance paramétrique de deux
“surfaces qui sont identiques d’aprés la définition géométrique,
est zéro. Soit H une homéomorphie entre les éléments de S et de
S’ telle que deux éléments correspondants quelconques ont par ¢
respectivement par t' la méme image sur F=F’; le probléme est
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de déterminer une homéomorphie h entre les points de'S et de S’
telle que les images par ¢ respectivement par {" de deux points
correspondants quelconques ont une distance < ¢, ol >0 est un
nombre positif arbitraire, donné d’avance.

Nous entendons par un B-domaine un ensemble d’éléments qui
est d’un seul fenant et dont chaque élément est un élément intérieur;
chaque B-domaine est a la fois un domaine de points, La $-frontiére -
d’'un P-domaine est 'ensemble de tous les éléments d’accumula-
tion du P-domaine qui ne lui appartiennent pas; la B-frontiere
. d’'un  PB-domaine. est un ensemble fermé d’éléments!!). Un
 B-continu est, par définition, un ensemble "d’éléments fermé ét
d’un seul tenant. — On voit immédiatement que par I’homéo-
morphie H, chaque P-continu sur S est transformé en un P-continu
sur §’; chaque PB-domaine sur S est transformé en un P-domaine -
sur §, la P-frontiere du R-domaine a pour image la :R-frontiere
du $B-domaine correspondant.

Déterminons autour de chaque élément de S un B- vozsmage
dont I'image par la transformation ¢ soit de diamétre < ¢/8; d’aprés
le théoréme de Hee-Borer, il y a un nombre fini parmi ces
* voisinages, que nous désignons par U,, U, . .., U, couvrant toute
la sphére S. Soit Vv (v=1, 2, ..., j) ’ensemble de tous les élé-
ments de Uv qui ne sont pas éléments d’accumulation de U,, U,,. ..,
Uv-1; soient V,, V,, ...V, ceux parmi ces ensembles qui ne
sont pas vides. Pour simplifier le raisonnement, nous ne consi-
dérons que le cas ol chaque V, est d’'un seul tenant.!®?) Les
P-domaines V,, V...., V, n'ont deux a deux aucun élément
commun; chaque élément de S appartient & un de ces do-
maines ou & la frontitre d’un tel domaine. Nous considérons
maintenant les Vv comme domaines de points et nous les désig-
nons par D,, D,, ... ., D,. Dans chaque domaine Dy, ncus construi-
sons une approximation polygonale de Dy en distance <6, ol
~ 6>0 désigne un nombre tel que deux points quelconques de S
en distance < J ont des images par ¢t en distance <£/8; nous
mr 1a note?). ’

12) En général, Pensemble V; -} Vo 4. .. -+ Vi considéré comme ensemble
de points, consiste en un nombre fini ou en une infinité dénombrable de
domaines; si > >0 est un nombre arbitraire, il n’y a qu’un nombre flni
parmi ces domaines contenant des points en distance =5 de la frontiére.

Nous considérons ces domaines Wy, W;,..., Wi au lieu de Vi, V,, ..., Vi
tandisque les autres seront ajout_és aux frontiéres de W), Wy, ..., W;.
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pouvons supposer que les domaines polygonaux 4, 4, ..., 4,
ainsi obftenu ont pour frontitres des polygones simples n’ayant -
deux a deux aucun point commun. L’ensemble des points de S
n’appartenant & aucun des domaines 4y forme un nombre fini de
domaines polygonaux que nous appelons ,canaux*. Nous divisons
chaque canal en un nombre fini de domaines polygonaux Iy tels
quaucun Iy ne soit voisin de deux domalnes 4y et 4y non
adjacenls (nous appelons 4y et 4v adjacents si les P-frontitres
de Vv et Vv ont un élément commun). Cette division sera con-
struite de la facon suivante: soit ¥y, un élément qui appartient a
la R-frontiere de V|, Vi... ., V, (s> 3); dans chacun des domaines
Dy (»=1,2,...,5), nous prenons une ligne continue 4y qui a
un point de ¥, pour point d’accumulation; les éléments de Vv et
da sa -frontiere qui contiennent les points et les points d’accu-
mulation de 4, forment un R-continu Ky ; soit Ky le domaine formé
de tous les points de S dont la distance de R est inférieure & 4.
Nous joignons un point P, de §, dans Kv avec un point de la
frontiére de v par une ligne polygonale /v; nous construisons

ces lignes 1, I, . ..., I, de telle fagon qu’elles n’ont pas des points
communs sauf leur extrémité commune P, et qu’elles soient con-
tenues dans le canal a part leurs autres exirémités. — En

appliquant Ja méme opération par rapport a un autre élément R,
et ainsi de suite, en faisant attention que les lignes obtenues
I b, ... 1, naient pas des points communs, on obtient une divi-
sion du canal de la sorte anoncée. (Si ¢ est le nombre de con-
nexion du canal, on obtient la division cherchée en appliquant
2q—4 fois au plus, Popération ci-dessus, comme il résulte du
théoreme d’Euter). 11 est évident de notre construction que chaque

~ domaine 4y et Iy a pour image par f des cnsembles de diamétre < /2,
‘Les images de V,, Va. ..., V, par ’homémorphie' H sont les
PB-domaines V,, V,, ... Vi sur §’ qui n'ont deux a deux aucun
point commun; chaque élément de S’ appartient 3 un de ces
P-domaines ou a sa frontitre. Soit D), le domaine des points

appartenants aux. éiéments de V ; D et D) ont le meme nombre

de connexion. Soit -0’ >0 un nombre tel que deux points quel-
conques de S’ en distance < dJ' ont des images en distance < ¢/8.
Nous . construisons une approximation de D, par un domaine

polygonale 4, homéomorphe 4.4, , de felle fagon qu’a chaque
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polygone 7 de 4, correspond un polygone 7’ de 4, et a la partie
de la P-frontiere de Vv extérieure 3 n° correspond par I’homéo-
morphie H la partie de la P-frontitre de V, extérieure & n'. A
chaque canal sur S correspond un canal sur § ayant le méme
nombre de connexion. — La division des canaux sur S’ se définit
au moyen des images de P, et & (»=1,2, ...,5), etc, par
'homéomorphie H. Par une d’-approximation de &, & ... ., &, efc.,on
obtient les lignes [, [, .. ., I, efc. qui donnent une division des
canaux de S’ en des domaines de la-méme nature que ci-dessus par
rapport 4 S. Le réseau { sur S formé par les frontitres de
4, 4, ..., 4y et parleslignes I, b, . . ., I, est isotope'®) au réseau
T sur & formé par les frontitres des domaines 4, 4, .. .dx
et par les ‘lignes I, 3, ..., I,. A chaque domaine d sur S déter-
miné par { correspond un domaine d’ sur S’ déterminé par ';
Pimage de d par t et 'image ded’ par ¢ ont des diamelres < &/2;
ces deux images ont au moins on point commun, d’aprés la
- construction correspondante des domaines. Si on étend V'isotopie
entre £ et ¥ A une transformation topologique de toute la- sphére -
S en toute la sphére S, on obtient, par conséquent, une homéo-
morphie h entre les points de S et de S telle que deux points
quelconques correspondants par h ont des images en distance <e.

Ainsi, il est démontré que les deux définitions pour I'identité
de deux surfices sont équivalentes. — Nous ferons encore quel-
ques remarques qui se rattachent aux notlons géométriques données
ci-dessus.

D’aprés notre classification, ’ensemble de toutes les surfaces
continues (ce sont les images univoques et continues de la sphére)
est divisé en plusieurs types; deux surfaces appartiennent au méme
type (ou elles sont homéomorphes) s’il y a une homéomorphie

_entre leurs points, qui fait' correspondre a deux points différents
quelconques deux points différents. Un type se divise en plusieurs
classes; deux surfaces homéomorphes appartiennent & la méme
classe (ou elles sont topiquement homéomorphes) s'il y a une
homéomorphie entre leurs points conservant les relations de coinci-
dence. — On pourrait définir les relations de limite, la distance

' 18) Isotope veut dire ici; isotope dans le sens combinatoire ; dans le cas
présent, c'est équivalent a la notion (moins restrictive) donnée a4 la page 7

de mon livre cilé sous 2), en supposant pour un moment .que tes sphéres
S et S’ coincident. .
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paramétrique, e'c, d’abord pour les surfaces appartenant i une
classe, ensuite pour célles appartenant & un type et enfin pour
_ toutes les surfaces continues. La considération d’une classe de
surfaces montre de ce point de vue peu d'intérét; il s'agit, en
somme, d’une-combinaison des remarques suivantes concernant
un type de surfaces et des résultats sur la distance de deux
ensembles de points. — Pour deux’ surfaces appartenant.- au
méme type, on définit leur distance paramétrique (spéciale) comme
‘la borne inférieure de la distance maximum de deux poinis cor-
respondants, . pour toutes les homéomorphies entre leurs points.
- Des raisonnements développés sur les pages 62—64, il s’ensuit
‘que chaque homéomorphie entre les points des deux surfaces peut
étre approchée par une homéomorphie entre les points de leurs
sphéres représentantes'*); la distance paramétrique spéciale est
- par conséquent égale A la distance paramétrique ordinaire.
Il est intéressant de remarquer- que les surfaces continues du
type de la sphére'®) forment un sousensemble partout dense: .de
“l'ensemble de toutes les suifaces continues. — Soit F une surface
continue dans l'espace (x, y, ... 2z), image de la sphére S par la
transformation 7 univoque et continue. Par la méthode de V'approxi-
mation simpliciale due 3 M. Brouwer'®), on peut construire une
surface F” du type de la sphére dont la distance paramétrique de F
est aussi petite que Pon veut. Soit, en effet, e>0 arbitraire et
'soit 4>0 suffisamment petit de telle sorte que deux points quel-
co ques de S en distance <dJ ont desimages en distance < ¢/5.
Nous cohstruisons une -friangulation de S dont chaque triangle a
‘un diameétre. << d. Soient Py, P, P; les sommets d’un triangle,
Py, Py, Py leurs images par ¢ et soient P,, P;, Py trois points non
alignés dont les distances de Pj, P;, P; respectivement 'sont infé-
rieures a €/5. Nous transformons par la transformation barycentrique
les points du friangle P,P,P; de S en les points du friangle plan
déterminé par les segments droits PP, Py Py, P{P;. En appliquant -
la méme opération a chaaque tnangle de S, on obtient-une surface

14) 1l est’' a4 remarquer qu’une homéomorphie entre les points des
sphéres ne donne pas nécessairement une homéomorphie entre les points
des. surfaces.

15) ce sont les images de la sphére par des lransformatlons univoques
et continues, non constant sur aucun vrai continu de la sphére.

15). BRoUuwER, Mathem. Annalen, Bd. 71 (i911) S. 97—115.
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F du type de la sphere (parce que la transformation barycentrique
n’est constante sur aucun vrai continu de la sphére S); deux points
_de F et de F correspondanis au méme point de la sphére ont
une distance <e; c’est- a-dxre la distance paramétrique de Fet F
est inférieure a &
_ Le probléme de la réductiqn de la représentation paramétrique
d’une surface -continue est de trouver une atitre représentation
‘paramétrique- dont l'ensemble d’éiéments est aussi simple que
“possible. Il s’agit donc de remplacer une décomposition de la
sphére en un ensemble d’éléments fermés par une autre décompo-
sition en un ensemble d’éléments homéomorphe au premier de
telle sorte que les éléments du second ensemble soient comme
ensembles de points d'une plus simple structure. On essayera de
prendre au lieu d’un élément qui a des pdints intérieurs un autre
sans points intérieurs, au lieu d’un continu générale un continu
composé d’un nombre fini ou dénombrable d’arcs simples, au
lieu d’un arc simple un seul point, elc.

, ‘Dans une note sur ce sujet!’), j’ai donné un résultat définitif
pour le cas spécial -caractérisé par la condition suivante:

Nous entendons par un élément G un élément ‘B qui contient
deux points au moins (c’est donc un continu maximum de la
sphére contenant deux poinfs au moins et transformé en un seul
" point de la surface continue); notre condition est que l'ensemble
G des points qui appartiennent aux différents continus G soit fermé
et que chaque composant de cet ensemble soit un élément C'3),

Sous la dite condition, on peut transformer topologiquement
Pensemble des éléments P8 en un autre ensemble d’éléments de
telle fagon que 'ensemble € a pour image un ensemble de points
nulle part dense, composé d’un ensemble dénombrable d’arcs simp!es.
En' particulier, si chacun des continus € a pour ensemble com-

17) Proceed. of the Nat. Acad. of Scnences ‘Washington, v. 10 (1924)
p. 267—271.

18) Dans la- note cntée, jai manqué. malheureusement, de formuler
explicitement cette condition ; implicitement elle est contenue dans les déduc-
tions des lignes 8—10 de la. page 268 et des lignes 2—4 de la page 269; a
’énoncé du théoréme il faut donc ajouter la condition que l'ensemble des
points de la surface dont les images inverses sont des vrais continus, est fermé.
et non enchainé sur la surface, ce qui est évidemment équivalent i la condi-
tion donnée dans le texte, ‘
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plémentaire un seul domaine,.on peut réduire ’ensemble € en un
ensemble de points partout discontinu®). '

Sans la condition ci-dessus, il n'y a pas des réductions de
la-méme vigueur. L’exemple suivant dit & M. LeesGuE nous donre
un cas ol aucune réduction n’est possible; soit la surface repré-~
_sentée par les formules: '

x==sin2v. cosu, y=sin2v. siny, 2=0, pour —z/2<v<L0

x==0 "~ y=0 z=sinv, pour 0 <v< /2

B (0<u<2n, — a2<v <al2).
vChaque circonférence v=const, >0 -a pour image un seul point,
’ensembe € remplit la demlsphere v =0, son image est le segment
droit 0<2< 1, x=y=0:

Dans une prochaine communication, je considérerai les réduc-
tions . possibles pour le cas général et.leur connexion avec le
- probléme de dimension et de mesure. ~
Szeged, le 1 décembre, 1926,

1) voir les pages 268 et 270 de ma note citée.

(Recu le 1 décembre 1926)
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F. Klein, Vorlesungen {iber h8here Geometrie. Dritte
-Auflage, bearbeitet und herausgegeben von W. Brascuke (Grund-
lehren der math.’ Wtssenschaften XXII), VHI- 406 S., Berlin,
J. Sprmger, 1926.

~ KuEIns klassisch gewordene Untersuchungen uber héhere Geometne,
" die im Anschluss an sein Erlanger Programm einen gruppentheoretischen
Aufbau der Geometrie erzielen, werden in diesem Band in der meisterhaften
Bearbeitung von Blaschke ‘wiedergegeben. Die beiden ersten Hauptteile' (Der
. aligemeine Koordinatenbegriff, Lehre von den Transformationen) entsprechen
dem ersten Band der KLEiNSChen Vorlesungen, sind im wesentlichen ungedndert
' belbehalten, die A1derungen die vorgenommen wurden, bringen das Werk
‘ndher dem Interesse und :dei’ "Auffassung der modernen’ Zelt Uber den Inhalt
“dieser beiden Hauptteile ein Bild zu geben, kann man — mit den Worten
der Einleitung — sagen, dass die vorliegende Dearstellung ein Gegenstiick zur
synthetischen und zur analytischen Geometrie bildet, indem sie die Geometrie
" auf die Analysis anwendet und versucht, mit Hiife der Geometrie Einsicht in
die Lehre von Funktionen mehrerer Ver4nderlichen zu gewinnen.

Der zweite Band der Kreinschen Vorlesungen, der der Theorie der
geomelrischen Gruppen gewidmet ist, wird in der neuen Aufiage fortgelassen,
mit der Motivierung, dass er nur lose mit dem ersten Band zusammenhingt,
und da er vollig neu bearbeitet werden miisste. Statt dessen werden als
L Dritter Haupttell“ Beispiele geometnscher Forschung aus den letzten Jatr-
zehnten gegeben, und zwar: 1. E. Stupbys Liniengeometrie. . J. Rapons
mechanische Herleitung des Parallelismus von Levi-Civira. Ill. Aus der To-
pologie: E. ArTins Zdpfe. IV. Uber die Differentialgleichungen von MONGE.
Ihre Beziehungen zur Theorie der partiellen Differentialgleichung erster
Ordnung und zur Variationsrechnung. V. Einleilung in die Elementarteiler-
theorie. Der wertvolle und moderne Inhalt’ dieses dritten Hauptteiles wird
sicher jedem Mathematiker eine interessante Lektiire reichen. Nicht ganz
. berechtigt scheint es nur, diesen Abschnitt, der mit dem Inhalt des KLeiNschen
- ersten Bandes mdnchmal auch nur lose oder gar nicht zusammenhéngt und
teilwerse im Anfangsstadium befindlichen Untersuchungen wiedergibt,' im selben
Bande mit Krrixs klassischen Vorlesungen zu geben. Es wire auch ein
Wiunsch- von vielen Mathematikern, den KLEiNschen zweiten Band in einer
den modernen Forderungen entsprechenden, ebenso meisterhaften Bearbeitung
wie den.ersten zu haben. ; “B. v. Kerékjrto.

‘ M. Pasch, Vorlesungen -iiber neuere Geometrie. Zweite
Auflage, mit einem Anhang: Die Grundlegung der Geometrie

in historischer Entwicklung von M. Dehn. (Grundlehren der

- math. Wissenschaften XX!II) X +4-275 §., Berlin, J. Springer, 1926.

Die zum ersten Male in 1882 veroffentlichten Vorlesungen iiber neuere
Geometrie von Pasci haben eme grundlegende ‘Bedeutung filr “die seitdem
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entwickelte axiomatische Begrilndung der Geometrie; der hohe Wert dieses
bekannten Werkes besteht aber nicht nur in seiner historischen Bedeutung
sondern dies gilt auch heute als ein Buch das unterrichtend den Leser zu
wissenschaftlichen Untersuchungen vorbereiten kann. Bei der Neuauflage
wurde die urspriinglich vertretene Auffassung des Verfassers nebst der Form
der Darstellung beibehalten.

Der Anhang hat die Aufgabe das Verhiltnis der Resultate von PascH
zu den Hlteren Forschungen und ‘insbesondere zu den neueren Ergebnissen
auf diesem Gebiet klarzustellen. Diese Aufgabe ist in dem von Dgnx ver-
fassten Anhang vorziiglich geldst; man erhilt einen klaren Einblick in das
© Wesen und in die Entwicklung der Geometrie seit der griechischen Schule
bis zu unseren Tagen. In einer Einleitung und in finf Abschnitten, betitelt:
Das Parallelenpostulat, Grundlegung der projektiven Geometrie, Die Stetigkeit,
. Systeme von Postulaten, Inhaltslehre — wird dabei alles was wesentlich und
interessant in der Grundlegung der Geomelrie ist, dargestellt oder wenigstens
angedeutet. Es ist das Werk eines Gelehrten, der nicht nur durch eigene
Forschungen, sondern auch durch vielseitiges Interesse in Mathematik und
in Geschichte der Mathematik ausgezeichnet ist, und gibt zusammen mit dem
grund egenden Werk von PascH eines -der wertvollesten Biicher, die tiber

Geometrie in den letzten Jahrzehxite_n erschienen sind. ]
. - B. v. Kerékijarto,

F. Klein, Vorlesungen iiber die Entwicklung der Mathe-
matik im 19. Jahrhundert. Fidr den Druck bearbeitet von R.
. Courant und O. NeugeBsuer (Grundlehren der math. Wissen-
schaften. XXIV), XIIl 4- 385 S., Berlin, J Springer, 1926.

Das vorliegende posthume Werk F. KLEINs verdankt seine Entstehung
den Vorlesungen, die dieser Meister ‘der mathematischen Wissenschaften
wihrend der Kriegsjahre -vor einem engen Kreise von Zuhbrern hielt. In
erster Reihe sind die Lieblingsthemata Kreins, denen er seine schbplerische
Tétigkeit und sein treffliches Dozentenitalent widmete, in ihrer historischen
Entwicklung ‘dargestelit und in Zusammenhang mit der Gesamteniwicklung der
Mathematik im XIX, Jahrhundert gebracht. Freilich erhélt das Werk, dadurch
dass der Verfasser seine eigenen Gesichtspunkte in den Vordergrund riicken-
l4sst, den ,Stempel des Fragmentarischen® — wie die Herausgeber nicht mit
Unrecht bemerken; doch wird dies stets der Fall sein, wenn ein wirklich
grosser Forscher itber die Entwicklung seiner Wissenschaft schreibt, In solchen
Werken ist ja nicht nur der historische Tatbestand selbst vom Interesse,
sondern — was die Fachgenossen besonders erwarten — die Auffassung des
Verfassers, "da dadurch seine eigene wissenschaftliche Entwicklung selbst
hervortrift. Deshalb werden wohl alle Mathematiker, insbesondere aber die
ehemaligen Schiller und Hérer F. Kreins, mit grosser Freude das Erscheinen
dieses Werkes begrilssen, das einen tiefen Einblick in' seine eigenen Schbp-
fungen gewihrt. .

‘Das erste Kapitel beschiftigt sich mit GAUBS Bekarintlich, lextete KLEIN
mn den. letzten Dezennien die Herausgabe der gesammelten Werke von Gavuss ;
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80 wurde er einer der besten Kenner der Gauss'schen Mathematik und seine
Darstellung dieses Gegenstandes wird jeder Mathematiker mit hohem Interesse
lesen. Das zweite Kapitel ist den franzsischen Mathematikern in den ersten
Jahrzehnten des XIX. Jahrhunderts gewidmel. In gedréngter Form referiert der -
Verfasser iiber Poisson, Fourier, Caucay (der vielleicht nicht hinreichend
gewlirdigt wird) und sodann {iber die geometrische Schule, MoNGE, PONCELET,
flir die KLEIN ganz besonders .Sympathie zeigt.In gleicher Weise ‘werden
in einem kurzen Kapitel (1lI) DiricHLET, ABEL, JacoBr sowie die deutsche
Geometrie (MoB1Us, PLUCKER, STEINER) gewilrdigt. Damit beginnt der weitaus
interessantere Teil des Werkes, in dem die Probleme nach den fiihrenden
ldeen gruppiert-sind. Der Reihe nach werden die Lieblingsthemata KLEiNs
- herangezogen: Geometrie, mathematische Physik, Funktionentheorie. In meister-
hafter Weise wird im -1V. Kapitel die Entwickinng der projektiven Geometrie
und der parallellaufenden ' Invariantentheorie geschildert; jeder wird mit
Interesse die Entstehung der CavrLey--KLEIN3chen Massbestimmung daraus
entnehmen, Nach einer schonen Darlegung der Entwicklung der mathemati-
- schen Physik (wobei der Lieblingsautor Kreins, Mac Curracs, stark hervor- '
“gehoben wird) wendet sich KLEixn der Funktionentheorie zu, der die letzten
drei Kapitel gewidmet sind. In.meisterhafter Weise wird die Wirkung RIEMANNS
* und WEIERSTRASS' geschildert. Sodann wird mit grosserer Ausfithrlichkeit die
Rolle des Gruppenbegrlffes in der Funktionentheorie zu Sprache gebracht.
Ein~Uberblick iiber die automorphen Funktionen schliesst das Werk ab.
- Recht bedauerlich ist, dass es KLEIN nicht vergbnnt war die Abschnitte
iiber L1t und PoINCARE auszuarbeiten ; in seinen #lteren Vorlesungen pflegte -
_er ja insbesondere die Leistungen Lies stark zu beriicksichtigen. Auch die
ganze Mengenlehre mit ihrem genialen Schopfer G. CanTor bleiben unbe-
riicksichtigt ;. freilich ist dies ein Gegenstand, der KLEiN nicht nahe lag. Diese
Mingel konnen aber die grossen Vorziige dieses Werkes, das kaum seines-
gleichen in der mathematischen Literatur hat, nicht beeinflussen; sicherlicti
wird des Werk jedem’ Facligenossen eine fesselnde Lektﬂre von ungeheurem
‘Interesse sein.
A H._

E. Cesaro, Vorlesungen iiber natiirliche Geometrie.
Autorisierte deutsche Ausgabe von. G. KowaLewski. Zweite Auflage
mit einem Anhang {iber die veraligemeinerte natiirliche Geometrie.

" V14352 S, Leipzig u. Berlin, B. G. Teubner, 1926.

Die natlirliche Geometrie (geometria intrinseca) ist eine Disziplin, die
versucht die geometrischen Gebilde aus ihren inneren Eigenschaften zu charak-
terisieren, mithin fremdartige Elemente zu vermeiden — wie sie in der ge-
wohnlichen analytischen Geometrie die Wah! eines bestimmten Koordinaten-
systems in die Untersuchung hineinbringt. Diese Art der Betrachtung bringt
viele Vereinfachungen mit sich und l4sst besser das Wesen der erreichten
Resultate erkennen. In Cesiro’s Darstellung sind alle diese Vorteile der.
natfirlichen Geometrie besonders zu geniessen; in eleganter und leichtver-
sldndlicher Weise wird da eine grosse Menge von Resuitaten dargelegt; die. .
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vielen und gliicklich gewlhlten Beispiele machen das Buch fiir das Studium
ausgezeichnet geeignet, Die Betrachtung der ebenen Kurven wird als eine
Einleitung in die Methoden und Ideen der natiirlichen Geometrie gegeben ;
der ausflihrlichen Discussion der ebenen und rdumlichen Kurven foigt die
allgemeine Theorie der Flichen, infinitesimale Transformationen von Flichen,
Kurven in Uberriumen, Uberrdume, nebst einigen sehr eleganfen Anwendun-
gen auf Gleichgewicht und Elastizit4tsfragen. .
~ Im Anhang wird die von G. PI1ck begriindete verallgememerte natiirliche
Geometrie dargesteilt, die statt der im Cesiroschen Buch zugrunde liegen- -
den euklidischen Gruppen die allgemeinsten ebenen Transformationsgruppen

~ zu grunde legt.

B. v. Kerékjarto.

.E. Lohr, Atomismus und Kontinuitétstheorie in der neu-
zeitlichen Physik (Sammlung wissenschaftlicher Grundfragen,
herausgegeben von R. Honigswaip in Breslau Bd. VI), 82 S,,
B. G Teubner, - 1926.

Es wird in der vorliegenden Schrift eine Darstellung der korpuskularen
und der kontinuierlichen Auffassung in der Physik gegeben, angefangen von
den noch sehr wenig differencierten Anféngen in der griechischen Philosophie

" bis zu den neuesten Theorien. Die Darstellung bewegt sich in grosser Allge-

meinheit, eingehend werden nur die allgemeinsten Auffassungen, nicht aber
die speziellen Durchfithrungen der Theorien behandelt. .

Nach einer Schilderung der Entwickelung der korpuskularen Theorie
von den Eleaten und Demokritos bis zur modernen Elektronen- und Quanten-
theorie, wendet sich der Verfasser der Kontinuitdtstheorie zu, als deren
Anhdnger er sich auch ausdrilcklich bekennt. Und zwar wird "als Prototyp
einer ,konsequenten® Kontinuitdtstheorie die von Jaumaxxy eingehender be-
handeit im Gegensatz zu den ,inkonsequenten“ Theorien, -die zwar ein
kontinuierliches Feld irgendwelcher Zustandsvariablen annehmen, darin aber
irgendwelche Singularititen, ,Energieknoten“, entsprechend den Atomen
oder Elekironen der Korpuskulartheorie, zulassen, wie dle Theorie von Mik.

Die Jaumannsche Theorie ist eine Feldtheorie, die von nichtlinearen
Differenzialgleichungen beherrscht wird und bei welcher der physikalische

' Zustand ausser der elekiri-chen und magnetischen Feldstirke durch eine

grossere Zahl Zustandsvariabeln bestimmt wird. Diese Theorie soll auch von
denjenigen Eigenschaften der sogenannten Kotfpuskularstrahlen, die als haupt-
stchliche Belege der atomistischen Struktur derselben angesehen werden, Rechen-

. schaft geben kdnnen. Diese Strahlen werden als longitudinale Schwingungen

angenommen. Die Scintillation wird durch’ enge Strahlenbiindel erkldit.
Ebenso soll sich auch die Reichweite der o-Strahlen in die Theorie einordnen
lassen. Die Laueschen Interferenzen werden nach Lohr durch eine kontinuier-
liche periodische Struktur der Materie erkldrt. Diese Moglichkeiten werden
indessen in der vorliegenden Schrift nur ganz aligemein .erwdhnt, und nicht
einmal an den wichtigsten Beispielen durchgeflihrt. Es wird auch auf die
Verwandtschaft der Jaumaxnschen Theorie mit den bedeutenden Ansitzen
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von de Broglie hingewiesen, wobei die Verwandtschaft woh! nur darin besteht,
dass beidemal Wellen benfitzt werden. Man wird woh! heutzutage unter dem
Eindruck der. de BroaLiEschen Gedanken und der ScHROpINGERschen Theorie
ein erhthtes Interesse den Kontinuititstheorien zuwenden, besonders wenn
sich diese ebenso fruchtbar erweisen soliten wie die zuletztgenannte, was von
der Jaumaxnschen Theorie zu zelgen dem Verfasser nicht gelungen zu sein
scheint.
R. Ortvay.

W. v. Ignatowsky; Die Vektoranalysis und ihre Anwen-
dung in der theoretischen Physik I, Il (Sammlung mathematisch-
physikalischer Lehrbiicher, herausgegeben von E. Trefftz), VIII + 110
bzw. IV +123 S, dritte Auflage, B. G. Teubner, 1926

Das bestens bekannte Lehrbuch der Vektoranalysxs von v. IGNATowexY
erscheint jetzt zum drittenmal.

Der erste Band behandelt die QGrundlagen der Vektoranalysis ohne
Riicksicht auf physikalische Anwendungen . als eine seibststidndige Disziplin,
Fiif die angewandte Methode ist es bezeichnend, dass jeglicher Gebrauch von
. Koordinatensystemen zum Beweise irgendwelcher vektoranalytischen Trans-
:formationen gdnztich vermieden ist. Die analytische Darstellung der vektor-
‘analytischen. Operationen, auch mit Hilife krummiiniger orthogonaler Koordi-
‘naten, erfolgt erst im vorletzten Kapitel. Im letzten Kapitel des ersten Bandes
“werden allgemeinere gerichtete. Grtissen, so die Dyaden, Affinoren und Ten-
soren- behandelt, :

- Die Veraligemeinerung auf mehrere Dimensionen und auf allgemeine
.,Raume, die durch ihr Linienelement definiert sind, wird vermieden, und auch
auf den -allgemeinen Begriff von. Tensoren beliebiger Ordnung wird nicht
eingegangen, Es mag dafiir woh! ausschlaggebend gewesen sein, dass diese
Verallgemeinerungen mehr in der Richtung einer analytischen Behandlungs-
weise liegen. Da sie aber nicht nur in der allgemeinen und spezieilen
Relativitdtstheorie unentbehrlich sind, sondern auch in anderen Gebieten, wie
allgemeine Mechanik, ScBRODINGERsche Theorie efc. zur Anwendung gelangen,
kann man sie mit einem gewissen Rccht als zu dem vektoranalytischen
Riistzeug des theoretischen Physikers gehdrig betrachten. Eine diesbeziigliche
. Erglinzung bei einer Neuauflage dés vortreffllchen Werkes wire géwiss sehr
erfreulich. :

Der zweite Band bchandelt die Anwendungen auf die Mechanik des
Punktes und der starren K6rper, auf Hydrodynramik und Elastizititstheofle
sowie auf Elektrodynamik, -wobei die Ubersichtlichkeit und Anschaulichkeit
der vektoranalyllschen Methoden ins rechte Licht geselzt werden. .-

R. Ortvay.
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Uber die Abgrenzung der Wurzeln von algebrai-
schen Gleichungen.

Von STEPHAN LIPRA in Szeged.

§1

Der Ausgangspunkt unserer Arbelt ist der folgende wohl-
bekannte Satz von Caucuv. Ist S
1)) C f@R)=ay+az+...+az" (a,,#O) )
eine algebraische: Gleichung n-ten Grades, worin die Koeffizienten
irgendwelche komplexe Zahlen sind, so liegen alle Wurzeln der
Gleichung in dem mit dem Radius
@ 4 Max. (|a), Iﬁ;”ll o] 8as])
um den Nullpunkt besd1rtebenen Kreise.
' Der Satz l4sst sich in folgender spezxellerer Form aussprechen
Alle Wurzeln der Gleichung (1) liegen in dem mit dem Radius
@) - +|ao|+|all|':l +|an—1| '
um den Nullpunkt beschriebenen Kreise. ,

Man benlltzt in der letzteren Formel alle Koeﬁmemen der
Gleichung (1). Es erhebt sich das Problem, ob es immer notig
ist, dass in der Formel (2 alle Koeffizienten auftreten ? Ich beweise
im Folgenden zuerst, dass wenn gewisse- Wurzeln der Gleichung
vom Nullpunkte gentigend weit entfernt sind, zur Abgrenzung aller
Waurzeln die Benlitzung' aller Koeffizienten nicht nbtig ist, sondern
aus Formel (2) gewisse Koeffizienten weggelassen werden knnen.
‘Es gilt ndmlich der folgegde :

" Satz I Es sei k eine ganze Zahl:

lsk<n




74 ' - Stephan Lipka -

Wenn von den Wurzeln der Glezdumg Q) mmdestens n—k sich
im Ausseren des mit dem Radius
1
n—k-1
V2—1
besdzrzebenen Kreises oder auf seiner Peripherie befinden, so Izegen
alle Wurzeln im Innern des Kreises
|2|<*'+ IaO|+|al}:—| +|ak|
Zum Beweise des Satzes benfitzen wir das folgende
Lemma : es sei

¢v(x)=xV—(’1‘) X1 — (’s)xv—ﬂ—.. —-(,’ﬂ '
worin  eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet, und v=1, 2,

3,...,u Idh behaupte. dass fir alle positiven Werte von x, fiir
welche . '

X=—
VZ2—1
ist, die folgende Ungleichung gilt : ,
' . ¢v(x)%0 ('V_l 2»" ,[t)
, Beweis. Die Gleichung ¢, (x) =0 hat eine einzige positive
-Waurzel, diese bezeichnen wir mit & . Dann folgt, dass

&) T () <0
wenn . O=x<§
und . :
@ $s (x) =0
wenn : x=E,

. ist, zufolge der Ungléichungen 7 (0) <0, o, (+ oo) >0. Ferner
‘bekommen wir nach der Formel

P =xpus09—(5)
dass - .
. tpv'(Ev_l') = — (ﬁ) <0 -
ist, woraus nach (3) ,
C ) £E>8,
folgt. Somit gilt :
@) - §u>§y—|>-g.>§|-
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Da aber _ : ) .
o PRI A B B _ oo '

Pu(X) =xt — ||} xr1—. .. — W =2x"— (x4 1)»

ist, ergibt sich
: 1

T
: V2—1 .
'woraus nach (3”) und (3’) die Richtigkeit unseres Lemmas folgt.

‘Bezeichnen wir nun die Wurzeln der Gleichung (1) mit .
24, 2y, . . 2, SO, dass

_Ey =

, lal=lz|=...=|2],
" dann besteht nach der Voraussetzung des Satzes
1 - ~ . -
(4) Py élzk+.|§|zk+2{§...§|z,,] :
V2—1 :

Schreiben wir f(2) in der Form

_ f)—g@. h(z)
wo

(z)‘—a,,(z—z.)‘(z—zg)....(z.—'z,,)(z—z")=ao+a1z+..,.+ak+lz‘+’
‘ und '

h(@)=(GE=%nn)(2—2%4) . (2—2p) = ﬁo+ﬂlz +.. 'i"/~""_‘_l
dabei ist:

- By=2Zkt1+2k42++ . Znr

'(5) T Bt A et
) ﬂn—k—-f: 1
ferner , . : S
(6) ' a, = Q, ﬂo+av—lﬂl+-o-+aoﬂv
‘worin . o y
a, =0 wenn »>k+1
und o ' : .
g=0 wenn ¥ >n—k—1
" ist, '

Wir wollen nachweisen, dass fdr die Koeffizienten 4, folgende
'Bezlehung besteht : .
L) lﬂOI—'|ﬂ1l—|ﬁz|— —16,]20
r=12,. ,n—k—l) :
Da ao=1=0 und nach (5) 8,+0 ist, lasst sich die Unglei-
~ chung in folgender Form schreiben
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B

' Bv )
1— Jd=11=0
_ |ﬂo|( Bo
hierin ist nach (5) - _ :
30 _ E Ze1:2k43. 02y vy
ﬂo Zer1Z542. .- Zpy
‘worin im Zahler die Summe der aus den Elementen z,,.,, z,m, yRp_s

gebxldeten Kombinationen n—k—w»—I-ter Klasse steht, daher

By < 1
: : B 2|zk+1zk+2~--zi+i’|
und wenn .
- (8) . B |2p41| =8
~ dann wird - YA n—k—1) 1
| | | 7("__S_( k- )g_
~‘daraus folgt, dass -
~ AT
: e B |=
—k— —k— —k—n1 _
S} e g [
B o o e o |
= . 5 »

" woraus nach (4) und (8) laut des Lemma’s dte Rlchhgkett der’
Behauptung (7) folgt. Wir bestimmen mit deren Hilfe eine zw:schen '
" den a, und a, bestehende Beziehung, nimlich ‘

©)  Max. (lag], |, .. o |@]) < |to| +|as| + .. .+ @] =A.
Um dies zu beweisen schreiben wir die nach (6) gilltigen Unglei-
chungen ‘
: | eoBol=|a|
“‘1ﬂo|—|“oﬂn|$|al|
I%ﬂul"“lﬂll - |“0ﬂﬁlslail

[ etw Bo| — .. '—I“eﬂv—ﬂl-lalﬁv-lI—I“O.BVISI‘“I
durch Addition ergibt sich: =~ -
e | |ﬂo|+l“v—1|(|lgo|—ﬂ1|)+
+|“u-s|(|ﬂo|“'lﬂ1|"|ﬂz|)+ +Iaol(lﬂo|—|ﬂll- «—[B1)
o Ela] e+ +|av| o
. woraus nach (4) und (7)

lew| = a0 +la|+.. . +la | <A
foigt. : I
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Nach (2) smd alle Wiirzeln von g(z) =0.und also auch die
von f(z)= 0 im Innern des Kreises
|z|<l+ Max. (||, ], . ..., [esl)

l Cp |

'enlhalfen
~ Da aber a.+,-—a,,, so folgt nach (9), dass
1+ .Max (l@), |, - .. [ @) §1+|a0|+|a1|+ +|ab|

|t |a.|
w.z. b. w,
Mit Hilfe des ersten Satzes beweisen wird den folgenden.
Satz Il. Die’ Glezdwng (1) hat mindestens k+l Warzeln im
Innern des Kreises vom Radius

- @=Max. ["-k—il : |"0I+|01=:'I +Iakl )
V2—1 ‘
“worin O0<k< r_z.
Beweis. Wir unterscheiden zwei Fille:

Erster Fall. Es liegen mindestens n—k der Wurzeln im
Ausseren des Kreises : :

1
n—k—1

V2—1

2=

coder auf seinem Rand.
. Dann liegen nach Satz I alle Wurzeln in dem Kreise

1z)<1 4 Rlt@lt e Max. ! l_}_Iao|+--.+|ak|
lal Vo1 ol

Zweiter Fall. Es liegen hochstens n —k—1 Wurzeln im
Ausseren des Kreises

1
n—k—1

V2—1

2=

oder auf seinem Rand. =
In diesem Falle liegen mindestens k+1 Wurzeln im Kreis
, 1 _ _

n—k-1

V2—1

2| <

und da‘

o = Max, ln_k_ 2]

11 . 1{ |ao|+...+|ak|J
V2-1 .
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also wird auch der Kreis vom Radius ¢ mindesténs ¥+ 1 Wurzeln
enthalten, womit der Satz Il bewiesen ist. _

' Wenn wir im Satz Il speziell k=n —2 setzen, erhalten wir

den folgenden Satz von Herrn Fexete, ndmlich, dass die Gleichung

(1) im Kreise ' -

|ao|+|a,|+...+ |2,

|a,]

<1+

" mindestens n—1 Waurzeln besitzt.")

§ 2.

Die Wurzeln der Gleichung f(z) bezeichnen wir wxeder mit
2,2 ...2, 80 dass

FAE A4 A [
Bedeute q emen positiven Parameter, fiir welchen
(10) : 0<%§|z,,].‘
Bilden wir die folgenden Summen
(10) sm—Eq p=1,2..,n—2"
und daraus = '
sm—E 32’,+. ¢ w=12,..,n-3.

Sei im allgememen )
(1011) S(V+l)—2 S(V) .qi = 1,2' .. ;’n_‘y_].

Es gilt der folgende

, Satz Ill. Die Gletchang f(z) =Q hat mmdestens k+1 War-
zeln im Kreis »
2] <14 1o SE +lai szﬂl;'—lw. .. |ag] Sk
N n

(k=0,1,2,...,n—3).
Zuerst beweisen wir den Satz fiir k=n—3.

Sei f@=G@—2)9() A
WO @(z)=b,+bz+.. +b,,_,z"‘1
Wenn |z,|=1, so ist, wie wir behaupten,

1) Diesen Saiz entnehme |ch einer mimdlxcher Mlttellung von Herrn
- FEKETE. .
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(11) Max. (|b0|,[b,|,...,|bn_2|)§|a°|+ta,|+...-i_—|a,,_2|. ‘
Es besteht namlich ' ‘

. (l 2) ’ a, = bv—-l—z,. b,
“wo b, =0 fiir »<O0 und fiir »>n—1, nach (12)
|2,00| = |

|2,b1| —| bo| =< | ay |

|20y |’——|b,,_1|s|a,,|L
Aus den lefzten Ungleichungen folgt
|bo] (2| — D)+ |ba] (|2,] — 1)+ “*‘!17»—nl(lz..l—-1)+lzIlbIS
- =la]t e+t e,
Hler ist die linke Seite nicht kleiner als |b,], da |2,/=1. Daraus
folgt die Richtigkeit von (11)
Es sei nun

f@)=(—2z)(z—2:) ¥ (2)

(z)—c0+c,z+ R Y
. qn(z)—bo-}- bhz+...+b, 2" = (z—z,,_,)zp(z)
Wenn |z,,|=1, so ist laut (11) :
Max. (¢, ey - - o, [€asl) = |bo] + |60+ . . +[bas]-
Daraus folgt laut des erwahnten Caucnyschen Satzes -
|2,s] < 1 +M3X ([ R [ ) SI+|b°|+ ot {bas)

Icn—zl @]
oder wenn -wir

T WO

R=|bo|+ |by,*...}F|bys|

- setzen _ - : :

a3 ool <V o

Um den Wert von R zu berecnnen, bemerken wir, dass
a+za+2a+...+2%a,

(14) A
. 2+

also

n-3 ‘ ’ N
— lao'i" —znal+ +gv av |
R— 2 |Z |v+| s

n—2 n—3

slaoIE |2| +IGI|E l i + +|an—s| |z|
Mit Berﬁcksxchtlgung von (10) und (10) ergibt sich
R<|aO| ll—2+|al| S +.. +|an—3| S(2)_R,
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also zufolge (13)

I

- lzn—2l<l+ Ial

Damit lSt unser Satz fiir k+ | = n—2 bewiesen.
Unter der Voraussetzung, dass der Satz flirk+41-= n—vgnlt
‘beweisen wir denselben fir k+T=n—(»+1). Sei
f=@¢-2)g( . L
gR)=by+bz+...+b, 2" - -
Den Satz Ill, der nach -unserer Annahme fir k=n—v gilt, auf
£(2) =0 anwendend, erhalten wir _ _
18] S&0_ 4 |8y| S_st. . A by SO
|a.| ' '

lzn—l-—vl < 14+

Da ¢= Tel | ) folgt aus (14)
|6, | < |ap| g+ g"+... Fav | g.
Aus der leizten Beziehung und aus (10”) folgt nun

|00 Sat2: + @] SE424 ...+ | oyl S
|a,|

|Zparc] < 1+

w. z. b. w. ' ‘ .
Als Beispiel erwdhnen wir den Fall g=1, fiir welchen un-
serer Satz offenbar gilt. In diesem Fall haben wir

‘ S(n—k—l) _ (ﬂ ;k;B —g— 1) )

diese sind die ftgurterten Zahlen (n—k —2)-ter Ordnung.

~

Szeged den 1. November 1926.

(Eingegaﬁgen am 2. November 1926.) _
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Sur la'vari_'ation des intégrales triples
et le théoréme de Stokes..

Par ApoLrrE Sziics & Budapest.

. Le lemme de pu Bois-Revmon> léve une objection fonda-
mentale, relative & I’établissement des équations différentielles du
Calcul des Variations, lorsque les fonctions inconnues dépendent
d’une seule variable. Mais on sait depuis une Note de M. Hapamarp
(parue dans le tome 144 des Comptes Rendus, en 1907) que
'objection est fondée en fait aussiidt que le nombre des variables
indépendantes ‘dépasse I'unité. Pour le cas de deux variables, M.
Haar') est parvenu, sans faire d’hypothéses supplémentaires sur
Pexistence des dérivées secondes, 3 substituer & 1’équation clas-
sique aux dérivées partielles ud systéme de trois équations a trois .
inconnues. Poury arriver, il a commencé par démontrer le théoréme :

* Si les fonctions u (X, ), v (%, ) continues dans un domaine

T, sont telles que
Jf(u—-}—v—) dxdy=0 '

pour toutes les fonctlons E(x, y) & dérivées premiéres continues et
s'annulant sur la fronti¢re de 7, alors I'intégrale

' J udy—vdx,

étendue a une courbe fermée quelconque, mténeure a 7, a pour
valeur zéro.

1) A, Haar, Uber die Variation der Doppelintegrale, Journal fiir Ma-
thematik 149 (1919), p. 1—18.

A. Haar, A kettds mtegralok ‘variatiéjardl, Mathematlkal es Természet-
1udomény1 Ertesitd, XXX (1917).°
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En vue de généraliser ce theéoréme, M. Haar pose dans son
travail le probléme suivant:

Soit T un domaine a trois dimensions et u(x,y z), v(xy 2,
w(x, ¥, 2) des fonctions continues définies dans ce domaine. Sup-
posons que I’intégrale '

([T I P

. étendue au domaine T soit nulle pour toutes les fonctions § (x, , 2)
.continues dans 7, s’annulant (ou se réduisant i une constante)
sur la frontitre et admettant, A Vintérieur, des dérivées premiéres
continues. Que peut-on en conclure relativement aux fonctions
uvyw?

Les pages suivantes sont consacrées a I’étude de ce probléme.
Faisant usage d’une méthode dont le principe a déja été employé
par M. LicutensteN®) pour le cas du plan, nous établissons d’abord
qu'une certaine intégrale, contenant les fonctions u, v, w et prise
sur une surface fermée quelconque, intérieure 4 7, doit étre nulle,
Nous en déduisons un champ de vecteurs dont le rotationne)
fournira une représentation paramétrique des. fonctions u, v, w (le
10le de paramétres étant joué par des fonctions arbitraires). Pour

.y arriver, nous définissons le rotationnel d’une fagon appropriée
a nos besoins, et nous donnons une nouvelle démonstration du
théoréme de Stokes, basée sur la définition adoptée du rotationnel.
L'idée de cette démonstration nous a.été suggérée par M. Haar.
Nous montrons enfin que si les coordonnées d’un champ de vec-
teurs admeltent certaines dérivées partielles continues, le rotationnel
entendu au-sens classique est identique a celui qui sert de base -
a nos raisonnements. :

Quoique les méthodes employées sappllquent a un nombre
quelconque de variables indépendantes, nous considérerons, pour
simplifier, uniquement Pespace ordinaire i trois dimensions.

|

o Soit S une surface fermée quelconque a _l’inté"riéur du domaine
T, sans point double et A plan tangent continu. Désignons par
e, 8,y les cosinus directeurs de la normale extérieure 3 la surface.
2) L. 'LICHTENSTEIN, Benierkungen -iliber das Prinzip der virtuellen

Verriickungen in der Hydrodynamik inkompressibler Flissigkeiten. Annales
de la Société Polonaise de Mathématiques, Cracovie, 6 février 1924,
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- Nous allons démontrer qde Phypothése relative aux fonctions u, v, w
eniraine pour celles-ci la propriété suivante: L’intégrale de surface

ﬂ (ua+v8+wy) dS

est nulle. Ce théoréme généralise celui de M. Haar, suivant quuel
dans des conditions analogues, on a pour le plan

f(ua+vﬂ)ds=o

s étant une courbe fermée quelconque, ds I'élément de son arc et
«, 8 les cosinus directeurs de la norinale extérieure A la courbe.

Introduisons les surfaces paralleles a S. En désignant par S,

celle de ces surfaces dont les points sont 2 la distance ¢ de la
surface S, et en faisant varier ¢ de 0 3 ¢ (olt a est un nombre
positif suffisamment pelit), on obtient une certaine portion d’espace
D, comprise entre les deux surfaces S et S, et intérieure au
~domaine T. Dans la_ portion d’espace D chaque point peut &tre
caractérisé par la valeur ¢ déterminant la surface S, qui passe par
le point, et- par deux autres parameétres 4, p fixant la position du
point sur cette surface. L’éiément de volume de la portion d’espace
sera do dS, si. nous désignons par dS, l’elément d’aire de la
surface S, .

Définissons mamtenant une fonction § constante dans ’espace
intérieur 4 S et extérieur 3 S,, et dépendant dans le domaine D
uniquement de ¢. Si nous prenons soin de choisir pour exprimer
cette dépendance une fonction f(g) a dérivée continue dont la
dérivée s’annule aux extrémités de Pintervalle (0, a), et si nous
~ posons {=/(0) A lintérieur de S, et L=f(a) & I'extérieur de S,,

.nous obtiendrons une des fonctions admissibles et les dérivées

premléres de celle-ci sexpnmeront comme il suit:

0 dg a oL p’ C dC

.6x do o dg ’ dg
car :

s ac do oG a4 o ou

ax v ax T o1 ax Tow o
a5 C '
a O =0 _
et, en désignant par (X5 Yo zo) Ie pled de la normale sur la sur-
face S, _

o*
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R la—xyr+ <y —‘ym +e —zo>*1v'=".“0—"° =,
ﬂr a2, =7

Toute substilulion faite, nous aurons

Jﬁ( +"* )dxdydz Jﬂ(u +v——+w )dxdydz_i

= J f J (ue +-vﬂ+w;f)‘%dg ds, ‘—_—ff' (o) deﬂ(ua-FvﬂJr wy) dse_-_= 0.
D o 5o

L’intégrale
: J-(ua+vﬂ+ wy) dS,

dépend évidemment de ¢ seul et elle est une fonction contmue
J (o) de o. Comme f’(p) est une fonction quelconque assujettie
4 la condition de s’annuler pour ¢ =0 ét g_a I'équatior.

p [1 (@ f (0)do=0

conduit, par lapphcahon du lemme fondamental du Calcul des
"Variations, a la conclusion

J(@)=0.

Si on fait, en particulier, o=0, on arrive a la proposition énoncée.
. 1L '

" Dans le cas du plan, I'égalité,

[ (wa+vgyds =0

valable pour toute ligne fermée permet de construire trés sim-
plement une fonction w(x, y) & dérivées premiéres confinues et
telle que ' :
- u:iw_ V= __00)_ 8)
dy . ox’
Inversement, si u et v dérivent d’une fonction @ comme I'indiquent
ces formules, Pintégrale

I(ua—*—vﬂ) ds -
s'annule bien pour toute ligne fermée. Les deux faits arrivant
simultanément, nous dirons que les formules

3) Voir Haar, loc. cit.
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représentent sous forme paramétrique (Ia fonction o jouant Ie rdle
de paramétre) I'ensemble des systémes de fonctions u, v tels que -
Pintégrale considérée soit nulle pour foute ligne fermée. -

Existe-t-il, dans le sens que nous venons de préciser, une
représentation paramétrique des syst¢mes de fonctions u, v, w
tels que

H (ua+v8+wy)dS=0

quelle que soit la surface fermée S?

L’hypothése peut encore é&tre forinulée en disant que si L
est une ligne fermée déterminée et ¢ une surface bilatere quel-
conque hmltée par le contour L, Iintégrale

jf (ua-+v8+wp) do

dépend umquement de la ligne L et non du chonx de la surface .

S’il est possible alors de trouver un champ de vecteurs &
ayant pour coordonnées X (X, ¥, 2), Y(x,¥,2), Z(x ¥, 2) et tel que,
L étant parcourue dans le sens positif par rapport aux normales
de la surface o,

j Xdx -+ Ydy+Zdz —ﬂ (ua-+ v8-+wy) do,

on pourra, en partant d’une défmmon convenable du vecteur rot Q
établir que les fonctions u, v, w sont les coordonnées “du vecteur

rot .Q N
u = (rot 9) v = (rot 9),, —(rot Q)
Inversement, la démonstration du théoréme de Srtokes, basée sur

la méme définition du rotationnel, permettra d’affirmer que o
représentant un champ de vecteurs arbitraire & rotationnel continu,
les formules précédentes donnent trois fonctions u,v, w dont
Pintégrale
I (et v+u) dS
est nulle sur toute surface fermée.
_ Dans le cas oit u, v, w admettraient des dérivées premiéres

continues, on n’aurait qu'a poser

_9Z_ov  _0X_9Z . o X

T8y =z’ ez ox' T ax oy
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et résoudre ces équations par rapport A X, Y, Z.4) Ceite résolution
woffre alors aucune difficulté et par le théoréme de Stokes

| Xdx+ vay+ zdz—

0Z oY X oz Yy X
1 e e R e R

on s'assure que la condition imposée primitivement a X, Y, Z est
vérifiée. La difficulté réside dans le fait que la construction du

_~champ Q (X, Y, Z) est demandée sous la seule hypothése que les
fonctions «, v, w sont continues.

Il est évident, d’abord, que si un champ de vecteurs Q satis-
fait aux conditions requises, le champ Q +grad. ¢ y satisfera de
méme, ¢ étant une fonction quelconque a dérivées premigres
continues; " et inversement, tout autre champ jouissant des
mémes propriétés que»ﬁ n’en differe que par le gradient d’une
fonction A dérivées premiéres continues. Il suffira donc d’obtenir
un seul champ répondant a la question.

Pour éviter les “complications, nous supposerons que la
portion d’espace, objet de nos recherches, contient un point O
tel que le segment de droite OP reliant O 4 un point quelconque
P de cette portion d’espace se trouve 2 Vintérieur de celle-ci. Nous
placerons Porigine au point O.

.Considérons le probleme comme résolu et formons'la fonctlon

PP =gy 2= fde+Ydy+Zdz

en intégrant le long du segment de droit OP. Faisons passer par.
P une droite d de cosinus directeurs a, b, ¢ et prenons sur cette
droite un second point P’. Appliquons: I’hypothése au tnangle OPP’
[J (wa+vs+wy) do=q(P)+ f (Xa+ Yb+Zc)ds—q>(P)
OPP’
d’olt

¢ (P)— q'(P) 1 f J -
B PP,J(Xa+Yb+Zc) ds = e + PP,OW (ua+vB+wy) do.
;Dans cette égalite tondamentale, nous maintiendrons- le point P
et la droite d (C’est-3-dire x,y, z; a, b,«) fixes et nous ferons

tendre P’ vers P. Le premier terme du second membre tendra vers

" 4) Voir, par exemhle, Picarp, Traité d’Analyse. t. I, 3° éd., p. 142.
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ﬁfp 99 .
+ b 0z .

pourvu que @ posséde des dénvées premiéres continues, ce que
nous admettrons pour le moment. Calculons le deuxiéme- terme.
Tous les points B du triangle peuvent s’obtenir en portant sur
OP la distance OA =g, sur la demi-droite issue de A et paralléle
4 PP’ la distance ¢’ et en faisant varier o de 0 & r (=OP) et

0de0 a— 9 PP’, Adoptons ¢ et ¢ pour coordonnées sur le

plan OPP’; nous aurons pour 1’élément d’aire do |’expression
do=sinwdodo’

dans laquelle o désigne l’angle aigu compns entre OP et PP’.

Les cosinus directeurs ¢, 8, y de la normale au plan OPP’. (va-

- leurs constantes dans le domaine d’mtégratlon) sexpnmeront par .

' les formules élémentalres

__Je—20 —2b )9— 2a—xc - xb—ya .
rsmw’ T rsinw.'! T rsine
Donc .
' ” (ua+v8+we) do=
[0) 238 »
, c—zb za—xc xb—ya) ) .
—JJ( rsino ' rsine T e smvvwdpa"e o
'—'PP '
_ uv w :
Jdej x y z |de
a b ¢

. et, par suite, en posant 1=$—PP’,V

u-v w ‘\ :
PP J(ua-i- vﬂ+wy)da_—J J X y 2 dg'[dg..
OPP' -0 a b ¢ |-

..La fonction sous le premier sngne f .

Sa v owl|o
—Q—J x y z|d¢
T

o la b ¢
admet, si v tend vers zéro, la limite
' ' lu v w
elx y 2

a b ¢
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el cela, uniformément pour 0 < o<+ (conséquence du fait que les
_fonclions .u, v, w sont continues en ¢, ¢’ et que x, y, 2; a, b, ¢ sont
indépendants des variables d’intégration). Ainsi, en passant a la
limite, on trouve
: i duovow _
m P——Jj(ua—i-vﬂ-i-w)do:——f X y 2 ledo.
OPP’ o |la b ¢
De tout cela, il résulte que la limite Xa+4 Yo+ Zc du premier
membre de I’égalité fondamentale s’exprime par les fonctions ¢,
u, v, w de la maniére suivante - ‘
oy a{p uv w
Xa+ Yb+ Zc=— i + b+ c+— x y z |edo.
s la b ¢
Or, a, b, ¢ sont les cosinus dlrecteurs d’une droite arbitraire passant
par P. Donc -

-

ogp Lf _
=t )z-w)ede,
o
_ J_f _
Y= av+ i (wx Uz)(’de.
0

dp _Lf _
__5;-}-120 (uy—vx) o do.

>
Mais alors le vecteur Q*

X*=%J (vz—wy)odp, Y*= %f(wx—_uz) o do,
0 )

_ .z*_—_%J (uy—vx) o do

¢} - . -
ne différe du vecteur ?2(X, Y, Z) que par le gradient de la fonc-
tion ¢; il est, par conséquent, lui-méme une solution du probléme.
Pour arriver au résultat que nous venons d’énoncer, nous
avons dft supposer Pexistence du vecteur O et celle des dérivées

premieres d’une certaine fonction ¢. Le vecfeur ©* éant entidre-
ment déterminé par les fonctions données u, v, w, nous avons
maintenant 3 examiner, indépendamment de toute hypothese, si
Pégalité
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fX*dx+ Y’*dy-l—Z*dz—— ” (uu+ v.é’-{- wy) do

subsnste, lorsque o est une portxon de surface bilatére quelconque
et L le contour de o. '

Substituons dans le premler membre les expressions trouvées. -
Nous aurons la formule

| x#dx+ yray+ zrdz =

I .
. ;fdsf[(vz—fwy) -‘—ii—l— (lvx—uz)—}i+(uy—vx) Z—i] gr#)'z
~-L 0 i :
| u .
— x y .
R ErYY "-S.‘"’
ds ds ds

olt intégrale double doit étre étendue 4 la surface conique C
formée par les segments de droite issues de O et aboutissant aux
points de .L. Sur cette surface, P'élément d’aire s'exprime par les

’ vanables s (arc du contour L) et ¢ (distance comptée de O) '

da__—g-smwdsdg, ‘

. désignant l’anglé aigu 'entre la génératrice du cone et la tan-
gente au contour. Notre intégrale double s’écrit donc

uv ow
JJ x y 2z | .do
J|dx dy dz | rsine’
|45 ds ds

Remarquons qu’en un point quelconque de la génératrice
‘passant par le point (X, y, 2) du contour, la normale a la surface
a pour cosinus directeurs ' :

= Tsne\Vd " fds) P T rsne Cds X ds)

(),
Y= Fsno\*ds 7 ds)
donc Vintégrale double n’est autre que

_ff (ua+vg+wy) do.

D’aprés Phypothése que nous avons faite relatnvement aux fonc-
tions u, v, w, l'intégrale
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[[ (wa+vg+wy) do-
a méme valeur sur deux porlions de surface quelconques pourvu
qu’elles aient le méme contour. Ainsi, en définitive,

j X*dx+ Y*dy+ Z*dz — ” (ua+ve+wy) do

ol ‘o est une portlon de surface quelconque avec L comme contour
La vénflcahon est faite.

1L,
Légalité |
j Xdx + Ydy + Zdz = ﬂ (ua+vp+ wy) do |

nous fourmt un moyen de déduire du champ de vecteurs Q (XY, Z)
le champ R(u, v, W)

Soient P un point déterminé de leapace et n une direction
donnée ayant pour . cosinus directeurs e, 8,y. Considérons une
ligne plane fermée L dans un plan perpendiculaire a la direction
n; désignons par o l'aire limitée par L; et écrivons I'égalité pré- -
cédente sous la forme

_J Xdx + Vdy + Zdz — - ﬂ (ue+ v8+ wy) do.

Si nous falsons tendre la- ligne fermée L vers le-point P, e
second membre a pour limite u(P)et+v(P)g+w(P) 7. € ’est-a-dire -

la composante R,.._smvant la direction n, du vecteurR en P; donc
R,—lim %J Xdx + Ydy+ Zdz.

L . ’

Définissons, d’une fagon générale, le rotationnel d’un vecteur
?z(X, Y, Z) par P’égalité précédente. Il faut s’assurer qu’on a bien -
affaire ici & un vecteur; en d’autres termes, que R,,R,, R, étant
- les composantes suivant les axes O,, 0, O,, on a pour la compo-
sante R, suivant la dnrectlon de cosinus directeurs e, 8,7y, -

R,=R.«+R,8+R.y.

A cet effet, menons par P trois droites paralléles aux axes de
coordonnées et prenons sur ces droites les points 4, B, C de telle
facon que la normale au plan ABC ait pour cosinus directeurs
e, 8,y. Désignons par o laire positive du triangle ABC et
par o¢.0,0, les aires PBC, PCA, PAB, ces derniéres étant



SLII; la v’afiation des intégrales -triples et le théoréme de Stokés. .91

prnses posmvement ou négativement suivant - que les normales
_ positives qui correspondent aux parcours indiqués coincident ou
-non avec les directions positives des axes. Avec ces convenhons ona

A o, =ao, ¢,= fo, a_yo
et
R,=1lim —J Xdx -+ Ydy + Zdz,

ABC -

_hﬁl IJ R—hm f R—llm—J

-PBC ) PCA - FPAB
Remarquons maintenant que

[— HJH'

. . ABC PCA PAB
il s’ensuit .
et fon i .
"ABC PBC PCA

_d’on, par un passage a la limite, on tire la relahon annoncée.
Le rotauonnel a donc bien le caractére de vecteur, nous le
_ désignerons, suivant lusage, par. le symbole rot @ et ses coor-
données par
(rot .Q),. (rot Q)y, (rot .Q) :
Le résultat peut alors se résumer- ainsi: Il existe un champ Q_
. 4 rotationnel confinu et fel que

u = (rot Q),, v=(rot Q),, w == (rot .Q)
IV.

Pour' démontrer lmverse, étabhssons d’abord le théoréme de
Stokes en partant de la déflmtlon que nous venons d’ adopter pour
le rotationnel.

Nous €nvisagerons, pour commencer, une alre plane o hmltéel

. par une ligne fermée (plane) L. Le rotationnel R étant défini pour
chaque point de o, con51dérons deux nombres A et B tels que
.. la projection R, de R sur la normale au plan de o soit comprise,
au sens’ stnct entre’ ces nombres: : ’
‘ A<R.,<B
_dans toute I’axre 0. Nous affirmons que

Ao<f Xdx + Ydy+Zdz<Ba
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Supposons que ce ne soit pas le cas, par exemple; ques
J = Be,

L .
Divisons ¢ en deux partles o et ¢ limitées par les contours L’

et L”. Comme
a=¢’ + a” et J + j
Fune au moins des inégalités ’
[=8s. | zBs"
; g

L
" sera nécessairement vérifiée. Nous pourrons former alors une suite
d’aires oy, 0,,...,0,,... limitées par les contours L, Ly, ..., L,,...
qui s’enveloppent mutuellement, tendent vers un point P et sont
fels que : _ :
J = Bo, .
L,

I sensulvra qu’au point P

"-,— llm '—J B )

contrairement a ’hypothése.
‘Par conséquent, si M et m désignent les bornes supérieure
et inférieure de R, dans P’aire o, on a

maéj Xdx + Ydy+ Zdz < Mo.
L

Cette double inégalité s’applique a toute portion de o; elle entraine,
pour le cas out R, est une fonction continue, P'égalité

| Xdx+ Ydy+ zde= [ R, do.
L 4

Nous aurions pu déduire ce résultat d’'un théoréme trés général
de M. Lesescue,’) mais pour le but poursuivi, les consxdératlons
élémentaires précédentes ont suffi.

Le théoréme de Stokes se trouve ainsi démontré pour le plan.
De 13, on s’éléve au théoréme général en faisant ‘intervenir un
polygone inscrit au contour L, une surface polyédrale limitée par

%) H. LeBEsGuE, Intégration des fonctions discontinues. Armales de
’Ecole Normale, 27 (1910), p. 399.

C. de la VALLEE-PoussiN, Cours d’Analyse, t. II, 2¢ éd., p. 116.

C. de la VaLLEE-PoussiN, Intégrales de Lebesgue Foncuons d’en-
semble. Classes de Baire, Paris, 1916, p. 73.



Sur la variation des intégrales triples et le théoréme de Stokes. 93

ce polygone et tendant vers la surface o de telle fagon que les
faces du polyédre deviennent plans tangents, puis en passant & ~
la limite.?) :

Du théoréme de Srtoxes, on tire la conclusnon immédiate que
si § est une surface fermée et R(u v, w) le rotationnel continu

d’'un champ. 9 on a
[j (ua+v/>’+w;v) dS=0.

Nous avons ainsi la réponse compléte 2 la questlon posée
au début:
 L’ensemble des fonctions u, v, w cherchées sobttent par les
formules '

u = (rot Q), v= (rot 9),,, w = (rot 52),, ;
Q représentant un champ de vecteurs quelconque a rotationnel.contiziu.-

V.

Le théoréme de Stokes permet d’établir une formule intéres-
sante qui montre, entre autres choses, que si les coordonnées du
vecteur o) admeltent certaines dérivées partielles du premier ordre,
" la définition ‘usuelle du rotationnel est identique A celle dont nous
nous sommes Servi.

Soit C in arc de courbe allant du point P au -point Q et
représenté par les équations

X=q(t), y=pu(), 2=@ () 0=t=T]
Faisons varier I'arc C en -posant
x=0,(tA), y=0,( 1), 2=Qy(, ) [0=<t=<T]
L’arc P'Q, défini par ces équatxons doit se réduire a C par hypothese,
pour A=0.

Appliquons a la _portion de surface correspondant aux mé-

gahtés
O=t=<T
: 0= ¢
le théoreme de Stokes

A j Xdx + Ydy+ Zdz — .U'(aa +va+wy) do,
ou u,.v, w désignent le rotationnel de X, Y, Z

6) Picarp, Traité d’Analyse, t. I, 3° éd. p.- 145.
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Le contour se compose des arcs PQ, QQ’, QP’ et P'P;
et I'on a :

- wdo=202 yap pae— 25 x)dtdl ydo = "("'y)dtd,z

a4 a( i), a4
La formule peut donc s'écrire ainsi: ‘
_ u v w
1 1 ox 0y 92
j__J - ﬂz_M o |
rp P@ PQ ax dy 02
‘ ok 04 ok

Faisons tendre & vers zéro et employons, suivant I'usage, le symbole

é pour marquer I’opération ( 0) 4. Nous aurons a la limite

77}

.

. ua v w
[Xox+voy+ Z82f) — o | Xdx+ vy + zdz=J| % 2. % at,.
' ° “|ox oy oz
autrement écrit ' ,
’ N o u Vv w
8 | Xdx+ Vdy+ Zde =[Xox + Yoy+ Zoz| .+ [| ox oy ¢z|.
¢ . Y ldx dy dz

C’est la formule générale annoncée.’) _
En particulier, si dx ne dépend pas detet dy—dz=0,0na

g Jde-l— Ydy-}—Zdz-X(Q) X(P) +jwdy—vdz

Sont ‘par exemple PQ un segment de droxte paralléle a I’axe
Oy et reliant les points (X, y,2) et (x,y;,2). La formule précé-
dente donnera alors ,

A o A

o |

s raram=x@ny-x@na+ [werye.
Nous voyons qﬁe' si ¥ admet -une dérivée partielle continue par
- rapport 2 x, il en résulte :

: 7) Nous trouvons cette formule dans le Cours d’Analyse de M. GOURSAT -
(t. 1, 42 éd., p. 654), établie sans Pintervention du lhéoréme de STOKEs mais
au prix d’un calcul plus long.
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Vg

X (02— X(502) = f Wy f wiy;
donc X est dérivable par rapport a y et
X 6Y
. oy ox
d’olt . ' . o
‘ Y X
T Tax | ay
Ainsi l’hypothése que les dérivées
oY 0Z -aX
Tox’ dy’ oz
exnslenl et sont conlmues entraine l’existence des dénvées
X oY oZ
oy oz ox
et les formules o ’ _
_oz_ov _oX 4z oY X
Ty ez ez oax’ - ax  dy

(Recu le 13 novembre 1926.) .
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Uber die irreduziblen ebenen Kurven
von Maximalindex.

Von Jurius v. Sz. NaGy in Kolozsvér.

1. Einleitung.

Wir verstehen unter einer Kurve eine vollig stetige geschlos-
sene ebene Kurve, die also keinen- Winkelpunkt und. keine gerade
Strecke hat. Die Ordnung bzw. der Index der Kurve ist die grosste
bzw. kleinste Anzahl der Punkte, in denen die Kurve von einer
Geraden der Ebene getroffen werden kann. Ahnlicherweise lassen
sich die Klasse und der Klassenindex der Kurve definieren.?)

Eine Kurve n-ter Ordnung vom Maximalindex (vom Index
n—2) ist irreduzibel, wenn sie aus einem Zuge besteht oder wenn
sie ihre Ziige in zwei Gruppen so einteilen lasst, dass die Summe
der Ordnungen der Kurven, die von den Ziigen je einer Gruppe .
gebildet werden, mit. der Ordnung der Kurve gleich ist.2)

Die Anzahl der Doppelpunkte, (unter denen ein einziger

Doppelpunkt- auch eine Spitze sein kann), fir eine Kurve C n-ter
Ordnung vom Maximalindex ist

d (n—1) (n—2)

wo p das Geschlecht der Kurve C bedeutet.?) -
Das Geschlecht einer Kurve n-ter Ordnung vom- Maximal-
index ist hdchstens n—2, sie hat also wenigstens

2

1) J.v. Sz. Nagy: ,Uber Kurven von Maximal-Klassenindex. Uber Kurven
von Maximalindex® , Math. Ann. Bd. 89 (1923), S. 32—75, Bd. 90 (I923),
S. 132—-153.

2) Math.. Ann. Bd 89 (1923), S. 62—175. :

8 J. v. Sz. Naav: ,Uber die charakteristischen Zahlen einer ebenen
Kurve von Maximal-Klassenindex®, Math. és Természettud. Ertesné Budapest
Bd. 43 (1926), S. 290 - 306.
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(n—-—-l)(n—2) — (1—2) = (n—2)2(n—3)
Doppelpunkte. Eme Kufve n-ter Ordnung vom Maxnmalmdex hat
also immer Doppelpunkte, sobald n> 3 ist.

Ist C, ein Zug der Kurve C vom Maximalindex, der wenig-
stens einen Doppelpunkt hat, so wird er von einem Doppelpunkte
Q in zwei Pseudoziige zerlegt. Der eine Pseudozug ist der geschlos-
sene Teil von C, welcher von einem Punkte P durchlaufen
wird, wihrend er von dem Doppelpunkte Q ausgeht und-auf C,
zum ersten Male zur Anfangslage Q zuriickkehrt. Der andere
geschlossene Teil von C, ist der andere Pseudozug. Hat der eine
Pseudozug noch Doppelpunkte, so ldsst er sich in weitere Pseudo-
zlige zerlegen. Man kann also den Zug C, in Pseudoziige ohne
Doppelpunkte zerlegen.

Ein Pseudozug ist eine stetige und geschlossene Kurve, er
hat aber Winkelpunkte, Ein Pseudozug ist — nach unserer Defi-
nition — keine eigentliche Kurve. Die Ordnung eines Pseudozuges
ist die maximale Anzahl der Punkte, in denen er von einer Geraden
~der Ebene getroffen werden kann. Eine Gerade durch einen Win-
kelpunkt trifft den Pseudozug im Winkelpunkte einfach oder
zweifach, je nach dem sie im Winkelpunkte den Pseudozug durch-
setzt oder nicht. Wir konnen die unendlichvielen durch einen
Winkelpunkt Q hindurchgehenden Geraden, von denen der Pseudo-
zug in Q nicht geschnitten wird, uneigentliche Tangenten des
Pseudozuges in Q nennen.

Ein Pseudozug ldsst sich durch Abrundung‘) seiner Winkel-
punkte in eine vollig stetige Kurve iiberfiihren. Ist AB ein den
im Endlichen liegenden Winkelpunkt Q cnthaltender genug kleiner -
Bogen des Pseudozuges, der ausser Q keine Singularitdt hat, und
ersetzt man diesen Bogen durch einen Elementarbogen, der im
von dem Bogen AB und von der Strecke AB begrenzien endlichen
Gebiete liegt und den Pseudozug in A und B beriihrt, so rundet
man den Winkelpunkt Q ab.

Zerlegt man eine Kurve vom Maximalindex durch Zerschneiden
einiger Doppelpunkte in Ziige und Pseudoziige ohne Doppelpunkte
und rundet man die Winkelpunkte ab, so bilden die erhalienen

4) C. JueL: ,Einleitung in die Theorie der ebenen Elementarkurven

dritter und vierter Ordnung“, Mém. de ’Académie Royal des Sc. et des Lettres
de Danemark, 7. série. Sect. des Sc. t. XI,, n® 2 (1914), S. 123—125.

7



98 Julius v. Sz. Nagy

Ziige eine Kurve, die im Allgemeinen nicht vom Max:mahndex ist.
Es gilt aber der folgende Satz:

Eine irreduzible Kurve n-ter Ordnung vom Maximalindex und
vom Geschlechte p ldsst sich-durch Zerschneiden gewisser n—2—p
ihrer Doppelpunkte. in n—2 Ziige und Pseudoziige dritter und in
einen oder in keinen Zug oder Pseudozug zweiter Ordnung zerlegen,
von -denen auch . dann eine irreduzible Kurve n-ter Ordnung und
vom Maximalindex gebildet wird, wenn die kaelpunkte der Pseudo-
zuge entsprechend abgerundet werden.

-Dieser Satz wird mit Hilfe emlger Sitze ftr die irreduziblen
Kurven vom -Maximal-Klassenindex bewiesen.

2. Uber die einziigigen Kurven vom Maximal-Klassenindex.

- Auf einer Doppeltangente einer einziigigen Kurve vom Maxi-
mal-Klassenindex bestimmen die zwei Beriihrungspunkte zwei
Intervalle. Enthilt das eine Intervall ausserhalb seiner Endpunkte
keinen Punkt der Kurve und schneidet es die eventuelle Wende-
tangente der Kurve nicht, so wird dieses Intervall eine Doppel--
-strecke genannt. Aus dieser Definition folgt, dass man aus jedem
~ Punkte einer Doppelstrecke an die Kurve n Tangenten ziehen kann,
wenn n die Klasse der Kurve ist. '

" Auf Grund dieser Definition beweisen wir den folgenden Satz:

“Hat eine einziigige Kurve vom Maximal-Klassenindex wenig-
stens eine Doppeltangente, so hat sie wemgstens auf einer Doppel-
tangente .eine Doppelstrecke.

Fiir den Beweis dieses Satzes wollen wir zeigen, dass die
einziigige Kurve K vom Maximal-Klassenindex, die keine Doppel-
strecke hat, iiberhaupt keine Doppeltangente haben kann.

Wir nehmen erst an, dass die Kurve K wenigstens 3 Spitzen
erster Art hat, dass ihre Spitzen alle im Endlichen liegen und dass
~die Kurve keine Wendetangente hat.

Wir bezeichnen mit A, B, C,... bzw. mit AB, BC,... die
aufeinander folgenden Spitzen bzw Bogen der Kurve K. lst Do
die Tangente des Bogens BC in einem dem Punkte B genug nahe
liegenden Punkte P, und ist Q, der dem Punkie B nahe liegende
Schnittpunkt des Bogens AB mit p,, so liegt kein Punkt der Kurve
. K im Innern der endlichen Strecke P,Q, auf der Tangente p,
Bewegt sich der  Punkt P von P, ausgehend auf der Kurve K;
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so bezeichnen wir den auf der Tangente p von P liegenden Punkt
in den der Punkt Q, wihrend der Bewegung von P (ibergeht,
mit Q, solange bis dieser Punkt ganz bestimmt bleibt. Dasjenige
von P und Q begrenzte Intervall’ der Tangente p, in das die end-
liche Strecke P,Q, wihrend der Bewegung des Punktes P (iber-
gehen kann, wird im Folgenden mit | PQ| bezeichnet.

Aus den Punkten irgendeines Intervalles |PQ| erreicht man
in P und Q die konvexe Seite der Kurve K. Dies folgt daraus,
dass eine einztigige Kurve vom Maximal-Klassenindex ohne Wende-
tangente ihre Ebene in zwei Gebiete T, und 7 zerfeilt. Aus den
Punkten des Gebietes 7, bzw. 7, erreicht man die konkaven bzw.
konvexen Seiten der Elementarbtgen der Kurve K. Das Intervall
| PoQo| liegt also in 7.

Kein Intervall |PQ| kann im Innern Punkte der Kurve K
enthalten, weil sie keine Doppelstrecke hat.

Wire ndmlich | P,Q,| in einem.Bewegungssinne des Punktes
P das erste der Intervalle | PQ|, von dem.ein Punkt R der Kurve
K im Innern enthalten wird, so wiirde die Kurve von der Tan-
gente p; auch im Punkte R zweifach getroffen. Ware nun R eine
Spitze, so konnte man aus den Punkten des Teilintervalles | P,R|
von | P,Q,| im Punkte P, die konvexe, im Punkte R aber die
konkave Seite der Kurve K erreichen. Die Kurve K miisste also
von p, auch im Punkte R beriihrt werden, dann wire aber |P,R|
-eine. Doppelstrecke fur die Kurve K.

Der Punkt Q kann ausserhalb des entsprechenden Punktes P
mit keinem anderen Punkte der Kurve zusammenfallen. Fiele ndm-
lich Q mit einem von P abweichenden Punkte -der Kurve K
zusammen, so wire das betreffende Intervail | PQ| eine Doppel-
strecke der Kurve K, weil man aus den Punkten dieses Intervalles
in Q die konvexe Seite der Kurve erreichen kann. Der Punkt Q
kann. also nur dann in eine Spitze fallen, wenn er mit dem ent-
sprechenden Punkte P zusammenfilit. '

. Die Punkte P und Q laufen auf der Kurve K in entgegenge-
setzten Sinnen, weil sie in der Nihe der Spitze B entgegengeseizte
Bewegungssinne haben. Anderte nidmlich der Punkt Q in Q' seinen
Bewegungssinn, so wire die Tangente PQ° — gegen unsere
Annahme — eine Wendetangente der Kurve K.

Hat. also eine Kurve K vom Maximal- Klassenmdex keine
Doppelstrecke, so kann man jedem Punkte P der Kurve einen

7t
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bestimmten Punkt Q zuordnen, Die Punkte P und Q haben ent-
gegengesetzte Bewegungssinne und treffen mit einander in Spitzen
der Kurve K zusammen. Bewegt sich der Punkt P auf dem Bogen
AB von A ausgehend bis zum Punkte B, so gelangt derjenige
Punkt Q, welcher im Punkte A mit P zusammenfillt, von A bis
zum Punkte M auf einem Bogen AM, von dem keine Spitze im
Innern enthalten ist. Liuft nun der Punkt P den Bogen BC von
C ausgehend hindurch, so beschreibt derjenige Punkt Q, der in
der Spitze C mit P zusammenfdllt, den Bogen CM’ ohne Spitze.

Man kann nur aus dem einen der zwei Intervalle, die auf
der Tangente der Spitze B von den Punkten B und M bestimmt
werden, im Punkte B die konvexe Seite der Kurve erreichen. Die
Punkte B und M bestimmen also eindeutig das entsprechende
Intervall | PQ|. Dasgleiche gilt fiir das von B und M’ bestimmte
Intervall | PQ|. Die Intervalle | BM| und | BM’| miissen also zu-
zammenfallen, weil sie gemeinsame Punkte haben und weil keines
von ihnen Punkte der Kurve K im Innern enthalten kann. Daraus
folgt, dass der Bogen CA, von dem die Spitze B nicht enthalten
ist, tberhaupt keine Spitze hat. Die Kurve K hat also genau
3 Spitzen. : ‘

Jede Tangente irgendeines der Bbogen AB, BC und CA trifft
die anderen zwei Bdgen in je einem Punkte. Wédre namlich der -
Bogen AB von einer Tangente p des Bogens BC ausserhalb des
Punktes Q, der in B mit dem Punkte P zusammenfillt, noch
getroffen und wiére R. der, nach dem Punkte Q, erste Schnittpunkt
des Bogens AB mit p, so hdtten die Punkte Q und R entgegen--
gesetzte Bewegungssinne. Die Tangenten p und p, des Bogens
BC in den benachbarten Punkten P und P, schneiden ndmlich in
der Nahe der Punkte P-und P, einander. Daraus folgt, dass die
Punkte Q, und R,, in denen der Bogen AB von p, geschnitten
wird, beide entweder innerhalb, oder beide ausserhalb des Teil-
bogens QR von AB liegen. Die Punkte Q und R miissten also
einmal auf dem Bogen AB zusammenfallen, weil der Punkt R
seinen Bewegungssinn nicht verdndern kann. Dies ist aber fiir die
Kurve K unméglich. ‘ ' v _

Man kann aus dem Punkte A keine Tangente an den Bogen
BC und ausser der Spitzentangente in A keine weitere Tangente
an die Bbgen AB und AC ziehen. Dies folgt aus den bewiesenen
Lagenbeziehungen zwischen den Punkten P und Q. Die Kurve K
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ist also dritter Klasse, weil man aus A an sie nur die Spitzentangente
ziehen kann, die aus A eine dreifach zu rechnende Tangente ist.
Fiir eine Kurve n-ler Klasse vom Maximal-Klassenindex, die
r Spitzen, d Doppeltangenten, (unter denen eine auch eine Wende-
- tangente sein kann), und das Geschlecht p hat, gelten die Glei~
chungen’): '

r=n—2-+2p und d= w———z—)

Eine Kurve K, die wenigstens 3 Spntzen hat hat genau 3 Spntzen.
und ist von dritter Klasse. Sie hat also keine Doppeltangente.

Auch fiir die Kurven K vom Maximal-Klassenindex, die
“hochstens 2 Spitzen, aber keine Doppelstrecke haben, gelten die
_ bewiesenen folgenden Behauptungen : '

Wird die Kurve K von einem Punkte P aus der Spitze A
ausgehend durchlaufen und ist Q derjenige von der Tangente des
Punktes P aus K ausgeschnittene Punkt, der in der Spitze A mit
P zusammenfillt, so haben die Punkte P und Q entgegengesetzte
- Bewegungssinne und treffen erst in einer von A abweichenden
Spitze B mit einander zusammen. Bezeichnet y, bzw. y, den in-
zwischen von P bzw. Q durchlaufenen Bogen der Kurve K,
dessen Endpunkte A und B sind, so wird der Bogen y,, der keine
Spitze hat, von jeder Tangente des Bogens y, in einem Punkie
getroffen.

Daraus folgt, dass die Kurve K wenigstens 2 Spitzen hat. .
- Sie kann aber auch zwei Spitzen nicht haben. Hatte sie nimlich
nur die Spitzen A und B, so ware jeder der Bégen y, und y, von .
einer Tange:_ite des anderen Bogens in einem -Punkte getroffen
und so wiren die Bbgen y und y von den Spitzentangenten
ausserhalb der Spitzen nicht getroffen. Dies ist aber unmdghch
weil die Kurve K eine paare Kurve ist. )

Eine einziigige Kurve vom Maximal-Klassenindex ohne Wende-
tangente hat also nur dann keine Doppelstrecke, wenn sie dritter
Klasse ist und 3 Spitzen hat oder wenn sie {iberhaupt keine Spitzen
hat. In diesem letzten Falle ist die Kurve K von zweiter Ordnung.
Dies folgt aus den Gleichungen »

' " r=n—2-42p und d=("—_-—‘—)§f-'3—_ﬁ-'—p,
weil das-Geschlecht einer einziigigen Kurve vom Maximal-Klassen-
- 8) S. die Fussnote 9). ‘
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index O oder 1 ist. In diesen zwei Fillen und nurin diesen haben
die Kurven auch keine Doppeltangente. '
, Es sei nun K’ eine einziigige Kurve vom Maximal-Klassen-
index mit einer Wendetangente und ohne Doppelstrecken. Die
Wendetangente kann die Kurve K’ ausserhalb des Wendepunktes
nicht schneiden, weil sie vom Maximal-Klassenindex ist. Sie kann
aber K’ auch nicht beriihren. Widrigenfalls gibe es nidmlich auf
der Wendetangente wenigstens eine Doppelstrecke.
Sind A, B, C,... die Aufeinanderfolge des Wendepunktes A
und der Spitzen B, C,... auf der Kurve und geht der Punkt P
auf dem Bogen AB ohne Spitze von B ausgehend bis zum Wende-
punkte A, so gelangt derjenige Punkt der Kurve, der in B mit P
. zusammenfilit bis zum Punkte A. Inzwischen — auf Grund der
Vorigen — kann der Punkt Q durch keine Spitze hindurchgehen
und kann seinen Bewegungssinn nicht verindern, weil die Kurve
K’ von der Wendetangente ausserhalb A nicht getroffen wird.
, - Hat also die Kurve K’ keine Doppelstrecke, so hat sie nur
eine Spitze (im Punkte B). In diesem Falle ist K’ von dritter
Klasse und hat keine eigentliche Doppeltangente wie es-aus den

Gleichungen
r:n—2+2p und d—(_—l)z(n:2 \

folgt. Jede andere einziigige Kurve vom Maximal-Klassenindex mlt
Wendetangente hat eigentliche Doppeltangenten.

Damit ist unser . Satz fiir einziigige Kurven vom Maxnmal
Klassenmdex vollsidndig bewiesen. '

3. Uber die irreduziblen Kurven vom Maximal-Klasseninde_x;

Hat eine irreduzible Kurve C n-ter Klasse vom Maxima!-
Klassenindex k Zige: C, C. ... C, so wird ihre Ebene durch
diese k¥ Ziige und durch die eventuelle Wendetangente der Kurve
in k41 Gebiete T, T, Ts,..., T, zerteilt. Das Gebiet T, aus
dessen Punkten n—2 Tangenten an-die Kurve gehen, wird von
den sdmilichen Ziigen “und von der eventuellen Wendetangente -
_begrenzt. Die Grenze des Gebietes 7, (h=1, 2, .. , k) besteht aus
dem Zuge C, und aus der eveniuellen Wendetangente dieses
Zuges C,’

Wire ndmlich das Gebiet T, (h>0) von zwei Zﬁgen der
. Kurve C begrenzt, so wiren die Punkte des Gebietes 7, die auf
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den konkaven Seiten der betreffenden zwei Ziigen liegen, durch -
das Gebiet T, voneinander getrennt. Das Gebiet 7, wire also nicht
zusammenhingend und die Kurve C wire also reduzibel.?)

Jeder Zug einer Kurve vom Maximal-Klassenindex ist wieder
eine Kurve vom Maximal-Klassenindex. Die Doppelstrecken der-

" - Zuge einer Kurve C vom Maximal Klassenindex werden Doppel-.

strecken der Kurve C genannt.

Die Doppelstrecken des Zuges C, hegen im lnnern oder an
der Grenze des Gebietes 7. aus dessen Punkten die maximale
Anzahl der Tangenten an C, und zugleich an C-kann. Daraus
folgen die Sitze: ‘

~ Die Doppelstrecken einer irreduziblen Kurve vom Maximal--
Klassenindex werden. von der Kurve und von ihrer eventuellen
Wendetangente nicht geschnitten.

Aus jedem Punkte einer Doppelstrecke, die zu einer irreduziblen
Kurve vom Maxtmal-Klassenmdex gehort gehen n Tangenten an
die Kurve.

Zwei Doppelstrecken einer irreduziblen Kurve vom Maximal-
Klassenindex konnen einander nur dann schneiden, wenn sie zugleich
Doppelstrecken eines und desselben Zuges der Kurve sind.

Der- Einfachkeit halber nehmen wir im Folgenden an, dass
die Kurve C vom Maximal-Klassenindex mit der ' Wendetangente a
ausserhalb des Wendepunktes A von a nicht berithrt wird. Ist
ndmlich die endliche Strecke AB eine Doppelstrecke der Kurve C,
so hat die Kurve in der Nidhe der Punkte A und B die Form der.

Figur. Wire namlich der genug kleine den Punkt B enthaltende ’
Elementarbogen BB, aut der anderen Seite der Wendetangente a
gelegen, so kbnnte man von der konvexen Seite der ‘Kurve

6)vMath. Ann. Bd. 89 (1923), S. 63—64. -
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“die konkave erreichen, ohne die Kurve oder ihre Wendetangente
- {iberschreiten zZu miissen.

Ersetzen wir den Elementarbogen B,B, mit dem punkherten
Elementarbogen B;B,, so erhalten wir eine Kurve C’ vom Maxi-
mal-Klassenindex, fiir welche die Klasse, der Klassenindex und
die Anzahl der Singularititen dieselben sind, wie fiir die Kurve C.
Diese Kurve C’ hat mit ¢ um Eins weniger Beriihrungspunkte,
als die Kurve C. Damit ist die. Berechtlgung der Annahme nach-
gewiesen.

‘Liegt eine Doppelstrecke s mit den Endpunkten A und B
* im Gebiete 7, und schliesst man sie der irreduziblen Kurve C vom
Maximal-Klassenindex doppelt bei, so kann man sie die zwei Ufer
eines unendlich schmalen Querschnittes ¢ im Gebiete T, betrachten.
Dieser Querschnitt ¢ ist fiir das Gebiet 7;, aus dessen Punkten
n—2 Tangenten an die Kurve C gezogen werden kbnnen, eine
Briicke, von der die Punkte ‘A und B des Randes C, verbunden
werden.: Diese Briicke vermehrt den Zusammenhang des Gebietes
7T, um  Eins.

Das ebene Gebiet T,, ist einfach oder zweifach zusammen-
hdngend, weil es von einem Rande begrenzt wird. Das Gebiet
T, wird also durch den Querschnitt ¢ entweder in zwei einfach
zusammenhingende Gebiete zerteilt oder in ein einfach zusammen-
hdngendes Gebiet verwandelt. Demgemiss wird der Zug C, ent-
weder in zwei Pseudoziige zerteilt oder in einen Pseudozug ver-
wandelt. Diese Pseudoziige sind uneigentliche Kurven, weil sie
eine gerade Strecke s haben.

Die uneigentliche Kurve C, in welche die Kurve C durch
den Querschnitt ¢ verwandelt wird, ldsst sich durch stetige Defor-
mation in eine eigentliche Kurve C’ vom Maximal-Klassenindex
tiberfiithren. Sind A und B die Endpunkte der endlichen Strecke s,
so ersetzen wir diese Strecke und die dieser Strecke anschliessen-
den genug kleinen Elementarbtgen der Kurve AA, und BB bzw.
AA, und BB, durch einen Elementarbogen A,B, bzw. A,B;. Diese
Elementarbtgen liegen in dem ldngs des Querschnittes ¢ zerschnit-
tenen Gebiete 7;, schmiegen sich an die Ufer des Querschnittes

g eng genug an, haben mit einander und mit der eventuellen
Wendetangente keinen gemeinsamen Punkt, mit der Kurve C
ausserhalb der Punkte A, und B, bzw. 4, und B,, wo -sie die Kurve
C beriihren, keinen weiteren gemeinsamen Punkt. Die folgenden vier
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Figuren zeigen hmrexchend deutlich die moglichen Formen der Kurven
C und C’ in der Nzhe der Doppelstrecke AB. Die Elementarbdgen
AB; und A.B, sind in den Figuren punktierte Linien.

Die Kurve C’ ist vom Maximal-Klassenindex, “weil man aus
einem Punkte der Ebene .entweder die konvexen oder die kon-
kaven Seiten der Elementarbogen, (von denen die Kurve zusam-
mengesetzt ist), erreichen kann, ohne die Kurve oder ihre eventuelle
Wendetangente zu iiberschreiten. Die Kurven C und C’ haben
dieselben auf der Doppelstrecke senkrecht stehenden Tangenten;
daraus folgt, dass ihre Klassen tiibereinstimmen..

Das Gebiet T, aus dessen Punkten an die Kurve C’'n—2
Tangenten gehen, ist zusammenhdngend und ensteht aus T, durch
. die Anwendung einer Briicke. Daraus folgt, dass die Kurve C’
irreduzibel und vom Geschlechte p-+ 1 ist, wenn p das Geschlecht
der Kurve C ist, Hat die Kurve C baw. C' r bzw. 7 prtzen, 0.
ist ¥ =r+4-2.

Das Verfahren, wodurch eine Doppelstrecke der Kurve C
aufgehoben wurde, l4sst sich auch . auf die Kurve C’ anwenden,
- wenn sie Doppelstrecken hat. Durch u-malige Anwendung dieses
Verfahrens geht die Kurve C vom Geschlechte p in eine irreduzible
. Kurve C® n ter Klasse vom Maximal-Klassenindex und vom Ge-
schlechte p -} u tber. Hat nun die Kurve C# keine Doppelstrecke,
so besteht sie aus Zilgen dritter Klasse und aus Ovalen. Fiir eine
irreduzible Kurve n-ter Ordnung vom Maximal-Klassenindex ist
die Summe der Klassenindizes n—2 ist.?) Daraus folgt, dass die

7) Vgl. Math, Ann. Bd. 89 (1923), S. 66.
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Kurve -C® n—2 Ziige dritter Klasse mit je drei Spitzen hat. Sie
kann noch ein oder kein Oval haben.?)

Das ‘Gebiet T(" ensteht also, wenn man entweder aus der
ganzen Ebene oder aus dem Inneren eines Ovales die n—2 von
den Zigen dritter Klasse begrenzten einfach zusammenhdngenden
Gebiete entfernt. Dieses Gebiet T;* ist n—I-fach zusammen-
hiangend. Das Geschlecht der Kurve C® ist also n—2. Daraus
folgt, dass p=n—2—p ist.

Damit ist der Duale des in der Einleitung fiir irreduzible
‘Kurven vom Maximalindex ausgesprochenen Satzes vollstandig
bewiesen. Aus dem Beweise folgt-auch der Satz : :

Eine irreduzible Kurve n-ter Klasse vom Maximal-Klassenindex
und vom Gesdhlechte p hat wenigstens n—2—p Doppelstredren

4. Uber dle irreduziblen Kurven vom Max:m'almde_x.

Ist C, ein Zug. n,-ter-Ordnung  einer irreduziblen Kurve C .
n-ter Ordnung vom Maximalindex, so begrenzea die zwei Tan-
genten eines seiner Doppelpunkte zwei Winkelriume. Wird der

Zug C, von jeder Geraden des einen Winkelraumes in n, Punkten
getroffen, so wird dieser Winkelraum ein Doppelwinkel des Zuges
C, und zugleich ein Doppelwinkel der Kurve C genannt. Diese -
Definition l4sst sich auch auf den Fall mehrfacher Punkte ausdehnen.

Auf Grund der Vorigen mit Hilfe des Dualititsprinzips ausser
dem in der Emlexlung ausgesprochenen Saize folgen auch die
Sitze:

Hat eine. trreduztble Kurve vom Maxzmalmdex wenigstens einen
Doppelpunkt, so hat sie wenigstens einen Doppelwinkel.

Eine irreduzible Kurve n-ter Ordnung vom Maximalindex und .
vom Geschlechte p hat wenigstens n—2 —p Doppelwinkel. '

- Die irreduzible Kurve C n-ter Ordnung vom Maximalindex
wird von_jeder Geraden, die in einen Doppelwinkel fallen, in n
Punkten getroffen. ‘

Ist g eine Gerade, die in 2wei Doppelwmkeln liegt, so gehoren

diese Doppelwinkel zu zwei Doppelpunkten eines und desselben Zuges.

[

(Eingegangen am 31. XII. 1925.)

%) Vgl. Math. Ann. Bd. 89 (1923), S. 52.
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Operationskalkhl von Heaviside und. Laplacescﬁe
: Transformation.

Von TiBor v. STAcHO in Budapest.

Zur Behandlung von — gewdhnlichén oder partiellen —
linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten wird
in der theorefischen " Telegraphie seit einigen  Jahren ein kiihner,
von Ouwver Heavisipe') eingefiihrter Operationskalkiil angewandt. .
Diese Methode wird an einigen Beispielen in § 1 besprochen -
werden. Es sei aber schon hier bemerkt, dass sie sich einer ural-

: k
ten Idee bedient, indem sie die Zeiclien % bezw. g;rein formal~

durch die k-te Potenz eines Parameters s ersetzt und von der
Losung des so vereinfachten Problems auf jene der urspriinglichen
Fragestellung schliesst. Bedeutend frither und wesentlich tiefer hat
Caucny?®) vor Heavisipe in diese Rechnungsweise Einblick gewon-
nen. Dass wir trotzdem Heavisioe gedenken, erkldrt der Umstand,
dass er auch Regeln zur asymplotischen Entwicklung der L8sung
angibt und somit die symbolische Methode selbst zur Diskussion
des ,Endverlaufes in einigen Fillen heranzieht; Voraussetzungen

-und Beweise fehlen aber vollstindig bei Heavisine.

Es ist erst unlingst Herrn N. WiEnEr®) gelungen einen stren- -
gen Operationskalkiil aufzubauen. Er beniitzt aber den Lesescue-
schen Integralbegriff, tiefijegende alte und neue Integraldarstellungen

und streift bloss die Anwendungsmbghchkelt 2ur Behandlung von

1) Heavisipg, O.: Electromagnetlc Theory. (London, 1893 —-1912). Siehe
insbes. Bd. II. (1899).

2) Vgl. z. B. dessen Mémoire sur le Calcul lntégral(1850) Ouvres (1)2
8) WIENER, N.: The Operatlonal Calculus. Math Ann. 95 (1926), S

- 557—584.
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- Differentialgleichungen. - Einfacher und ‘sich ganz auf Heavisioes
Verfahren stiitzend nimmt Herr P. Levy!) die Frage in Angriff.
Leider werden aber so die nicht analytischen Losungen des Prob-
lems nicht erfasst und die Asymptotnk kommt nicht einen Schritt-
itber Heavisioe hinaus.

Wir wollen uns in den Folgenden mit einer dritten Richtung
beschiftigen, welche die Beziehung des Heavisioeschen Kalkiils
—-kurz H-Kalkiils — zu der so mannigfaltig beniitzten LapLace-
‘schen Transformation — kurz L-Transformdtion — feststellt. Diesér
Standpunkt wird von Herrn J. R. Carson®) vertreten. Seine Aus-
fiihrung ist aber rein formal und kann, was die asymptotischen
Entwicklungen anbelangt — nach dem Verfasser selbst — ,not
be regarded as a satisfactory discussion and is indeed almost as
heuristic as Heavisipe’s own procedure.“

§ 2 bringt die Zusammenstellung bekannter Sitze tiber eine
Klasse von L-Transformationen. In §3 werden mit Hinweis auf
die Untersuchungen der Herren F. Bernsten und G. Doetsch®)
die in §1 erwdhaten partiellen Differentialgleichungen im Lichte
_ der L-Transformation gestreift. " -

Entscheidend in dieser Richtung muss aber eine Arbeit von
Herrn A. Haar") genannt werden. Die Methode von Herrn Haar
erlaubt nidhmlich die asymptotische Entwicklung von Funktionen
aus den Singularititen ihrer L-Transformierten herzuleiten. Dadurch
konnen nicht nur — wie §4 zeigt — die asymptotischen Regeln
des H-Kalkiils streng behandelt, sondern — worauf wir aber hier
verzichten — -deren Anzahl auch betrdchtlich vermehrt werden:

4) Levy, P.: Le calcul symbohque de Heaviside: Bull des sc. math.
(2) 50 (1926), S. 174—192,

5) CARSON, J. R.: The Heaviside Operational Calculus. Bull Amer. Math,
Soc. 32 (1626), S. 43—68.
_ ¢) a) DoerscH, G.: Die Integrodifferentialgleichungen vom Fallungs-
typus. Math. Ann, 89 (1923), S. 192—207., sowie b} teilweise mit F. BERNSTEIN :
Probleme aus der’ Theone der Wirmeleitung. Math. Zeitschr. 22 (1925),
S. 289—306.

~ "7) Haag, A.: .Uber asymptotische Entwicklung von Funktionen. Math

Ann. 96 (1926), S. 59—-107. :
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- §L
Der Operationskalkiil von Heaviside.

Man ersetzt in der vorgelegten Differentialgleichung zundchst
k

das Zeichen gt* bezw. a% rein formal durch die k-te Potenz

eines Paramelers s. Die gewdhnliche leferentlalglelchung
d"u ) dn—l
(1) D-[u]Ea"_.(it_"—+ =1 +.otau=>b()
wird dadurch in die symbolische algebraische Gleichung
(1% C(s)u=b
. uberftihrt, C(s) bezeichnet die linke Seite der zu- (l) gehbngen
. charakteristischen Gleichung '

) : C)=a,8"t+a,,s"'+...Ta= 0..
Handelt es sich aber etwa um die Telegraphenglelchung
__ 0u o - _
3) Dful= T 6 t2 — (ad + bc) bdu=0,

in.welcher die nicht negativen Konstanten a, b ¢ d der Relhe nach B
die Induktivitit, den Widerstand, die Kapazitit und die Ableitung
des linearen Leiters fiir die Lédngeneinheit bezeichnen, so wird
man auf eine symbolische gewohnltdre leferentlalglelchung
(3% d T — (@s-+b) (cs+d) u =0
mit "dem Parameter s gefiihrt.

Lost man' nun -die Glexchungen (1%), (3%, in welchen die
Variable ¢ (die Zeit) explicite nicht vorkommt, so wird

* : _ b
4" - U=Cn)
bezw. .
- (5% . u=uge™" mit r*=(as+b)(cs +d)

~ Bei der Gleichung (3%) beschranken wir uns somit auf die parti-
kuldre Losung, der man sich beim einseitig unbegrenzten {(x=0)
Leiter bedient. Sie stellt symbolisch die Spannung in einem solchen
Leiter dar, wenn im Punkie x=0 die konstante Spannung u,
angelegt wird. Wir werden sie in den Fillen a=d==0, bc+0
bezw. d=0, ac+ 0 genauer besprechen. Vorldufig wollen wnr
diese Rechnungsweise im Falle d =0, ac +0 weiterfithren.
‘Die Stromstirke v in einem einseitig unbegrenzten Leiter

dndert sich mit der Spannung u gémaiss - '
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du

. ) av . T
(6) aptbv=—-r
oder in symbolischer Gestalt
(6%) (as+b)v=ru,e*",

wenn “schon (5*) beriicksichtigt wird, Da le(zt r=YVcs(ast+b)

ist, wird
-cS
V=i, *" || ——
e bas*i—b’

insbesondere an der Entrittsstelle x=0:.

. . s
™ v,_u°Vas+b' ,

Es ergibt sich somit die Aufgabe: Man soll 1) aus der ana-
lytischen Gestalt der symbolischen Lssung in s, jene -der eigentli-
chen L8sung in ¢ bestimmen,

1) aus-dem analytischen Verhallen der symbohschen Losung

in s fiber den asymplotischen Charakter der eigentlichen Lbsuno
in Bezug auf f Aufschluss gewinnen.
- Die an dén erwdhnten Beispielen vorgefiihrte symbotische
Rechnungsweise war — wie erwdhnt — lange vor Heavisice
bekannt und die Aufgabe I) mannigfach gelost worden. Wir wenden
uns daher der zweiten Aufgabe zu und erwdhnen die bexden
folgenden Regeln von Heavisipe.. :

A) Wenn die symbolische Losung in dle Reihe

H.(s)f_(ao+a,s+azs2+...) Vs . o
eniwickelt werden kann — wie z. B.(7*) —, so erhidit man die
Losung der urspriinglichen Gleichung in der Gestalt-einer asymp-

]/n

totischen Entwicklung, indem man Vs durch —— und s* durch'_

dk
FE ersetzt, also

Vat

Vn( 2+ 13— 135 G+ )
B) Lasst sich dagegen dle symbolische Lbsung nur nach

geraden und ungeraden Potenzen von |/s entwickeln — wie z. B
(5*) im Falle d=0, b+ 0 — also in die Reihe

H (V—) =by+ b V—+ b, (V_)2

u(t)N(ao+a1 df +az d12+ )
®
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jso entferne man einfach . alle “Glieder mit positiven ganzzahligen
Poténzen von s und auf den so erhaltenen Teil

‘ bo+(b1+b,s+basﬁ+,..)]/?
wende man wieder die Regel A) an, die also

- 1 by |
) u(t)qu-[-ﬁ( 24130 (202 —1.35 (20,,+ )
ergibt.

§2.

Die Laplacesche Transformation.

1. Es. bezeichne f(?) eine in jedem endlichen, nicht negati- .
ven Intervall integrierbare Funktion. Wenn das Integral

(10) - F@ _I fW)e=dt

im Punkte s,== g, ir, konvergiert, so konvergiert es auch filr
alle.s mit. dem reellen Teil R(s) =0>0¢, und stellt in dieser
Halbebene eine regulire Funktion F(s) dar. F wird die Laplace-
transformierte. von f genannt und mit F ==L (f), genauer
F(s) =L(f(t) bezeichnet.
’ (10) stellt als Funkhonaloperatlon eine Beziehung zwischen
zwei Funktionenbereichen dar. Nach einer Bezeichnungsweise von
Herrn Doerscu®) gehdrt f dem Oberbereich, F dagegen dem Unfer-
bereich an. Solite (10) -absolut konvergieren, so sagen wir fgehbre N
dem verengten Oberbereich an.?)
2. Die L-Transformation ist eine lineare Funktlonaloperahon
3. Ist :

fix (9= 1 ) =ty dt=Fon o)

die Faltung von f, und f;; so ist -

(- L(fisf)=L(F)L(f),
d. h. der Faltung im verengten Oberbereich entspricht die Multl-
plikation im Unterbereich. '

4. Ist f® (?) eine Oberfunktion und f("—l)(t) bei {—0 stetig, -
so gehdrt auch f*-) und alle Ableitungen niedriger Ordnung samt
—mwscn a. a. O. %a).

%) Da wir gleichzeitig nur endlich viele vonemander wesentlich ver-

schiedene (vgl. 5.) Funktionen betrachten werden, braucht die Konvergenz-
halbebene des betr Funktionenbereiches nicht ausdricklich arigegeben werden.
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Jf dem (sogar verengten) Oberbereich an und es gilt:
(12) L(fO)=s L(H—IfO)s='+f (0)s—2+ ...+ D (0)].
Bei -Beachtung des Umstandes, dass fiir #=0,1,...» ~1:
f®@)=0(e") mit festem e ist, ergibt sich der Beweis durch
Produktintegration.1%)

5. Zu jeder Oberfunktion ist die Unterfunktion eindeutig
bestimmt. Zu einer Unterfunktion gehdren dagegen unendlich
viele Oberfunktionen, die sich aber nur durch Nullfunktionen n (?)

. ot
mit der Eigenschaft [ n(t)df,=0 unterscheiden kdnnen.

Zum -Schluss noch ein einfacher Satz diber die Faltung von
Funktionen. Wenn fir =0 die Funktion f, stetig ist, die Funk-
tionen f, f2, ..., f, einmal stetig diﬁerenzierbat sind, so ist

D) =firfix ... fu®)

‘vorhanden, n-mal stetig differenzierbar u. zw.

Jox(fix ... % f,)®, »=0,1,...,n—1

(13) o) = Afo*_'(fl*...*f,,)‘”)-l-fo(Ofx(m---fn.(O)' v=n

Offenbar ist dann

o — | 0 : 'v=_0,l,...,n—l

(1) o00)= )fo(O)ﬁ(C)---fn(O). v=n.

- Fiir n=1 folgt der Satz aus dem elementaren Saiz iiber Diffe-
" rentiation eines Integrals nach einem Parameter, fiir den allgemeinen
Fall dann mit Schluss von n auf n+41. _ -

_ §3. -
'H-Kalkiil und L-Transformation.

Beschranken wir uns — um die Ideen zu fixieren — auf

die in §1 erwdhnten Probleme der Kabeltelegraphie und setzen
wir in Gleichung (3) gleich d =0, da die Heavisioeschen Regeln
A), B) nur in diesem Falle angewendet werden konnen.
» ‘Es sei vorausgesetzt, dass (3) fiir x >0, £>0 (mit Ausnahme
von singuliren Wertepaaren, ‘fir welche bei der hyperbolischen
Differentialgleichung Diskontinuititen der ,Ldsung“ auftreten kbn-
nen) eine solche Losung besitzt, welche die Randbedingungen

10) Ein eleganter Beweis fiir den Fall, dass f dem verengten Oberbereich
angehort, findet sich bei DoerscH a. a. O. 6) a). :
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i (% )0, a”(x 9. ~0 fiir £+0, x+0
u(x,t)>u, (konst) ftir x>0, t>0, u(x, ) ~0 fur X-+00

92

erfillt, und bei welcher Ztl; und somit, nach §2, o “ und u —

dem Oberbereich angehort, kurz alle weiter bis (5**) angefiihrten
Operationen erlaubt sind. Uberfithrt man nun (3) in itire L-Trans-
formierte, indem man sie mit e~** muitipliziert und dann von 0
bis oo nach ¢ integriert, so gewinnt man die Gleichung

3% ig——_——(as—{-b)ch 0;

dieser muss U—L(u) mit den Randbedingungen

(x) )"_'—“L(UO) fﬁr x—>0 U(x, )—PO ﬁ,lr X—>00 .

genugen Es erglbt sich so
(5*%) U ='l;° e* mit rP=(as+b)cs.

"Was nun den Fall a=0, bc + 0 anbelangt, in welchem (3)
in die lineare Wirmeleitungsgleichung {ibergeht, stelit (5**) tat-
sdchlich die Unterfunktion der gesuchten Ldsung dar.!?)

Den Fall ac +0 wollen wir niher betrachten. Aus

—zvm ]

W VTEJ .2" J( Vacx: —¢ ) T“dt”)

ZVGC
— wo J, die BE seLsche Funktion erster Art und nullter Ordnung
bezeichnet — gewinnt man nach (11)

(15)

16) | % _”——j(l * W (1) e dt
mit '
' 0, .- t<x)ac
W(f)={ VLe 2b‘J (LVacxz—P) t=xac.
N\ Vae »

Nach — offentsichtlich erlaubter — Differentiation in Bezug aufx’
ergibt sich aus (16) somit, dass (5**) die Unterfunktion von

11) DoEerscH, a. a. O. ) b) S. 304.

12) Diese aus einer -bekannten Formel fliessende Integraldarstellung
beniitzt auch Herr CarsoN a. a. O. Man beachte jedoch den Unterschied der
hier und dort gegebenen Herleitung. N
8
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t<xV354
u(x,t oy e 2" acx2 VacxE—¢
(0= V_ +Ux = V J ’ )dtt>xV—

]/acx2 —f

darstellt; dies ist tatsdchlich dne bekannte Losung von (3) bei den
angegebenen Randbedingungen.

Nach diesen Bemerkungen kann das an (6) anschliessende
Problem rasch erledigt- werden. Was zunichst die Losung von (6)
mit der Anfangsbedingung v (x,£) -0 fir t-0, x> 0 anbelangt,
unterwerfe man (6) in dem oben angegebenen Sinne der L-Trans-
formation. Dann muss also V__L(v) der linearen algebraischen
Gleichung

(6**) : . (as+b) V= r‘fusﬁ exr

genfigen, wenn schon (5%*) berﬁcks'iichtigt worden ist. Es ergibt
sich so

=t €S psYfmtoies
v Vas+ € .

Aus (15) ersieht man, dass die zu V gehorige Oberfunktion
v die uyc-fache der oben angegebenen Funkiion w (¥) ist, und ‘so
die bekannte Ldsung von (6) darstellt, sowie, dass der Grenzwert
von V fiir x-0, d. h.

uo cs

% as+b

als Unlerfunktlon dem Randwert von v (x, t) flir x>0, t>0 gehort.
Der Vergleich der Formel (5*) mit (5**), bezw. (7*) mit (7**)

- zeigt, dass die mit s multiplizierte - L-Transformierte der betr.

Funktionen mit ihrer symbolischen Gestalt iibereinstimmt.

§4.

Die asymptotischen Entwicklungen von Heaviside.

Wir wollen nun.die Heavisipeschen Regeln A) und B) unter
den folgenden Vorausselzungen sfreng beweisen.

Es sei vorausgesetzt, dass -die symbolische Lbsung einer
linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten auf die
mit s multiplizierte L-Transformierte U (s) der fdr hinreichend grosse



Operationskalkiil von Heaviside und Laplacesche Transformation. 115

Werte des Argumentes stetigen Lﬁsung u () fiihrt, und selbst die
Gestalt

A) u=H()s
bezw. , '
B) u=H(/s) besitzt.
Es sei noch im Falle 4)
fiir R(s)>0

a) H (s) reguidr,

~ b) in jedem Verhkalstrenfen von endhcher Breite glelchmés&g
H()=o(/s), ~

¢) entlang jeder Vertikalen‘HT(f)—

bei ©= + oo vom Fourierschen Charakter.1?)

flir hinreichend grosse f

Ldngs der imagindren Adise sei
d) H(s) reguldar insbesondere in s=0 H(s):ﬁ: a,s’,

=0
e) H® (s)=o(Js) fiir v=0,1,2, ..n—1,
) H@a-n .
H™(5) und H( fiir hinreichend grosse £ bei =40

Vs s|s

~vom Fourierschen Charakter. Dann ist
: 1o 1.3...(2»—1)
17 lim t7|u(l) —— —1)a, - - =0.
an lim [ O =Y @ty ] ,
Im Falle B) sei’

firR (s) >0.
a) H (s) regulir,
b) in jedem Vertikalstreifen von endlicher Breite gleichméssig
H(/s)=o0(s), , _
¢) entlang jeder Vertikalen —H—(SV—;—) fir hinreichend grosse ¢
bei 7=+ co vom Fourierschen Charakter.

13) ¢ (s) =@ (¢4 iz) witd von Herrn Haar a. a. O. 7) idngs der Verti-
kalen o=y fiir hinreichend grosse { bei -z=4 oo vom Fourierschen Charakier
genannt, wenn bei jeder noch so kleinen Zahl ¢ fiir alle. #> T und hinrei-
chend grosse positive @ ‘ .

”pe"" ply+ind|<s

ausfillt, sobald e > w und 2w biw. ¢ < — o und < — o st
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Ldngs der imagindren Adzse sei
d) H (s) reguldr, insbesondere in s=0:H(s) = E b, s”,

e H(") (Vs)=o ((Vs)y+) fuir »=0,1,...n—1,

H® ({s) H(s) - Cbei

f = —— und = fiir hinreichend grosse ¢ bei
(V )y (Vs) ,

=+ oo vom Fourierschen Charakter. Dann ist )

o 1 @ S 1.3...2v—1)]

8 tim £2[u) by 3 (s~ | =0

Beweis: A) Unter den angefiihrten Bedingungen ist mit

Riicksicht auf o) ’(s) ()
H® (s H (s H(s
) +d; +...}d
ves = Vs sVs s"Vs—

auf der imagindren Achse U* (5)=o0 (1) mit »=0, {,...n—1 und
U™ (s) fiir hinreichend grosse f bei 7=+ co vom Fourierschen
Charakter. Subtrahiert man ferner von U(s) die mit s multipli-
zierte n-te Teilsumme der Taylorschen Entwicklung von H(s) um
s——O S0 versehwmdet die Differenz an der Stelle s=0 von der

n+—2—-ter Ordnung; es ist daher in
1 & -
UG)==Sa s+ W(s
O=FSes+Wo
W™ (s) aut der imagindren Achse stetig. Zieht man noch die aus
a), b), c) fiiessenden Voraussetzungen fiir U(s) innerhalb R(s) >0
heran, so folgt nach einem Satz'*) von Herrn Haar’
lim £ [u(t)— S —2 () }:o.
£>-00 =0 [‘(_2__.1,) )
Nach der bekannten Relation i) ' ”
: I'(x+w»
F(")_,= X0FD .. v —=1)

. 1 -
FF“J=FW?—JEi——<) -
2 (v—1) 1.3...(2v—1)
1) a. a. O."_') S. 85. Der Satz ist dort unter der doppelten Voraus-
setzung liber die Oberfunktion u(f) ausgesprochen, dass sie stetig und in
jedem endlichen Bereich von beschrinkter Schwankung ist. Die genaue Ver-
folgung, des ebendort mitgeteilten Beweises zeigt aber, dass die erste Bedingung
nur fiir hinreichend grosse #-Werte beniitzt wird, und die zweite — wenn
sie auch in den Anwendungen immer erfiillt ist — entbehrt werden kann:

ist aber _
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somit die in (17) angegebene asymptotxsche Entwicklung tat-
sdchlich bewiesen.

B) In diesem Falle wird wegen ,

v H2 ([s) He(s) H({s)

Ui '(5) =do- Vs )+ +d, (Vs) +...+d v (V‘ Y
auf derimagindren Achse U (s) =o (1) mit»=0,1,...,n— 1 und
U™(s) ftir hinreichend grosse ¢ bei 7=+ 00 vom Founerschen
Charakter ; subtrahiert man ferner von U(s) den Ausdruck

w1
V(s).——(b0 + E by S 2 )

so ist ,in
U@ =V(S)+W()
W("’(s) auf der imagindren Achse stetig. Alles in Allem ergibt
dann die Anwendung des erwihnten Satzes von Herrn Hasr offen-
bar (18) w. z.b. w.
Im Falle (7*) mit abc#O ist nun die symbolische Losung
. von der Gestalt A), im Falle (5*) mit bc+0 dagegen von der -
Gestalt B). Alle sonst angefiihrten Bedingungen sind feils nach § 3
teils offenbar®) e:fiillt. Damit kdnnen auf diese Falle die Heavi-
sipeschen Regeln A) bezw. B) mit voller Recht angewandt werden.
15) Allein die Bedingungen B) e. f) erfordern ini Falle (5*) eine lingere
Betrachtung. Differenziert man durchwegs nach Vs, so wird

(VasF B =V ViasT 0y + V572 V{as F Op—36—1 +... =0 (Ysi-7)

und so nach der Leibnizschen Regel
=M= Vs VasF0)P +c (Vas F+o)V=0 (VsM)
Zum Schluss wird

H(” (VS)=H(VS_) 2 Ciyiz...ip flil f,";2 . .f;v

mit ' ] |
d. h '1+2'2+"'+1’1v=%
. _ i
iy ot .. _}_,p{ v—1, hifw
=v , =
“Es ist also

H® (Vs) =¢, H(Vs) r," = 0 (Vs»-2),
und hierin das zweite Glied nach Division durch Vs»i2 von der Gréssen-
ordnung s—2, also vom Fourierschen Charakter. Wegen

ry e 1 ( s )2 +of
Yoz~ ' s \as+b Vs3
ist auch das erste Glied in H® (Vs') nach Division durch }Vs*+2 vom Fourier-

. schen Charakfer. Im Falle (5%) ist also B) f) erfiillt. Nebenbei ergibt s:ch
H® (Ys)=0(Vs"), so dass auch die Bedingung e) erfilllt ist.
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§ 5.

Einige Verallgemeinerungen des H-Kalkiils.

Wie dic symbolische Ldsung (4*) der gewdhnlichen Diffe-
rentialgleichung. (1) zeigt, kommen bei ihr die Regein- A), B)
zundchst {iberhaupt nicht in Betracht. Bei konstanter rechten Seite
b ist ndmlich (4*) eine meromorphe Funktion von s und bei einer
anderen Funktion b(?) schéint der Operationskalkiil nicht einmal
- ansetzbar zu sein, — solange man die symbolische Gestalt von b (1)
~ nicht kennt. Der Heavisioesche Ansatz an Gleichung (6) scheint
aber uns in dieser Hinsicht ein recht charakteristisches Beispiel
zu geben, Der Vergleich der rechten Seite von (6*) mit der Ab-
~ leitung von (5**) nach x zeigt ndmlich, dass die symbolische
Gestalt der rechlen Seite von (6) ihre mit s multiplizierte L-Trans-~
formierte ist. S> wird man zu folgendem Satze gefiihit :

Es sei in der Gleichung (1) b (¢) eine stetige Funktion des ver-
engten Oberbereichs. Handelt es sich um die asymptotische Eniwick-
~ lung der L8sung mit den Anfangswerten u(0)=u’(0)=...=u“""(0)=0,

k
so ersefze man in (1) das Zeichen :—tkdurch sk, die Funktion b (%)
aber durch ihre mit s multiplizierte L-Transformierte B(s)=L (b(1)).
Ergibt sich aus dieser in u linearen algebraischen Gieichung

‘ __B(s) _|H@®Vs
a “=STE = | H(F)
mit den in § 4. angegebenen Eigenschaften der Funktion H(s),
so sind die Regeln A) bzw. B) anwendbar.

Es eriibrigt sich nach § 4 nur der Beweis, dass (19) die
mit s multiplizierte-L-Transformierte der stetigen Ldsung darstellt.
Wir beniitzen diese Gelegenheit um eine neue Methode zur Integ-
ration der Gleichung (1) anzugeben.

Es sei also die Gleichung (1) vorgelegt. Ohne Beschrinkung
der Aligemeinheit kann a,= 1 und a, #+ 0 gewihlt werden. Gesetzt,
es gibt — ‘unter der Annahme, dass b(#) dem.verengten Ober-
bereich angehdrt — eine L8sung deren n-te Ableitung eine Ober-
funktion und n—1-te Ableitung- bei £=0 stetig ist. Fiihrt man
dann (1) in ihte L-Transformierte iiber indem man beiderseits
mit e~ multipliziert und dann von O bis oo nach ¢ integriert, so
ergibt sich mit Riicksicht auf (2) und (12) :
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’(20) CELW— U(O){ A

— ' (0)fa,5"*+.. .+ a}—...—uD (0)=‘ L (b).
Beachtet man, dass -
a, sn_—v+ ap s +a,= 'gs(,,_S)'—(% + sv-—l +-. + a"“l)

ist, so ergibt eine leichte Rechnung:

0 L=t I | ot S

mit

=0

v = aou®(0) + a,u *+(0) 4. . . + @n—r u™ > (0).
Geht man nun in (1*%) beiderseits _auf die Oberfunktionen

zuriick und bezeichnet die zu —- C() gehorende stetige Oberfunktion

mit c(t) so ergibt sich schliesslich
n-1 n—1 u()(O) )
oy, 10=[p0-S e |+ SO
‘ —v(t)_*c(t)+w(t) | a
bis auf eine Nullfunktion, die aber, da wir uns auf differenzier-
bare Funkiionen beschrinken, identisch gleich Null ist.

- Nun beweist man sofort, dass (21) eine Losung des Anfangs-
wertproblems ist u. zw. bereits unter der emZIgen Bedingung, dass
b (1) stetig ist. Wegen
: w(0)=u® (0) fir »=0,1,2,...,n—1

n n—1 .
“und | Eavw(V‘([)_—_Ef”_'tv
’ =0 . v—o V! :
geniigt hiezu namlich' nur den Spezialfall zu beweisen, dass bei -
stetigem v (1)

. ) =v(@®xc®)=v(t)*e1t% . . % e’ .
der Differentialgleichung D[z]=v(#) mit den Anfangswerten
2(0)=2 (0)=...==2""(0)=0 geniigt. s, ..., s, sind die Wur-
zeln der charakterlstlschen Gileichung (2).

Was die-Anfangswerte anbelangt, ist dies nach (14) offenbar
der Fall. Die Anwendung von (13) ergibt ferner
DiZl=v(®)* X a.c?)+v(®),

so. dass zum Schlu_ss nur der Beweis von
n n )
(22) Sact)=Da (e1'%...% ) =0
v=0 r=0 .
iibrig bleibt. ‘ ’
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Die Funktionen ¢ (f) gehdren aber offenbar dem Oberbereich
an, ferner wird nach (14) ¢ (0)=0 fir »=0,1,...n—2, und
c@M(0)=1; es ist also nach (12) .

L(™)=s"L(c) fir »=0,1,...n—1
L (C(")) =s"L (C)— 1_,

und so L (i a, ¢ (t)) = ﬁ: a,s" L(c(t)—1

es ist somit die Oberfunktion (22) eine Nullfunktion, dxe aber
wegen der Stetigkeit identisch verschwindet.

Setzt man nun in (1**) die Anfangswerte u(0), ..., ™ "(0)
— und somit die Konstanten ¢, — alle gleich Null, so zeigt der
Vergleich von (1**) mit (19) die Richtigkeit unserer Behauptung.

Aus (20) ersieht man iibrigens auch, dass, wenn die Wurzeln
der charakteristischen Gleichung (2) in der Halbebene R(s) <0
liegen, die asymptotischen Regeln bei beliebigen Anfangswerten
bestehen bleiben. Die ausschlaggebende singuldre Stelle von L (1)

bleibt dann noch immer jene von B bei s=0.

C(s)

In gleicher Weise wird man sich bei partlellen Differential-
gleichungen von der dem symbolischen Kalk{ll eigentiimlichen
Bedingung beziiglich konstanter Randbedingungen befreien kdnnen.
Man fiithre nur zu diesem Zwecke die symbolische Gestalt (d. i.
die mit s multiplizierte L-Transformierte). dieser Randwerten an -
Stelle der friiheren Konstanien ein.

Zum Schluss bemerken wir noch, — und diese bedeutende
Erweiterung folgt nun aus den erwdhnten Satzen von Herrn Haar
unmittelbar — dass die Heavisioeschen Regeln A), B) selbst dann
giiltig bleiben, falls die Entwicklungen A), B) die symbolische
Losung bis auf eine mit s multiplizierte, in der Halbebene R(s)=0
reguldre und dort bei wachsender Ordinate samt ihren Ableitungen
hinreichend stark gegen Null strebende Funktionen darstellen.

(Eingegangen ‘am 2. Dezember 1926.)

\
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Uber eine Schlussweise aus dem Endlichen
> ins Unendliche.

(Punkimengen., — Kartenférben, — Verwandtschaﬂsbeziehungen
— Schachspiel)

Von DEnNEs KONn1G in Budapest.

§1

Beim Analysieren eines Beweises, den Stepuan Varké und
ich fir einen Satz der aligemeinen Mengenlehre gegeben haben,)
wurde ich auf folgendes Lemma geftihrt,2) welches sich als eigent-
licher Kern des erwihnten Beweises erwies. ‘

‘A) Es sei E\,E, E; ... eine abzdhlbarunendliche Folge end-
licher, nicht leerer Mengen und R eine bindre Relation, die so
beschaffen ist, dass zu jedem Element Xp41 von E,., mindestens
ein solches Element x, von E, gehort welches zu X, in der Relation
R steht, was wir durch x, R x,,, ausdriicken. wollen. Dann kann
man in jeder der Mengen E, je ein Element a, derart bestimmen,
dass fiir die unendliche Folge a,, a, as,... stets a, Ra,,, bestehe
(n=123,..)

Fasst man die Elemente der Mengen E, als Punkfe auf und
deutet man das Bestehen der Relation xRy dadurch an, dass man
die Punkte x und y durch eine Kante verbindet, so kann man
‘dieses Lemma in graphentheoretischer Formulierung?®) folgender-
massen aussprechen.

Zerfdllt die abzdhlbarunendliche Menge der Punkte (= Knoten-
punkte) eines unendlichen Graphen G in abzdhlbar viele endliche

1y ,Uber mehrdeutige Abbildungen®, Mathematische Annalen, Bd. 95.

2) ,Sur les correspondances multivoques®, Fundamenta Mathematicae,
'Bd. 8, § 3.

3) Den Begriff des unendlichen Graphen habeich in § 3.meiner Arbeit
»Uber Graphen ..“, Mathematische Annalen, Bd. 77. eingefiihrt.”
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nicht leere Mengen E, E, E, -. derart dass jeder Punkt von E,.,
(n=1,2,3,...) mit einem Punkte von E, durch eine. Kante ver-
bunden ist, so gibt es im Graphen einen ,unendlichen Weg*
a,a,a;. . ., der aus jeder der Mengen E, einen Punkt a, enthdlf,
(Auch hler brauchen die Mengen E, nicht unbedingt elementfremd
zu sein.)

_ In dieser graphentheoretischer Terminologie gestaltet sich der
Beweis folgendermassen. Ein endlicher Weg in G soll als ein S-Weg
bezeichnet werden, wenn seine Punkte der Reihe nach zu E,, zu
E, ..., zu E, geh6ren. Es gibt unendlichviele S-Wege in G, da,
mit Ausnahme der Punkte von E,, jeder Punkt von G der End-
punkt eines S-Weges ist. Jeder S-Weg beginnt mit einer Kante
die einen Punkt x; von E; mit einem Punkt x, von E, verbindet.-
Da solche Kanten nurin endlicher Anzahl vorhanden sind, so muss
eine dieser Kanten, etwa a,a,, in unendlich vielen S-Wegen vor-
kommen. Alle diese S-Wege enthalten nun als zweite Kante eine der
- endlichvielen Kanten a,x;, wo x; zu E, gehdrt; also muss es in E;
_einen Punkt @; von der Beschaffenheit geben, d_éxss unendlichviele
S-Wege, die mit a,a, beginnen, auch a,a; enthalten. Ebenso fort-
fahrend definiert man nun einen Punkt a, von E,, a, von E; u
s. w. Das Verfahren kann nicht abbrechen und fiihrt zu einem

unendlichen Weg a,a,a;. .. von der verlangten Eigenschaft.

Was die Anwendungen des hiermit bewiesenen Lemmas inner-
halb der Graphentheorie betrifft, ist dort eine andere, teilweise
aligemeinere Formulierung von Nutzen. Durch fast wortliche Wieder-
holung des gegebenen Beweises ergibt sich ndmlich folgender Satz.

Laufen in jedem Punkte eines unendlichen zusammenhdngenden
Graphen nur endlichviele Kanten zusammen, so enthdlt der Graph
einen unendlichen Weg.

Beide Bedingungen sind hier notwendig. Wenn die Punkte
nicht ,von endlicher Ordnung“ sind, braucht der Graph keinen
unendlichen Weg zu besitzen, wie dies ein unendlichviel-strahliger
Stern zeigt. Dass der Graph auch zusammenhingend sein muss,
zeigt das Beispiel des (reguliren) Graphen, welcher aus einem
Zweieck, einem Dreieck, einem Viereck, u. s. w. besteht, wobei
-diese Vielecke untereinander nicht zusammenhingen. Lefzteres
Beispiel zeigt auch, dass ein Graph einen ,beliebig langen* Weg
enthalten kann, ohne einen unendlichen Weg enthalten zu
mussen. .
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* Folgende Zeilen haben nun den Zweck die unfer ®) erwdhnte
Anwendung mit anderen Anwendungen des Lemmas A) zu ergénzen. -
Es kommt dabei nicht immer auf die Neuheit der” Resultate, sondern
vielmehr darauf an, zu zeigen, dass in diesem Lemma ein fruchtbares
Prinzip. ausgesprochen wird, welches auf ganz verschiedenartige
mathematische Probleme mit Nutzen angewendet werden kann.

§ 2

Wir beweisen zunéchst folgende Verallgememerung des BOREL-
‘schen Theorems?)

Es sei E eine abgeschlossene Teilmenge des Intervalles ©, 1)
und I eine Menge von Infervallen, die so beschaffen sind, dass jeder
Punkt von E in einem dieser Intervalle enthalten ist. Dann gibt es
eine natiirliche Zahi n so, dass wenn man (0, 1) in 2" gleiche Inter-
valle teilt, diejenigen dieser Teilintervalle, welche einen Punkt von
E enthalten, in einem Intervalle der Intervallmenge I enthalten sind.

Wire der Satz nicht richtig, so gibe es fiir jedes n wenigstens

ein Intervall (%,_———m;;l)', wo m=0,1,2,... oder 2"—1 ist, wel-
chies einen Punkt von E enthdlt und in keinem Intervalle -aus /
enthalten ist. Wir bezeichnen die Menge dieser Intervalle mit E,
Fir jedes n ist E, endlich und nicht leer. Ist x, ein Element von
E, und x,4, von E,,, so setzen wir x,Rx,,, falls x,,, aus x, durch
Halbieren hervorgegangen ist. Vermdge der gegebenen Definitionen
der Mengen E, und der Relation R erfiillen diese die Bedingungen
des Lemmas A). Wendet man das Lemma an, so kommt man zum
folgenden Resultat. Es existiert eine unendliche Folge ay, a,, as, . ..
von Intervallen, die alle 1) aus dem vorangehenden durch Halbieren
entstehn; 2) einen Punkt von E enthalten und 3) in keinem Inter-
vall aus -/ enthalten sind. Dann ist aber auch der gemeinsame
. Punkt « der Intervalle a,,a,a, ... in keinem Intervalle aus 7
enthalten. Dies ist aber unmbdglich; da, wegen der Abgeschlossen-
heit von E, ¢ zu E gehort.

Wir wollen noch erwihnen dass dieser Beweis nur vom Satze - 4

der ineinandergeschachtelten Intervalle, nicht aber vom BoLzano-
‘Weersrrassschen Satze Gebrauch machte, Derselbe Beweis gilt fur
die Ebene, Raum, u. s. w.

4 Vgl DE LA VALLEE Pon'ssm, lntégrales de Lebesgue, etc., S. 14,
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. § 3.

Die z2weite Anwendung betrifft das Problem des Karten-
farbens. Es ist bewiesen, dass zu jeder (zweiseitigen) Fliche eine
minimale Zahl p (die nur vom Geschlecht der Fiiche abhingt)
von folgender Eigenschaft gehort : wird die Fldche durch einen
beliebigen Graph in endlich viele- Linder zerteilt, so kann man
jedem Lande eine aus p verschiedenen Farben ausgewihlte Farbe
so zuordnen, dass zwei Lénder, die eine gemeinsame Grenzkante:
besitzen, stets verschieden gefarbt werden. (Fir die Ebene und
Kugel weiss man nur, dass entweder p=4 oder p=>5 ist, fiir
die Torusfliche ist p—=17.) Wie steht aber die Sache, wenn die-
selbe Fliche durch einen (unendlichen) Graph in (abzdhlbar)
unendlichviele Lander zerlegt wird ? Wir beweisen, dass auch .in
diesem Falle stets p Farben geniigen.®) :

- Es seien L, L, L, ..., L, ... die Linder der ,unendlichen®
Karte. Die Grenzkanten von L,, L,,... und L, bilden einen Graph
G,, der die Flache in n+ 1 Lander L, L, ..., L,, M, zerschneidet,
wo M, die Lander L,y,, L,,45, ... ausmacht. Die durch G, bestimmte
Karte K, kann, da sie endlich ist, mit p Farben gefirbt werden
(die Farbe von M, wollen wir dabei ausser Acht lassen) und zwar
natiirlich nur auf endlichviel verschiedene Arten Die verschiedenen
Firbungen F, F,, F,,... von K, (mit den p Farben) bilden also
eine endliche, nicht leere Menge E,. Aus jeder Farbung F,., von
K,;, ergibt sich sofort eine Farbung F, von K, bei der nimlich
jedes der Lander L, L,, ..., L, dieselbe: Farbe erhdlt, wie bei der
Firbung F,;, (da, wie gesagt, wir uns um die Farbe von M, nicht
ktimmern). In diesem Falle setzen wir F, RF,,,. Vermdge der hier
gegebenen Definitionen der Mengen E, und der Relation R, erfiillen
- diese die Bedingungen des Lemmas A). Wendet man das Lemma
an, so ergibt sich eine unendliche Folge F,, F,, F, ... von Firbun-
gen der Karten K;, bzw. K, bzw. K, .., die so beschaffen sind,
dass jedes Land L, bei allen diesen Firbungen F, dieselbe Farbe
erhalt. D. h.: diese Folge ordnet jedem der Lander L,, L, Ly, ...
eine bestimmte -der p Farben zu. Die so erhaltene Firbung der
unendlichen Karte entspricht unseren Forderungen, da ein Verstoss
dagegen sich schon bei einer der endlichen Karten K, zelgen miisste.

5) Wie ich nachtréglich erfahre, ist der enghsche Mathematiker L. H.
TaoMAs vor kurzem zum selben Resultate gelangt.
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§4.

Setzt man voraus, dass die -Menschheit niemals ausster-
ben wird, so kann man mit Hilfe unseres Lemmas A) be-
weisen, dass wenigstens ein heute lebender Mensch existiert, der
der Ahne einer unendlichen Folge von Nachkommen ist. :

Es sei nimlich E, die Menge der heute lebenden Menschen ;
E, die Menge der Kinder der Eiemente von E;; E, die Menge
der Kinder der Elemente von E,; u.s. w. Laut der obigen Hypo-
these ist — wegen der Endlichkeit des Menschenlebens — keine
der Mengen E,, E,, E;,... leer. Da ein Mensch nur endlichviele
Kinder haben kann, so folgt aus der Endlichkeit von E,, dass -
simtliche Mengen E, endlich sind. Die Relation R definieren wir
so, dass die Beziehung ,xRy“ das Folgende bedeuten soll: ,y ist
ein Kind von x.* Vermdge der hier gegebenen Définitionen der
Mengen E; und der Relation R sind also die Bedingungen des
Lemmas A) erfiillt. Wendet man das Lemma an, so ergibt sich
eine unendliche Folge a,, a, as ... von der Beschaffenheit, dass
a; ein Element von E; und a,;, ein Kind von g, ist. Demnach ist
a, ein heute lebender Mensch mit der verlangten Eigenschaft.

Durch eine #hnliche Uberlegung kann man auch zeigen, dass
aus der unendlichen Lebensdauer des menschlichen Geschlechtes
auch die Existenz eines unendlichen Mannsstammes -gefolgert
werden kann.

§ 5.

" Die vierte Anwendung, die ich hier mitteilen will, _verdanke
ich Jonann von Neumann und-bezieht sich auf eine Art von Spielen
zu denen auch das Schachspiel gehort. Aus der ,Theorie* der
»Endspiele* und der ,Schachprobleme“ ist es dem praktischen
Schachspieler bekannt,dass solche Positionen (sog. Gewinnstellungen)
g existiren, in denen der eine Spieler (Weiss), der am Zuge ist,
den Sieg erzwingen kann, wie auch sein Gegner (Schwarz) spielen
mag, Ist ¢ eine solche Gewinnstellung, so werden wir beweisen,
dass es eine von q abhdngende Zahl N von der Beschaffenheit
existiert, dass Weiss von dieser Position q aus spielend den Sieg in
weniger als N Ziigen erzwingen kann. ' ,

Wir miissen zuerst genau definieren, was es bedeutet, dass
Weiss in einer Position ,den Sieg erzwingen kann®, ,auf Gewmn'
steht“. Die Notwendigkeit und Mbglichkeit einer genauen mathe-
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matischen Definition, welche jedes subjektive und psychologische
Moment ausschaltet, hat ZermeLo in seinem geistreichen Cambridger
Vortrag®) erkannt. Da jedoch Zermero nur die Bedeutung der
Aussage : ,der Sieg ldsst sich in héchstens r Ziigen erzwingen®

festlegt, so soll die Definition, die wir zu Grunde legen wollen,
hier ausfithrlich ausgesprochen werden.

Es sei ¢ irgendeine Position, die durch einen Zug von Schwarz
in irgendeiner regclrechten Partie entstehn kann (oder auch die
Anfangsposition). Im Folgenden betrachten wir stets nur jenen
Teil der Partien, weicher mit der Position ¢ beginnt. — Eine
endliche Folge w,, s, w, S, ..., w, von Ziigen, die den Schach-
regeln entsprechend von der Stellung ¢ ausgehend abwechselnd.
von Weiss und Schwarz ausgefiihrt werden, heisse ein Spielanfang.
Endigt er mit einer Mattposition (fiir Schwarz), £0 haben wir es
mit einem beendefen Spiel zu tun. (Das ,Pati“ soll hier der Ein-
fachheit halber ausser Acht gelassen werden.) Die Gesamtheit dieser
Spielanfinge ist eine bestimmte von ¢ abhidngende Menge Q.
Dass Weiss in der Position g auf Gewinn- steht, bedeutet nun
. Folgendes. Es gibt eine Teilmenge R von Q mit folgenden drei

Eigenschaften:

-1) es gibt in R ein Element, welches aus einem einzigen
Zug (von Weiss) besteht (n=1); ‘ '

2) ist (wy, Sy, Wy, Sy, . . ., W,,) ein Element von R, durch welches

die Position ¢’ entsteht und ist s, irgendein regelrechter Zug von
Schwarz von dieser Position ¢" aus, so gibt es einen Zug w,,,
von Weiss derart, dass auch der Spielanfang (w, Sty « « oy Way Sy Wpi1)
ein Element von R ist”);

3) wenn ein (durch Matt) beendetes oder unendllches (nremis*“)

Spiel so beschaffen ist, dass die aus seinen (von der Position ¢ -
aus gezdhiten) ersten 2n—1 Zigen bestehenden Spielanfinge
samtlich (d. h. fir n=1,2,3,...) zu R gehoren, so endet das
Spiel mit dem Siege von Weiss (kann also garnicht unendlich sein).
Durch die Angabe einer solchen  Teilmenge R ist fir Weiss
- in der Position ¢ eine Weisung zum Spielen gegeben, nimlich die
~6) ,Ober eine Anwendung der Mengenlehre auf die Theorie des Schach-
spiels.“ Proceedings of the fifth int. Congress of Mathematicians (Cambridge,
1912), Bd. II., S. 501.
7) hierin ist auch ausgesprochen, dass durch den Zug s, Weiss nicht

Matt gesetzt wurde ; eine Mattposition von Weiss ist eben eine Position, von
- der aus fiberhaupt kein regelrechter Zug von Weiss existiert.
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«

folgende : er . soll so spielen, dass die Foige der ersten 2n—1
~Zuge, die auf g folgen, fiir jedes n ein Element von R sei. Wegen
1) und 2) kann Weiss dieser Weisung stets folgen und 3) garantiert
es, dass er siegen wird, wenn er dieser Weisung folgt.

[Folgende Bemerkung ist vielleicht nicht Uberfmsmg Wie
Weiss in einer durch einen Zug von Schwarz entstandenen Position
zu spielen hat, wenn er einer Menge R entsprechenden Weisung .
folgen will, hdngt im Allgemeinen nicht nur von dieser Position,
sondern vom ganzen vorangegangenen Spiele ab. Dass, falls eine
Weisung im oberen Sinne existierf, stets auch eine solche existiert,
bei der der auszufiihrende Zug von Weiss nur von der momen-
tanen Position abhingt, ist nicht trivial ; lasst sich jedoch graphen-
theoretisch bewe:sen, worauf wir aber hier nicht emzugehen
brauchen}. )

Es sei g eine Gewinnstellung, zu der also eine Menge R
mit den erwahnten drei Eigenschaften . gehdrt. Wir wollen ein mit
q beginnendes Spiel, welches der Bedingung in 3) entspricht, als
Hrichtiges Spiel“ bezeichnen. Laut 3) ist ein richtiges Spiel endlich
und endet mit dem Siege von Weiss. Da Weiss durch ausschliess-
lich richtige Spiele den Sieg (von g aus) erzwingen kann, wird
unser Ziel erreicht, wenn wir nun beweisen, dass die Anzahl der
Zuge in irgendeinem richtigen Spiele unter einer bestimmten
(endlichen) Schranke bleibt.

Es sei E, die Menge simtlicher aus 2n—1 Ziigen bestehen-
den Elemente von R (n—=1,2,3,...). Da bei irgendeiner Position
nach den Schachregeln nur endlichviele Ziige mbglich sind, sind
die Mengen E, E, E;... samtlich endliche Mengen, Wenn
in einem richtigen Spiele der bis inclusive den n-ten Zug von .
Weiss reichender Spielanfang (von g aus gerechnet) mit a,, der:
bis zum n-+1-ten reichender mit a,,, bezeichnet wird, so wollen
wir a, Ra,,, setzen.. Nehmen wir nun an, unsere Behauptung wére
falsch, Dies besagt, dass beliebig lange richtige Spiele existieren,
dass aiso keine der Mengen E, E, E,, ... leer ist. Vermoge der
hier gegebenen Definitionen der Mengen E, und der Relation R,
erfillen diese die Bedingungen unseres Lemmas A). Wendet man
das Lemma an, so ergibt sich eine unendliche Folge a,, a,a;...
‘von Spielanfingen (wo a, aus 2rn—1 Ziigen besteht), welche die

~ aufeinander folgenden Spielanfinge eines richtigen Spieles geben.
Dies ist: aber unmdglich, da ein richtiges Spiel endlich ist.
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Der hiermit beendete Beweis stiitzt sich wesentlich auf die
Tatsache : '

a) die Menge der Positionen, die nach dem n-ten Zug in
irgendeinem Spiel entstehen kdnnen, ist endlich fiir jedes n.

Fir das Schachspiel gilt sogar, da sowohl die Menge der
Felder, wie die der Steine endlich ist:

B) die Menge aller- mdglichen Positionen ist endlich.

Der gegebene Beweis hat von dieser letzteren Tatsache keinen
Gebrauch gemacht und so gilt er auch fiir Spiele, fiir die nur @)
zutrifft, jedoch ) nicht.8) A ,

Die Behauptung: ,ist in einer Position der Gewinn tberhaupt
zu erzwingen, so ist er auch in hochstens ¢ Ziigen, wo. 41 die
(endliche) Anzahl der mdglichen Positionen ist“, wurde schon von
Zermero in seinem erwdhnten Vortrag aufgestellt. Dieser Satz ldsst
sich jedoch kaum anders beweisen, als dass man friiher iberhaupt
die Beschrinktheit der Zugzahlen — d. h. die oben bewiesene
Neumannsche Behauptung, mit der sich ZermeLo nicht befasst —
beweist. Denn die Uberlegung von Zermeio in den Zeilen 1-—4,
S. 503, a a. O. ist nicht zwingend Es geniigt ja nicht die Zug-
zahl eines einzigen Spieles unter #--1 herabzudriicken, sondern
dies muss zugleich flir simtliche  Spiele erreicht werden kdnnen
und zwar so, dass nach dieser Reduktion die fiir R oben gefor-
derten Eigenschaften 1), 2), 3) erhalten bleiben; und dies ernotigt
— insbesondere fiir 2) — eine Uberlegung, die keineswegs selbst-
verstdndlich ist. Auch kann man — wie noch beildufig bemerkt
werden soll — Weiss nicht die Weisung geben, dass falls dieselbe
Position. zweimal auftritt, er ,beim ersten Erscheinen derselben
ebenso weiterspielen soll, wie beim zweiten Male.“ Diese For-
derung ist unerflllbar, falls im kritischen Moment Schwarz am
Zuge ist.

(Eingegangen am 17. Il. 1927).

Zusatz auf folgender Seite.

8) Ein solches Spiel wiirde z. B. entstehn, wenn man die endliche
. Steinezahl zwar beibehilt, jedoch auf einen unendlichen Brett Schach spielen
wiirde und elwa nur Ziige von solcher ,Lidnge® zuldsst, die auf der gewdhn-
lichen Tafel von 64 Feldern mdglich sind. Der gegebene Beweis gilt auch fiir
dieses ,unendliche“ Schachspiel.
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Zusatz zu § 5.

. * Nachdem ich die vorangehenden Untersuchungen Herrn ZersizLo"
zukommen liess, hatte er die Freundlichkeit, den folgenden Beweis

" seines obzn erwihnten Satzes {iber die Schranke ¢ mir mitzuteilen,

Da die Gesamtheit aller Positionen endlich ist, so ist. die
Gesamtheit derjenigen Positionen, in denen Weiss am Zuge ist
und von denen aus Weiss den Sieg in h&chstens r Zigen, aber
nicht in weniger Ztigen, erzwingen kann, ebenfalls endlich. Diese
endliche Anzahl sei m, (r=1,23,...). Aus demselben Grund
muss die Summe Fm.=m,+ my+ mg-4 ..., als die Anzahl
verschiedener Positionen, endlich sein, d. h. mit einem Glied m;
abbrechen; so dass m;=1, aber fir r> 1 stets m, =0 wird (es
ist klar, dass nicht simtliche m, verschwinden konnen). Es sei p
eine Position, von der aus Weiss, mit dem Zuge w, beginnend,
den Sieg in hdchstens r Ztigen; nicht aber in weniger Ziigen
erzwingen kann. Aus jedem -der durch einen auf w, folgenden Zug
von Schwarz entstehenden endlichvielen Positionen kann dann
Weiss den Sieg in hdchstens-r — 1 Ztigen erzwingen. Unter diesen
endlichvielen Positionen gibt es auch sicher eine, von der aus

-Weiss in weniger als r— 1 Ziigen den Sieg nicit erzwingen kann,
:*.da sonst Weiss von p aus in weniger als r Ziigen den Sieg

. erzwingen konnte. Mit m, ist also auch m,_, von Null verschieden.

" Da also my=1 ist, istauch my1=1, also auch mza=1, u. s. w,

bis m, = 1. Hieraus. folgt, dass die Anzahl simtlicher Positionen
mit Weiss am Zuge, von denen aus Weiss den Gewinn in einer -
begrenzten: Anzahl von Ziigen erzwingen kann

m=232m=m+m+.. .+ my

-grosser oder gleich 4 ist. Andererseits ist natiirlich m kleiner als

die Anzahl ¢ simtlicher Positionen mit Weiss am Zuge. Also ist
A < t. Lisst sich also der Gewinn von einer Position aus in einer
begrenzten Anzahl von Ziigen erzwingen, so ldsst er sich auch in
weniger als ¢ Ziigen. Da aber — wie wir oben gezeigt habéen —
aus jeder Gewinnstellung der Sieg in einer begrenzten Anzahl von
Ziigen erreicht werden kann, so is in der Tat t eine universelle obere
Schranke fiir die notigen Zugzahlen bei irgendeiner Gewinnstellung.

Durch diesem Beweis") hat ZermeLo die oben erwihate Lilcke

) Laut friiheren miindlichen Mitteilungen des: Herrn J. von. NEUMANN

- rwar jhm ein auf- derselben Grundidee beruhender Beweis bekannt.

9
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in seiner Cambridger Darstellung vollkommen und zwar in ele-
- gantester Weise ausgefiillt. .

Einer oben ausgesprochenen Vermutung enisprechend benufzt
diecer Beweis den Neumannschen Satz {iber die Beschranktheit der
Zugzahlen, den wir oben auf das Lemma A) zuriickgefiihrt haben.
Auch fiir diesen Beschrénktheitssatz hat mir Herr ZermeLo einen Beweis
~ mitgeteilt, der vom Lemma A) explizite keinen Gebrauch macht. Dieser
ausserordentlich einfach formulierter Beweis soll — ebenfalls mit der
Erlaubniss des Herrn ZermeLo — hier wortlich mitgeteilt werden.10)

»ES sei p, eine Position, in welcher Weiss am Zuge in
keiner begrenzten Anzahl von Ziigen das Mat erzwingen kann,
" sondern, je nach dem Spiel des Gegners, vielleicht in unbegrenzt
wachsender Anzahl. Dann wird auf jedem Zug von Weiss der .
Schwarze eine Position p, herbeifiihren kdnnen, welche von der
Gleichen Beschaffenheit ist. Denn sonst wiirde, da die Zahl der
moglichen Ziige endlich ist, Weiss augh von p, aus mit begrenzter
Zugzahl zum Ziele kommen. Somit wird, wie Weiss auch spielt,
bei richtigem Gegenspiel eine unbegrenzte Foige py, py, Ps, . .. VO
Positionen (mit Weiss am Zuge) entstehen, welche sdmtlich die
Beschaffenheit p, haben, also niemals zum Mat fiihren konnen.
Ist also in einer Position p, der Sieg iiberhaupt zu erzwingen, so
auch in einer begrenzten Zugzahl.“ ~

Zu diesem Beweis will ich nur folgende Bemerkung hiniu—
fiigen. Wenn man diesen Beweis ganz ausfiihrlich darstellt und
bis auf die oben gegebene Definition der ,Gewinnstellung* zuriick-
fihrt, ersieht man, dass er mit dem oben (§ 5) gegebenen tiberein-
stimmt, nur dass er auch den oben (§1) gegebenen Beweis des
Lemmas A) mitenthilt. — Wenn auch die Formulierung des Be
weises hierdurch linger wird, scheint mir ein Beweis, der den
Beweis des Lemmas A) von den tibrigen Uberlegungen lostrennt,
klarer den logischen Inhalt hervoitreten zu lassen. Und zwar gilt
dies nicht nur fiir die Anwendung auf die Theorie der Spiele,
sondern auf jede Uberlegung (wie die in § 2, 3 oder 4), welche im
Wesentlichen auf dem Lemma A) basiert. Die Sache steht hier
ghnlich, wie bei vielen Beweisen der Analysis und der Geometrie,
wo durch die Isolierung des implizite angewandten BoreLschen
Uberdeckungssatzes die Uberlegungen durchsichtiger werden.

10) Herr ZermeLO beabsichtigt seine Untersuchungen iiber die Schach-
Theorie demnichst in zusammenhingender Darstellung erscheinen lassen.

(Hinzugefiigt am 14. I1I. 1927.)
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Sur P'aire des surfaces courbes.
Par TiBor RaD6 A Szeged. ‘

L'objet de ce travail est d’exposer d’une manitre systéma-
tique les éléments de la théorie de ’aire — au.sens de LEBesGUE —
~ des surfaces courbes. Au § 1, consacré a I’analyse de la définition

adoptée pour Vaire, j’ai résumé aussi certains observations de
Zoiro de Geocze et de MM. Lesescue et Frecser concernant la
conception infuitive de Paire. Les développements du §2, con-
. sacré 4 I’étude des. relations entre Vaire d’une surface et.la mesure
de ses projections orthogonales sur des plans, se rattachent a
certains résultats fondamentaux dus A Gedcze. Au troisitme et
dernier paragraphe je passe a I’élude des surfaces données par une
équation z=/f(x, y); dans ce cas particulier, on obtient pour I’aire
des formules explicites, valables sous la seule hypothése de la
continuité de la surface.

Ayant exprimé I’aire par une formule, les problémes relatifs
A Paire deviennent accessibles aux méthodes générales de la
théorie des fonctions de variables réelles. En particulier, les beaux
résultats de M. Toneiu, concernant le calcul de I'aire par Pin-
tégrale double classique, s’obtiennent trés simiplement & 'aide de
la théorie des fonctions de reclarigle, comme le montre M. S. Saks
dans larticle publié a la suite de ce travail, en exposant son
remarquable théoréme sur la dérivation de I’aire.

Les résultats que j’ai réunis dans le travail présent sont loin
d’épuiser les connaissances actuelles sur 'aire au sens de LeBesGUE;
en me bornant 4 Vexposition des faits les plus élémentaires, jai
df passer sous silence plusieurs résultats importants de M. LeBesGue
et de Zoiro de Geocze. Il faut cependant remarquer que méme
en réunissant tous les résultats actuellement connus, on serait

9*
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encore bien loin d'avoir une théorie. Par exemple, le probléme
du calcul de laire des surfaces données sous forme paramétrique
n'est pas encore résolu. En outre, on sait fort peu de choses sur
les relations de la définition de M. Lesescue avec les autres dé-
finitions de laire, qui expriment pourtant autant de propriétés
essentielles de ce que I’on pourrait appeler aire intuitive.

Je manquerais & un devoir éiémentaire si' je ne signalais pas
mes longues conversations avec: M. F. Riesz sur les diverses
définitions de Vaire. et leur rapport avec la théorie moderne de
Pintégration, et avec M. B. de KertkjArto sur les problemes et
notions d’ordre topologique intefvenant au cours des raisonnements.

§ 1. Définition de Paire.

1. Avant de définir l’alre, il faut se décider sur ce que ’on
entendra par surface. Nous nous bornerons & la considération de
surfaces simples, définies de la maniére suivante. Un ensemble de
" points, situé dans I’espace a trois dimensions, constitue une surface
simple s’il peut &tre considéré comme image biunivoque et continue
du carré fermé. Donc, S étant une surface simple, il existe un
systeme de trois fonctions ¢(u,v), v (u,v), x(u,v) uniformes et
continues dans le carré Q:0=u=x<1,0=<v=1, de sorte qu'en
désignant par x,y, z des coordonnéés cartésiennes dans I’espace,
les équations
) X=<P(U:V);}’='P(U:V):Z=Z(";V)

établissent une correspondance biunivoque et continue entre les
points de Q et de S. Inversement, si 'on donne trois fonctions
@ (u,v), y(u,v), x(u,v) uniformes et continues dans le carré Q, et
telles que les équations x=¢ (4, v), y=1y (4, v), z=x(u,v) font
correspondre & deux points distincts de Q deux. points distincts
(x,y,2), les points (x,y,2). correspondant aux divers points de Q
constituent une surface simple. :

Nous dirons qu’une surface "simple est polyédrlque si 'on
peut Pobtenir en réunissant un nombre fini de triangles sans points
communs intérieurs. Etant donnée une surface simple polyédrique
B, nous désignerons par A[P] Vaire de P au sens élémentaire,
c’est-a-dire la somme des aires des faces triangulaires de 8. Quant
aux surfaces.simples non-polyédriques, il faut évidemment introduire
quelque convention concernant la mesure de P’aire; en effet, Punité
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de mesure est un carré, c’est-a-dire une figure plane que 'on ne
peut pas comparer directement a4 une surface courbe générale.

- 2. Nous adopterons pour ’aire la définition qui fut introduite .
-par M. Lesescue dans sa Thése.!) Cette définition fait intervenir
des suites de surfaces polyédriques tendant vers la surface pr0posée
il faut donc définir d’abord la notion de convergence dans le
champ des surfaces simples. Nous nous servirons a cet effet de
la notion importante, due 2 M. Frecuer, de I’écart de deux surfaces.
Considérons deux surfaces simples S,, S,. Ces surfaces étant des
images topologiques du carré, il est possxble d’établir, et cela d’une
infinité de maniéres, des transformations topologiques entre S, et S,.
Soit T une telle. transformation, P, un point de S,, P, le point
correspondant de S,. En faisant varier ces points, leur distance
atteindra un maximum, que nous appellerons le module de la
transformation T et que nous désignerons par la notation | T}
La limite inférieure des modules ,de toutes les transformations.
topologxques entre S;-et S, est lécart de ces surfaces. Nous dirons
qu’une suite {8, } de surfaces ‘simples tend vers une surface simple
S, si Pécart de S, et de S tend vers zéro.

. Soit maintenant S une surface simple et soit {SB { une suite
de surfaces simples polyédriques tendant vers S. En désignant
comme plus haut par A [,] 'aire au sens élémentaire de R, a
suite {A[PJ} ne tendra en général vers aucune limite. Mais
lim A[B,] existe toujours; c’est une quantité finie.ou bien infinie
positive, qui dépend de S et en outre du choix-de la suite
{515,,} Les quantités lim A[®,)], correspondant aux diverses suites

1.}, constituent un n ensemble de nombres non- negatlfs la limite
inférieure, c’est-a-dire la plus grande borne inférieure, de cet
ensemble de nombres est une quantité bien ' déterminée, finie ou
bien infinie positive, ne dépendant plus que de S elle-méme.
"Par définition, cette limite inférieure est I'aire de la surface simple S.
Nous" désngnerons cette - quanhté pour rappeler le nom de M,
Leeescue, par L [S].

_ Nous avons -ainsi attaché 2 toule surface simple S une
‘quantité déterminée L[S],%) c’est-i-dire nous avons définie une
1) Intégrale, longueur alre, Annali di Malemahca, serie Ill, t. VI,
1902, pp. 231—359.
?) Ceci suppose le théoréme topologique que pour toute surface

simple S il existe une suite de surfaces simples polyédriques tendant vers S.
Je dois la connaissance de ce théoréme & M. B. de KEREEJARTO.
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fonctionnelle dans le champ des surfaces simples. Pour le moment
nous n’avons pas le droit d’affirmer que pour les surfaces simples
" polyédriques cette fonctionnelle coincide avec Faire au sens élémen-
taire; il est donc nécessaire de conserver la notation A[B] pour
désigner I’aire au sens élémentaire de la surface simple polyédrique B.
Nous verrons plus loin que L [8] = A [B] pour toute surface simple
polyédrique R.; remarquons cependant que du point de vue purement
mathématique la définition de la fonctionnelle L [S] serait irré-
prochable méme si ce théoréme était en défaut.

' 3. Rappelons que M. Lepescue a formulé sa définition pour
des surfaces plus générales que les surfaces simples, savoir pour
les surfaces continues. On congoit que dans le champ “plus vaste
des surfaces confinues on verra surgir de -nouvelles difficultés
" 1l'y a lieu d’insister sur le caractére de ces difficultés.- Une surface
continue S est déterminée par un systéme d’équations x=¢ (1, v),
S y=vy(u,v), z=2x(u,v), ou ¢, y, x désignent dés fonctions uniformes
‘et continues dans le carré Q:0=<u=1,0=<v=1 (pour fixer les
idées). On ne suppose plus que ces équations fassent correspondre
a deux points, distincts de Q deux-points distincts (x, y, 2). Une
surface conlinue peut donc avoir des points multiples; s'il s’agit
d’une surface polyédrique, les diverses faces triangulaires peuvent
s’entrecovper. Soit E; 'ensemble, dans I’espace xyz, constitué
par les points (x,¥,2) pour lesquels les équations x= ¢ (u,v),
y= Y (u,v), z=72(u, v) ont au moins une solution (u,v) dans le
 carré Q. Cet ensemble E; est univoquement déterminé si la surface
continue S est donnée, mais il est évident que la surface continue S
n’est pas déterminée par I’ensemble Eg. Pour les surfaces continues
données par les systémes d’équations ' ' '

2 .
S;: x_T,y v, 2=0; S;: (a—%), y=v,2=0,
O=u=<1,0=v=)),

les ensembles Ej, E;, coincident tous deux avec le rectangle
I . N
O=x< 5 0 gyg 1, 2==0, mais ’'on ne saurait considérer comme

identiques. ces surfaces §,, S,. D'ailleurs, il est clair.que I'on doit

attribuer aux aires de S, S, des valeurs différentes, /s pour S, et

. 1 pour §;. On voit donc que pour évaluer I'aire d’une surface
continue § il ne suffit pas de connaitre ’ensemble E; de ses points.
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Soit S une surface continue donnée par les équations -
X=@(,v), y=y(u,v), z=x(u,v). Soit d’autre part {S,} une
suite . de surfaces continues, S, étant donnée par des équations
x=gq,(,v), y=1,(u,v), z=y,(1,v). Dans le cas oi <p,.4><p,
¥~ ¢, 1,2 uniformément dans le carré Q, nous derl‘lS que la
suite {S,} tend vers S. Soit en particulier { §,} une suite de
surfaces continues polyédriques tendant vers S; en désignant de
nouveau par A[P,] Vaire au sens élémentaire de §,, lim A[B,]
sera une quantité déterminée. La limite inférieure des quantités
lim A [,], correspondant aux diverses suites { .1, est considérée

par M. Lesrscue comme l'aire de la surface continue S. Désignons
cette quantité, pour la distinguer de la fonctionnelle L [S], définie
précédemment dans le champ des surfaces simples, par L, [S].
En remplacant, dans la définition de L, [S], surface continue par
surface simple, surface continue polyédrique par surface simple
polyédrique, on retombe sur la fonctionnelle L |S].

Il a été observé plus haut que la connaissance de Pensemble
des points d’une surface continue ne suffit pas pour évaluer son
aire. Geoacze fit la remarque curieuse qu’en adoptant L, [S] comme.
définition de Vaire, il y a des surfaces continues dont Iaire est
égale 2 zéro et qui remplissent un cube?). Pour arriver 4 son exemple,
considérons une surface continue S et construisons de la facon
suivante une suite |, } de surfaces continues polyédriques tendant
vers S. Décomposons le carré Q cn n® petits carrés congruents, -
et décomposons, en tracant des diagonales, chacun de ces petits
carrés en deux triangles. Soient A, B, C les sommets d’un fel
triangle, et soient A* B* C* les points correspondants de la surface S.
Les triangles A* B* C* ainsi obtenus forment dzns Pespace xyz
une surface continue polyédrique %B,, inscrite dans S; & cause de
la continuité des fonctions ¢, ¥, g, figurant dans les équations qui
définissent S, on peut évidemment représenter B, par des équations
x=(/’,,(ll, V), y:r,b,,(u,v), z=x_,,(u, v ol q,>q, Y-, 2%
uniformément dans le carré Q. Donc B, tend vers S. Par conséquent
L, [S] sera égale A zéro si Paire au sens élémentaire de P, tend
vers 0. Geocze observe que c’est certainement le cas si les fonctions

3) Z. de GebGeze, Sur I'xemple d'une surface dont P'ai e est égale &
z8ro et qui remplit- un cube, Comptes rendus des séances de la Soclété
Mathématique de France, 1913, pp. 20—31; voir aussi H. LeBesaug, Obser-
vations sur la communication précédente, ibid, pp. 31—32.
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@, ¥, x sont indépendantes de v:p=¢ (1), y =y (u), x=1x(u), car
alors chacun des triangles A*B* C* décrits plus haut a deux de
ses sommets réunis en un méme point, de sorte que Vaire €lé-
mentaire de P, est égale & zéro. Or, on peut choisir les fonctions
continues ¢ (1), ¥ (u), x (1) de sorte que la courbe continue.x = ¢ (u),
y=1(u), z=x(u) remplisse un cube (courbe de PEANO), on ob-
tient ainsi 1’exemple annoncé.

Cet exemple n’est pas en contradiction avec Vintuition
géométrique, puisqu’il n’a guére de sens de parler de la notion
intuitive de Paire d’une surface continue générale. Tout de méme,
on est conduit & formuler quelques observations concernant la
fonctionnelle L, [S]. Soit S la surface de Geocze décrite plus haut,

et s0it p un plan quelconque: La projection orthogonale de S sur p
L . - ) an
est un domaine polygonal dont laire surpasse y

le coté du ‘cube rempli par S; en effet, ce cube contient une sphere -

,ol1 a désigne

de rayon —-, de sorte que la projection conhendra un cercle de

" méme rayon L'aire L, [S] de S étant égale a zéro on voit donc
que dans le champ des surfaces continues il n’est pas vrai en
général que l'aire d’une surface est au moins égale & Vaire de
Pune quelconque de ses projections orthogonales, tandis que cette
propriété constitue Pun des attribuis les plus évidents de V'aire
intuitive. Ceci ressort clairement du fait que la propriété en question
-est A la base de presque toutes les définitions de [’aire. Pour
formuler une seconde observalion, rappelons le fait intuitif suivant, -
-relatif & la longueur des courbes. Si un point mobile décrit un
intervalle de longueur /, en repassant plusieurs.fois par la méme
position, la longueur du chemin parcouru sera au moins.-égale a /;
en d’autres termes, la longueur d’une courbe continue, ‘contenant
tous les points d’un intervalle de longueur /, est au moins égale
a l Il'y a donc lieu d’exiger que laire d’'une surface continue,
contenant fous les points d’un carré de c6té a, soit au moins égale
a a*; or, cela nest pas vrai en général si ’on définit V’aire par L, [S]..
Pour le voir, il suffit de modifier la construction de Gedcze de
marriére & obtenir une surface continue S pour laquelle L, [S]est-
égale 4 zéro et qui remplit un carré au lieu d’un cube.

De tout ceci il résulte que la fonctionnelle L, [S] n’obéit pas
dans son champ de définition aux mémes lois que d’aire intuitive
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dans- le champ des surfaces familiéres. Il y a donc lieu de
restreindre d’abord la généralité des surfaces étudiées ; c’est ce que
nous avons fait dé¢s le début en ne définissant I’aire que dans le
champ des surfaces simples.?)

4. Pour éclairer la conception de la fonchonnelle L [S], intro-
duite au n° 2, nous allons -indiquer quelques conséquences
immédiates de la définition. Soit S une surface simple et { R, }
une suite de surfaces simples polyédriques tendant vers S. On aura

lim A[B]=LIS). |
Montrons qu'il est possnble de choisir la suite {,} de. sorte que
lim A[$.]=_L[S],
c’est-éjdire de sorte que A[P,] tende vérs la plus petite limite
possible. Soit { &, } une suite de nombres non-négatifs tendant vers
zéro. D’aprés la définition de L [S], il existe une suite { P>} de -
surfaces sxmples polyédriques tendant vers S, telle que . ‘

lim A[R¥] <L[S]+e.

n-»m

Ceite suite contient donc un élément P~ dont I’écart de S est
inférieur A &, et qui satisfait en outre & I'inégalité
L ARV < L[S]+e..
La suite { $ }, ainsi obtenue, tend vers S et I'inégalité précédente
montre que — : : '
. hm AR¥]=L[S)
D’ailleurs, par défmmon
lim A[‘.B(")]>L[S]
donc, puisque la limite inférieure ne saurait dépasser la hmlte
supéneure
lim A[p¥]=lim A[P~] = L[S]

. Dong, la suite { A [B¥]} est convergente et tend vers L[S].

Les -propriétés que nous venons d’indiquer déterminent la
. fonctionnelle L[S]. D’'upe manidre précise soit L*[S] une fonc-
tionnelle définie dans le champ des surfaces simples et loulssant :
des propriétés suivantes:

-4) GeOczE a démontré le théoréme xmportanl que pour les surfaces
simples V'aire L, [S], donc a fortiori I'aire L [S], est toujours supérieure 2 zéro
(Sur la théorie de la quadrature (en hongrois), Mathematikai és természet- -
tudomdnyi értesité 31, 1913, pp. 306—318). :
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a) On a pour toute suite { P, { tendant vers la surface simple S
lim A[B,]= L*[S]. :

b) Il exxste des suites { ‘]o,, {, tendant vers S, pour lesquelles
lim A[B,]=L*[S]
Dans "ces conditions, on a idemtiquement L[S]=L*[S]. La
démonstration est immédiate. En effet, en tenant compte de la
définition de L[S)], la propriété a) de L*[S] ‘montre d’abord que
L*[S]<L[S), tandis que la propriété &) de L*[S] fournit Viné-
galité inverse.

On se rend maintenant ‘aisément compte des réflexions qui
ont conduit M. Lesesgue & sa définition de I’aire. D’abord, la pro-
priété b) exprime une hypothése fondamentale: Vaire d’une surface
courbe peut eéire calculée i Paide de polyédres d’approximation
convenablement choisis. D’autre part, on sait depuis 'exemple
" célebre donné par H. A. Scuwarz que les polyddres inscrits ne
jouent pas le méme role distingué dans la théorie de I'aire que
les polygones inscrits dans la théorie de la longueur; analyse de
cet exemple conduit en outre & une observation importante, résumée
et généralisée dans I'énoncé de la propriété a). On vérifie d’ailleurs
facilement que la longueur des courbes jouit de propriétés analo-
gues; donc, la longueur des courbes est susceptible d’une définition
absolument analogue a celle de Paire L[S].%)

5. La fonctionnelle L[S] posséde la propriété fondamentale
d’étre semi-continue inférieurement ; ‘cela signifie que I'on a, pour
" toute suite { S,} de surfaces simples tendant vers une surface

simple S : ' o
: lim L[S,]=L[S]®) _
Pour démontrer cette propriété, prenons une suite { ¢,} de :nombres
positifs tendant vers zéro, et soit 8, une surface simple polyédrique
telle que Pécart de P, et de S,, sont inférieur a ¢, et que lon ait

de plus :

A[‘J3]<L[S]+e,,, (1)
d’aprés la définition de L[S,], un tel choix de P, est toujours
possible. Ces polyédres P, tendent, a cause de ¢,~0, vers S; par
conséquent, en vertu de la définition méme de L[S],

5) M. H. LEBESGUE a exposé récemment la suite des idées qui I'ont
conduit A sa définition de l'aire (Quelques remarques sur la définition de
‘1’aire des surfaces, Fundamenta Mathematicae, t. VIII, 1926, pp. 160 —165).

6) H. LEBESGUE, I ¢. 1).
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lim A[R]=LIS). [©)
"~ Dlaufre part, il résulte de la relation (1) que
| lim A[%,]= lim L[S,]; €)
on aura donc, en vertu de (2), (3), :
lim L[S,]=L[S], | (3)

et la semi-continuité inférieure de la fonctionnelle L [S] est dé-
montrée. En voild un corollaire immédiat qui nous sera trés utile
plus loin. Soit{ S,} une suite de surfaces simples tendant vers la
surface simple S, et telles que L[S,]=<L[S]. Dans ces conditions,
on aura L[S,}]~L[S]. En effet, de I'hypothése L[S, J=<L[S] il
résulte ' '
im L[S,]=L[S];

en comparant cette inégalité & (3’), on obtient la proposition énoncée.

L'utilité de cette proposition pour le calcul de Faire L[S]

est évidente. On cherchera 2 déterminer une suite {S, } tendant vers
la surface proposée S et jouissant des propriétés suivantes:

) Les S, appartiennent a une classe de surfaces dont on
sait déja calculer Vaire. :

B) On a L[S 1= L[S]
En vertu de la proposition précédente, on aura dans ces condi-
- tions L[S,]-L[S], et ’aire L[S] se trouve- ainsi représentée comme
la limite d’une suite convergente de quantités connues. Pour
appliquer cette méthode, il faut savoir construire des surfaces
d’approximation dont les aires soient inférieures a laire de la sur-
face proposée. L’intuition géométrique apprend que 'on diminue
’aire d’ufie surface en rendant son allure plus uniforme; cette
observation pratique, jointe aux remarques précédentes, nous per-
mettra d’établir, au § 3, d’'une maniére trés snmple certames for-
mules générales pour Paire.
_ 6. D’apres la définition de laire L[S], il existe une suite
{ .} de surfaces simples polyédriques dont les aires élémentaires
tendent vers L[S]; mais pour obtenir une telle suite, il n’est ni
nécessaire ni suffisant de choisir P, parmi les polyédres inscrits
. dans la surface proposée.”) Ajoutons que 'on ne connait pas la

7) Cest ce qui ressort de Pexemple donné par H. A. Sorwarz (Sur
une définition erronée de laire d'une susface courbe, Gesammelte mathe-
matische Abhandiungen 2, pp. 309—311). Cf. aussi M. FrEcrET, Sur Vaire

_des surfaces polyédrales, Annales de la Société Polonaise de Mathémanque,
t. 1il, 1925, pp. 1-3.
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construction générale d’une suite- { P, } telle que A[P,]-L[S]
Il est cependant évident que ce probléme, appelé par Geocze
probléme de la -quadrature,®) serait résolu si I'on pouvait construire

la suite {,} de manitre que les aires élémentaires A [$,] soient
inférieures & L[S]. En effet, pour une telle suite on aurait d’abord

lim A[B.]<L[S],
d’autre part, en vertu de la définition de L[S],

hm A[B]=L[S]
donc lim A [2B,,]=L[S] Cette remarque explique aussi pourquoi
les polyddres inscrits ne jouent pas lz méme réle dans la théorie
de l’aire que les polygones inscrits dans la théorie de la longueur.
~ Toute ligne polygonale inscrite dans une courbe a une longueur
au plus égale 2 la longueur de la courbe, tandis que la propriété
analogue ne subsiste pas en général dans le cas des surfaces. La.
propriété essentielle d’'une ligne polygonale inscrite dans une
courbe ne consiste donc pas & avoir ses sommets situés sur la
courbe, ma’s & avoir une longueur inférieure a la longueir de
celle-ci. Cette observation conduit a présenter la définition de Paire
L[S] de la manitre suivante. :

‘Soit & un nombre positif et soit { B}, 'ensemble des sur-
faces simples polyédriques dont I’écart de ta surface proposée S -
ne dépasse pas &, Si_, a Paide de quelque lol simple, on pourrait
indiquer dans { $1. un polysdre $ dont Paire élémentaire A[R]
soit inférieure & laire de S, on prendrait A[9] comme valeur
~ approchée de l'aire de S. A défaut d’une telle loi, le mieux que
Pon puisse faire consiste donc  considérer, comme valeur approchée
de l'aire de S, la limite inférieure de A[P] pour Pensemble
" {P}.. En-désignant cette limite inférieure par M[S;e], on a
évidemment _ )
: M[S; e€]1=M[S; ¢’] pour & <¢e”,
de sorte que ' '

: lim M[S;¢€
£+0 :
existe. Soit- M[S] cette limite; les considérations précédentes
conduisent 3 définir M[S] comme aire de S. On montre facilement
" - 8) Z. pE GEdozE, Quadrature des surfaces courbes, Thése, 'Pa'ns, 1908

(publiée aux Mathematische und na!ww:ssensdmﬂlldle Berichte aus Ungarn,
26, 1910, pp. 1— 88) )
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-que celte définition est équivalente & celle de M. Lesesaue.?) Soit
en effet { B, | une suite de surfaces simples polyédriques tendant
vers S, et soit ¢, I’écart de P, et de S. On aura par déﬂmtlon
M[S;¢e]=A[B.]), d'ot, pour n-oo, :
M[S]él_lin_ A[B.) :
* Celte inégalité étant vérifiée pour toute suite {,} tendant vers S,
il vient M[S]=<L[S)]. Pour démontrer 'inégalité inverse, soit { ¢, }
une suite de nombres positifs tendant vers zéro. Par la définition
de M[S;s,), il existe une surface simple polyédrique 8, dont I’écart
-de S ne dépasse pas ¢, et pour laquelle M[S;e,]>A[B.]—Yn.
On a donc, pour n- oo,
‘ M[S]=lim A[%,].

D’ailleurs, puisque P,->S, :
lim A[SB]>L[S], :
donc M[S]>L[S] : _

7. M. Frecher fit observer“) que l’on peut arriver a la dé-
finition de Vaire au sens de M. LeBesaue en cherchant & prolonger
la fonctionnelle A[$], c'est-a-dire en cherchant 2 définir, dans le
champ des surfaces simples, une fonctionnelle égale a [Iaire
élémentaire pour les surfaces polyédnques et jouissant dans tout
son champ de définition de quelque propriété caractéristique de
* Paire élémentaire A[P]. En considérant comme propriété carac-
téristique la semi-continuité inférieure, on est conduit & chercher
une fonctionnelle F[S] jouissant des propriétés suivantes.

e) F[§] est définie dans le champ des surfaces simples.

B8 Pour toute surface simple polyédnque, F est égalea l’alre-
. élémentaire.

7) E[S] est seml-contmue inférieurement. '

Ces' conditions ne suffxsent pas encore pour déterminer F[S];
en effet, si F[S] satisfait 2 ces conditions, et si S, est une surface
sxmple déterminée non-polyédnque on obtient une fonctionnelle

9 Il gagit. évndemment du falt observé par M. LEBEbGUE dans sa
Thése, qu‘en vertu de sa quahté de fonctionnelle semi-continue inférieurement
laire est égale 3 son minimum local. Une -petite discussion est cependant
nécessaire, puisque nous ne savons pas. encore que pour les ‘surfaces poly-
édriques Vaire L coincide avec Vaire élémentaire.

10y M, FrécaeT, Sur le prolongement des fonctlonnelles semi- continues
et sur l'aire des surfaces courbes, Fundamenta Mathematicae, t. VII, pp. 210—224.



142 Tibor Rad6

F*[8] jouissant de ces mémes propriétés et différente de F[S]
en posant par exemple :

F*[S]=F][S] pour S+ 5, F*[S;}=FI[S,]—1.
M. Frecuer ajoute donc une quatriéme condition, savoir que F[S]
soit aussi peu discontinue que possible; cet(e condition peut &tre
remplacée par la suivante:

d) Pour toule surface simple S, il existe une suite de sur-
faces simples polyédriques tendant vers S, dont les aires élémen--
taires tendent vers F[S).

Les quatre conditions «)—d) sont caracténsthues D’une
manidre précise: deux fonctionnelles F, F* jouissant des propriétés
a)—d) sont identiques. En effet, soit {§3,} une suite de surfaces
simples polyédriques tendant vers la surface simple S, pour laquelle

' lim A[B,]=F*[S];

une telle suite existe bien en vertu de J). La relation précédente
’écnt par égard a pg),

lim- F[B,]=F*[S]
D’autre part, ‘en verlu de 7),

lim F[R.]J=F[S],
donc F*[S]=F[S]. L’megahté inverse se démontre de la méme
fagon; on a donc F=F*

Les condmons «)—d) définissent donc d’'une maniére uni-
voque une fonclionnelle ; on arrive ainsi & une définition. descrip-
tive de l'aire. Bien entendu, il faut démontrer que les conditions
a)—05) sont compatibles. M. Frecuer suppose donc que I’on ait
déja prouvé que Paire élémentaire est une fonctionnelle semi-continue
iinférieurement dans le champ des surfaces polyédriques.’’) La
compatibilité des conditions a)—d) résulte aussi du fait, équivalent
au théoréme €lémentaire mentionné, que la -fonctionnelle L[S]
coincide, pour les surfaces polyédriques, avec laire élémentaire.
Nous obtiendrons ce résultat, comme corollaire de considérations
plus générales, au § 2. L'aire L[S] satisfait donc aux quatre
conditions a)—d), et c'est la seule . fonctionnelle qui y satisfasse.

8. Nous' terminons ce chapitre par la proposition suivante
qui montre que l'aire L[S] a le caractére d’une mesure intérieure.

1) M. FrReécHET a fourni une démonstration directe de ce fait élé-

mentaire ; voir: La semi-continuité en géométrie élémeniaire, Nouvelles Anna’es
de Mathématiques, t. 111, 1924. -
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Soient S,, S, deux surfaces simples sans points communs intérieurs,
situées sur une troisiéme surface simple S; on aura
LIS]+L[S]<=L]S]
Pour le montrer, soit { §,} une suite de surfaces simples polyé-
driques tendant vers S et telles que ,
A[B,])~LI[S] . - (3
Puisque B, tend vers S, il existe une transformation topologique 7,
de S en §,, telle que
IT.||<¢,, avec &,~0.

Soient S{”, S;” les images de S,, S, par T, . Considérons par ex. Si”.
Puisque S.” est située sur une surface sxmple polyédrique, on peut
construire sur S;” une ligne polygonale slmple et fermée p{”, déli-
* mitant sur S!” un domaine D{”, tel que D{” 4 p{” est une surface
simple polyédrique P dont Pécart de S’") est moindre que s,,.l2)
Il existe de méme une surface simple polyédnque P, située
sur S,”, dont Vécart de S;” est moindre que &, Puisque %B(") et P
n ont pas de points communs intérieurs, on a

AR+ AR 1= AR @
D’autre part, puisque d’aprés la construction Pi”~S;, P~ S,,
on aura .

lim A[R"]ZL[S,], lim A[R"]=L[S.],
d’oi, en tenant compte de (3”) et de (4), '
LIS]+LIS,] < Tim A[${”] +1im A[%"] =

<lim (A[B"]+A[B"D=lim A[B.]=L[S].
Plus généralement, si sur une surface simple S on considére un -
nombre quelconque de surfaces simples S,, S,, ..., S, sans points
communs intérieurs, on aura
L[S]+...+L[S])=L[S]);

la démonstration est la méme que pour k =2,

Considérons en particulier une décomposition d'une surface
. simple S par un arc simple en deux surfaces simples §;, S,. L’inégalité

| LIS]+LISI=LS]
montre que Paire L est une mesure intérieure. Rappelons que
plusieurs d’enire les autres définitions de I'aire conduisent & des

12) Ce fait résulte facilement des développements dans le livre de M.
B. de KErREKRJARTO, Vorlesungen iiber Topologie I, zweiter Abschnitt, § 2.
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fonctionnelles satisfaisant & I'inégalité inverse'®); en désignant
par F[S,), F[S.], F[S] les aires de S, S,, S au sens d’une telle
définition, on a
FIS]+F[S]=F[S]
Il en résulte que si les fonctionnelles L et F fournissent les mémes
valeurs pour les aires de S, S, S, on aura
L[S]+L[S;]=L[S] ,
Mais il est aisé de voir, par ex. dans le cas ou tous les points
de S sont situés dans un méme plan (cf. § 2, n° 5), que cette
relation n’est pas vérifiée en général. Par conséquent, les fonction-
nelles L et F ne peuvent coincider que pour certaines classes
particulieres de surfaces simples. On voit aussi que la recherche
de ces classes de surfaces est liée & I'étude de Padditivité de la
fonctionnelle L.

§ 2. Théoré¢mes sur la projection orthogonale.

1. Soit Z-un triangle et &4’ la projection orthogonale de .
sur un plan p. En désignant les aires élémentaires des triangles o#; 4’
par .les mémes lettres, on a 4= 4 cos#®, oi1 6 est I'angle aigu
formé par les plans de & et de . Il en résulte d’abord

A <d; 6)
puis, en désignant par p,, ps ps trois plans formant un tri¢dre
orthogonal, et par a4, 4", 4" les projections de 4 sur ces plans,

=(@y+@ -+ ®)
Soit maintenant _5,]3_ une surface simple polyédrique, et soient «,,
d,..., 4, les faces friangulaires de B. Désignons de nouveau
par 4,,..., 4, les projections orthogonales de ces triangles sur le
plan p, et par P’ la projection orthogonale de P sur le méme plan.
D’une manitre précise, P’ est 'ensemble des points du plan p qui
sont projection orthogonale d’au moins un point de P. P’ est un
ensemble fermé, évidemment mesurable, méme au sens de Joroan.
- Soit mP’ la ‘mesure de P’, A[SB] Vaire élémentaire de P. On aura

Iinégalité _
mP <A[P]; U]

18) Cf. ZoreETTI-ROSERTHAL, Die Punktmengen, Enzyklopéddie der math.
Wissenschaften 11C9a, en particulier pp. 990—1001. — Voir aussi [. P, SCHAUDER,
The theory of surface measure, Fundamenta -Mathematicae t. VII, 1926,
pp. 1—48. .
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en effet, tout point de P’ est contenu dans Pun au moins des
friangles fermés 4,, .., d,, de sorte que, en verlu de (5),

. mP=Li+.. AL=d+.. .+ 4, =A[%]

On obtient une seconde inégalité de ce genre en considérant trois
plans p,, p,, ps formant un tritdre orthogonal. En employant les
notations précédentes, on aura d’abord

mP <dit... 44, mP'<d+.. 44, mB"<d"+..+4; (8)
Rappelons maintenant I’inégalité élémentanre fondamentale pour
- tous les développements suivants, ' -

(Sa)+(Ze)HZe|[=S@rarar @

i=1 i=1
Cette inégalité, dans laquelle a;, b,, c; sont des quantités réelles
quelconques, exprime, pour I'espace a-trois dimensions, le fait que
la longueur du vecleur résultant est au plus égale & la somme des
longueurs des vecteurs composants. En y faisant ¢, __d,, b=,
¢ =4, 1I vient de (8)

[(m )+ (m B )2 + (mR") < 2 (@32 + (2 + @)™,

Or, en tenant compte de (6), le second membre est égal &

24 =A[%];

i=1

par conséquent ’ :
[(m B')? + (m P)* + (m S'13"’)2]"’ =A[%}]. (10)
2. Considérons 2 présent une surface simple S, et soit S’ la-
projection orthogonale de S sur un plan p. Cet ensemble S’ est
fermé, donc mesurable; en désignant sa mesure par mS’, on
constate aisément que l'inégalité mS’ <L[S], qui correspondrait
a linégalité élémentaire (7), n’est pas vérifiée en général. Soit par
~exemple C une courbe simple et fermée dans le plan p, D le
domaine intérieur & C, et S= D+ C. Nous verrons p'us loin que
.dans ce cas L[S] est égale a- la mesure de D; d’autre part,
puisque dans le cas acluel S=S—=D+C, mS’ est égale i la
mesure de D+ C Donc, Ja courbe C étant générale, on aura .
mS8 >L[S]. Dans le cas que nous venons de considérer, il
suffirait de négliger les points frontiéres de la projection ortho-
gonale S’ pour obtenir un ensemble dont la mesure fournit une
borne inférieure pour l'aire L[S]. On voit aisément que cette
remarque ne s’étend point aux surfaces simples quelconques; tout
: 0
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de méme, elle indique-la voie & suivre. Pour obtenir, 3 I’aide de
projections orthogonales, des bornes inférieures pour Vaire L[S],
_il faudra négliger certains points de la projection orthogonale S,
La difficulté consiste A caractériser ceux des points de S’ que 'on
peut conserver sans risquer d’obtenir un ensemble dont la mesure
ne fournit plus une borne infériéure pour Vaire..

Ces. observations conduisent a des problémes de nature
topologique dont Pétude approfondie serait d’'une importance
considérable pour la théorie de 'aire. Dans cet ordre d’idées,
Geocze a obtenw des résultats importants'¥) i P’aide d’un raison-
nement simple et général que nous allons d’abord exposer d’une’
maniére précise. A cet effet, il est utile d’introduire 1a notion du
noyau de la projection orthogonale d’une surface simple S Le noyau
de la projection orthogonale S de la surface simple S sur le plan
p est constitué par les points P jouissant de la.propriété suivante -
il existe un nombre positif =6 (P), dépendant du point P; de
sorte que P est contenu dans la projection orthogonale de toute
surface simple S* dont lécart de S est inférieur a 6. Pour ne pas
devoir discuter ‘la mesurabilité du noyau, nous considérons seu-
lement P'ensemble de ses points intérieurs, le noyau restreint.
Cest un ensemble ouvert (ou vide) et par conséquent mesurable.
Nous allons montrer que les inégalités élémentaires (7). et (10) se
généralisent aux surfaces simples quelconques, & condition de
remplacer les projections orthogonales par les noyaux restreints,

- Intercalons ici une remarque qui-nous sera .utile. plus tard.
Soient S,, S, deux surfaces.simples, et supposons .que S; soit
sous-ensemble de S,. Désignons par N,, N, les noyaux restreints
des projections orthogonales de S,, S, sur un méme-plan p. Alors
N, est sous-ensemble de N,. Pour le voir, il suffit évidemment de
prouver: si- P, est un point de N;, et { S®| une suite quelconque
de surfaces simples tendant vers S,, le point P, est contenu pour
n assez grand ‘dans la projection orthogonale de'S® sur p. Puisque
S@S,, on peut indiquer, pour n=1,2,..., une transformatior
topologique T, entre S® et S,, de sorte que || 7,j|~0. La surface
S, étant sous-ensemble de S;, 7, fait correspondre a §; :une sur-
face simple S, sous-ensemble de S®. A cause de ||T |[+0 on

14) Cf. en parhcuher ses, travaux Recherches générales sur la quadra-
ture des surfaces courbes, Mathematzsche und naturwxssenschaﬂhche Berlchte
aiis’ Ungarn 217, 1909, pp. 1—21 et 131—163. " " -
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a SM-+S,; par conséquent, en vertu de la définition du noyau,
le point P, sera contenu, pour n assez grand, dans la projection
orthogonale de S® sur p,. donc a fortiori dans celle de S®,
puisque S est sous-ensemble de S?.

3. Soit N le noyau restreint de la projection orthogonale :
d’'une surface simple S sur le plan p. Nous allons démontrer
I'inégalité -

mN<L[S] (1)
générahsant lmégahlé élémentaire (7). Soit { P,} une suite de
surfaces simples polyédriques tendant vers S et soit 3, la projec-
tion orthogonale de P, sur le plan p. Puisque $, tend vers S,
il résulte de la détinition du noyau restreint que tout point de N
est contenu, pour n assez grand, dans %, En désignant par H,
. le produit des ensembles mesurables B, et N, H, est un sous-
ensemble mesurable de . N et tout point de N est contenu dans
H, pour n assez grand. Il en résulte, en vertu des premiers
théorémes sur la mesure, que mH,~mN. D'autre part, H, étant
sous-ensemble de SB,,, mH, < m$,. L'inégalité élémentaire (7) fournit
m®P, < A[P.]. En combinant les relations précédentes, il vient

mN<lim A[%,).

Cette inégalité étant vérifiée pour toute suite {8, tendant vers S,
on en déduit, en vertu de la définition de I'aire L, la relation (11).
Considérons en second lieu trois plans p,, p;; ps formant un
tritdre rectangulaire, et soient N, N;, N; les noyaux- restreints des
_projections orthogonales de S sur ces plans.” Nous établirons
Pinégalité, généralisation de Iinégalité élémentaire (10),
[(m N2+ (m No)* -+ (m No) " < L [S] - (12)
Soit de nouveau {B,} une suite de surfaces simples polyédriques
tendant vers S et soient P, B,, B,  les_projections orthogonales
de P, sur les plans p,, ps, ps- On obtient d’abord comme préce- ’
demment les inégalités
mN, £1lim m$,,, mN,< hm m%,, mN3< lim m%B" -

Il en résulte
.[(mN,)2+(mN2)2+(mN,)2]‘/'< [(hmm?B,,)‘—i—(hmmSB )H—(hmm‘B D
_ Llim [(m%, )2+(miB )2+ (mR, )2]‘/’

_dong, en tenant compte de l'inégalité élémentaire (10),

[N+ (m N2+ (m NPT < lim A[B.}

10%
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Cette inégalité étant vérifiée pour toute suite { ,} tendant vers S,
on en conclut la relation (12). ‘
4. A laide des inégalités (11) et (12), on obtient des bornes
inférieures pour l'aire L[S] d’une surface simple quelconque, mais
ces bornes inférieures présentent, du point de vue des applications,
un caraclére hypothétique, a cause des noyaux restreints qui y
in erviennent. En effet, il -est évident qu’en introduisant les noyaux
restreints, nous n’avons effectué qu’une transformation des diffi-
cultés signalées au n°2. Pour arriver 2 des bornes inférieures.
pratiquables, une étude approfondie des noyaux restreints serait
nécessaire ; les bornes obtenues seront d’autant plus précises que
Pon connait mieux les noyaux. A défaut de résultats généraux,
nous nous bornerons & indiquer quelques conséquences parti-
culieres des inégalités (11) et (12); les bornes inférieures que
nous obtiendrons présenteront le caractere particulier de ne dépendre
que de la courbe frontiére de la surface simple considérée.
Soit C Ia frontitre de la surface simple S; C est une courbe
continue simple et fermée. Un point P décrivant C, la projection
orthogonale P’ de P sur le plan p décrira une. courbe continue
fermée C’; bien entendu,  le point P’ peut revenir, pendant le
parcours, plusieurs fois 3 la méme position. Soit alors O un point
du plan p, non situd. sur la courbe C’; Pargument du vecteur

OP’ variera d’une fagon continue pendant le parcours.’®) La
varlatlon, pendant un parcours complet, de Pargument du vecteur

OP’ divisée; par 2=, s’'appelle comme on sait lindice du pomt (0]
_ par rapport A la courbe continue C’. Si Pindice du point O par
rapport @ C’ est différent de zéro, nous pouvons affirmer. que le
point O est contenu dans le noyau restreint de la projection de S
sur p.

" Pour le voir, soxt {S,} une suite de surfaces simples tendant
vers S. On aura alors, pour n=1,2,..., une transformation
topologique 7, de S en S,, de sorte que || T,||~0. Soit P,.le point
de S, correspondant par la transformation T, au point P de S.
Le point P décrivant la fronti¢re C de S, P, décrira la frontitre
C, de S,, et la distance PP, sera au plus égale a ||7,||, quantité

15) Concernant celte notion si imporfante de la variation de Pargument
d’un vecteur, le lecteur trouvera tous les renseignements nécessaires dans le -
livre de M. KERERJARTO, | C. 12).
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qui tend vers zéro. En passant aux projections orthogonales, nous
voyons que la distance des points P’ et P, tend uniformément -
_ vers zéro pour n->0. Il en résulte,- puisque le- point O n’est pas
situé sur C’, que pour n assez grand O ne sera pas situé sur C,,

et en second lieu que Pindice de O par rapport 3 C. tend vers
Pindice de O par rapport & C’, c’est-a-dire vers une quantité qui
est différente de zéro par hypothése. Par conséquent, pour n assez
grand P’indice de O par rapport 3 C, sera également différente de
zéro. Il en résulte aisément que O est contenu, pour ces valeurs
assez grandes de 7, dans la projection de S, Pour réduire cette
asserlion & un théoréme familier, il est commode d’introduire dans
le plan p une variable complexe {==E&4-in, ol & n désignent des-
coordonnées cartésiennes. La transformation qui fait corresporidre -
a tout point P, de S, sa projection - P, s’exprimera alors par une
formule f,(P,)={, ol f,(P,) est une fonction complexe uniforme
et continue du point P, sur S, Si {, est Paffixe du point O, il
s’agit évidemment de démontrer que pour n assez grande la-
fonction f,(P,)—{, s’annule quelque part sur S,. Or, la variation
de Pargument de la fonction f,(P,)—¢, sur la fronti¢re C, de S,
est égale, & un facteur 2z pres, a I'indice de O par rapport & C,, donc
différente 'de zéro pour.n assez grand. Il en résulte que f,(P,)—{,
doit s’annuler quelque part sur S,; en effet, s’il en était autrement,
la- variation de PPargument de cefte fonction sur la frontitre de'S,
serait égale & zéro, on vertu du théoréme de monodromie.'®)

Pour n assez grand, le point O est donc contenu dans la
projection- orthogonale de S, sur p. La suite’{ S, } étant quelconque,
cela démontre que le point O est contenu dans le noyau de la
~ projection orthogonale de S sur p. Pour voir que O appartient au.
noyau restreint,” il suffit d’observer que si un pdbint O jouit des
propriétés supposées (savoir que O n’est pas situé sur C’ et que
lindice de O par rapport 3 C’ est différent de zéro), tout point
contenu dans un voisinage suffisamment restreint de O jouit
évidemment de ces mémes propriétés, et appartient par conséquent.
an noyau. Le point O est donc un point intérieur du ‘noyau ; donc,

par définition, O est contenu dans le noyau restreint. ,

"~ 5, On obtient un-cas particulier important en admettant que
la projection C’ de la courbe C soit aussi une courbe simple,
c’est-a-dire que deux points distincls de C ont pour projections

16) Voir 1. c. 1), p. 173.






