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I 

Komplexe euklidische Räume von beliebiger 
endlicher oder transfiniter Dimensionszahl. 

Von HEINRICH L Ö W I G in Prag. 

In dieser Abhandlung soll gezeigt werden, daß viele Sätze, 
welche man bisher nur für den Hilbertschen Raum bewiesen hat, 
auch für beliebige euklidische Räume, d. h. lineare metrische 
Räume, in denen ein inneres Produkt definiert ist, gelten, oder 
— mit andern Worten — daß die Voraussetzung der Separabilität 
des Raumes, die man beim Beweise dieser Sätze bisher zu machen 
pflegte, unwesentlich ist. Im ersten Paragraphen mögen zunächst 
einige Vorbemerkungen über allgemeine komplexe lineare me-
trische Räume vorausgeschickt werden. Im zweiten Pragraphen 
werden sodann Sätze über den komplexen Hilbertschen Raum 
angeführt, welche man auf beliebige komplexe euklidische Räume 
übertragen kann, ohne dabei den Wohlordnungssatz zu benützen. 
In § 3 werden schließlich noch einige Sätze über komplexe eukli-
dische Räume unter Benützung des Wohlordnungssatzes abgeleitet. 

§ 1. Vorbemerkungen über allgemeine komplexe 
lineare metrische Räume. 

Eine Menge 9i von Elementen j, t), 3 , . . . heiße ein komplexer 
linearer Raum, wenn in ihr eine Addition t-j-i) und eine Multi-
plikation űr mit einer komplexen Zahl a definiert sind und wenn 
diese beiden Rechenoperationen den Gesetzen der affinen Vektor-
algebra genügen. (Elemente linearer Räume wollen wir im 
folgenden stets mit kleinen deutschen Buchstaben, komplexe 
Zahlen mit kleinen lateinischen oder griechischen Buchstaben be-
zeichnen.) 
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Ist außerdem jedem Element f von SR eine nicht negative 
reelle Zahl | j | (absoluter Betrag des Elements j) derart zugeordnet, 
daß die Bedingungen 
(1) | E | > 0 für E + 0 
(das Zeichen 0 soll auch das Nullelement von 9t bedeuten) 

(2) l s + 9 | £ | i l + M 
und 

(3) |asl = M . | i l 
(a beliebig komplex) erfüllt sind, dann wollen wir SR einen kom-
plexen linearen metrischen Raum nennen. 

D e f i n i t i o n 1. Die Teilmenge 3)1 des komplexen linearen 
metrischen Raumes 9t heiße isomorph mit der Teilmenge 9t des 
komplexen linearen metrischen Raumes <B, wenn zwischen 5Di und SR 
eine umkehrbar eindeutige Zuordnung von der Beschaffenheit her-
gestellt werden kann, daß in dem Falle, daß die endlich vielen 
Elemente (k = 1, 2 , . . n ) von 2Jt beziehentlich den Elementen 
X)k {k=\,2,..., n) von 9t zugeordnet sind, für beliebige komplexe 
Zahlen ak (k= 1, 2 , . . . , n) die Gleichung " 

H a , i Ji (4) 

besteht. 
n 

(Die Gesamtheit der Elemente von 9t von der Forni £ ak ik 

mit £¿6 2)1 wollen wir in Anlehnung an HAUSDORFF 2 , S. 295 — 
siehe Literaturverzeichnis am Schlüsse — die „lineare Hülle" der 
Menge 2Jt nennen. — Das Wort „isomorph" wird hier in einem 
andern Sinne gebraucht als bei BANACH 1, S. 180. Was hier iso-
morph heißt, nennt BANACH-„äquivalent".) 

D e f i n i t i o n 2. Ist j0 irgendein Element des komplexen linearen 
metrischen Raumes 9t und e eine beliebige positive reelle Zahl, dann 
heiße die Menge der Elemente j von 9t, welche der Ungleichung 

(5) l E - S o | < e 
.genügen, eine starke Umgebung der Stelle r0. 

Daher heißt r0 starke Häufungsstelle einer Teilmenge £Di 
von 9t, wenn jede starke Umgebung von j0 mindestens ein von j0 

verschiedenes Element von 90t enthält. Die Menge 95t heißt stark-
abgeschlossen, wenn sie alle ihre starken Häufungspunkte enthält. 
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Eine Folge j„ ( n = 1,2,3, . . . ) von Elementen von 9t heißt stark 
konvergent gegen das Element £ von 9t, in Zeichen 
(6) lim £„ = £, 

wenn jede starke Umgebung von j von einer gewissen Stelle an-
gefangen alle Glieder der Folge j„ enthält; das bedeutet aber: 
(7) lim |e„—i| — 0. 

n-*-oo 

Offenbar ist eine Teilmenge 95t von Di dann und nur dann stark-
abgeschlossen, wenn aus £„€SJt und limy„ = j stets folgt. 

n->-M 

Die Menge der starken Häufungsstellen der linearen Hülle einer 
Teilmenge 2Jt von 91 heiße — wieder in Anlehnung an HAUS-
DORFF 2, S. 295 — die starkabgeschlossene lineare Hülle von 9Jt. 

D e f i n i t i o n 3. Eine Folge j„ (n = 1, 2, 3 , . . . ) von Elemen-
ten von 9t heiße eine starke Fundamentalfolge, wenn 
(8) 'im lfm—£„| = 0 

M-*- CD / 
«-•oo 

ist. 
D e f i n i t i o n 4. Eine Teilmenge ÜJt von 9t heiße stark-

vollständig, wenn es zu jeder starken Fundamentalfolge r„ 
(n = 1, 2 , 3 , . . . ) von SDl ein Element y von 3K mit 
(6) lim £„ = £ 

«-•00 
gibt 

Aus der Starkvollständigkeit folgt die Starkabgeschlossenheit, 
aber nicht umgekehrt; ferner ist mit einer starkvollständigen Menge 
offenbar auch jede isomorphe Menge starkvollständig, während 
einer nur starkabgeschlossenen Menge diese Eigenschaft nicht zu-
kommen muß. Ist die starkabgeschlossene lineare Hülle $ einer 
Menge 2Jt starkvollständig, dann wollen wir auch die stark-
vollständige lineare Hülle von SU nennen. Andernfalls wollen wir 
sagen, daß die starkvollständige lineare Hülle von 3K in 9t nicht 
existiert. Offenbar gilt der 

Satz 1. Sind zwei Teilmengen komplexer linearer metrischer 
Räume isomorph, dann sind auch ihre starkvollständigen linearen 
Hüllen isomorph, falls sie existieren. 

Denn bei der in Definition 1 erwähnten Zuordnung entspricht 
jeder starken Fundamentalfolge der linearen Hülle von 9Jt eine 
starke Fundamentalfolge der linearen Hülle von 9t und umgekehrt. 

i* 
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Es folgt weiter, daß diese Zuordnung auf genau eine Weise zu 
einer entsprechenden Zuordnung zwischen den starkvollständigen 
linearen Hullen von 3Jt und 9Î erweitert werden kann. 

Ist ein komplexer linearer metrischer Raum selbst starkvoll-
ständig, dann fallen die Begriffe der Starkabgeschlossenheit und 
der Starkvollständigkeit einer Teilmenge zusammen ; daher ist 
auch die starkabgeschlossene lineare Hülle einer Teilmenge von 
selbst starkvollständig. 

Jeden komplexen linearen metrischen Raum SR , welcher nicht 
starkvollständig ist, kann man zu einem starkvollständigen kom-
plexen linearen metrischen Raum erweitern ; d. h. man kann einen 
starkvollständigen komplexen linearen metrischen Raum S R * ange-
ben, welcher eine mit SR isomorphe lineare Mannigfaltigkeit ent-
hält. Man betrachte als die Elemente von S R * die Gesamtheiten 
äquivalenter starker Fundamentalfolgen von S R . (Zwei starke Fun-
damentalfolgen rj,0 und (n = 1, 2 , 3 , . . . ) sollen äquivalent heißen, 
wenn lim I r i , 1 ' — = 0 ist.) Enthalten zwei Elemente r* und y* 

n-+-oo 
von S R * die starken Fundamentalfolgen £ „ ( / ? = 1 , 2 , 3 , . . . ) und 

(n= 1 , 2 , 3 , . . . ) von S R , dann seien £* + «)* und ax* die Ge-
samtheiten derjenigen starken Fundamentalfolgen von SR , welche 
mit r„ +1)„ (n = 1, 2 , 3 , . . . ) bzw. mit ay„ (n — 1, 2, 3 , . . . ) äquiva- x 

lent sind, und es sei 
(9) | ï * | = l i m | ï n | . 

«->00 

Man kann sich leicht überlegen, daß diese Definitionen alle ein-
gangs gemachten Voraussetzungen über komplexe lineare metrische 
Räume erfüllen und daß der so definierte komplexe lineare metri-
sche Raum wirklich starkvollständig ist. Diejenigen Elemente von 
S R * , welche aus starken Fundamentalfolgen von SR bestehen, welche 
in SR auch stark konvergieren, bilden eine lineare Mannigfaltigkeit, 
welche mit SR isomorph ist, und SR* ist die starkvollständige lineare 
Hülle dieser linearen Mannigfaltigkeit. Ersetzt man jedes der ge-
nannten Elemente £* von S R * durch das Element von SR, gegen 
welches die starken Fundamentalfolgen von S R , deren Gesamtheit 
j * ist, konvergieren, dann wird SR selbst eine lineare Mannig-
faltigkeit von S R * und daher S R * eine Erweiterung von S R ; wir 
wollen diese Erweiterung die kleinste starkvollständige Erweiterung 
von SR nennen. 

Ist jedem Element 5 eines komplexen linearen Raumes Sft 
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ein Element A i eines komplexen linearen Raumes © zugeordnet 
und gelten dabei für beliebige j und 9 die Gleichungen 

(10) A(i + T>)=Aic + Ax) 

und 

0 0 A(ai) = a(Ai), 
dann heiße diese Zuordnung A eine lineare Abbildung von 31 in <B; 
wenn dabei Ag wirklich ganz <5 durchläuft, eine lineare Abbildung 
von 91 auf <5. Sind 3t und <5 komplexe lineare metrische Räume 
und ist die Menge der Zahlen |J4j | mit beschränkt, dann 
heiße die lineare Abbildung A beschränkt und die obere Grenze 
von | i4j | für werde mit |-4| (absoluter Betrag der linearen 
Abbildung A) bezeichnet. Durch diese Festsetzung wird die Menge 
der beschränkten linearen Abbildungen von 9t in © selbst zu einem 
komplexen linearen metrischen Räume. Ist 9t = S , dann heiße A 
auch ein linearer Operator in 3t. Ist <3 der komplexe lineare 
metrische Raum der komplexen Zahlen, dann heiße A ein lineares 
Funktional in 9t. 

D e f i n i t i o n 5. Es seien Lk (k= 1, 2 , . . . , n) endlich viele 
beschränkte lineare Funktionale in 3t und s eine beliebige positive 
reelle Zahl. Ferner sei r0 ein beliebiges Element von 3t. Dann heiße 
die Gesamtheit der Stellen x. von 9t, welche den Ungleichungen 

(12) | ^ ( s - 5 o ) | < « (H — 1» 2, r . n ) 

genügen, eine schwache Umgebung der Stelle j0-
(Diese Definition ist eine Verallgemeinerung der von J. v. 

NEUMANN 6 , S. 379 gegebenen Definition. Man kann sich leicht 
überzeugen, daß dieser Umgebungsbegriff im allgemeinen Falle 
ebenso wie in dem von J. v. NEUMANN behandelten Spezialfälle 
den vier Hausdorffschen Umgebungsaxiomen genügt.) 

Daher heißt j0 schwache Häufungsstelle einer Menge ü)t, wenn 
jede schwache Umgebung von £0 mindestens ein von £0 verschie-
denes Element von 30t enthält. Eine Menge 93t heißt schwachabge-
schlossen, wenn sie alle ihre schwachen Häufungsstelle.n enthält. 
Eine Folge r„ (n= I, 2, 3 , . . . ) heißt schwach konvergent gegen das 
Element j , in Zeichen 

(13) LimjB = E, 
«-•00 

wenn jede schwache Umgebung von 5 von einer gewissen Stelle 
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angefangen alle Glieder der Folge r„ enthält. Wie man sich leicht 
überlegt, gilt der 

S a t z 2. Für das Bestehen der Gleichung 
(13) Lim r„ = r 

n-»-ao 

ist notwendig und hinreichend, daß für jedes beschränkte lineare 
Funktional L in SR die Gleichung 
(14) lim Lin = Lx 

n-> CO 

gelte. 
Wie J . v. NEUMANN 6 , S . 3 8 0 , 3 8 1 zeigt, muß ein schwaches 

Häufungselement einer Menge nicht schwaches Grenzelement einer 
Teilfolge der Menge sein. 

Wir müssen nun einen Satz aus der Theorie der linearen 
metrischen Räume (S. z. B . HAUSDORFF 2 , S. 3 0 6 ) benützen, der 
folgendermaßen lautet: 

S a t z 3 . Es sei 9 3 t eine beliebige Teilmenge eines komplexen 
linearen metrischen Raumes SR und j 0 ein Element von S R , welches 
nicht der starkabgeschlossenen linearen Hülle von SDZ angehört. Dann 
gibt es stets mindestens ein beschränktes lineares Funktional L 
in SR von der Beschaffenheit, daß für £ € 9 J i L j = 0 ist, während 
Lr0=t=° isi-

Dieser Satz wird in den meisten Abhandlungen nur für reelle 
lineare metrische Räume ausgesprochen und bewiesen. Aus der 
Giltigkeit des Satzes für reelle lineare metrische Räume folgt aber 
leicht auch seine Giltigkeit für komplexe lineare metrische Räume. 
Man kann ja jeden komplexen linearen metrischen Raum auch als 
einen reellen linearen metrischen Raum betrachten; daher gibt es 
unter den Voraussetzungen des Satzes 3 ein reelles beschränktes 
lineares Funktional R (die Gleichung R(av) = a (R]c) gilt jetzt nur 
für reelles a) von der Beschaffenheit, daß 7?j = 0 ist, wenn £ in 
der komplexen linearen Hülle von enthalten ist, während 
/?r0 + 0 ist. Nun setze man 

Dann ist L ein lineares Funktional von der in Satz 3 geforderten 
Beschaffenheit. 

Aus Satz 3 folgt sofort der 
S a t z 4. Jede schwache Häufungsstelle einer Menge SDt gehört 

der starkabgeschlossenen linearen Hülle von ÜR an. 
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Gehört nämlich r0 nicht der starkabgeschlossenen linearen 
Hülle von 2)1 an, dann sei L ein beschränktes lineares Funktional 
in Di mit L j = 0 für jeSÖi und Z.& + 0. Dann ist für 

| Z , ( f - E o ) | = | ^ o | + 0 ; 
die Ungleichung 

| £ f e - S o ) l < e 

kann daher nicht für jede positive reelle Zahl e durch ein 
erfüllt werden. 

Ein Spezialfall des Satzes 4 ist der 
S a t z 5. Ist 

(13) Limj„ = r, 
«->-00 

dann gehört r der starkabgeschlossenen linearen Hülle der Menge 
der Elemente r„ (n = 1, 2 , 3 , . . . ) an. 

Dieser spezielle Satz wird auch von BANACH 1, S. 134 aus-
gesprochen. Sein Beweis folgt hier einfach aus der Bemerkung, 
daß beim Bestehen der Gleichung (13) j schwache Häufungsstelle 
der Menge der Elemente ist, welche in der Folge j„ (n = 1, 2, 3,...) 
vorkommen, wenn diese Menge nicht nur endlich viele von j ver-
schiedene Elemente enthält. 

Aus Satz 4 folgt ferner der 
S a t z 6. Jede starkabgeschlossene lineare Mannigfaltigkeit ist 

auch schwachabgeschlossen. 
Wir wollen daher von nun an eine starkabgeschlossene lineare 

Mannigfaltigkeit schlechthin als abgeschlossen bezeichnen. Ebenso 
dürfen wir statt „starkabgeschlossene lineare Hülle" kurz „abge-
schlossene lineare Hülle" sagen. Satz 6 stellt eine Verallgemeinerung 
eines Satzes dar, den E. SCHMIDT 10 für den Hilbertschen Raum 
bewiesen hat. (Vergleiche auch J. v. NEUMANN 6 , S. 396.) 

D e f i n i t i o n 6. Eine Teilmenge von 91 heiße schwach-
vollständig, wenn sie in der kleinsten starkvollständigen Erwei-
terung von Di schwachabgeschlossen ist. 

( A n m e r k u n g . Die Worte „schwachabgeschlossen" und 
„schwachvollständig" werden sonst vielfach in der Literatur in 
einem anderen Sinne gebraucht. Wir kommen weiter unten noch-
mals darauf zurück.) 

Jede schwachvollständige Menge ist schwachabgeschlossen, 
während das Umgekehrte nicht gelten muß. Mit einer schwach-


