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l BELA DE KEREKJARTO+ i

Le 27 mai 1946 est mort, & I’4ge de 48 ans, BELA DE KEREKJARTO,
professeur & 'Université de Szeged, puis & celle de Budapest. Par sa
mort inattendue, le monde scientifique hongrois a subi une perte trés
sensible; on n’a pas seulement perdu un excellent savant, mais aussi
un maitre aux larges horizons et un organisateur infatigable. De I'année
1933 jusqu’ & sa mort, il prit une part active a la rédaction de nos Acfa.

Apres avoir passé sa These a ’'Université de Budapest, KEREKJARTO
partit comme boursier pour I’étranger. Sur Pinvitation de I'Université
de Gottingen, pendant le semestre d’été de 1922, il fit un cours sur la
topologie, et pendant le semestre su'ivant, un cours intitulé ,,Mathe-
matische Betrachtungen zur Kosmologie”. C'est son premier cours qu’il
a élaboré dans son livre Vorlesungen iiber Topologie, requ dans la
série ,,Grundiehren der Mathematischen Wissenschaften” ; cet ouvrage,
le premier de son espéce, a inspiré beaucoup de recherches ultérieures
dans cette jeune branche de la Géométrie. L’année suivante (1923) il a
fait des cours a I'Université de Barcelone, intitulés ,,Geometria y teoria
de funciones”. Les années 1923/24 et 1924/25 passées a Princeton
(Etats—Unis) comme ,lecturer” lui ont donné [occasion de prononcer
des cours sur la topologie et sur les groupes continus. A I'invitation
de la Sorbonne, il revient des Ftats-Unis a Paris. Par ses ,Lecons sur
la topologie et ses applications”, il s’acquiert le respect des géométres
francais les plus distingués. Ses rapports avec ses collégues étrangers
n’ont fait que s’approfondir au cours de sa vie.

Revenu en Hongrie en 1926, il est nommé professeur de ‘Géométrie
d’abord a I'Université de Szeged, puis (en 1938) a celle de Budapest.
Mais ses relations avec le monde mathématique ne cessent pas, il est
invité souvent par des Universités et des Académies. Dans ses con-
férences aux congrés internationaux, il s’occoupe toujours des problémes
les plus actuels de la topologie.
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Ses résultats scientifiques les plus importants se rapportent i la
topologie ,,classique” de transformations, inaugurée par POINCARE et
BROUWER, et & la théorie des groupes continus.

Apres que le probléme de I’homéomorphie des surfaces eut été
résolu (et cela pour les surfaces ouverfes justement - par KEREKJARTO),
la possibilité s’ouvrit d’étudier d’une maniére : plus approfondie la
structure des transformations de ces surfacés. Lorsidu début des
recherches de KEREKJARTO, on possédait deux résultats classiques dans
ce domaine, le ,,dernier théoréme géométrique de POINCARE”, démontré
d’abord par G. D. BIRKHOFF, et ie théoréme de translation de BROUWER.
KEREKJARTO indiquait déja dans son livre la relation trés étroite de ces
deux théorémes; plus tard, dans un article de nos Acfa en 1928, il a
réussi méme démontrer ces deux théorémes par une construction com-
mune.” Cette démonstration simultanée des deux théorémes relie des
chapitres éloignés des Mathématiques; en effet, tandis que le premier
théoréme a joué un rdle important dans les recherches de POINCARE
sur la dynamique, le second théoréme a été appliqué par BROUWER
dans la théorie géométrique des groupes continus. Aussi dans son
oeuvre ultérieure il s’occupe avec préférence de ceux des problémes
de topologie . qui sont en liaison serrée avec des applications, ou qui
s’imposent par Iapprofondissement de problemes de la géométrie
classique, de la théorie des fonctions, etc.

La fameuse conférence de HILBERT au Congrés de Paris a été
de grande importance pour le développement de la topologie; elie a
contribué d’une maniere essentielle notamment au vif développement
de la théorie des groupes continus. Les résultats les plus beaux de
cette théorie, dans le cas de la dimension 2, sont diis & KEREKJARTO.
Qu’il suffise de rappeler la caractérisation topologique des représen-
tations homographiques de la sphére et di groupe des affinités du
plan, les fondements de la géoméfrie projective complexe ou encore
ses théorémes sur les groupes transitifs de la droite. Clest dans
cet ordre d’idées que rentrent aussi ses résultats sur les fondements
topologiques des géométries euclidienne et hyperbolique dans trois
dimensions.

Aussi a-t-il étudié de plus prés les transformatlons reguliéres
des surfaces, probleéme intimement lié 4 ceux que nous venons de
mentionner, et qui admet aussi des applications ‘intéressantes a la
dynamique.

Sa haute compétence en cette nouvelle branche de la géométne
la topologie, a été reconnue entre autres par le fait quon a lui
confié la rédaction” du -chapitre sur la Topologie dans lEncyclopedte
Frangaise.



Vil

KEREKJARTO choisissait toujours avec discernement Pobjet de ses
cours universitaires; il a initié ses éleves & de nombreux chapitres
importants de la géométrie.

C’est un sens délicat de systématisation qui se manifeste aussi
dans son dernier travail, livre de plus de 600 pages, en hongrois,
traitant la géométrie projective a partir de ses éléments jusqu’aux
problémes les plus modernes, et qui, malgré la richesse de la matiére
contenue et la solidit¢é de son exposé, est toujours’ d’une lecture
agréable. :

Ce livre était d’ailleurs le second dans une série projetée de cing
volumes. Dans le premier, paru en 1937, il avait donné une fondation -
axiomatique sans lacune de la géométrie euclidienne métrique. Les
volumes suivants auraient di traiter chacun d’un autre chapitre de la
géométrie. Clest une perte trés sensible pour les mathématiques que
ces volumes n’aient pu étre achevés.

La mort a ravi BELA DE KEREKJARTO 'au moment oir il était
encore dans la plénitude de sa force créatrice, Nous ne connaissons
pas tous les plans qu’il avait formés, mais assurément sa mort a privé
le monde mathématique d’ouvrages actuellement irremplagables.

La rédaction.
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"ERRATA

p- 130, lignes 22—24: la phrase ‘“Les triangles... du second.” est
a lire aprés lalinéa suivant. Il faut lire “du” au lieu de “des”
(ligne 23) et “au” au lieu de “an” (ligne 24).

p. 167, ligne 6: lire “denote” au lieu de “‘deno”.

p. 191. Il faut intercaler aprés le titre du livre analysé, sa traduction :

[Gyula Szokefalvi Nagy, The theory of geometrical constructions,
‘(Universitas Francisco-Josephina, Acta Scientiarum Mathematicarum et
Naturalium, fasc. 18), VIII-}-87 pages, Kolozsvar, 1943.]

p- 192, ligne 3: lire “compte” au lieu de ‘“‘complete’” ef a intercaler
aux lignes 10—11: “neutron est une particule hypothétique
introduite”.



Uber das Haarsche Lemma in der Variationsrechnung
und seine Anwendungen.

Von A. SOLYI in Budapest.

Einleitung.

Die Untersuchung der ersten Variation in der Theorie der mehr-
dimensionalen Variationsprobleme fiihrt zu folgender Frage. Wie: sollen
* die Funktionen g, v, v,, ..., v, beschaffen sein und was fiir Zusam-
menhédnge sollen zwischen ihnen gelten, damit die folgende Bedingung
erfiillt sei: Es soll in einem n-dimensionalen Gebiet B

o 8 .
K(C}-f(gC—{—vl ax, +v2 0x " ax,,)dv__o_

[@dV=dx,dx,...dx,)

gelten fiir alle einmal stetig differenzierbaren {, die am Rande vor B
verschwinden. Es ergibt sich ndmlich mit den iiblichen Methoden fiir
das Variationsproblem

0y

2) I= jf(xl, Xay e o vy Xny Z, D1y Pay « + o5 Pn) dV==Extremum
B

a2
(p“:—a?;‘, a=1,2,..., n)

(wo die Werte von z am Rande von B gegeben sind), als erste ‘not-
wendige Bedingung des Extremums, daf die Relation

s [[.8f -, 8f 8L , af @&t of ¢ .
3) 1(€)~Bf( R Tl L ol PR naxn)dv_o

fiir alle, am Rande verschwindenden { gelte. Man pflegt das obige
Integral die erste Variation des Integrals / (oder auch diejenige des
Problems (2)) nennen.” Die Bedingung (3) kann also auch so ausge-
driickt werden, daB die erste Variation des Problems fiir alle, am Rande
verschwindenden { verschwinden soil. Ist diese Bedingung erfiillt, so
heift z eine Extremale des Problems. '




2 A. Sélyi

Bemerkung. Es geniigt uns auf den Fall zu beschranken, wo
es um ein Minimum handelt. (Der Fall eines Maximums kann auf diesen
durch eine Multiplikation mit — 1 zuriickgefiihrt werden.)

In der &lteren Behandlung wurden die Bedingungen (1) und (3)
mit Hilfe des Greenschen Satzes (im Falle n=1 mit einer partiellen
Integration) so umgeformt, daf die Ableitungen von § darin nicht mehr
vorkommen. Dann wurde von folgendem einfachen Satz Gebrauch
gemacht: Wenn eine Funktion auf jeder, am Rande verschwindenden
Funktion § orthogonal ist, dann ist sie identisch gleich 0. So ergibt
sich die Euler—Lagrangesche Differentialgleichung:

d of __of
(a) an apa— 62 '

Bei der Anwendung des Greenschen Satzes mufl man voraussetzen, daf

alle vg (bzw. ;Df) nach samtlichen xg einmal stetig differenzierbar sind.

o

Diese Voraussetzung kann — auBer den fiir die Funktion f beziiglichen
entsprechenden Annahmen — am einfachsten dadurch gesichert werden,
daB man die Extremale z zweimal stetig differenzierbar agnimmt. Diese
Annahme ist aber unnotig stark, da nur die ersten Ableitungen im
Problem vorkommen. Sie erschwert auBerdem die Existenzbeweise fiir
die Losungen der Variationsprobleme und der damit verkniipften par-
tiellen Differentialgleichungen und die Untersuchung ihrer analytischen
Natur.

Die Annahme der Existenz der zweiten Ableitung hat pU Bois-
REYMOND in dem einfachsten, eindimensionalen Falle dadurch eliminiert,
daB er anstatt des [’ enthaltenden Gliedes das £ enthaltende Glied
partiell integrierte und die weitere Betrachtung auf das folgende Lemma
aufbaute: '

Es sei u(x) in dem abgeschlossenen Intervall (a, b) stetig. Gilt die

Relation
b

j ut’dx=0
fiir jede, in a und b verschwindende und im Intervall stetig differenzier-
bare Funktion {(x), dann ist u eine Konstante. Dieses Lemma fiihrt in
dem eindimensionalen Falle ebenfalls zu der Euler—Lagrangeschen
Differentialgleichung, aber in der verschédrften Form, daf die Existenz

der in der Differentialgleichung vorkommenden Ableitung %(%)

2
nicht vorausgesetzt, sondern bewiesen wird. Wenn aufierdem gp{ +0




Das Haarsche Lemma in der Variationsrechnung. 3

-vorausgesetzt wird, dann ist z zweimal (sogar beliebig vielmal) diffe-
renzierbar. In den mehrdimensionalen Fillen kann man jedoch ein
dhnliches Resultat nicht erwarten. HADAMARD') hat ndmiich an einem
einfachen Beispiel gezeigt, dafi die zweiten Ableitungen der Extremale
nicht notwendig existieren.

ALFRED HAAR ist es dennoch gelungen, die du Bois-Reymond-
'sche Methode auf mehrdimensionale Probleme zu iibertragen. Er baute
seine Untersuchungen auf eine Verallgemeinerung des du Bois-Reymond-
-schen -Lemmas auf, die im zweidimensionalen Falle folgendermafen
lautet :2)

" Es sei B ein Gebiet in der Ebene, g, u, v seien in diesem Gebiet
.stetige Funktionen. Wenn die Relation

o ot .
B

fiir jede, am Rande von B verschwindende, in B einmal stetig differen-
.zierbare Funktion C erfiillt ist, dann gibt es drei Funktionen G, U, V so,

daf3 .
(4) g=~0G,, u=U,, v=V,, G+ U+ V=0

Die Relation (4) kann auch in folgender Form ausgedriickt werden?®):
Es gilt fiir jedes, im Inneren von B liegendes Gebiet 7, das durch eine
stiickweise stetig differenzierbare Kurve S berandet ist, die Relation

[ gdxdy = [ (udy—vd).
.T S

‘Wir geben in §1 dieser Arbeit fiir das Haarsche Lemma' in dieser
Integralform einen neuen Beweis. Der Vorteil dieses Beweises ist, daB

1) J. Hapamarp, Sur les variations des integrales doubles, Comples Rendus
Paris, 144 (1907), S. 1092—1093.

2) A. Haar, A kett6s integralok variaciojarol, Math. és Természettudomdnyi
Ertesits, 35 (1917), S. 1—19; A. Haar, Uber das Plateausche Problem, Math. Annalen,
97 (1927), S. 124—158. Haar hat in der zweiten angefiihrten Abhandlung das Lemma
auch fiir den Fall ausgesprochen, wo g, &, v beschrinkte und meBbare Funktion sind.

3) Die so gewonnene Integralform des Haarschen Lemmas kommt fiir den
2-, bzw. 3-dimensionalen Fall in Haars zuletzt angefiihrten Abhandlung und in
folgender Arbeit vor: A. Szics, Sur la variation des intégrales triples et le théoréme
.de Stookes, diese Acta, 3 (1927), S.81—95. Hier kommt nur der spezielle Fall g=0
vor; der allgemeine Fall kann auf diesen durch Anwendung des Greenschen Satzes
leicht zuriickgefiihrt werden, Siehe noch M. Corar, On the Necessary Conditions
for the Minimum of a Double Integral, Duke Math. Journal, 3 (1937), S. 585—592,
Die Integralform kommt iibrigens im 2- und 3-dimensionalen Falle als ein Zwischen-
resultat zur Ableitung des Differentialgleichungssystems z. B. in Haars bzw. Szijcs’s
angefiihrten Abhandlungen vor. Es ist also in ihrer Ableitung implizite der Satz
-enthalten, daB aus der Integralform die Differentialgleichungssystem-Form folgt.



4 A. Sélyi

er gleichzeitig in beliebig vielen Dimensionen ausgefiihrt werden kann..
Dagegen ist die Methode, womit HaAR sein Lemma fiir den mehr-
dimensionalen Fall bewiesen hat%), rekursiver Natur: sie fiihrt den n-di-
mensionalen Fall auf den n— 1-dimensionalen zurtick. (Z. B. den 2-di-
mensionalen auf das Du Bois-Reymondsche Lemma, wihrend die an-
zuwendende Methode auch fiir dieses einen neuen Beweis liefert.) Wir
geben auch einen einfacheren Beweis fiir die — von HAAR und SCHAUDER
bewiesene®) — Umkehrung des Haarschen Lemmas.

HAAR hat sein Lemma auf solche Probleme angewendet, wo die
Begrenzung des Integrationsgebietes B fest ist (also der Typ (2) vorliegt).
So konnte er die Bedingung fiir das Verschwinden der ersten Variation
anstatt der Euler—Lagrangeschen Gleichung durch ein solches Glei-
chungssystem ausdriicken, in welchem nur die ersten Ableitungen der
Extremale vorkommen. Wir werden dieses System das Haarsche Diffe-
rentialgleichungssystem des Problems (2) nennen. Das Haarsche Glei-
chungssystem in dem 2-dimensionalen Fall lautet, wie folgt:

of *G of _ oU Of
9z dxay'ox oy’ ady 0x

Die Probleme mit einer variierender Begrenzung hat GERGELY®):
mit Hilfe des Haarschen Lemmas behandelt. Wir werden das Gergely-
sche Ergebnis fiir den sogenannten zylindrischen Fall wesentlich ein-
facher ableiten.

In § 2 wenden wir das Haarsche Lemma in der Jacobischen.
Theorie der zweiten Variation an. ]

Die klassischen Methoden ergeben, daf fiir das Vorhandensein.
eines Minimums in dem Variationsproblem (2) aufier dem Verschwinden
der ersten Variation auch die folgende Bedingung erfiillt werden soll::

7" d f 2 0C

6) I'O= f( e

| *f ot ot ) dV=0

a, =1 81)“ (7p5 0x, OXg

fiir alle zuldssigen (das heiBt: am Rande von B verschwindenden und:
in B einmal stetig differenzierbaren) §. Das Integral an der linken Seite
werden wir die zweite Variation des Integrals / (oder auch diejenige des
Problems (2)) rennen. Die Bedingung (5) sagt also folgendes aus: die

; G+HUAV=0.

4) A. Haar, Zur Variationsrechnung, Abhandlungen Math. Seminar Hamburg,.
-8 (1931), S. 1-=21.

5) J. Scuauper, Uber die Umkehrung eines Satzes aus der Variationsrechnung,
diese Acta, 4 (1928 -29), S. 38—50.

¢) F. GergeLy, Uber die Variation von Doppelintegralen mit einer variierender-
Begrenzung, diese Acta, 2 (1924—26), S. 139—146.




Das Haarsche Lemma in der Variationsrechnung. 5

zweite Variation soll fiir alle zuldssigen { nicht negativ werden. Dazu

ist aber notwendig, wie bekannt ist, dafl die quadratische Form

kud 62f
Q(31s Yar -+ 5 V) “JﬁZ:’l TR
keine negativen Werte annimmt, also positiv definit, oder semi-
definit ist. (Legendresche Bedingung.) Wir nennen Q die charakteris-
tische Form des Problems. In dem ersten Falle, also, wenn die charak-
teristische Form positiv definit ftir alle, in B liegenden Wertsysteme
(X, Xy, ..., X,) ist, sagen wir, dafi die schirfere Legendresche Bedingung
erfillt ist und nennen das Problem (2) beziiglich der Extremalen 2z
elliptisch. Wir werden uns im folgenden nur auf elliptische Probleme
beschrinken.

Die klassische Variationstheorie ordnet nun zu jeder zweimal diffe-
renzierbaren Extremalen z zwecks weiterer Untersuchung der zweiten
Variation folgende, sogenannte akzessorische (Jacobische) Differential-
gleichung zu: :

*f &Hod | *f  bu 9°f

022 +¢,Zl 0zap,,, ax“ ‘agldxa(apa(?pﬁ 'a'x§+ 020D )
wo u die unbekannte Funktion ist. Den zwischen dieser partiellen
Differentialgleichung und dem Vorzeichen der zweiten Variation be-
stehenden Zusammenhang driicken folgende Sitze aus: 1. Wenn die
akzessorische Differentialgleichung eine solche Lisung hat, welche weder
im Inneren, noch auf dem Rande von B verschwindet, so ist die zweife
Variation fiir alle zuldssigen ¢ positiv. 2. Wenn die akzessorische Diffe-
rentiglgleichung eine solche nicht triviale Losung hat, welche an einer,
.im Inneren von B liegenden, glatten, geschlossenen Fldche S verschwindel,
dann gibt es ein solches zuldssiges C, fiir welches die zweite Variation
negativ wird. Es ist ferner bekannt, daff, wenn z=2z(X;Xy,..., X,, )
fiir alle Werte des Parameters t Extremale des Problems (2) ist, damz

Ya)s

ist u—% eine Losung der akzessorischen Differentialgleichung.

In der akzessorischen Differentialgleichung kommen auch die zweiten
Ableitungen der Extremalen vor. HAAR hat aber die obigen Sitze auch
auf den Fall iibertragen, wo nur einmalige stetige Differenzierbarkeit
der Extremalen angenommen wird. (Siehe %)) Zu diesem Zwecke hat er
die akzessorische Differentialgleichung durch ein Differentialgleichungs-
system ersetzt, in welchem nur die ersten Ableitungen von 2z vorkommen.
Formal entsteht dieses System aus dem Haarschen Differentialgleichungs-
system durch dasselbe Verfahren (Polarisieren), wie die akzessorische
Gleichung aus der Euler—Lagrangeschen. Wir leiten die Haarschen
Ergebnisse im § 2 dadurch einfacher ab, daf wir anstatt des akzesso-
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rischen Differentialgleichungssystems das sogenannte akzessorische
Problem zu Grunde legen?) und die (verallgemeinerten) Haarschen
Relationen dieses Problems anwenden.

Wir filhren zur Vereinfachung der Schreibweise vektorielle Be-
zeichnungen ein; wir schreiben z. B. die Gleichung (1) folgendermafien :

J (gt +v grad 5) dV=0,

wobei v den Vektor (v, vy, .. ., v,), grad  den Vektor ( 06 9% i;_)

ax,’ ax,’ " ox,
bedeutet. Wir machen aufierdem von folgender, im Tensorkalkiil tibli-
cher Schreibweise Gebrauch: Wenn ein, durch eine griechische Buch-
stabe bezeichneter Index in einem Gliede zweimal vorkommt, dann soll
fiir die Werte 1, 2, ..., n von diesem Index summiert werden. Man schreibt
z. B. die charakteristische Form kiirzer so:

—_ O : —
QWY =755 7=Ves V=00 00

Diese Bezeichnungen ermoglichen uns die ganze Betrachtung in n
Dimensionen vollzufiihren, ohne, daff unsere Formeln und Rechnungen
komplizierter werden, als diejenigen im 2-dimensionalen Fali.

§ 1. Das Haarsche Lemma und seine Korollare.

1. Das Haarsche Lemma. Satz. Es sei B ein n-dimensionales
Gebiet. g(xy,...,x,) und v(x,...,x,) sei eine in B stetige skalare,
bzw. n-dimensionale Vektorfunktion. Wenn

Y K© = Cg+vgrad ) dv=0

ist fiir alle, am Rande des Gebietes B verschwindenden, stetig differenzier-
baren C, dann gilt

8) Jgav=]v.as

fiir jedes, im Inneren von B liegende Gebiet T, welches von einer glatten
(also mit einer stetigen Normalen versehenen) doppelpunktlosen n— 1-di-
mensionalen Fliche S begrenzt wird®). (Hier bedeutet v, die duflere normale

7) Dieses akzessorische Variationsproblem kommt auch in folgender Arbeit
vor: W. T. Rewp, The Jacobi Condition for the Double Integral problem of the
Calculus of Variations, Duke Math. Journal, 5 (1939), S. 856—370. Reip {ibertrigt
einige Sitze der Jacobischen Theorie auf den Fall, daB die zweimalige Differenzier-
barkeit der Extremalen nicht angenommen wird; seine Untersuchungen sind aber
komplizierter als die unseren.

8) Wenn der Rand von B eine glatte Fliche ist, dann kann 7 mit B zusam-
menfallen. Dieselbe Bemerkung gilt auch fiir die spiteren Verallgemeinerung des
Haarschen Lemmas.
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Komponentevon v.) Das Lemma gilt auch im Falle, daf3 g und v nur beschrdnkt
und mefbar angenommen werden. Dann wird aber der obige Zusam-
menhang nicht fiir alle, sondern nur fiir — in einem gewissen Sinne —
fast alle S gelten. Wir verstehen darunter folgendes: wenn eine Schar
S glatter, geschlossener Flichen gegeben ist, welche in ihrer Gesamtheit
den Raum einmal schlicht ausfiillen (z. B. eine konzentrische Kugelschar),
dann gilt die Gleichung (8) fiir fast alle S, und die von ihnen begrenz-
ten T;. .

Um den Satz kiirzer aussprechen zu kdnnen, fiihren wir folgende
Ausdrucksweise ein: Wenu (7) fiir alle, am Rande von B verschwinden-
den, stetig differenzierbaren { erfiilit wird, dann sagen wir, daf die
erste Variation des Paares (g, v) gleich O ist und nennen das Paar (g, v)
ein Variationspaar®). Wenn (8) fiir fast alle, im Inneren von B
liegenden glatten geschlossenen Flichen § und fiir die von denselben
begrenzten Bereiche 7T erfiillt ist, dann sagen wir, daf} fiir das Paar
(g, v) die Haarschen Relationen in B erfiillt sind, bzw. daff (g, v) in B
ein Haarsches Paar ist. Wenn kein Mifverstindnis zu befiirchten ist,
dann lassen wir die Benennung des Bereiches weg. Mit dieser Definition
konnen wir das Haarsche Lemma folgendermafien abfassen :

Jedes beschrinkte und mefibare Variationspaar ist .ein Haarsches Paar.

Beweis. Wir beweisen das Lemma vorerst fiir den einfachsten -
Fall, daB v stetig differenzierbar ist.

Es folgt aus dem Verschwinden der ersten Variation fiir jede am
Rande des Gebietes 7" verschwindende ¢ die Gleichheit:

| €g+vgradtyav=o.

T

Es foigt daraus infolge des Gaufischen Divergenzsatzes, daf

[tcivo—g)dv=]tv,ds=0.
T N

Da { - von den oben erwdhnten Beschrinkungen abgesehen — will- |
kiirlich ist, folgt aus dem klassischen Satze der Variationsrechnung, da

g=divu.
Man bekommt daraus mit Hilfe des Gaufischen Satzes das Haarsche

9) Z. B., wenn z eine Extremale des Problems (2) ist, dann ist (%, 6) ein
Variationspaar, wo der Vektor
of  of TAY

durch & bezeichnet wurde.
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fng:fvudS.'
T S

Wenn v nur stetig angenommen wird, dann fiihren wir zuerst ein
stetig differenzierbares Hilfspaar (G, 8) durch folgende Definition ein:

Lemma:

10y

G(x, u) _—_Oj . .ijg(x +u)du

"y Uy

B(x, u):J e [ v(x+u)du.
0 0

Wir haben in der Formel der Kiirze halber G(x, u), g(x+u), du
statt G(x,,...,x,, uy,...,u), g +uy, ..., x,+u,) bzw. du,du,. . .du,
geschrieben. Damit diese Definition immer einen Sinn hat, nehmen
wir an, daB g und v auch aufierhalb von B stetig sind. Dies ist keine
Beschrankung. Wenn es ndmlich anders wire, dann konnten wir (g, v)
stetig fortsetzen.

Wir behaupten, daB wenn a&i4-ui4-...+u2=<d, wobei d eine
willkiirliche positive Zahl bedeutet, dann verschwindet die erste Variation
des Paares (G, ) in jedem soichen B,, welches im Inneren von B von
dessen Begrenzung mindestens d weit entfernt liegt. Der Beweis dieser
Behauptung ist folgendes. Es ist leicht zu sehen, daf es aus’dem Ver-
schwinden der ersten Variation von (g(x), v(x)) folgt, daB auch die
erste Variation von (g(x-u), v(x+u)) verschwindet, d. h.

e+ 0 Ex) +o (e +u) grad ] dV=0 .

fiir jedes, in B, zuldssige {19)., Wir integrieren diese Gleichung nach-
einander nachu,, u,, ..., u,. Dann bekommen wir, da auch die erste
Variation von (G(x, u), B(x, u)) in B, verschwindet. Es ist aber hier
B(x, u) fiir jedes x stetig differenzierbar. Dies kann so eingesehen
werden, daff man B durch Einfithrung neuer Integrationsverdanderlichen
auf die Form

241 Zptun
B(x, u) = f ce f v(y)dy
bringt. Wir haben aber fiir den Fall stetig differenzierbarer ¥ die Giil-
tigkeit des Haarschen Lemmas bewiesen. Es gilt infolgedessen

[ 6o, wyav={8.(x, was

1) Die in By zuldssigen ¢ sind in B nicht unbedingt zulissig. Man sollte
dazu voraussetzen, dal} die Differenzenquotienten von ¢ am Rande von B, ver-
schwinden sollen. Von dieser Beschrinkung kann man sich aber mit Hilfe der Methode
der ,Abrundung der Ecken“ frei machen.
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fiir TcB,. Wir differenzieren unter dem Integralzeichen nacheinander
nach u,, u,, ..., u, und setzen u, —u,=...=u,=—0. Man bekommt so

[g(yav=[v.as

fiir jedes, im Inneren von B, liegende, von einer glatten Fliche S be-
-grenzte 7. Wir lassen d gegen O konvergieren. So bekommt man den
Satz, daBf g und v in B ein Haarsches Paar bilden.

Wir behandeln nun den Fall, in welchem g und v nur beschrankt
;und meBbar angenommen werden. Die vorige Beweisfiihrung wird sich
nur so umgestalten, daff wir auBer dem Hilfspaare (G, 8) noch das
-durch die folgenden Gleichungen definierte Hilfspaar (G,, %,) einfiihren :

L1 U,

G, (x, u) =0J .. .J"G(x, uydu, -

% Hp

“ B, (x, 1) :Oj . .0[ B(x, u) du.

‘Die Schiuffolgerung wird so umgeindert, daff die Haarschen Relationen
nur fiir fast alle Flachen giiltig sind, da das Differenzieren unter dem
Integralzeichen nur fiir fast alle Flichen erlaubt ist.

2. Die Umkehrung des Haarschen Lemmas. Satz. Jedes be-
.Schrdnkte und mefbare Haarsche Paar ist ein Variationspaar. .
Beweis. Es seien zuerst g und v stetig differenzierbar ange-
nominen. Dann schreiben wir die Haarschen Relationen fiir Kugein mit

dem Mittelpunkt x auf und lassen den Halbmesser der Kugeln gegen O
konvergieren. So ergibt sich:

. g=divo.

‘Das Verschwinden der ersten Variation folgt daraus trivial infolge des
Gaufischen Satzes. Wenn g und v nur beschrinkt und mefibar ange-
nommen werden, dann zeigt man zuerst durch eine Integration (dhn-
lich, wie bei dem Beweis des Haarschen Lemmas), daf die Haarschen
Relationen auch fiir (G, 8), bzw. (G,, B,) erfillt sind. Es folgt aber
infolge der friiher bewiesenen, dafl auch die erste Variation von (G,, 9,)
verschwindet. Daraus folgt durch ein Differenzieren der Satz fiir den
aligemeinen Fall. (Das Differenzieren unter dem Integralzeichen ist erlaubt,
da in der Formel nur Vulumenintegrale vorkommen, aber keine Flichen-
integrale.)

3. Die Verallgemeinerung des Haarschen Lemmas. Wenn die
«erste Variation. eines beschrinkten und mefibaren Paares (g, v) in einem
- -Gebiet B verschwindet, dann gilt fiir jede, einer Lipschitzschen Bedingung
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geniigende Funktion ¢(x) die Relation
Kp)=[ (gp+vgradp)aV= [ pv,dS
7 3

s
fiir fast alle in B liegenden geschlossenen glatten Flichen S und die
von durdh sie begrenzten Bereiche T. (Im weiteren wird ¢(x) Parameter-
funktion genannt). Mit anderen Worten : :

(gp-+vgrad ¢, )
ist in B ein Haarsches Paar.

Dasselbe gilt auch dann, wenn man anstatt des Verschwindens der
ersten Variation voraussetzt, daff (g v) ein Haarsches Paar ist,

Beweis. Wir beschranken uns zundchst auf stetig differenzier-
bare ¢(x). Wir setzen in der Formel der ersten Variation statt {(x) die-
Funktion ¢(x)£(x) ein: '

_[[(gq)-{—ngrad @)L+ v grad {]dV=0. .
¥ .

Dies kann offenbar auch so ausgedriickt werden, dafi die erste Variation
von (go+vgrad ¢, pv) verschwindet. Man wendet das Haarsche Lemma
an und bekommt auf diese Weise den ersten Teil unseres Satzes, aber
vorlaufig nur fiir stetig differenzierbare ¢(x). Fiir ein, einer Lipschitzschen
Bedingung geniigendes ¢(x) folgt der erste Teil des Satzes dadurch,.
daB man ¢ durch eine geeignete Folge stetig differenzierbarer Funktionen
im Mittel so approximiert, da auch -die Gradienten der approximieren-
den Funktionen gegen grad ¢ konvergieren. Eine solche Approximation:
ergibt sich z. B. aus der Fourierschen Entwicklung von ¢. Der zweite:
Teil des Satzes folgt aus der Umkehrung' des Haarschen Lemmas.

Bemerkung. Der jetzt bewiesene Satz ist eine fast ftriviale
Verallgemeinerung des Haarschen Lemmas. Es ist doch zweckmiBig ihn
gesondert auszusprechen, weil man sonst — statt Bezugnahme auf
den Satz — den zu seinem Beweis notwendigen Kunstgriff (Ersetzung
von & durch @) oft wiederholen miifite. Dieser Kunstgriff ist iibrigens
derselbe, mit welchem der Greensche Satz aus dem GauBischen Satze
abgeleitet wird. In unseren Betrachtungen spielt die verallgemeinerte
Haarsche Lemma dieselbe Rolle, wie in den Haarschen Betrachtungen
der Greensche Satz. Wir werden im spiteren das verallgemeinerte
Haarsche Lemma kurz auch ,Lemma“ nennen.

4. Die Anwendung des Haarschen Lemmas auf das Va--
riationsproblem (2). Wenn z eine Extremale des Problems (2) ist,

dann ist, wie in der Fussnote %) schon bemerkt, (-gg, @) ein Va--
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riationspaar, wo

6:( of of af)
op. op,” "7 op,

bedeutet. Es ergibt sich also mit Hilfe des Haarschen Lemmas fiir jede-
in B liegende geschlossene glatte Fidche S und fiir das von ihm be-
grenzte Gebiet 7 die Relation

j dV—= Je dS— [” Ve dS,
0P
T

WO ¥, ?,,..., ¥, die Rnchtungskosmusse der auﬁeren Normale von S bedeuten..
Wir werden diese Relation die Haarsche Relation des Problems (2) nennen.
Es ergibt sich aus der Umkehrung des Haarschen Lemmas, daf}-

umgekehrt, wenn die Haarschen Relationenﬁfﬁr das Paar (%jzi, @) beziiglich

0

der Funktion 2==2° (das heifit die Werte z=2%(x), p?,:g%eingesetzt :
erfillt werden, dann ist 2° eine Extremale des Problems (2).

5. Die Anwendung des Haarschen Lemmas auf Probleme-
mit einer variierenden Begrenzung. Wir betrachten das Problem (2),
ohne daB die Werte von z an der Begrenzung von B vorgeschrieben
wiren. Im n4-1-dimensionalen (z, X,. X, . . ., X,)-Raum betrachtet ist
also die n—1-dimensionale Begrenzung der n-dimensionalen Flache-
z=2(xy,..., X,) nicht fest, sondern kann an derjenigen (n-dimensiona-
len) Zylinderfliche frei variieren, welche senkrecht auf der Ebene-
(x4, ..., x,) steht und durch den Rand von B hindurchgeht. Wir nehmen
an, daBf der Rand von B eine glatte Flache S ist. Es ist aus der
klassischen Theorie des Variationskalkiils bekannt, dafi, wenn z das-
Integral / bei dieser Konkurrenz zu einem Minimum macht, dann die-
Bedingung erfiilit wird-

_of 9 of
9 G, = o, 2, i 2+""+6p,, v,=0 an S.

Die klassischen Methoden setzen aber die zweimalige Differenzierbar-
keit der Extremale voraus. GERGELY®) hat die Bedingung fiir den Fall
bewiesen, daB nur einmalige Differenzierbarkeit von 2z angenommen.
wird. Wir werden die Gergelyschen Ergebnisse wesentlich kiirzer be-
weisen.

Man bekommt mit der bekannten klassischen Methode, dab die-
erste Variation verschwindet, das heift

a K(Q);J(%C+€ grad C)dV:O

(im Gegensatz zu den Problemen mit einer festen Begrenzung) fiir alle-
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stetig differenzierbaren §, gleichgiiltig, ob { an S verschwindet, oder .
nicht. Es tritt also das verallgemeinerte Haarsche Lemma in Kraft.
‘Durch Anwendung desselben bekommt man :
K (rp)———Jq’@vdS
S

“fiir jede stetig differenzierbare Parameterfunktion @. Die linke Seite ist
.aber wegen (10) gleich 0. Da ¢ an S willkiirlich ist, ergibt sich die
zu beweisende Gleichung (9).

§ 2. Die Jacobische Theorie.

6. Das akzessorische Problem. Es sei z eine Extremale des
Problems (2). Man versteht unter dem zum Problem (2) (beziiglich der
Extremale z) gehorigen akzessorischen Problem folgendes:

J= j Q(u) d V= Extremum,
B

wobeil?)
azf 02f ou ng du du
_Q _— 2 _—
(11) (u) 22 42 02 0Pq 0Xa  0paOpg 0Xa 0Xg
_®f o*f  ou
= w25t 2t Qgrdu)

Die erste Variation des akzessorischen Problems kann folgendermafien
geschrieben werden:

(12) | J©=2]e@tay,

‘w0 (u, v) die zur quadratischen Form Q(u) gehorige bilineare Form

(13) Q(U,v)zﬂuv-{— *f (u ov +va_u_)+ *f odu 9v __

02t 020Da \ 0Xq =~ 0Xe) ' 0PaOpg 0Xe 0Xg
02 Rf  dluv
:% uv+ 020{;‘1 —a’a)—k Q.(grad u, gradv)
bedeutet. Hier bedeutet Q(q, b) die zu Q gehorige bilineare Form:
*f
Q, b)) =———=——a.bs.
Q(a, b) 3p. app 2eln

Man kann die zweite Variation des urspriinglichen Problems mit
Hilfe der Form & folgendermafien schreiben:

.(19) re=[e@av.

1) Wir machen darauf aufmerksam, daB man fiir jeden griechischen Index,
-der in einem Gliede zweimal vorkommt, von 1 bis n zu summieren hat.
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Q(u, v) kann auch folgendermafien geschrieben werden :
Q(u, v)y=gv-tvgradv,

wo
>*f Pf ou
&= 0z* 4+ 0208p, 0Xxq
ist und die Komponenten des Vektors v sind:
®f *f  ou

Yz 0pa T Opadps 0%

Es ist also die Haarsche Relation des akzessorischen Problems

2 P 011) _f( o f *f 611)
f(az“ o 0z20pa 0Xq av= 320D u+6pu0pg'0xg Ve dS.
T : N

7. Satz. Wenn das Problem elliptisch ist und seine Extremale-
z stetig differenzierbar ist, dann gelten die folgenden Sdtze >

\. Wenn das akzessorische Problem eine stetig differenzierbare -
Extremale u hat, welche in dem abgeschlossenen (das heifit; mit seinen
Hdufungspunkten ergdnzten) Bereiche B nirgends verschwindet, dann ist
die zweite Variation fiir jedes nicht identisch versciwindende, zuldssige-
(also am Rande von B verschwindende, stetig differenzierbare) C positiv.

2. Wenn das akzessorische Problem eine stetio differenzierbare -
‘Extremale u besitzt, welche auf einer, im Inneren von B liegenden, glatten,
geschlossenen Fldche S iiberall verschwindet, aber grad u auf S nicht

_identisch verschwindet, dann gibt es ein solches zulz’z‘ssiges ¢, fiir welches -

die zweite Variation negativ ist.
3. Wenn z(x, t) eine Extremalenschar des urspriinglichen Problems

mit dem Parameter t isf, und z':—(;—?— nach x,, X,, ..., X, einmal stetig-

differenzierbar ist, dann ist Z eine Extremale des akzessorischen Problems.

Beweis. 1. Es sei { zuldssig und verschwinde nicht identisch.

in B, es sei weiter u eine in B nirgends verschwindende Extremale
2
des akzessorischen Problems. Dann ist auch %— eine zuldssige Funktion..

Es gilt also infolge (12)

(15) Jp(u _Eui)dvzo.

Wenn hier (13), (11) und die folgenden Identitéten :

72

grad — =
° u

und

ugrad ——C— ==grad { — _;_ grad u
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in Betracht genommen werden, dann bekommt man :

Q(u’ g112) ngg +2 Oz;fya o % +Q(gradu grad—g—)z

=Q(L)— Q(gradg) +2 7 Q(grad u, grad &) — —117 Q (gradu)=
=20)—Q (grad@—— -g- grad u):
= S2(§) —-Q (u grad —§~) .
-(15) kann also folgendermafien geschrieben werden:
J. Q(%) dV:JQ (u grad —5—) dv.
B ’ B
4

Hier verschwindet grad —5— nicht identisch in B, weil sonst -u—konstant

wire, gegen unsere Annahme, daf { am Rande {iberall, im Inneren
aber nicht iiberall (evtl. nirgends) verschwindet. Da @Q positiv definit
ist, ist die rechte Seite positiv. Es gilt also — Gleichung (14) in Be-
tracht genommen —

17@©) > 0.

2a. Wir zeigen zuerst, daB die zweite Variation durch ein nicht
identisch verschwindendes, stetiges und mit Ausnahme auf der Fldche
S stetig differenzierbares {=={ zum Verschwinden gebracht werden
kann. Wir wihlen zu diesem Zwecke fiir {, die folgende Funktion:
uinT
0 sonst,
wo u die auf der Flache S verschwindende Extremale des akzessorischen
Problems, T das von S begrenzte Bereich bedeutet. Obwohl L, keine
zuldssige Funktion ist, ergibt sich mit Hilfe der Methode der Abrundung
-der Ecken, daf} die erste Variation fiir §, verschwindet, das heift

=1

3T E=]ew)av=0

In unserem Fall gilt aber

Q(u, §)=Q(&,, §)=9(%).
(Innerhalb § infolge u—Cl, aufierhalb S darum, weil beide Seiten ver-
schwinden.) Es gilt also-in der Tat :

I"(G) = [ eE)dv=o.
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2b. Es sei nun .
C2:€1+kv,

‘wo v eine spdter zu wihlende, am Rande von B verschwindende Funk-
tion, k eine spdter zu wihlende Konstante ist. Es gilt offenbar

(16) 1"(C)_jQ(CZ)dV_JQ(gI)dV—%—ZkJQ(-I,v)dV—{—k’f.Q(v)dV.

Da fiir jedes zuldssige
—;—j'(‘g:fsz(u, 'g)dvzj(g;Jru grad ) dV=0
B B

ist, ergibt sich, wenn man das Lemma mit der Parameterfunktion v fiir
die Fliche S anwendet:

fg(gl,v)‘dV:f‘Q(a, v) dV:f _(ge;+v grad v)&V: fvvud8=

~J apaapg 0x vpdS= fQ(gradu v)dS.

(Hier wurde schon in Betracht genommen, daf « auf S verschwindet.)
Wir behaupten, dafi es ein solches v gibt, fiir welches

an [vQ(gradu, ) as+o0

ist.
Es wire namlich im entgegengesetzten Falle:
Q (grad u, )==0.
Wir werden zeigen, daf dies mit unserer Annahme grad u==0 auf S
zu einem Widerspruch fiihrt, Es gilt ndmlich
. Q(grad i, ») =a grad 4,
- wobei a den Vektor mit den Komponenten
0 f
0padps’
bedeutet. Wenn das obige skalare Produkt verschwindef, dann ver-
schwindet auch die in die Richtung von a weisende Komponente von
grad u. Diese Richtung fillt nicht in die Tangentenebene von S. Es
wdre ndmlich im entgegengesetzten Falle'
ay= e gp Vevp=Q{#»)=0
im Widerspruch mit der Definitheit von Q. Es verschwinden aber an-
dererseits auch die in die Tangentenebene von S fallenden Komponenten
von grad u, weil u auf S konstant (ndmlich gleich 0) ist. Es wiirde

Aoy =— Vg
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daher folgen, wenn (17) unrichtig wire, daf jede Komponente von
grad u gleich O ist. Dies stimmt aber nicht mit unserer Annahme
tiberein. Somit ist also (17) bewiesen.
Es ergibt sich aus (17), daB die rechte Seite von (16) fiir geeignete
Werte von & negativ ist. (Namlich fiir solche, welche ein mit f.Q(u, v)dV
T

entgegengesetztes Vorzeichen und einen hinreichend kleinen absoluten
Betrag haben.) Man kann aus dem (nicht unbedingt zuldssigen) £, mit
der Methode der Abrundung der Ecken auch ein zuldssiges & konstru-
ieren, fiir welches /”(C) ebenfalls negativ ausfilit.

3. Da z(x, t) fiir alle Werte von t eine Extremale des Problems
(2) ist, gilt infolge des Lemmas fiir jede glatte, geschlossene Fliche §

die Relation
J f dV__J@ 4= J Of ,.ds.
r

Wenn man dies nach ¢ differenziert, dann bekommt man die Relatxon

P*f . > f ) _j( o2 f o%f )
J(az& 2t Srope 02 0py Pa)dV 02 0pa £+ 0pe 0pp Pr)vadS.
T
Dies ist dber gerade die Haarsche Relation des akzessorischen Problems
flir u=2; es ist also Z eine Extremale des akzessorischen Problems..

>

(Eingegangen am 30. Juli 1941.)
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Uber projektive Kegelschnittsysteme.

Von B. DOLAPTSCHIJEW (Sofia).

Zweck der vorliegenden Arbeit ist einen Satz iiber projektive Ke-
gelschnitisysteme herzuleiten, der an und fiir sich einiges Interesse
darbietet, ferner mit Erfolg angewendet werden kann, um die Schnitt-
kurve zweier Rotationsflachen zweiten Grades ‘'mit sich schneidenden
Drehachsen zu bestimmen.

Es handelt sich um die folgende Frage. Seien

¢)) fi+af,=0
und ' .
(2) fi+2f,=0

zwei verschiedene Kegelschnittsbiischel; ist es mdglich eine solche
Beziehung zwischen den Kurven der beiden Kegelschnittsbiischel fest-
zustellen, dafl die Schnittpunkie von je zwei entsprechenden Kurven
zu einem festen Kegelschnitt gehoren?

Wenn eine Beziehung der besagten Art besteht, so kann man die
feste Schnittkurve mittels einer beliebigen Kurve (1) und der entspre-
chenden Kurve (2) in der Form darstellen:

&) h=(fi+2f) +u(fi+¥f)=0,
vorausgesetzt, dafi die beiden einander entsprechenden Kurven verschie-
den sind. Werden die Grundkurven f{—=0 und f;=0 des zweiten
Biischels derart gewihlt, daf sie bzw. den Kurven f,=0 und f,=0
entsprechen, dann ist

h=fi+uf]
und auch

h=fo+u.fs,
vorausgesetzt, daB die Kurven f, =0, f;=0, und ebenso dxe Kurven
f:=0, f; ==0 verschieden sind. Daraus folgt:

fitwfi=v(fitmf),

wo v einen Proportionalitatsfaktor bedeutet; also:
Li—vh=—wmfi+vufs.
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Das bedeutet aber, dafi die Kurve .
g=fi—»f=0
des ersten Biischels mit der Kurve
— i fi +rifi =0
des zweiten Btischels identisch ist.

Stellen wir die Kegelschnittsbiischel (1) und (2) mittels der Grund-
kurven f, und g, bzw. f{ und g dar, so ist nach (3) die feste Schnittkurve
h=(f,+4g)+un(fi +%g)=0,

oder in anderer Form:
) . fitufi+(A+pl)g=0. .
Laut Voraussetzung sind die Kurven f,=0, f{=0 und g=0 linear
unabhdngig. Fiir alle Werte von 4 und fiir die entsprechenden Werte
von A und p stellt die Gleichung (4) dieselbe Kurve dar, und der
Koeffizient von f; bleibt derselbe. Daraus folgt, dafl auch die Koeffi-
zienten von f{ und von g konsfant sind, d. h.
w==Fkonst. und 2A--pi =konst,

oder

: V=a-+b2 (a, b ==konst.).
Das bedeutet aber, dal die Beziehung zwischen den beiden Biischeln
eine Projektivitat ist. Offenbar entspricht dabei die gemeinsame Kurve

=0 sich selbst. '
Nehmen wir umgekehrt an, dafi zwei Kegelschnittsbiischel eine
gemeinsame Kurve g—0 Dbesitzen; es seien die beiden Biischel:

f1 - lg:O
und
fi+4g=0.
Lassen wir dem Wert 2 den Wert 2= — 1 enisprechen; die Schnitt-

punkte der entsprechenden Kurven der beiden Kegelschnittsbiischel liegen
dann auf dem festen Kegelschnitt:
h=fi+f =0

Wir haben somit den folgenden Satz bewiesen :

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer
eineindeutigen Beziehung zwischen zwei Kegelschnittsbiischeln, bei welcher
die Schnittpunkte je zwei entsprechender Kurven auf einem festen Kegel-
schnitte liegen, .besteht darin, daf3 die beiden Kegelschnittsbiischel einen
gemeinsamen Kegelschnift besitzen. Die Beziehung ist eine Projektivitdt
bei welcher der gemeinsame Kegelschnitt sich selbst entspricht.

(Eingegangen am 1. Sept. 1943.)
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Complément au théoréme de Simmons
sur les probabilités.

Par CHARLES JORDAN a Budapest.

Un événement se produit avec la probabilité p. En n épreuves
-on s’attond a le voir arriver a peu prés np fois. Si np est entier et

si p< —, le théoréme de Simmons affirme’) qu’il y a plus de chances

2 3
-pour I’événement d’arriver moins de np fois que plus de np fois.
Nous nous sommes proposés d’examiner le cas ot np n’est pas

1 .
—-| et nous sommes arrivés au

-entier (en maintenant ’hypothése p < 5

résultat partiel suivant:

1. Si np difféere assez peu de ’entier immédiatement inférieur [np],
.de facon que la différence n’excéde pas 2 , Vaffirmation contenue dans
Je théoreme de SIMMONS subsiste.

2. Si la différence np—(np] égale ou dépasse 1—p, c’est l'inverse
qui a lieu, savoir: I’'événement a moins de chances d’arriver moins de
np fois que plus de np fois.

Lorsque la différence np—[np] est comprise entre % et 1—p,

nous n’avons pas pu élucider complétement le probléme; il parait ce-
pendant que le renversement des chances se produit & peu prés vers
Jle milieu, c’est-a-dire approximativement quand

np—{np] = 1(q+ )

1y T. L. Simsons, A New Theorem of Probability, Proceedings of the London
Mathematical Society, 26 (1894—95), pp. 290—334.

Ragwar FrisH, Solution d’un Probléme de Probabilités, Skandinavisk Ak-
tuarietidskrift, 1924, pp. 153—174 et Comptes Rendus, 179 (1924), pp. 1031—1034.

E. FELpuzlM, Simmons tételének dj bizonyitasa €s altaldnositdsa, Matematikai
N2 kaaz Lapok, 45 (1930), pp. 99—113; Nuova Dimostrazione e generalizzazione
di un teorema del calcolo delle probabilita, Gtornale dellIstituto Italiano degli Atluan
10 (1939), pp. 229—243.
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Finalement, a ’aide de considérations de probabilités nous avons.
déduit les formules (9) et (14) utiles pour les fonctions Béta-incomplé-
tes et les formules (17) et (18) utiles pour les fonctions I-incomplétes.

Traduisons ce que nous venons de dire en formules. La proba-
bilit¢ de I'événement favorable étant p & chaque épreuve, la probabilité:
d’obtenir » cas favorables en n épreuves est

(1 P@)= (Z]p”q“‘” o g=I1—p.

La moyenne des cas- favorables est np; Pécart abservé est
§=w»—np. Le maximum de P(») a lieu pour » égal au plus grand
entier contenu dans np 4 p.» D’aprés le théoréme de SiMMONS, lorsque:

. 1
np est entier et p<—-, on a

np -1 ”

> PO)> > PO

p=0 v=np

[Si p>%, c’est V'écart positif qui est plus probable.]

Nous examinerons le cas ot np est quelconque, et nous poserons
np=k-+e olt k=[np] et 0<e< 1. Nos théorémes se formulent ainsi:
I. Lorsque ¢ est plus grand ou égal & ¢, la probabilité de [lécart
positif est plus grande que celle de Pécart négatif. Remarquons que,
dans ce cas, le maximum de P(») se trouve du c6té des écarts positifs,
II. Lorsque ¢ est inférieur ou égal a un demi, la probabilité de

Pécart négatif est plus grande que celle de I’écart positif. Le maximum
de P(») est situé du coOté des écarts négatifs.
. 1 . ; .

1il. Lorsque ¢ se trouve entre > et g, alors, jusqu’a une certaine
valeur de ¢, ’écart négatif est plus probable que I'écart positif; au dela
de cette valeur, I’écart positif devient plus probable que P’écart négatif,
Le maximum de P(») se frouve dans les deux cas du c6ié des écarts
négatifs. Nous n’avons réussi & déterminer cette valeur limite de & que

d’une maniére approchée; elle est approximativement —é—(q—{— —;—)
I. Cas de £=4. ‘
De la formule (1) on tire
_ __ hwp—v—g
P+ 1)—P@W)y=4P(v)= Mq(/p 1 P(»)
ce qui donne pour » =k
&—g¢q
AP(k) = —— P(k).
O=garnt®
Lorsque e==¢, la quantité np+pvp=k+e+p==k-41 est un entier
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et le maximum de P(») a lieu pour »=k-+1; dé plus, dans ce cas,
la formule précédante donne 4P(k)=0, c’est-a-dire

) P(ky=P(k+1).

Lorsque £>g, le plus grand entier conienu dans np+4p est encore
k41, le maximum de P(») est P(k+1), il est situé du co6té des écaris
positifs et Von a

M) P(k)y<P(k+1).
De la formule (1) on peut déduire
. (n— l)p
1y (k— t)q o
(5) Plk—1—i)= TR Plk—i).

Examinons si le facteur dans la formule (4) est plus grand que
celui qui figure dans (5). Ceci a lieu lorsqu’on a

[(n— k) — -+ 1)*] p* > [(k+1)* = (i 1)*] ¢°
ou (en éliminant k & I'aide de k=np—¢)

i ()= o157

et, a plus forte raison, lorsque

£ }—¢
—= ou £=q.

: q P
Par suite, dans le cas considéré, le premier facteur est plus grand que
~le second, pour i=0, 1,2,... En partant de (2) ou de (3) on déduit
pas a pas que :

P(k+1+i)> P(k—i),

donc
k k
(6) _ZU P{k+14i) > ;’0’ P(k—i).
Pour démontrer que n—l—k>'k, éliminons k; on trouve
0 : n41>2(np—e).
-Montrons d’abord que
8) n—1>2(np—q);

en simplifiant cela donne ng+q¢>np-+p, ou g>p. On en conclut que
Tinégalité (8) est satisfaite; il en résulte

n+1>2(np+p)
€f, par suite I'inégalité (7) est satisfaite a plus forte raison. Donc, d’ aprés (6)
n-k-1

2 Plk+1+i)> 2 P(k—1i).

i=

O
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De 13, le Théoréme I: Lorsque e=¢q, la probabilité des écarts-
positifs est plus grande que celle des écarts négatifs. Le maximum de-
P(v) se trouve du coté des écarts positifs (si € >¢) ou des deux cotés.
(si e=q).

Remarque 1. La probabilité pour que le nombre des cas favo-
rables ne dépasse pas 4 en n épreuves est donnée aussi, d’une ma-
niére rigoureuse, par le rapport d’une fonction Béta-incompléte a la
fonction gompléte correspondante :%)

ip(v)zlq(n—l; A1),

~ En posant A==k, on obtient la probabilité d’'un écart négatif,
D’aprés le théoréme précédent, on a

I,,(n-—k;k+1)=1,,(nq+e;np+1—e)<—;- si 1>sgq>-%—.

Cette probabilité diminue quand e augmente; la valeur la plus.

rapprochée de% sera obtenue pour e=gq; alors on a

i@+ g5 (1)) <

. 1
pour toutes les valeurs de n, si ¢ > —+-.

2 .
Cette inégalité sera avec la notation des tables de PEARSON
1 . 1—x 1
9 L)< si ps——9 e xz-.

Ce résultat obtenu a Paide des considérations de probabilités, est:
intéressant au point de vue des fonctions Béta-incomplétes.

1. Cas ol Oéﬁ‘é";—.

Dans ce cas, le maximum correspond A »==£k-; par suite ’
P(k)> P(k+1).
Au contraire, I'inégalité
Plk—i)y>Pk+1410)
n'est pas toujours vérifiée. Pour les petites valeurs de i, le facteur dans-
(4) est plus petit que celui qui se trouve dans (5), mais si i est assez.

grand le premier devient plus grand que le second, c’est-a-dire, pour
une certaine valeur i=o,

Pk—w)<P(k+1-}w).

%) Cu. Jompax, Calculus of Finite Differences (Budapest, 1939), p. 86.
K. Pearson, Tables of the Incomplete Beta-Function (London, 1934).
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De ce qui précede, il suit qu'en tout cas w>0. Si cette inégalité est
satisfaite, on déduit de (4) et de (5) que, pour foutes les valeurs de
i>w, on a
Pk—i)<P(k+141).
Dans ce qui suit nous utiliserons une méthode semblable a celle
qui a été employée par M. FELDHEIM pour démontrer le théoréeme de
SIMMONS dans le cas oll np est entier.

Lorsque i<w, on a
(0 —i)y P(k+1-+i) < (w - 1) P(k—1i)
et lorsque iz w .
(i—o) Pk+t+i)=(i—w) P(k—i);
on en tire

10 M;l(w——z‘)P(k—H+i)< r?:](w—z)P(k-—z),

i=0
k

2(1—- w) P(k+14i) > > (i—w) P(k—i).

iz i=w

Comme n-—k—1>k, on a a fortiori
"n- l

(11) 2 (i—w) P(k+1+z)>2(z-—w) P(k—i).

En retranchant membre a membre l'inégalité (11) de Pinégalité (10),
on obtient

M

-
1
i
~
<

n-k-1

(12) _>; (0 —1i) P(k+1+i0) < >U (0 —i) P(k—i).

La moyenne des écarts étant nulle on-a

> (v—np) P = 3 (np—) PO).
U

v=k+1
En posant dans le premier membre v=k+1+i et dans le second
v=k—1{, on trouve

n-k-1

(13) > (i+1—¢) P(k+l+t)_'2, (i+¢) P(k—i).

Finalement, en ajoutant (12) et (13), on a
‘ n-k-1

201 (0+1—¢8) Plk+14i) < Z (w+¢&) P(k—1),
.1 |
et on en conclut que si ex<—-, on a
n-k-1

> PlkF+1+i)< z P(k—z)

=0
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Théoréme 2. La probabilité de l'écart négatif est plus grande

que celle de I'écart positif, si Ogeg—]— en supposantp<—;—; par

contre si p> l, l’écarf positif est plus probable que I'écart négatif.

Remarque 2. En exprimant la probabilité de I'écart négatif par
une fonction Béta-incompléte, on trouve I;(/zq+s;np+l—s)>—;-.
1

Dans ce cas, la valeur la plus rapprochée de% est donnée par &= 7
ce qui donne, avec les notations des tables de PEARSON, (x>%):

1—x X—%
N

(14) II(P,CI)>% si 9=

Pour obtenir une valeur de 9 donnant d’une maniére approchée
I.(p,9) = —;, on peut prendre la moyenne des grandeurs g figurant
dans les inégalités (9) et (14). On aura '

1
x_

IT—x 2
P+ -

(15) 1= T2x

ce qui correspond dans le probléme de probabilité a ezé(q—}— —%—)
D’aprés les tables, généralement le premier entier supérieur a la

valeur (15) de q donne: /7.(p,9) < %, et le premier inférieur /,(p, 9) > —l—

Exemple. /,5(50; 12)=0,4236, 1,5(50; 13)==0,5254.
Dans ce cas, 9 donné par (15) est 12,518.

[ll. Cas oil'% <e<q.

. 1 . . . i
Lorsque ¢ varie de 5 a g, alors jusqu'a une certaine valeur la
probabilité de 'écart négatif reste plus grande qu’un demi et, au dela
de cette valeur, elle devient plus petite. Dans les deux cas, le maximum
de P(») correspond & »=k; elle est-donc située du coté des écarts
négatifs. ,

La valeur limite en question est d’aprés la Remarque 2 approxi-

1

1 I+3

mativement égale a s=?(q+%). Oa en conclut que si 82_7— ,




\
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1a probabilité de I'écart négatif est généralement inférieure et dans le
.cas contraire supérieure 3 un demi.

Les Tables de la fonction Béta-incomplete montrent que sig<0,9
la valeur ci-dessus donne des résultats exacts, mais si ¢=0,9 il faut

retrancher de %(q%—%) la fraction 0,045. Par suite, lorsque ¢=0,9,

la probabilité de I’écart négatif sera plus grande que la probabilité de
Pécart positif si

, 1 1
(15" £<~2—(q+ 2)—0,045.

n k g I(n—k, k+1)

. 6 0 0,6 he (6;1)=0,5314
7 0 0,7 oy (7;1)=10,4783
16 1 0,6 Ly (15; 2) =0,5147
17 1 0,7 L,,(16; 2) = 0,4818
26 2 0,6 1,5(24; 3) = 0,5105
27 2 0,7 f,,(25; 3) = 0,4846
36 3 0,6 1,,(33; 4) == 0,5085
37 3 . 071 1,4(34; 4) = 0,4864
46 4 0,6 1,5(42; 5) = 0,5073
47 4 0,7 /,,(43;5) — 0,4878

On voit que les probabilités s’approchent d’un demi si n augmente.

Exemple 2. p—1/5, g—4/5, —;—(q—}——;—);lfi/QO.

33 6 12/20  [,4(27;7) = 0,5004
34 6 16/20  [,4(28;7) == 0,4661

o
Exemple 3. p=0,3, ¢==07 —é—(q—}—%):Oﬁ
' 35 10 05  [,;(25;11)=0,5100
32 9 06  /,,(23;10)==0,4951

Exemple 4, p=1/20, ¢=19/20, —;—(q+—:])_—)=29/40

n k £

33 ! 26/40 1,,6:(32; 2) = 0,5036
34° 1 28/40 I,,55(33; 2) = 0,4872
35 1 30/40 Io05(34; 2) = 0,4567
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Exemple 5. p=0,02, ¢=098 et %(qju%):o,m

34 0 0,68 fs(34; 1) =10,5031
35 0 070 1y05(35; 1) = 0,4931
36 0 0,72 1,55(36; 1) = 0,4832
37 0 0,74 1045(37; 1) = 0,4735

Ces résultats sont conformes a la régle (15).

Remarque 3. Comme dans les Tables, /,(p, 9) n’est calculé que
pour p=<50 et 9=<50, et p=n—=k, les formules précédentes sont diffi~
cilement utilisables lorsque n>50; mais si p est petit, on peut employer
la formule approchée connue, donnant la probabilité d’un écart négatif
a laide des fonctions I’ incomplétess‘)

] P n
19) PCIN SR USSR
K o R el

m—l —-l,_____ et F#k.

ou =

Lorsque ¢=< la probabilité (16) et plus grande que % et

1
~_2,

I(u, p) < 7 De la formule de DooDsON?) on conclut que

1
17 / .—;‘ -y i —:—; ' b — ==
(17) @r)<- si Z=ypr+t Ty

(Cette valeur est plus serrée que celle qui se trouve dans loc. cit. 2.)-

. 1
Lorsque &¢=¢, la probabilit¢ (16) est plus petite que‘—é— et

1(a, p) > % Il en résulte a fortiori, en négligeant le terme 1/3}p+1 ,

(18) 1(a, r) > % si a=p+.1.

Les tables de la fonction 1" incomplete sont calculées jusqu’a
P=<50. Comme p=k=np—e, et que p est petit, n peut &tre déja
assez grand.

Exemple 1. Soit p=0,1, g=0,9 et n=47. Formule rigoureuse.
P=1I/(p,q). On a np=4,7, k=4, £=0,7, p=44, 9=5. Comme

e —% (q +%~) —0,045=-0655,

la probabilité de I'écart négatif doit étre d’aprés (15) plus pefite qu’un

3) K. PraRrsox, Tables of the Incomplete I-Function (London, 1922), p. VIII;
A. T. Doonsoxn, Biometrika, Vol. XI. p. 428.
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demi. On trouve
P=—1,,(44,5) =0,48778.
Formule approchée. P=1—1/(ii, 7). On a u—np/Vk+ 1 ==2,1466-
p=k=4. Comme dans ce cas
GRSy
3Vk+1
on doit avoir, d’aprés (17), (i, P)>-l—. On trouve [(u, p)==0,50468-

olt P=0,49532.

Exemple 2. Soit p=0,1 et n=46. Formule rigoureuse. On a -
np=4,6, k=4, £¢=0,6, =42, 9==5. Comme & < 0,655, la probabi-
lité de Pécart négatif doit eire, dapres (15), plus grande qu’'un demi ;.
en effet on a

P—1,,(42,5)=0,50732.

Formule approchée. On a np—4,6, p—k=—4 d=—np/Vk+1 =
==2,0572. Comme & < 2,087 on doit avoir, d’aprés (17), I(ﬁ, P) <%._
On trouve /(2,057 ; 4)=0,48663 et P=0,5134.

(Recu le 4 novembre 1942.)
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Uber die Fouriersche Reihe der Abkiihlung,

Von L. FEJES in Kolozsvar.

1. Es seien Q==p,, p,, s, ... in zunehmender Grofienordnung
die nichtnegativen Wurzeln der transzendenten Gleichung z+htgnz=0
(h>0)Y), (x,, x;) ein beliebiges reelles Intervall von der Lange
x,—x,=2n und f(x) eine in (x, x,) erklirte reelle L-integrierbare
Funktion. Wir nennen die Reihe

(N F(x) ~ UZJ (@, cOS p,x + b, sin g, x),
. h . . 2u, [l
B= (k) .[f(t)dt’ W= g —smdnp, ) O st

b — 24,
YT 2mp, —sin2mu,

— nach dem Vorschlag des Herrn Professor L. FEJER — die Fouriersche
Reihe der Abkiihlung von f(x)?).

Diese Reihe geht im Grenzfall 1+co in die gewthnliche Fourier-
sche Reihe iiber, verhilt sich aber trotz dieser formalen Ubereinstimmung
in mehreren Hinsichten gegeniiber der gewdhnlichen Fourier-Reihe ver-
schieden. Fassen wir zundchst kurz die wichtigsten Ergebnisse beziiglich
dieser Reihe zusammen !

Jf(t) sinp, tdt, (w==1,2,...)

1 1
1) Setzt man ‘uv,,=v——2—+ é, (h), so gilt 5= So() > 0,() > () > . . .

6,,(h)=——h—-|— O(——ly) Fiir ein festes » ist dagegen lim d,(h) = —l—~
Yy v? oo 2

?2) Fourier stoBt im Problem der ,radialen Abkiihlung einer Kugel“ an den
Sonderfall x5+ x, =0, f(x) 4 f(—x)=0, d. h. an das Problem der Entwicklung
in (0, #) in eine reine Sinusreihe. Dieser Sonderfall ist in erster Reihe dadurch
ausgezeichnet, daB {singrx} in Bezug auf (0,7) — und dafier auch fiir (— =, %) —
ein Orthogonalsystem ist, wihrend die Orthogonalitit durch Hinzufiigung des Sys-
tems {cosu»x}, oder durch Ersetzung von (—=, =) durch ein anderes Intervall ver-
loren geht.
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2, Die Reihe (1) ist als Sonderfall der allgemeineren Cauchyschen
Exponentialreihe?) im Inneren von (x,, x;) mit der gewthnlichen Fourier-
Reihe von f(x) dquikonvergent und stellt hier dieselbe Funktion dar
wie die gewdhnliche Fourier-Reihe?). Bezeichnen wir die Partialsummen
der Reihe (1) mit s,(x), so gilt genauer:

R

L [ EED gy ar 0,

Ly

@1 S, (%) =

- wobei 7,(x) in (x,-+9J, x;— ) fiir n»oco gleichmafiig gegen Null strebt,.
wie klein auch die positive Grofie J sei.
Fiir die Intervallendpunkte x,, x; gilt?):
27

5. (%) = 2 2 Jsmnt f(x0+t) f(x— dt+o(l),

(2 2)

sn(xl) :721- J Sil’ltnf f(xl‘-'t) ;:f.(xo‘{' t)

dt+o(1).

' Daraus ergibt sich
(2,3) o lim [s,(x) + 5.(x,)] =0.

Es lafit sich ferner zeigen®), daf aus der Konvergenz bzw. Diver-
genz der betrachteten Reihe an einer beliebigen Stelle x die Konvergenz:
bzw. Divergenz an simtlichen Stellen x4+ 2m= (m=1,2,,..) folgt..
Es gilt die Gleichheit (2, 3) enthaltende Beziehung

2,4)  lim &) +s&x+27 :he-"“femf(t)dt, XNEx=%,

71 -> w0 2 '

woraus sich die Summe der betrachteten Reihe in (x,, x,+ 2n) be--
stimmen Jadft.

Wir heben schlieBlich nur noch ein — zum Lebesgueschen Satz
iiber gliedweise Integration der Fourier-Reihen analoges — Ergebnis-
hervor”) : Die aus der Reihe (1) durch. gliedweise Integration erhaltene-
Reihe konvergiert in (x,, x,) gleichméfig gegen das unbestimmte Integral

3) E. Picarp, Traité d’analyse Il (3¢ éd.), S. 198—203.

4) L. Fries, Des séries exponentielles de Cauchy, Comptes Rendus, 200 (1935), .
S. 1712—1714, :
. 9 Fryes, L., A Cauchy-féle exponencialis sor, Mat. és Fiz. Lapok, 45 (1938),.
S. 115—132.

6) Frsss, L., A lehiilés Fourier-sorardl, Mat. és Term.~tud. Ertesits, 61 (1942),.
S. 478—495.

7} s. FuBnote 5.
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von f(x):

v

a
o

(2; 5) [f(z‘)dt:c-}—aox + Z; (— % Cos . X

Ty

sinuvx), X, X=X,

‘wobei ¢ eine geeignete Konstante bedeutet.

3. Entwickelt man ein Polynom

mn

(x) = Z (avcosp,x -+ G, sin e, x)
r=0

in (x,, x,), fiir die z(x,) 4+-%(x;) =0 ist, in eine Fouriersche Reihe der
Abkiihlung, so konvergiert dieselbe fiir x, < x <x, gegen %(x), ist aber
wegen (2. 3) keineswegs mit z(x) identisch. Zieht man aus dieser Reihe
z(x) ab, so erhdlt man eine Reihe der Gestalt

C)) 2 (A, cospe,x + B, sinu,x),
pr==]

die in allen ‘inneren Punkten des Intervalls (x,, x;) gegen Null strebt.
Die Unizitdtssatze der gewdhnlichen trigonometrischen Reihen verlieren
daher fiir derartige Reihen ihre Giiltigkeit. Vielmehr mdchte man im
ersten Augenblick nach den obigen Betrachtungen erwarten, daff es fiir
die identisch verschwindende Funktion in (x,, x,) unendlich viele
wesentlich verschiedene Entwicklungen gébe.

Dies trifft aber nicht zu! Wir werden zeigen, dafl eine — ge-
wissen ziemlich allgemeinen Bedingungen geniigende — Reihe der
Gestalt (3, 1), die in (x,, x,) fast iiberall gegen Nuil strebt, bis auf die
Normierung eindeutig bestimmt ist. Dies folgt aus dem

Satz: Es sei Z (a,cosu,x -+ b.sinu,x) eine Reihe mit den Par-
p==0

tialsummen s,(x), fiir die [5,,(t) dt in (x), x,) gleichmdflig gegen das
unbestimmte Integral einer L-integrierbaren Funktion s(x) strebt, und fiir
die 1im [s,(x,) +$.(x,)] =0 ausfdllt. Dann ist diese Reihe die Fourier-

sche Reihe der Abkiihlung von s(x).

Das Bestehen von (2, 3) erweist sich daher nicht nur als eine
notwendige, sondern — im wesentlichen — auch als eine hinreichende
Bedingung dafiir, dafi eine Reihe von der Gestalt (3, 1) Fourier-Reihe
der Abkiihlung in (x,, x;) sei. ' :

-Wir wollen diesen Satz an einigen Anwendungen erldutern. Be-
merken wir zunidchst, daf die Bedingung iiber die gleichmiBige Kon-
-vergenz der durch gliedweise Integration erhaltene Reihe sicherlich
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1
erfitllt ist, wenn z, B. >’ (a_"‘_*;_b:.):_

v=1

konvergiert. Aus der Konvergenz

-dieser Reihe folgt aber — wie wir sehen werden — die gleichzeitige
Konvergenz der Folge {s,(x,) +s,(x,)}. Mithin erhdit man durch ge-
eignete Komposition von zwei Reihen der Gestalt (3, 1), fiir die

(A2+B ) 2/» konvergiert und die in (x,, x,) fast iiberall gegen Null

‘I'_

streben, eine drifte Reihe, fiir die lim [s,(x,) + 5,(x;)} =0 ausfillt. Diese

n—->ow

letztere ist aber als Fourier-Reihe der Abkiihlung ven f(x)—O identisch
‘Null. Wir erhalten daher aus unserem Satz als

Korollar: Eine Reihe 2 (a, cosu, x+ b, sinu, x), fir die
v=0

2_, (b + B2)2 /v konvergiert, und die in (x,, x,) fast iiberall gegen Null

r=1
strebt, ist bis auf die Normierung eindeutig bestimmt.

Als eine weitere Anwendurig betrachten wir die ,Reihe” sinu,x,
in der also mit Ausnahme von b, simtliche Koeffizienten verschwinden.
Dieselbe ist nach dem obigen Satze in (—m, n) die Fouriersche Reihe
der Avkiihlung von sing,x. Wir erhalten daraus auf einem indirekten
Weg das Fouriersche Ergebnis, daff namlich die Folge

1

L
T Ky T .
—_— , =12, ...
( 2 ZnAu,,—SmZnu,,) SHL b X v=1

in (0, n) ein normiertes Orthogonalsystem ist.

Vor dem Beweis unseres Satzes wollen wir, vollstdndigkeitshalber
-den Beweisgang der Ergebnisse von 2 kurz zusammenfassen.

4. Wir erkldren zunichst, was unter einér Cauchyschen Exponen-
tialreihe zu verstehen ist. Betrachten wir zwei ganze Funktionen x(2)
‘und y(2), deren Summe 7n(2)=x(2)+(2z) nur einfache Nullstellen
besitzt und die auBerdem folgender Bedingung geniige leisten: Es
lassen sich zwei positive Gréflen ¢ und M, und eine mit dem Anfangs-

punkt konzentrische Kreisfolge K, K,,... mit den Halbmessern
<1< ...(r,~o) derart angeben, daff fiir samtliche Werte von n
Y(2) x2(—2) o
@ ” Vo |+ | 2 ||tz < v,
wY

ausfillt, wobei K" den in der Halbebene R[z]=0 liegenden Teil von
K, bedeutet. Sind zwei derartige Funktionen 2(z) und v(2) vorhanden,
so bezeichnen wir mit & die obere Grenze derjenigen GroBen o, zu
denen sich eine die Ungleichung (4, 1) befriedigende Schranke M, an-
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geben lafit. Betrachten wir nun ein beliebiges reelles Intervall (%0, X1)
von der Linge x;,—x;=0¢ und eine in (X,, x,) L-integrierbare Funktion:
f(x) und bilden die Reihe

N

Y /C("*) j A(z-t)
wobei die Summation in einer gewissen Reihenfolge auf sdmtliche
Wurzeln 4 der Gleichung 7n(4) =0 zu erstrecken ist. Von dieser Reihe
bilden wir durch gewisse Anordnung und Gruppierung der Glieder eine
wohlbestinmte neue Reihe. Und zwar fassen wir sdmtliche Glieder der
urspriinglichen Reihe, fiir die r,.; =|4| <r, (r,=0) ist, in einem einzigen
Glied der neuen Reihe zusammen. Die so erhaltene Reihe

42 fe)~ f DR () e‘”f(t)dt
V=1 ry SU1<, (/1)

nennen wir die Cauchysche Exponentialreihe von f(x).

Diese Reihe ergibt im Fall y(2) =e"?, ¢(2)=—e""* die gewohn-
liche Fourier-Reihe, im Fall x(z) =(z+h)e*:, ¢(R)=(z—h)e™* die:
Fouriersche Reihe der Abkiihlung. Im ersten Fall kann man etwa

1. .
r,,::n—i——z—, im zweiten etwa r,=—n setzen.

Fiir die Partialsummen der Reihe (4, 2) gilt

Ty

Z. Crett= L J ft((zz)) -e’@“‘)f(t) dtdz.

n

Mit Riicksicht auf X(()) 1-—- ;’:g; konnen wir das rechtstehende

Integral in die Summe folgender drei Integrale zerlegen:

N 4 1 w(z)
AL —
4, 3) = C2€% = — 5 (z) F(z;x)dz +
Kt

+7IH.]‘F(z;x)dz ' Jﬂg 3 F(—z;%)dz,

1 xt
n

wobei wir der Kiirze haiber die Bezeichnung
Flz; )= | e=of(t) at

- eingefithrt haben. Der Beweis von (2, 1) beruht auf der Bemerkung,

dafl das hier auftretende mittlere Integral das Dirichletsche Integral von.
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f(x) ist:

- fF(z x)dzw_jsmr(x t)f(t)dt

wovon wir uns durch die Vertauschung der Integrationsreihenfolge un-
mittelbar iiberzeugen konnen. Gleichzeitig 1a6t es sich zeigen, daf die
beiden anderen Integrale in (4, 3) fiir x0+d<xxx —d (6 >0) gleich-
mafig gegen Null streben. -

Diese letztere Behauptung ist mit Riicksicht auf die Bedingung
(4, 1) eine unmittelbare Folgerung der nahe liegenden und leicht be-
weisbaren Tatsache: das Integral

F(z; xo) = j]e-z(e_xu\f(t) dt

strebt in N(z) =0 mit — glelchmaﬁlg gegen Null.

Ahnlicherweise lassen sich (2, 2), (2, 4) und (2, 5) aus der obigen
Integraldarstellung der Partialsummen bzw. aus der Gleichung

‘ & Ax 1 J X(Z) N —
c-{-cox—{—ugrﬂ e = ZH(Z)F(z,x)dz._
In

1 [ 2@ g, _LJL . xX)dz —
_2711 F(z; x) dz+2m. p F(z; x)dz

21 (2)
+ K+
1 2(—2) )
~ Zmi f——zn(—z) Fl=z;x)dz
’ ]{ﬂ+

herleiten. In die Einzelheiten wollen wir jedoch nicht niher eingehen.

5. Zum Beweis des in 3. angedeutéten Satzes machen wir einige
vorbereitende Bemerkungen. Wir wollen die Operation, welche die be-
liebig hingeschriebene Reihe

2 o, cosp,(x—a,)
v=1
in v
& Cosp,(x—a,) +cosu, (x+2n—a,)

D o 2

itberfiihrt, mit @ bezeichnen. Es gilt

M

v

1 3-cos2nu,
2

sin2mp,

Dcos p, (X —a,) = 5

cosp,(x—a,) — sinu, (x—ay),
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woraus sich wegen ,uu-}—htgnu,,:-—-O

prcosty (x—av) + po sinp, (x—ay)

(5,1) deosu,(x—a,) = T 2

ergibt.
Aus (5, 1) geht klar hervor, dal die beiden Reihen, die wir aus

einer Reihe Z' g, cosp,(x—a,) — fiir die etwa |o,|=<1 (v=0,1,2,...)
v={

gilt — durch gliedweise Integration bzw. durch Anwendung der Ope-
ration @ erhalten, fiir sdmtliche Werte von x &dquikonvergent sind.

Wesentlich aber ist fiir uns, daB die Reihe @ D o,cosu,(x—a,) wie-
v=0

~derum eine Reihe von der Gestalt D oycosu, (x—a,) ist, wihrend
v=0 .

dies fiir die durch formale Integration erhaltene Reihe im allgemeinen
(genauer im Fall g,5=0) nicht zutrifft. '

Wir zeigen nun, dab jedes Polynom z(x)= 2 o, cosu, (x — a,)
r={
der Gleichung

(5,2) Dr(x) = he "= j erte(t) dt + e~ =7 d(x,)

geniigt®). Dazu sei nur bemerkt, daB das unbestimmte Integral

hCOSM,,(t-—-a,,) + M‘vSln Mv(t )
ht _—
Je cosp,(t—a,)dt= W +C

ist, woraus sich wegen (5, 1) leicht (5, 2) ergibt.
Wir beweisen noch folgenden

Hilfssatz: Konve‘rgiert die Reihe Z 0» COS i, (X — ) in (x,, X;)
v=(

gleichmafig gegen Null, so verschwinden sdmtliche Koeffizienten o,
dieser Reihe.

Zum Beweis beachte man, dab die Reihe @Z@vcosm(x——a)
wegen (5 2) ebenfalls gleichmagig gegen Null zustrebt Wir kénnen
ferner voraussetzen, dafl die Reihe le,,l konvergiert, denn die Ope-

=0 :

ration @* (d. h. die zweimalige Anwendung von @) eine derartige
Reihe liefert.

Setzen wir nun im Gegensatz zu unserem Hilfssatz voraus, daf die
Reihe nicht identisch verschwindet. Der erste nicht verschwindende

8) Mﬁ— Hilfe von (5,2) 148t sich (2,4) auf den Beweis von (2,3) und (2,5)
zuriickfiihren.
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Koeffizient sei oy==1. Wenden wir auf die befrachtete Reihe die Ope-
k
ration @* an. Dadurch geht ¢, in ———11——,‘—91,, a, etwa in a,, liber.

(7 +u)*
Wir normieren die erhaltene Reihe derart, daffi der Koeffizient von
cosp, (x —ay,) wiederum 1 sei:

k .
2 PAYE @® .
.3) ﬂ‘%fﬁ: D D 0, o8, (X — ) =

y=N
k o .
= €08 fy (x— &y,) + (2 + 13)° _§1~—"L—Zcosm(x—a,k).
IR ()R
Es gilt aber
k o @
) D 2 cosp(x—aui) 5”_%1[9%

y=N+1 (hg_*_#fi)?
1
PR Gk 5 G

1

(h2+.u?v+1)?

und s,bmit kann die Reihe (5,3) fiir geniigend grofie Werte von &

keineswegs Null als Summe besitzen. Aus diesem Widerspruch folgt
unser Hilfssatz. ‘

Nun ist zum Beweis unseres Satzes nur noch ein einziger Schritt

dibrig. Konvergieren die unbestimmten Integrale der Partialsummen s,(x)

<1,

einer Reihe > o, cosﬁ,(x—a.,) in (x,, x,) gleichmibig gegen das un-
v=0

-bestimmte Integral einer L-integrierbaren Funktion s(x):

[s.ydt~sydat, x=x=x,

Ly

n-» o

«und ist dabei {im ®s,(x,)==0, so ist wegen (5, 2) auch @ Z v COSty (X—a,)
v=0

.gleichméfhig konvergent mit der Summe

x

@ Z(; 0,COS U, (X — @) == he"‘xJe’”s(t) dt, Xp = XX,
Diese Reihe ist aber zufolge unseres Hilfssatzes mit derjenigen Reihe
identisch, die wir aus der Fourierschen Reihe der Abkiihlung von s(x)
mittels der Operation @ erhalten. Dies ist aber nur moglich, falls die
‘betrachtete Reihe die Fouriersche Reihe der Abkiithiung von s(x) ist.

6. Zum Schluf machen wir noch einige Bemerkungen. Es sei
«¢p(x) eine reelle Funktion, die in (x,, x;) eine Ableitung von beschrénkter
:Schwankung besitzt und fiir die ¢(x,) + @(x,) =0 gilt. Es !aft sich®
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leicht zeigen, daf} fiir die Koeffizienten a,, b, der Fourierschen Reihe

der Abkiihlung von @(x) a,=0 (7}) , b= O‘(;]?)' gilt. Setzt man.

, S0 leuchtet ein, daf} eine beliebige Funktion.

p(0) =) — LEITSC8)

f(x), die in (x,, x,) einé Ableitung von beschrinkter Schwankung:
besitzt, sich in (x,, x;) in eine absolut konvergente Reihe der Gestalt:
f(x)= > (A, cosu,x + B, sinu,x) entwickeln 148t,

v=0

Die Summe dieser Reihe ist eine fastperiodische Funktion. Da:
aber aus (5,2) durch Mulliplikation mit e** und Differentiation
ht(x 4+ 2n)+ 7 (x+27)= he(x) — 7 (x) foilgt, so gelangen wir an fol-
gendes Ergebnis: Erweitern wir die in einem beliebigen Intervall (x,, x,)
erklarte Funktion f(x), die eine Ableitung von beschrinkter Schwankung
besitzt, von (x,, x;) aus durch folgende Vorschrift: 1. f(x) sei fiir alle
reelle Werte von x stetig, 2. es bestehe zwischen f(x-+a) und f(x) die
Differentialgleichung . '

fx+a)+f(x+a)=hf(x)—f(x) mit a=x—x,
so ist die erhaitene Funktion fastperiodisch.

Schlieilich sei bemerkt, dall wir gleichzeitig mit der hier betrach~
teten Reihe, die als Reihe der Kugelabkiihiung bezeichnet werden kann,
auch eine andere Reihe, die Fouriersche Reihe der Wiirfelabkiihlung,.
in Betracht ziehen konnen. In dieser nimmt die Rolle der Gleichung
z+ htgrnz=0 die Gleichung z—hcotgrmz=20 iiber. Die Reihe der
Wiirfelabkiihlung steht in gewisser Hinsicht in engerer Verbindung mit
der gewdhnlichen Fourierschen Reihe als die Reihe der Kugelabkiihlung..
Dies ist,zu erwarten, wenn wir bedenken, daf fiir die positiven Wur--

zeln gy, 24y, . . .vonz—hcotgnz==9 lim (i, —») =0 ausfallt, wihrend:
o . N
fiir die Folge w,, &,, ... lim (,u,,—az)==? gilt.

(Eingegangen am 10. Mdrz 1943.)
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Bemerkung zu einer Arbeit von R. Fueter iiber
die KlassenkoOrpertheorie.

Von LADISLAUS REDEI in Szeged.

Bezeichne & den Korper der rationalen Zahlen, D eine ungerade
«quadratfreie natiirliche Zahl.

1. In einer Arbeit von FUETER') kemmt unter anderen wichtigen
Anwendungen auch folgendes vor: Ist D =1 (mod 8), so muf} es in
k(V—D) eine gerade Anzahl Klassen in jedem Geschlechte geben, da-
mit.die Grundeinheit in k(}D) ‘die Norm —1 hat. Ich habe schon
* frither kurz bemerkt?), dafl dieser Satz inhaltslos ist, da die Geschlechter
«des Korpers &k (J—D) im genannten Fall D=1 (mod 8) stets eine
gerade Anzahl Klassen enthalten. Erst neulich bin ich in einer Arbeit
von HECKE®) auf folgende Stelle aufmerksam geworden: ,Bisher sind
allerdings nur sehr selten Beziehungen zwischen den Kdérpern k(l/ﬁ)
und k (i, /D) gefunden worden. Ich nenne den Dirichletschen Satz, daf
die Klassenzahl des Korpers k(i,)/D) (abgesehen von dem Faktor 2)
gleich dem Produkt der Klassenzahlen der beiden Korper k(VE) und
k(Y=D) ist, sowie einen Satz von FUETER iiber eine notwendige Be-
.dingung, daB die Norm der Grundeinheit in k(D) gleich —1 sei.“
Hieraus ist klar, daf HECKE der Inhaltslosigkeit obigen Satzes nicht
gewahr wurde, er hat sogar dessen scheinbare Bedeutung stark her-
vorgehoben. Andererseits ist meine Bemerkung in der Arbeit?) in einer

1) R. FueTer, Die Klassenkérper der komplexen Multiplikation und ihr Ein-
flu auf die Zahlentheorie, Jahrésb. D. M. V., 20 (1911), S. 46.

?9) L. Réper u. H. Reicmarpr, Die Anzahl der durch 4 teilbaren Invarianten
der Klassengruppe eines beliebigen quadratischen Zahlkérpers, Journ. f. Math., 170
(1933), S. 74.

3) E. Heckg, Uber die Konstruktion der Klassenkdrper reeller quadratischer
Korper mit Hilfe von automorphen Funktionen, Gdtt. Nachr. (1910), S. 620. — Hier
in Anm.!) wird Band-.und Seitenzahl obiger Stelle in der Arbeit von Fueter falsch
-angegeben, '
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Fufinote versteckt, und deshalb dachte ich richtig gehandeit zu haben,
daB ich hiermit auf diese Frage nochmals zuriickgekommen bin.

2. Weiter mochte ich hier kurz bemerken, daffi man zwischen den
von FUETER betrachteten Korpern tatsdchlich Zusammenhénge feststellen
kann. Und zwar erhidlt man aus der Arbeit®?) unmittelbar folgendes.

Sind alle geraden Invarianten der Klassengruppe von k(J=D) durch
4 teilbar, so gilt hnliches auch fiir 4(}/D).#) Wenn dies umgekehrt

der Fall ist, so sind fiir k(/—D) entweder alle geraden Invarianten
durch 4 teilbar oder alle mit einer einzigen Ausnahme (und zwar je
nachdem alle oder nicht alle Primfaktoren von D der Gestalt 8/+1
sind). Aus einer Arbeit’) von mir folgt &hnlich leicht dasselbe (ohne
den Zusatz in den Kiammern) samt der Bemerkung?) auch fiir 8 statt 4. .
Diese Sitze iiber die durch 4 teilbaren Invarianten lassen sich auf Grund
einer Arbeit®) von mir bedeutend erweitern, worauf ich an einer an-
deren Stelle eingehen will. Auch iiber die durch 8 teilbaren Invarianten
1Bt sich mit Hilfe der Arbeit®) mehr aussagen. Nach einer neueren
Arbeit’) von mir kann man hoffen, daf} sich weitere Zusammenhidnge

zwischen den 2-Klassengruppen von k(JD) und k() =D) herausstellen
mit Einbeziehung aller Invarianten 2", oder sogar zwischen den p-Klas-
sengruppen (p Primzahl) von anderen Paaren geeigneter algebraischer
Zahikorper. Fiir p==2 gibt es in dieser Richtung meines Wissens nur
den folgenden Satz von ScHoLz®). Unter den Klassengruppen von zwei

quadratischen Zahlkérpern k(Vd), #(/—3d) hat die des imaginiren
Korpers ebensoviel oder um 1 mehr durch 3 teilbare Invarianten als
die des reellen.

(Eingegangen am 31. Mdrz 1944.)

%) Das gilt allgemeiner fiir das Korperpaar & (Vd), k (Vd,), wenn d =d,d,
und d, d,, d, Diskriminantenzahlen sind.

%) L. RépEL, Ein neues zahlentheoretisches Symbo! mit Anwendungen auf die
Theorie der quadratischen Zahlkorper, I, Journ. f. Math., 180 (1938), S. 1—43.

6) L. Repes, Uber die D-Zerfillungen zweiter Art, Math. u. Nalurwiss. An-
zeiger d. ung. Akad., 56 (1937), S. 89—125. (Ungarisch.) '

7y L. Reper, Uber die Klassengruppen und Klassenkorper algebraischer Zahl-
korper, Journ. f. Math., 186 (1944), S.80—90. .

_ 8) A. Scuorz, Uber die Beziehung der Klassenzahlen quadratischer Korper

zueinander, journ. f. Math., 166 (1932}, S. 201—203.
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Ober einfge merkwiirdige Polynome .in endlichen
Kdrpern mit zahlentheoretischen Beziehungen.

Von LADISLAUS REDEI! in Szeged.

Herrn Prof. Michael Bauer, meinem verehrten Lehrer, zim 70. Geburtsjahre gewidmet.

Gegeben sei ein endlicher Primkorper P von der Charakteristik p
(= 3) und eine natiirliche Zahl n. Wir werden gewisse Polynome (einer
Variablen) in P untersuchen. Dabei ziehen wir manchmal auch den
(endlichen) Erweiterungskérper Q mit der Elementenzahl

(M g=p"

in Betracht. (Fir n=1 ist Q==P.) Alle unsere Feststellungen iitber P
lassen sich natiirlich in die Kongruenzsprache umsetzen und erhalten
dadurch einen einfachen zahlentheoretischen Sinn. Hieriiber werden wir
niheres bemerken dort, wo das fiir ndtig erscheint. Den Korper der
absolut rationalen Zahlen bezeichnen wir mit R. Wie das iiblich ist,
sollen die Symbole 0, 1,..., p—1, also allgemeiner die fiir p ganzen,
rationalen Zahlen, auch die Elemente von P bezeichnen. Hiedurch kdnnte
ein MifBverstindnis entstehen, wir verabreden uns aber, daB ,rationale
Zahlen“ (insbesondere Polynome und Potepzreihen mit solchen Koeffi-

zienten) in P zu deuten sind, und nur dann in R, wenn es ausdriick-

lich gesagt oder augenscheinlich wird.

Wir wollen auf die bekannte Tatsache hinweisen, daBi in Q keine
weiteren Funktionen als die Polynome existieren, und zwar ist das
durch die Interpolationsformel
0 2 dll—@—a)"]

ain @
gelieferte Polynom das einzige vom Grade <g, das die allgemeinste
eindeutige Funktion a-a’ von einer Variablen in Q realisiert. [In Q
sind ,alle Polynome“ (von beliebigem Grad) ein durchaus umfassenderer
Begriff als ,alle Funktionen“] Kein Wunder, da in den endlichen
Korpern den Polynomen ein hohes Interesse zukommt.

Die Theorie der Polynome in Q ist in mehrerer Hinsicht v1el-
gestalteter und schwieriger als in R oder im Korper der komplexen
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Zahlen. (Das ist wohl dem Umstand zuzuschreiben, da man in Q
iiber Teilbarkeit, Anordnung und Bewertung nicht sprechen kann.) So
ist unter anderem eine Besonderheit in Q, daf ein Polynom kein
Quadrat zu sein braucht, wenn sein Wertevorrat aus lauter Quadrat-

q
(Hz_ 1) Polynome

elementen besteht!). Vielmehr gibt es nach (2) offenbar(

g+l
der letzteren Art und vom Grade <g, darunter aber nur —(q +1)

also fiir grofies ¢ wesentlich weniger Quadratpolynome. Z.B. nehmen
die Polynome
q+l q-1

1+x242x 2, 2x2(1+x2) =
nur Quadratelemente an, ohne selbst Quadratpolynome zu sein.
Nunmehr setzen wir in P

@) O S S SR
@ ho= 2 paxT -y,
() D_, (x)=:2—(T1:?)[1~-x'qzﬂ+(1—x)l;l],
©) | @-_(x)=3€—(12_—x)[1_x'q;l‘_(l_x)’q?]_

" Man sieht gleich, daf diese (ganzen) Polynome normiert sind, d. h.
konstantes Glied 1 ist?). Ubngens lassen sie sich in einer Formel 50
angeben: :

o-1 q+1 g+1

g-1
(1) Do) =2"x7 (1-x) 2 [I +ox % +0(1—x) 7] (¢,0==%1).)

1) Besteht aber der Wertevorrat eines Polynoms f(x) in R aus lauter Quad-
ratelementen, so ist es ein Quadratpolynom in R, da nimlich der Annahme nach
das Polynom y%— f(x) von x, y fiir jedes x in R reduzibel ist, und so ist es nach
HiuserT selbst reduzibel.

9 Die Polynome (3)—(6) lassen sich mit folgender einfacher Vorschrift defi-
q+1

nieren. Man gehe aus dem emzxgen Polynom (1 —x) oz aus, strelche oder verdoppele

die dufleren qneder I, +x 2 voneinander unabhangng, streiche in den erhaltenen
vier Polynomen die etwaigen Faktoren x,1—x, und normiere sie. So entstehen
(3)—(6). — Aus inneren Griinden wire richtiger gewesen, die Reihenfolge der rechten
Seiten in (3)—(6) umzukehren. und ebenso spiter unten in (8)—(11). Das hitte
nidmlich insbesondere zur Folgerung, daB in (30) sich ¢, ¢ fiir —p, —o schreiben
lieBe. Obigen Bezeichnungen haben wir aus formalen Griinden den Vorzug gegeben,

3) Statt der Indizes ¢, o geben wir oft nur das Vorzeichen an, wie auch schon
in (3)—(6).
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Andererseits betrachten wir die folgenden grofiten gemeinschaftlichen
"Teiler in P:

[.:.

-1

.®) o= (157, 11— 7),
©) po()—(1 X7, 1—(1=0)),
(10) por() = (1—x 7, 14 (1—x 2,
() g )= (—x7, 1—(1—x)7 ),

die wir ebenfalls gleich als normierte Polynome annehmen, wodurch
sie eindeutig bestimmt sind?). In einer Formel vereinigt:

q-1 q-1
(12) Pos(X)=(14+0x 2, 1+0(1l—x) 2).
In den folgenden werden wir uns hauptsdchlich mit diesen Polynom-
quadrupeln (3)—(6), (8)—(11) beschéftigen. Unser bemerkenswertestes
Resultat ist die Bestimmmung der grifiten gemeinschaftlichen Teiler
(8)—(11) [Satze 4, 8) und hiedurch zugleich die Faktorenzerlegungen
in Satz 5. Auf eine ndhere Beschreibung des Inhalts dieser Arbeit ver-
zichten wir hier, verweisen aber hierfiir auf die an die Sitze gefiigten
FuBbemerkungen und auf die Bemerkung am Schlufi der Arbeit.

Satz 1. Der Wertevorrat von ®,.(x) in Q besteht aus lauter
Quadratelementen. Und zwar ist $4,(0)==1, Py,(1)=12%"7, und fiir ein
x=0, 1 ist der Wert von @,.(x) aus folgender Tabelle zu entnehmen,
wobei x(x) den quadratischen Charakter in Q bezeichnet :°)

7 (%) + o+ N _
¥ (1 —x) + — + '“
b, (x) ! x oo i 0
| | p 401 —
(13) P.- () ! x ’ Lx_i)
1 X
@_, (x) ! 0 —x I—x
4 4 4
b__(x) O T == 0=y

4) Diese Polynome (8)—(11) habe ich fiir g = p auch schon in einer friiheren
(ungarischen) Arbeit ,Eine Anwendung der hypergeometrischen Reihen auf eine Fak-
“torenzerlegung des Fermatschen Polynoms 1 — x”~' im Zusammenhang mit der Theorie
der quadratischen Reste, Math. u. Naturwiss. Anzeiger d. ung. Akad. (im Erscheinen)®
untersucht und fiir sie einige der hiesigen Resultate festgestellt. — Legte man R statt
P zu Grunde, so wire %,,(X) leicht angebbar, und zwar gleich 1 oder 1 —x--x2

5) D. h. x.0)=0 und g(x)=1 oder — 1 (x+0), je nachdem x ein Quadrat-
element ist oder nicht. Im Fall g=p ist x(x) im wesentlichen das Symbol

‘von LEGENDRE. — In obiger Tabelle geben wir von x(x) und x(1—x) nur das
Vorzeichen an.
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Satz 2. Die ®,,(x) sind Polynomquadrate in P und zwar ist
(14) Doo(x) ==y, () (0, 0=~11).5)
Satz 3. Bezeichne n,, den Grad von ¢,q(x). Es ist

' 9= —p - 9—& 1—¢ 99—t
(15) n. = ) , M_=n_, = I 2“,/1“—— I 1,
oder in einer Formel
1
- (15) Mes = (q—2-+0+0—¢00),
wobei
a-1
(16) e=y(—1)=(—1)2.7)

Zum folgenden nehmen wir die hypergeometrische Reihe

ale+1).8(+1)
rir+1).2!
zu Hilfe. Wie es schon GAuss®) bemerkt hat, ist insbesondere

1 v v |
an Fly—3.=% 5=
] — 3 —.v k
=7[(1+VX) +(1—1Vx) l=1+2(2vk)x,
' i v y 3 ‘
(]8) F(7—?, 1-——2—, -—,2—, x)=

—— [ +Vx) — (= Vx) )=+ L> (2k+1)xk

x4,

Flo b, —1+—Lxt

T 20 1/
: 1
wobei fiir k=1, 2,... zu summieren ist. Man setze zuerst V=,
dann v="——;—, und bezeichne die entstandenen Funktionen so:

1

(19) F++(X)==F(-— —

4’ ’ ],X)_"‘2“[(1+VX) +(1'—VX)]

2
3
2 2

l

Bw =

1 1
(20)  F..(x) =VF(%, , x)—i; [(1+ V)2 —(1—Vx)%),
6) Alles was wir im folgenden iiber lpou(x) aussagen, ist kraft (14) auch fiir
Do g (x) verwertbar. -
7) Also ist e=1 oder —1, je nachdem g=1. oder —1 (mod 4) ist.
8) Gauss, Werke, 3 (i1870), S. 127. Vgl. auch H. A. Scawarz, Uber diejenigen
Fille, in welchen die GauBische hypergeometrische Reihe eine algebraische Funktion
ihres vierten Elementes darstellt, Journ. f. Math., 75 (1873), S.. 292 335. Ubngens.

lassen sich (17) und (18) leicht unmittelbar verifizieren.
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(311 Y Tyt
(21) F_+(x)-—F(~Z, ‘4",‘2"")“‘ 7(1+1F) +(1 Vx) *1,
3 53 )_ 1 "3 ]
(22) F_.(x)= (4, 4,—2—,x)— I/E[(lH/x) —(=Vx) °]-
Wieder in einer Formel vereinigt:
I+o o-1 -1

1
(23) Fpo(x)=2 "% (Vx) % (1 —x) T [('+VX)2+0(1 ['x)?].
Man rechnet leicht nach, daf folgende Reihenentwickiungen gelten:

) :
BRESN | A IO T TS
24) Fo.(=1+ 2 ( ) ¥=l=2 Gr—pree \is)

1

) B - 5 |, ' 2(4k—1)! (5_
(25) F+_(x)—1+22(2k+.)x‘"—‘+2(zk—x)!(2k+l)! 16

I 1
-] o 2dk—1)!
(26) f’*(x)=1+ 2 (2/?) =142 (2/{(—-1_)!(21«)! (%)

2k+1 < T2rEk+ 0 16
Satz 4. Es ist q,.(x) eine Partialsumme von Fy.(x) [0, 0=11
Satz 5. In P gelten die Faktorenzerlegungen

21 ' fnt]
(28) 14+x2 =g, (X)p._(x), 1—x2 =1—x)p_,(x)p__(x),
zugleich also auch

(29) 1—x =1 =X ¢+ (X) P~ (X) P (X) p__(x).'9)

. 1 ~
27) ,F__(x)=1—22(_7)xk=1+? (a4 D! (_’i)
1)

%) Satz 4 mit (15) zusammen bestimmt die Polynome ¢, ,(x) auf Grund der
Reihenentwickiungen (24)—t27) vollkommen mit explizit ancegebenen Koefiizienten
(diese sind natiirlich in P aufzufassen). [Vgl. hierzu 13).] Hierdurch wurde mit Vor-
wegnahme der Sitze 5 und 6 viererlei geleistet, und zwar wurde nach (14) die
Quadratwurzel aus den Polynomen (3)—(6) ausgezogen, die groften gemeinschaft-
lichen Teiler (8)—(11), also auch die elementarsymmetrischen Funktionen der Ele-
mente a in (30) bestimmt, und die (effektiven) Faktorenzerlegungen (28), (29) bewirkt.
Man kann sagen, daB es sich in allem diesem um eine Eigenschaft der Potenzreihen
(24)—(27) handelt. Dabei ist am auffilligsten, das besonders betont werden soll,
dab die zu allen Paaren p, n gehorenden zweimal unendlich vielen Polynomquadrupel
(8)—(11) [die ja obendrein in den verschiedenen Primkdrpern P erklirt sind] aus
einer gemeinsamen Quelle entstehen, némlich (kurz gesagt) als Partialsummen von
vier festen Potenzreihen.

10) Uns waren bisher nur die folgenden Faktorenzerlegunoen des ,Fermafschen“
Polynoms 1 —x*~" bekannt :

Tl G—an (—x" 42"+ b X7 mig—1]
a(+0}in Q

’
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Hieraus folgt, daf3 die q,q(x) in Q in lauter verschiedene lineare Fak-
toren zerfallen.
Satz 6. Die Nulistellen von ¢,4(x) sind die Elemente a in Q mit

(30) 2@ =—¢ 1(1—a)=—0")

Satz 7. Das Verhalten von «q,4(x) bei Ausiibung der Elemente der
anharmonischen Gruppe auf x ist durch die Formeln

» I 2

@) (== 1@, o) g g0
\ I 4

(32) @ (1—Xx)="2% (2Q)p_. (x), x+‘(ﬁ+_(7)= g5 P

. N L s 1y 2 .
6) 0 —0=gr Qpe(0 gL = P
1

- 4
G 5 (-0=—1@r-0, o |t]= e
angegeben.?)
Satz 8. Definiert man die Polynome A(x), B(x) in P durch

-1

(35)  [(1+2)(14+2) (1427).. . (142" 2 = A(2%) +2B(22),
50 éilt

(36) P — A@+xB, -
@37) 9rm () =204(X) + B,
(38) g = AW,

39) @ (x)=—2B(x).1%)

11y Insbesondere fiir m=1 cntsprechen den vier Paaren ¢, ¢ in der Theorie
der Verteilung der quadratischen Reste die vier Arten sogenannter zweigliedriger
Sequenzen. [Man schreibe die zweite Gleichung (30) in der Form y(a—1)=— ¢0.]
Somiit enthilt (15) den Satz von LaGraNGE iiber die Anzahl dieser Sequenzen als
Nebenresultat. — Nach den bisherigen beherrscht man die zweigliedrigen Sequenzen
durch die obigen hypergeometrischen Reihen. Ahnliches erwartet man fiir die drei-
gliedrigen Sequenzen nicht mehr [hierzu miifte man die acht grofiten gemeinschaft-
lichen Teiler

p=1 =1 p=1
(1iX~2 y12(14+x %, 12@+x * )
bestimmen], da deren Theorie unvergleichbar schwieriger ist. Merkwiirdigerweise
treten schon bei der Bestimmung der Anzahl der dreigliedrigen Sequenzen wieder
hypergeometrische Reihen auf, die aber- keine algebraischen Funktionen sind. An
einer anderen Stelle mochte ich hierauf zuriickkommen.

12) Es ist 2(2)=1 fiir g=+ 1 (mod 8) und 4¢2) = — 1 fiir ¢ ==+ 3 (mod 8).

-— Nach (31)~-(34) bewirken die Substitutionen x-1 —x, x—»Tim wesentlichen

eine Permutation der Po ¢ (), die auch von (30) abzulesen ist.
13) Im Satz 8 ist weiter nichts neues geschehen, als daf wir die im Satz 4
genannten Partialsummen von Fpo(x) [im Korper P} berechinet haben; das sind die
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Satz 9. Die Faktorenzerlegung (29) von 1—x'' [dft sich ein
wenig verfeinern, und zwar zerfdllt ¢__(x) im Fall ¢g=1 (mod 4) in
zwei Faktoren, die die Partialsummen der hypergeometrischen Reihen

1 - 1 . _-]_
(40) LIV TRV =14 Z(zﬁ)xk

vof ~

.

i ’ 1 : _ 1
(41) —V‘%[(IWE)‘T—(I—VE)'?J—*—1—42(2k;,)xk

vom Grad 8(q_])14) bzw. 8(qg5) sind, und «¢,_(x) zerfdllt -im

Fall g=— 1 .(mod 4) ebenfalls in zwei Fakforen, die die Partialsum-
men von ’

- s
(42) —;—{u+V§)T+<1—V§)%1=1+2(24k)xk,

1
vom Grad é’((H_]) bzw. é"( 3) sind.*®)
Satz 10. Es sind im Fall g==+1 (mod 8)

1
(44) 5 [1 + Py (X)L
im Fall q—+3 (mod 8) aber

8 .
x_(l-——x-)[l—_q)”(x)]’

(45) Ty @l =]

1
(36)—(39). — Der Grad der linken Seite von (35) ist ——2—(p"— 1), die Anzahl der

13\»
Entwicklungsglieder bloB (E—_;;—) [diese sind aber auch schon alle 0 in P].

Hiermit ist dieses Polynom fiir n = 2 liickenhaft und die Liickenhaftigkeit steigert
sich fiir wachsendes n stark. Dies iibertrigt sich kraft (35) auf A(x) und B(x), und
dann weiter nach (36)—(39) auf die Po s (x). [Fiir die Reihen (24)—(27) folgt aus
Satz 4, daB die natiirliche Dichte der mod p nichtverschwindenden Koeffizienten Null 1st]

14) Fiir reelles x bedeutet &(x) die grofite ganze Zahl < x.

1) Folglicherweise zerfallen auch die hier angegebenen Polynome in Q in
lauter verschiedene Linearfaktoren. Es ist uns nicht gelungen die Nullstellen dieser
Polynome ndher zu bestimmen. Obige hypergeometrische Reihen sind die- Fille

1
ve=tk — von (17), (18).
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(ganze) normierte Quadratpolynome in P. In beiden Fdllen ist das Produkt
.der genannten zwei Polynome gleich ¢ _(x).!%)

.Satz 11. Es ist

.

T+ 5 .- ()

'(46) =%
.ein (ganzes) normiertes Quadratpolynom in P. Zugleich gilt -
47 A=) =g, (63).17)
Satz 12. Fiir p=5 sind
1 3 .
1(48) -5 [T+3x+@x+x3)x2 +(1—x) 2],
2 q-3 q+3
(49 §;[1+3x+(3x2+x3)x2 —(1—=x) 2],
C 1 3 3
.(50) 0= [14+3x—@x2+x¥)x2 +(1—x) 2}~
' 2 a3 a3
3] m[l+3x—(3x2+x3)x —(1—x) 2]

{ganze) normierte Quadratpolynome in P.'%)

Beweis.') Fir jedes x in Q ist
_q_.—l-
(52) 1()=x2 ;

diese Gleichung ist so zu verstehen, daB man den Wert 0, 1 bzw. —1
der linken Seite in Q deutet. Nach diesem ist fiir jedes x in Q

16) Die Quadratwurzeln der Polynome (44), (45) liefern also eine Faktoren-
zerlegung von ¢__(x), die von der im Satz 9 fiir den Fall g=1 (mod 4) angege-
benen verschieden ist. Diese Quadratwurzeln und die Nulistellen konnten wir aber
nicht niher bestimmen. v

17) Man sieht, daB f(x) in' Q in lauter zweifache Linearfaktoren zerfillt, auch
die Nullstellen sind bis auf das Vorzeichen leicht anzugeben. Die Quadratwurzel
von f(x) konnten wir wieder nicht bestimmen.

18) Abweichend von den bisherigen Sidtzen handelt es sich im Satz 12 nicht
mehr um die rp(m(x). — Es wire leicht zu peweisen, daB die Quadratwurzeln aus

3
~+(48)—(51) wieder Partialsummen von (17) und (18) fiir = und » = — —g— sind.

‘Satz 12 wiirde sich leicht verallgemeinern lassen entsprechend den Fillen
5 7

=4 —, +£—,...

rEESET _

vorangehenden, woliten wir ihn und werden auch seinen Beweis moglichst kurz fassen.

19) Den etwas miihsamen Beweis der Sitze 4, 8, 9 lassen wir erst am Ende
folgen, nchmen aber Satz 4 beim Beweis der Siitze 7, 10, 11 vorweg.

¢

Da wir in Satz 12 weniger Interesse erblicken als in den

’
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d)++(x)=—,l_—[l+x(X)x+x(l—x)(l'—x)],

und fiir die tibrigen @,.(x) gilt dhnliches. Hieraus folgt Satz 1 leicht.

Man sieht, daf einerseits die ¢,4(x) andererseits die @,.(x) paar-
weise teilerfremd sind, und daB @,.(x)| DPes(x) ist. Weiter ist dann
nach (12) :

q-1

Pr,o (X) -,o(X) = (1 —=x"", 140(1—x) 7),

N _ q-'l
63) I gee@—=(—x"", 1—(1—x) = 1=
0, 0=+ 1 b —x
-da
et g (=xT o 1—=x? 1—x"!
I=(—x" =1 —x 1T 1=x — I—x

‘ist. Ahnlich aber noch leichter berechnet man aus (3)—(6):
' xq 1\2
/e )
e, 0=11 —X

"Vergleicht man dies mit (53), so entsteht nach obigen Bemerkungen
-(14), d. h. auch Satz 2.

Von (3)—(6) liest man leicht ab, daB der Grad der Reihe nach
-das doppelte der Zahlen (15) ist. Hieraus und aus (14) folgt Satz 3.

Im Satz 5 ist (29) nichts anderes als (53). Aus (29) folgen aber
‘auch die Gleichungen (28), da in diesen nach (8)—(11) die linke Seite
-durch die Faktoren der rechten Selte teilbar ist. Also ist Satz 5
richtig.

Nach (52) ist klar, da jedes a in (30) eine Nulistelle von g, .(x)
ist. Andererseits erschopfen die zu allen Paaren ¢, ¢ gehdrenden a die
Elemente 40, 1 von Q, deren Anzahl g—2 gleich der Summe der
-Grade der @,.(x) ist. Hieraus folgt Satz 6.

Um Satz 7 zu beweisen zeigen wir zuerst:

(54 Poa(X)=1+...+ Bie XMt
©) =1 g X,
- (56) L) =1+4+... +:T2+'3‘zx"‘*:
-(57) P ()=1+.. '+T::—3:X"“

Urspriinglich wéren nimlich die letzten Koeffizienten nach Satz 4 19)
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und (15):

L L 1 1

2 2 2 2
(q_—_z)’ 2(_;&8_)’ (q—-+s)’ —Z(q—z— )

2 2 \ 2 2

In den Binomialkoeffizienten 146t sich der Zahler i—;— durch_g%—1
ersetzen, und dann gehen sie durch die Umformung (lul):(uf—v) in
g41 gtn g—1 : g1
2 ____2_ 2 . 2 2 ____2—_‘ 2 _:_2_
lj‘zj T 3t¢’ 1_;._'3 T3¢’ L;_s T —1+3¢’ 1‘2*‘? T 1+3¢
iiber, wodurch (54)—(57) bewiesen ist. ,
Aus (30) folgt, dafi einerseits ’
(58 Poo(l —x) und @q,(x)

andererseits wegen

R
X a - 0: 4 ) a‘_‘ 0

auch o

(39) X“M‘PM(%) und g, -z00(X)

assoziiert sind. Die Polynompaare in (58), (59) sind eben die in den
Gleichungen (31)—(34) von den rechtsseitigen konstanten Faktoren ab-
gesehen. Weiter liest man von (54)—(57) leicht ab, daB unter den
Gleichungen (31)—(34) in den vorderen die Koeffizienten der Glieder
hochsten Grades, in den hinteren aber die konstanten Glieder gleich
sind. Dabei (beim ersteren) ist ndmlich zu berticksichtigen, daf nach (15)

(=)™ =1(2), (=) =(1D)""=ex(2), (—1)""=—1(2)
ist. Damit haben wir Satz 7 bewiesen. .

Fiir Satz 10 beweisen wir zuerst, dal (44), (45) ganze Polynome
sind. Diese Behauptung ist gleichwertig mit ¢, . (0)=1, ¢,,(1)=1x(2)
[vgl.’?)]. Die erste Gleichung sagt nichts anderes, als daf ¢..(x) nor-
miert ist; die zweite folgt dann aus der ersten Gleichung in (3f).

Weiter gewinnen wir aus (3) und (6):

4, (x)+x(1—x) D__(x) =4
d. h. nach (14) '
4[1+(p++(x)][l—<p++(x)]=x(1—x)¢'i_(x). !
Man sieht hieraus, dafl das Produkt der Pglynome (44) bzw. (45) in
der Tat ¢2_(x) ist. Da beidesmal die Faktoren teilerfremd sind, so sind
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sie auch Quadratpolynome. Endlich sind sie auch normiert, da dies fiir
die vorderen Polynome in (44), (45) klar ist und das gleiche auch fiir
¢__(x) gilt. Damit haben wir Satz 10 bewiesen. '

Zu Satz 11 zeigen wir zundchst, daf f(x) in (46) ein ganzes
Polynom ist. Da der lineare Nenner die Nullstelle x= — x(2) hat,
so ist nur zu zeigen, dafi fiir dieses x auch der Zahler verschwin-

det, d.h. 1—%x(2)go+_(l)=0 ist. Letzteres folgt in der Tat aus

¢-.(0)=1 und der ersten Gleichung in (32).

Da nach (46) f(x) normiert ist und f(x), f(—x) offenbar teiler-
fremd sind, brauchen wir nur noch (47) zu beweisen, woraus dann
namlich folgt, dafi die Faktoren links Quadratpolynome sind. Nach (46)
und (14) ist .

T P )
1

—x2

1 —
J)f(—x) =

Andererseits folgt aus (4) und (5):
XP, () +4(1—x) P_,(x) =4

Aus beiden entsteht f(x) f(—x) = @_, (x?), d.h. wegen (14) auch (47).
Also ist Satz 11 richtig. ‘

Satz 12 ergibt sich so. Man priift leicht nach, daB die Polynome
(48)—(51) ganz und normiert sind. Dann bezeichne man diese Polynome
der Reihe nach mit &, (x), ¥, _(x), ¥_,(x), ¥__(x). Offenbar ist

(60) By, 1 (x) Ty, - (x)=

a+1

=§l;(l_x)3(g-l) [(l +3x+0(3+x)x—2_)2_(1—x)'1+3]

Wegen (1—x)?=1—x"* berechnet sich der Ausdruck in [] leicht zu
q-1
x(B+x+o(l+3x)x 2)

Da hiernach die rechte Seite von (60) ein Polynomquadrat ist und nach
(48), (49) bzw. (50), (51) die Faktoren der linken Seite teilerfremd
sind, so sind sie nach obigem auch Polynomquadrate. Das beweist
Satz 12. '

Als Vorbereitung zum Beweis der Sitze 4, 8, 9 zeigen wir zuerst
folgendes : .

Ist @ eine rationale fiir p ganze Zahl mit der p-adischen Ent-
wicklung
61) a=a,t+aptap*+... O=a=p-—1;i=0,1,..)),
so ist

(62) (1+x)“:1+'2(ﬁ)xk:(1+x)"°(1+x”)“l(1+x”2)“ﬂ..'.,
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wobei das zweite ,=“ in P zu deuten ist so namlich, daf nach Aus-
multiplizieren die entsprechenden Koeffizienten in P gleich sind. Mit
anderen Worten, indem wir noch

(63) k=k+kp+...+kp O=sk=p—1;i=0,1,...,¢)
setzen, gilt in P:
ae
. ka .

o9 e () &) -

Betrachten wir niamlich die Partialsumme
I+1 -1 '

(65) s,—1+Z ()xk ({=0,1,..))
der Potenzreihe in (62). Da nach (61) ‘
A=ay+a,p+...+ap (mod p+)
ist, gilt in P offenbar
. !
(66) =143 (BTt )

wobei rechts nur formal eine unendliche Reihe steht, da die Koeffizienten
fiir k=p'"* sicher verschwinden. Es ist (66) nichts anderes als
Sy= (1 +x)rar s,
Nun gilt in P die Regel (u+ )" =u”+v", woraus weiter folgt:
Si="1 )" (1 +x")% ... (1+x" )%,
Da I beliebig grof sein darf, ist (62) richtig, womit die Behauptung
bewiesen ist. A
Jetzt beweisen wir Satz 4. Es gilt p-adisch
: +1
(67) +o =22 +———- +2

woraus nach (64) folgt:

@ [T )(_"Z)---(”Z)'

Man bemerke gleich, daB dies in P verschwindet, wenn %(p‘”il)<

<k<p* ist, da dann wegen
p+l p—1 [
+”““PT =S (et i)

wenigstens ein k&, grofer ist als die dariiber stehende Zahl.
Betrachten wir in P die vier Koeffizientenfolgen in (24)—(27):

1 1 1 1
(69) (22/{); (Mil); (213) (zkﬁ]) (k=1,2,..)).
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Die Glieder bzw. mit den Stellenzeigern

9+l g—1 g+1 g—1
222 2

1 1 1 1
g+ q q+1 q
_+r_ir-r_1 20)
4’ 274’7 27
Weiter betrachten wir auch die vier Partialfolgen von (69) beste-
‘hend aus den Gliedern, die jedesmal den eben gepriiften Gliedern vor-

anstehen (d.h. in denen 2k bzw. 2k+-1 < q ist). In diesen endlichen
Folgen verschwinden (in P) die Glieder bzw. mit k>

et o). ofr7). oft5?)

-wie man das aus der Bemerkung bei (68) leicht sieht. Nach (15) ist
.aber (71) eben n,,, n,_, n_., n__. ‘
All dies ergibt nach (24)—(27) in P (vgl.*%)):

-sind

-d. h. nach (68):
(70)

q+0

(1) Feo()={Feo(0} =02 "x 2 +... (o, 0=21),
wobei {F,q(x)} die Partialsumme vom Grad n,, von F,s(x) ist. Da nach

(i5") 2n,0= q—gg ist, folgt aus (72) nach Quadrieren
f1+0'
(73) Fio(x) = {Fpu(x)}" —92 X% 4.1

wobei beriicksichtigt werden mufite, daB {F,.(x)} das Anfangsglied 1 hat.
Andererseits ergibt (23):

1o Ie 1
(74) 2°x 2 (1—x) 2 Flo(x) =140 (1—x)2.
Auberdem gilt in P offenbar
ot
{75) (l—X)2 =(1=-x%4...2

wobei links die Potenzreihe zu nehmen ist.
20y Das entsprechende Glied von Fpo(x) in (24)—(27) ist dann bzw.

1 &1 gt 7 gt ot gte
- 2, —x?, —4—x 2, x 2 d.h.allgemein fiir alle vier Fille : —e2719x T,
21) Dies ist natiirlich so zu lesen, daf die rechts nicht angeschriebenen Glieder

sind.

von groBerem Grade als gte

q-+1

22) Wieder fehlen rechts nur Glieder vom Grad > —
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Wir setzen (73), (75) in (74) ein:
1-o 1-e att - o g+l

X (1=x) 2 {Foo())* —0x 2 1=x) % +...=14+06(1—%)2 +...,

und beriicksichtigen beiderseits nur die Glieder vom Grad £q+1 Da

1

nach (15’) der Grad -{——;——{—ana des ersten Produkts links.

qg-+1
="

2

ist, entsteht

1-0 : -0 q+1 q+1

2°x 2 (1——x)_2_{F@c,(x)}2 —oxZ =1+4+0(1—x)2.
Dies mit (7) verglichen ergibt
{Foo(X)}? = Dy, (x),
womit nach (14) Satz 4 bewiesen ist.
Satz 8 folgt so. Aus (62) und (67) ergibt sich in P

L . -1
(I+x) 2=[t+x)(1+x") (1 +x)..] 2
und weiter hieraus nach (35) offenbar

. :

(76) (14+x%x) 2=AC)+xB(x3)+...2)

Da A(x), B(x) ebenfalls nach (35) bzw. vom Grade
g—1\ 2(q—3

(77 ‘g( z )5( Z )

sind, entsteht nach Multiplikation mit 1 4+ x (vgl. ®)) auch noch

1
(78) Q+02=014+x)A0)+x+x3)BE)+ ..
Wendet man (78) und (76) mit + }/x statt x an, so fo]gt aus (19) 22):
Fro()=A(X)+xB@) + ..

Fre(®)=2(A0) + B+

F.(X)=A@)+...,

F__(x)=—2B(x)+...
Die Grade der rechts angeschriebenen Polynome sind nach (77) die
Zahlen (71) d.h., wie schon bemerkt, eben die n,,, n,_,... Diese
Polynome sind also der Reihe nach die vier {F,q(x)}, und somit folgt
Satz 8 aus Satz 4.

Es ist nur noch iibrig Satz 9 zu beweisen. Hierzu bezeichnen
wir die Potenzreihen (40)—(43) mit G.(x)[i==1, ..., 4]. Wir betrachten

) Die rechts fehlenden Glieder sind von hoherem Grade als das Polynom
auf der rechten Seite, sie sind sogar vom Grad == p"(=g).
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zuerst den Fall g=1 (mod 4) und zeigen, daB dann in P

'g(q 1) . g+t
(79) G(x)={14+...+dx }—{—ex2+...,
| (5 o
.-(80) G(x)={1+4+...+dx }+€e'x +...
ist, wobei d, ¢, ... irgendwelche Konstanten sind.
Jetzt ist ndmliich entweder p=1 (mod 4) oder p= —1 (mod 4),
2|n. Entsprechend gilt p-adisch
1 p—1 \
‘Z‘ZT(] +p+oP+..0),
1 3 3
—4-—(p4 7 )ﬂ+pn+p+— ),

woraus nach (64) in P bzw.
_1 p—1N(p=1)
4= "4 4 ...,
k k, k;
1 3p—1\ (p— 3p—1
T a =" 4 _4‘ N
k k, k, ks

folgt. Also hat das letzte in P nichtverschwindende Glied der Folge

(‘?)’---’(;_%)

den Stellenzeiger

k=2 Pl g B e
bzw.
Da dies beidesmal ‘7% ist, folgen (79), (80) leicht aus (40), (41).

Andererseits ist nach (40), (41), (22)
Gl(x) Gﬁ(x) = F—-—(x)’

woraus nach (79), (80) mit Riicksicht auf (72) und Satz 4 leicht folgt,
daff Satz 9 im jetzt betrachteten Fall richtig ist.

‘Im anderen Fall g=—1(mod 4) ist p=—1 (mod 4), 24n.
Es gilt p-adisch
1 1 3p—1

p+ +( p

4T 4 4

p

+ )w+w+p+ )-
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Dies ergibt nach (64) dhnlich wie friiher, da in der Folge

N

der Stellenzeiger des letzten in P nichtverschwindenden Gliedes

_p+t_ (3p—1  p—3 2)
k=57 +( el Ayl EERE S

3p— ! n-2 p——3 n-l) — q+ I
+( I A Y
ist. Hieraus und aus (42), (43) folgen

Gx)={14...Fd"x '8} +e"x2 +..,,
G}(x)={1+...+d”’x ye"x? +. .,
wobei d”, e”,... irgendwelche Konstanten sind.

Andererseits ist nach (42), (43), (20)
G:-;(x) 04(3() =F+-(x)'
Man gewinnt dhnlich wie vorher, daff Safz 9 auch im vorliegenden Fall
richtig ist.
Bemerkung. Es ist auffdllig, wie viele Polynome mit sehr ein-
fachen Koeffizienten in P sich finden lielen, aus denen man die Quad-
ratwurzel ausziehen kann (Sdtze 2, 10, 11, 12). Wir wollen die interes-

sante Folgerung noch besonders hervorheben, daffi fiir das Polynom
@, ,(x) in (3) nach den Satzen 2 und 10 gilt: Es sind

27T, 220D o=y (moa g

x(l —x) _
bzw. .
Vz(l +11/f;+(x>), |/2(1—V;b++<x>) [=-+3 (mod 8)
rationale Polynome in P, wobei das Vorzeichen der 'inneren Quadrat-
wurzel so gewdhlt wird, daB /@, , (x)=1+... ist. — Es wdre

leicht die Potenzsummen der a in (30) zu bestimmen. Wollte man
aber hieraus mit Hilfe der Newlonschen Formeln die elementarsymmet-
rischen Funktionen der a, also die Polynome ¢,+(x) bestimmen, so wire
das ein viel komplizierterer Weg. (Das war unser Verfahren in der
Arbeit?).)

' (Eingegangen am 2. Mai 1944).

i
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Linienelementraume deren Zusammenhang durch eine
beliebige Transformationsgruppe bestimmt ist.

vVon . VARGA in Debrecen.

Die durch die Ubertragungslehre geschaffenen allgemeinen Riume
machten es notwendig FeLix KLEINS beriihmtes ,Erlanger Programm*“?)
zu erweitern®). Diese Erweiterungen ermoglichten es, den Gruppen-
begriff als geometrisches Klassifikationsprinzip beizubehalten.

Seit der Dissertation von P. FINSLER?) wurden die differential-
geometrischen RiAume dadurch erneut verallgemeinert, dafi an Stelle
des Punktes das Linienelement als Raumelement eingefiihrt wurde. Die
Methoden der Ubertragungslehre wurden auch auf diese Linienelement-
mannigfaltigkeiten angewandt. Neben den euklidischzusammenhidngenden
Linienelementmannigfaltigkeiten — denen sich die Finslerschen Rdume
unterordnent) — wurden bald auch affin-®) und projektivzusammen-
hangende Riume®) von Linienelementen untersucht. In der vorliegenden
Note mochte ich zeigen, daB sich E. CARTANS Veraligemeinerung des
Erlanger Programms?) auch auf Mannigfaltigkeiten von Linienelementen
ausdehnen 146t. '

1. Kontinuierliche Transformationsgruppe und die Methode
des beweglichen Bezugssystems.

Zu Grunde gelegt sei eine r-gliedrige Transformationsgruppe. Wir
setzen der Einfachheit halber voraus, dafi es sich um eine analytische
Transformationsgruppe handelt. In diesem Falle kann die Transforma-

1) F. KieN (1). S. Schriftenverzeichnis am Ende vorliegender Arbeit.

2) W. WirrTiNGER (1), A. ScHoUuTEN (1).

3) P. FiNsLER (1).

4) E, Carran (3), S. 1—12. -

5) O. Varca (1).

8} Projektivzusammenhéngende zweidimensionale Riume von Linienelementen
bei E. CarTaN (2.

7) E. Carrax (1).
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tionsgruppe durch infinitesimale Transformationen erzeugt werden. Die
infinitesimalen Transformationen mdogen durch die r lmear unabhingigen
Lieschen Symbole

¢)) X (F), Xo(F), ..., X.(F)

bestimmt sein. Der allgemeine Operator X,(F) sei dabei durch
i OF

@ XolF)=8 ==~

festgelegt. Eine bestimmte infinitesimale Transformation erhalten wir
dann in

G) O0xi= &, X, () + & X, () + . . . + £ X, (x).

In (3) sind die g beliebig kleine konstante Grofien. Damit die infini-
" tesimalen Transformationen eine Gruppe erzeugen, ist bekanntlich not-
wendig und hinreichend, daf ihre Lieschen Symbole den Lieschen
Strukturgleichungen geniigen. Dies ist genau der Inhalt der Umkehrung
des zweiten Lieschen Fundamentalsatzes®). Zu den Strukturgleichungen
gelangen wir folgendermafen: bilden wir aus zwei beliebigen Symbolen
Xo(F) und X,(F) durch die Poissonsche Klammerbildung den neuen
linearen Differentialoperator

“) (Xo Xo) F = X, (Xo (F)) — Xo(X,(F)),

so mufl sich derselbe linear aus den Lieschen Symbolen kombinieren
lassen, mit Koeffizienten, die konstant sind. Es gilt also:

(5) (Xo Xo) F=Co0n Xu(F).

Die Grofien c,0. werden als Strukturkonstanten der Gruppe bezeichnet.
Durch (3) war eine bestimmte feste infinitesimale Transformation gege-
ben. Um die gesamte Transformationsschar zu erhalten, fiihren wir r
Pfaffsche Formen w,, w,, ..., o, der r Veridnderlichen a,, a,, .. ., a, ein.
Sie sind dadurch bestimmt, daf ihre Zufere Ableitung den Mauer—
Cartanschen Strukturgleichungen

s 1
(6) W, = — -2— Co “[wo (L)g]

geniigen®). Auf der rechten Seite von (6) soll die eckige Klammer
andeuten, daf es sich um das alternierende Produkt .der w, und w,
handelt'®). Durch die Pfaffschen Gleichungen

N 0 =dx'— ws(a, da) X,(x')=0

erhalten wir die gesamte infinitesimale Transformationsschar. Die durch
8) G. Kowarewskr (1), insbes. S. 163 —166.

9 G. Kowarewsk! (1), S. 135—137 und E. Carran (4), S. 183—191.
10) Zu dem Kalkiil der duBeren Differentialformen vgl. E. CarTan (5).
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(7) bestimmten Pfaffschen Formen.# der n+r Verdnderlichen x' und
-a, sind vollstdndig integrabel. Dies folgt daraus, dafl die nach dem
Frobeniusschen Theorem dazu notwendigen und hinreichenden Voraus-
‘setzungen

_ 6’ =0
.auf Grund von

6 =0
wegen (5) und (6) erfiillt sind!'). Die Integralmannigfaltigkeiten sind
durch

X=d(x, ..., X" a,...,0)

bestimmt. Die x*" spielen die Rolle von Integrationskonstanten und sind
in der Umgebung eines festen x* Wertsystems beliebig wihlbar. Lost
¢

man diese Gleichungen nach den x* auf — was unter den getroffenen
Voraussetzungen stets moglich ist — so erhdlt man in

) X=fixy,...,x", a,...,a)

oder kiirzer

8" xi =S8, x"

-die Transformationsgruppe. Wegen dieses Tatbestandes wurde oben
bemerkt, daB (5), (6) und (7) die gesamte infinitesimale Transforma-
-tionsschar bestimmt.
Wir geben noch die geometrische Deutung der Gleichungen (7).
* Es handelt sich dabei um die von E. CARTAN herrithrende Verallgemei-
nerung der Darbouxschen Methode des beweglichen Bezugssystems!2).
Bei einer Transformationsgruppe G 14Bt sich stets ein aus einer end-
lichen Anzahl von Punkten bestehendes Gebilde angeben, das nur bei
der identischen Transformation invariant bleibt. Wir bezeichnen dieses
Gebilde als Bezugssystem R,. Unter Einwirkung der Transformationen
S, von G erhalten wir eine Schar R, von Bezugssystemen. Wir be-
zeichnen R, als das bewegliche Bezugssystem. Die Grofien xf bezeichnen
wir als die auf R, bezogenen Koordinaten. In Bezug auf R, definieren
wir nun Relativkoordinaten & folgendermassen : Durch S, geht R, in
R, iiber, der Punkt mit den Koordinaten x' geht dann in einen Punkt
mit Koordinaten

gi:S'l xi
tiber. Durch & definieren wir die Relativkoordinaten. Sind R, und
R..q4, zwei benachbarte Bezugssysteme, so wird die Transformation,

11y E, CarTAXN (4), S. 193.
12) E. Carrax (6).
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die R, nach R,,,, bringt, den Punkt xin x*+ dx’ tiberfiihren, dx* geniigt
dabei den Gleichungen (7). Die Relationen (7) besagen also, daff ein
Punkt mit seinem Bezugssystem im Sinne der Gruppe G fest verbun--
den ist!®). -

2. Aufbau der Linienelementgeometrie.

Wir gelien von einem n-dimensionalen Punktraum aus, den wir
auf Koordinaten u?, «?, . .., u" beziehen. Denselben erweitern wir dadurch
zu einer Linienelementmannigfaltigkeit, dafi wir zu jedem Punkt simt-
liche hindurchgehende Linienelemente hinzunehmen. Die Richtung eines.
Linienelementes wird durch das Verhéltnis der n nicht simtlich ver-
schwindenden Parameter o', i?, .. ., u* angegeben. Ein. Linienelement
ist also durch (u, i) bestimmt und die Mannigfaltigkeit ist (2n—1)-
dimensional.

Einem beliebigen Linienelement (u u) ordnen wir einen Tangen-

tialraum zu. Diese Zuordnung kann so getroffen werden, wie dies im
Falle eines Punktraumes von H. WEYL durchgefiihrt wurde!®). Demnach
ist der zum Linienelement (ll u) gehorige Vektorkorper ein n-dimen-

sionaler, linearer, zentrierter Raum Die unmittelbare ,,kegelformxge“ Um-

gebung des Mittelpunktes wird mit der unmittelbaren ,kegelférmigen*
Umgebung von (u, 1) durch eine affin-lineare Beziehung zur Koinzidenz
(] .

gebracht. Letzteres besagt genauer: Wir wihlen n beliebige linear un-
abhiingige Vektoren e' des Korpers, dieselben machen wir zu Achsen
*)
eines Koordinatensystems x%. Der Richtung ;' entspreche
0
9 Xi=¢e"1r,

0 kY 0
Dabei sei @' so normiert, dafl
0

XXt = g? (> 0).
00
Die kegelformige Umgebung, die zu der vom Ursprung der x* aus--
gehenden Richtung x¢ gehort, ist durch
0

xXExk < e
]
J :
(10) o <
t Vxixt = e
festgelegt. Die affin-lineare Beziehung, die x* und u‘ zur Deckung’

1) Vgl. zu diesen Paragraphen E. Carran (4) und G. KowaLEwskr (1).
14y H, Wevrn (1), S. 92—93.
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bringt, ist durch
(11) Xi==e'u*
®)
bestimmt, wobei die x* aus der Umgebung (10) zu nehmen sind.
In der Linienelementmannigfaltigkeit soll nun eine, durch die-
Transformationsgruppe G bestimmte Geometrie aufgebaut werden. Dies.-
geschehe durch zwei Forderungen.

I. In jedem, zu einem Linienelement gehdrigen Tangentialraum:
soll die durch die Gruppe G bestimmte Kleinsche Geomelrie gelten.

Durch diese Forderung wird die zu einer kegelférmigen Umgebung
von (u, i) gehorige loka'e Geometrie festgelegt. Sie besteht bekanntlich
in den Differentialinvarianten von (6) und (7).

Den Zusammenhang der Tangentialrdume legt die folgende zweite-
Forderung fest:

. Tangentialrdume, die zu benachbarten Linienelementen (u, i) und
(u+du, u+di) gehoren, hingen durch eine infinitesimale Transfor-
mation (3) zusammen. -

Die zweite Forderung bedeutet geometrisch folgendes: ist x* ein
Punkt im Tangentialraum von (u, d), dann ordnen wir demselben im
Tangentialraum von (u-+du, u+du) denjénigen Punkt x*4-dx* zu, der-
" die gleichen Relativkoordinaten besitzt. Dies besagt, daf zwei passende
Bezugssysteme von (u, i) bzw. (u+du, u+du) so ineinander iiber-
gehen, als ob sie in ein und denselben Kleinschen Raum eingebettet
wiren. .

Die Koeffizienten & in (3) hdngenlin unserem Falle von der Wahl
der uf, df, ¥+ dut, ut-- dut ab, d. h. sie sind Funkticnen dieser Grofien..
Da fiir '

du'=0, di'=0
die
g=0
sind, und in infinitesimalen Transformationen Glieder von hoherer als.
erster Ordnung in du* und du* vernachldssigt werden, sind diese Funk--
tionen Summen zweier Pfaffscher Formen in du® und da’:

(12) go=— (7, (u, t, dit) + w,(u, 1, du)).
Man erhilt also:
(13) a=dx' -+, (u, u, dit) Xo(x*) + w,(u, u, du) X,(x*) ==0.

Die Gleichungen (13) bestimmen den ,Zusammenhang*“ der zur Gruppe:
G gehorigen Linienelementmannigfaltigkeit.
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3. Kriimmungstheorie und Isomorphismus,

Die dufiere Ableitung & der Formen (13) ist im allgemeinen
von Nuil verschieden. Verschwindet dieselbe, so heifit dies, daff eine
Linienelementmannigfaltigkeit einer Kleinschen Geometrie vorhect In der
"Tat, bei konstanten u* ist das Gleichungssystem

dxi+ w,(u, 4, du) X,(x*) =0,
wegen den getroffenen Voraussetzungen volistindig integrabel.

Im allgemeinen Fall ist die dufiere Ableitung &* von &' nicht
identisch Null, man erhilt :

(14) B = X,(x) &,
wobei
«(14) Q,‘zn;—{-w,’,——;—cgg,[np—.{—wo, g+ Wg).

Wenn wir diese alternierende Form zweiten Grades weiter entwickeln,
erhalten wir

Q, = 2 A [dif dii¥]) + By [du dit] -
15 G k)
(15) ) + > Cone[dui dur].
@ »)

Auf der rechten Seite von (15) soll im ersten und dritten Posten iiber
-alle Kombinationen der Zeigerpaare /, k summiert werden. Setzen wir
16 1o ==por(t, 8) dit,

Wy = My (U, 1) du*,
80 erhdlt man

( An1k=‘%1—_'—a‘a¢—_‘2‘ Coox(Poi Pok — Do Poi),

a " . .
(17) ! Bnik=—‘p—.k—"—“"“cganglmm,

Omyx oMy 1
l ka (911"’ - auk——7c0“k(m0iln'ﬂi_m(”:m‘”)' i
‘Wir geben die geometrische Deutung der Grofen £, an. Gegeben sei
-eine beliebige geschlossene und rektifizierbare Kurve K und ldngs der-

selben eine stetig differenzierbare Folge von Linienelementen durch
ut=ui(t),

Lt = 1(t).

Im Falle eines Kleinschen Raumes kommen wir, wenn wir das beweg-

liche Bezugssystem mit den zu ihm relativ festen’ x* um K — auf Grund
won (13) — herumfithren, zum selben Punkt x* zuriick, da ja jeder

o

(18)



Linienelementriume. 61>

Tangentialraum mit dem gegebenen Raum zusammenfdllt, d. h. es ist

(19) [dxi=o0,

e
zufolge (13). Im allgemeinen Falle fdllt der Punkt x* in Anfangs- und
Endlage nicht zusammen, die Tangentialriume sind verschieden. Be-
trachten wir eine beliebige stetig differenzierbare Flache F, die von K~
berandet ist, so gilt bekanntlich

(20) Jor=[] o.
K »
Hieraus kommt wegen (13) und (14’)
@1) [dxi=— || 2.Xu(x9).
K P

Die £,, oder aber die sie bestimmende Grofien (17), geben die Ab-
weichung vom Kleinschen Raum an und konnen als Krimmungsgrifen -
bezeichnet werden.

Die Kriimmungsgrofien (17) sind nicht vollig unabhidngig. Durch
Bildung der duBeren Ableitung von (14) erhilt man

(22) @, — Cpox[Rp 4] =O.

Entwickelt man diese &duBere Form dritten Grades, so erhdlt man die-

jenigen Relationen zwischen den Kritmmungsgrofien, die als Veralige-

meinerungen der Bianchischen Identitdten anzusprechen sind.

" Zwei zur selben Gruppe gehorigen Mannigfaltigkeiten (z, ) und -

(4, i) sind isomorph, wenn es eine erweiterte Punkttransformation
p=a(u, ..., u

(23) ..ot
0= — 5

gibt, die die eine Mannigfaltigkeit in die andere {iberfiihrt und dabei

den Zusammenhang der Tangentialriume erhilt. Dazu ist notwendig

und hinreichend, daff die entsprechenden Pfaffschen Formen &, und &,

nach Ausfithrung der Substitution (23) der Identitat

u*

(24) By == @y
geniigen. Aus (24) folgt durch dufiere Ableitung
(25) 0L =),

Fiir beide Mannigfaltigkeiten miissen die Strukturkonstanten iiberein-
stimmen, da es sich um dieselbe Gruppe handelt. Nach der Umkehrung
des Lieschen dritten Fundamentalsatzes definieren ja die ¢,z — die
noch gewissen Relationen geniigen miissen — in abstrakto eine Gruppe!®).

715y G. KowarLewsxr (1), S. 169—187.
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Daraus folgt nun wegen der Definition (14) der £,, daf§
(26) Q,=9,

sein mufl. Damit ist gleichbedeutend, daf fiir beide Mannigfaltigkeiten
die entsprechenden Kriimmungsgrofien (17) identisch iibereinstimmen.
Hieraus folgt, daB auch sdmtliche Ableitungen dieser Grofien identisch
gleich sind. Bestehen umgekehrt die Gleichungen (nicht Identititen !)
(24), (25), (26) und stimmen die Ableitungen entsprechender Kriimmungs-
grofien iiberein, so kann man Transformationen der Gestalt (23) finden,
die diese identisch befriedigen. Die Mannigfaltigkeiten sind dann iso-
morph. Dazu ist nur zu bemerken, daf fiir die Differentialgleichungen
(24) die tibrigen Bedingungen (25), (26) u. s. f. genau mit ihren
Integrabilitdtsbedingungen iibereinstimmen.
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Zur Theorie der Gleichungen in endlichen Korpern.

Von LADISLAUS REDEI in Szeged.

1. Wir legen einen beliebigen endlichen Koérper & von ¢ Elemen-
ten und der Karakteristik p zu Grunde, wobei dann ¢ eine Potenz der.
Primzahl p ist, und untersuchen in ihm die Losbarkeit einer Gleichung
F=0, wobei

(1) F=F(x,...,x,)
ein beliebiges nichtkonstantes Polynom g-ten Grades in den n Unbe-
stimmten x,,...,x, ist. Da jedes Element von k der Gleichung x¢—x=0

gentigt, verlieren wir nichts an Aligemeinheit, indem wir F reduziert
d.h. in jedem x; vom Grade =<g—1 annehmen. Obzwar sich unsere
Betrachtungen auch auf die Gleichung F=1 mit homogenem F be-
ziehen (man schreibe sie hierzu -in der Form F—1=0), werden wir
uns mit ihr am Ende der Arbeit besonders beschdftigen und fiir sie
schdrfere Resultate bekommen. ‘

CHEVALLEY') bewies eine Vermutung von ARTIN iiber die Anzahl
der gemeinsamen Losungen eines Systems von Gleichungen in k. Der
Satz lautet insbesondere fiir unseren Fall so: Ist g <n und die Glei-
chung F=0 losbar, so hat sie mindestens zwei Losungen®). WARNING?)
hat dann den Satz durch genauere Aussagen iiber die Anzahl der Lo-
sungen verscharft. Seine Hauptresultate sind (wieder fiir den Fall einer
Gleichung) im folgenden Satz enthalten: Ist g<n und die Gleichung
F=0 losbar, so ist die Anzahl der Losungen =0 (mod p)?) und =g"-*.
Selbst die Frage der Losbarkeit lassen beide Arbeiten unbertihrt, ab-
gesehen von einigen ganz einfachen Belsplelen von WARNING fiir un-
losbare Gleichungen.

1y C. CuevaLLey, Démonstration d’'une hypothése de M. Artin, Abh. math.
Sem. d. Hansischen Univ., 11 (1936), S. 73—-175.

?) Fiir Glelchungssysteme ebenso, wobei dann g die Summe der Grade der
einzelnen Gleichungen ist.

8) E. WARNING, Bemerkungen zur vorstehenden Arbeit von Herrn Chevalley,
Abh. math. Sem. d. Hansischen Univ., 11 (1936), S. 76 —83.
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2. Wir nennen den Rang r von F die kleinste natiirliche Zahl,
fiir die es eine nichtsinguldre homogene lineare Substitution der x,, ..., x,,.
gibt, durch die F in ein Polynom von r Unbestimmten iibergefiihrt wird.
Immer ist r<n.

Vermutung. Ist k ein Primkérper und g<r, so ist F=0 lisbar.

Fiir ein beliebiges k& wire dies falsch nach dem Beispiel 2 von
WARNING (s. 3) S. 83), das etwas verallgemeinert so lautet: Ist & kein
Primkorper, so ist die Gleichung

ax . +ax T de=0 (n beliebig)

unlosbar, wenn die Koeffizienten aufier ¢ dem in & enthaltenen Prim-
korper angehdren. Das kommt namlich einfach davon, daf x¢-!.nur die
Werte 0, 1 annimmt, die im Primkorper von k sind. Auch sieht man.
leicht, dafl in diesem Beispiel r==n ist (also r beliebig groB sein kann),
wenn man nur a, ..., a,+=0 wihlt. Sonst konnte man ndmlich fiir
die x; homogene lineare Ausdriicke x;=1/0(y;, ..., »,) mit nichtver-
schwindender Determinante D einsetzen, so daB

ol L a !

ein Polynom in y,,...,y,., ist. Dann verschwindet die nach y, genom-
mene Derivierte :

-2 -2
- al al llq T —an an.lr:l = 0}

wobei «; der Koeffizient von y, in [ ist, Wegen D=0 lassen sich aber
die y,,...,y, so wihlen, daB alle [,..., I, verschwinden bis auf ein
beliebiges ;. Das ergibt ;=0 (j=1,...,n), was doch wegen D=0
ein Widerspruch ist. : ;

Auch 148t sich r in der Vermutung nicht durch ein kleineres
ersetzen, Hierfiir fiihren wir gleich zwei Beispiele an. Wir betrachten
im Primkorper £ mit p=3 die Gleichungen

-1 -
xI e xP e e=0,

»-1 21
%2 .o +x2 +c=0
In ihnen ist r=n, denn obiger Beweis gilt auch jetzt. Sie sind fiir
n<p—1, c=1 bzw. n<£—§-]—, c=p;l unlésbar, da x%-_1 nur die
Werte 0, +1 annimmt. (Dagegen sind sie, wie leicht zu sehen, fiir
p—1 .

n=zp—1 bzw. ng——z— und beliebiges ¢ 16sbar, entsprechend der

Vermutung).
Nachdem wir uns iiberzeugt haben, dafl die Vermutung (in zwei
Richtungen) scharf ist, werden wir im Laufe unserer Betrachtungen
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— die iibrigens fast ausschlieBlich einen beliebigen k& betreffen — sehen,
dafl die Vermufung berechtigt zu sein scheint.
3. Wir fiihren das Ideal

2 T=(x{—%X;, ..., X,—X,)
ein und beweisen folgendes :

Kriterium 1. F=0 ist dann und nur dann nicht losbar, wenn

(3) : F™'—1=0 (mod &)

d. h. mit irgendwelchen Polynomen H,, ... H, in x,,...,x,

4) Frle 1l =H (' —x)+ ...+ H(xI—x,)

ist. Man darf annehmen, daf3 H; (i=1,...,n—1) in jedem X.,,...,X,

vom Grade <q—1 ist. Zugleich ist dann das Maximum der Grade
von H,,..., H, gleich gq—g—q.

Man kann ndmlich in

(5)  FT'—1=R (mod )
das Polynom R reduziert annehmen. Bekanntlich verschwindet R fiir
alle x;, ..., x, dann und nur dann, wenn R=0 ist'). Weiter sind die

zwei Sciten von (5) als Funktionen in k offenbar gleich. Die linke
Seite verschwindet fiir alle x,,...,x, dann und nur dann, wenn F=0
keine Lbosung hat, womit die erste Behauptung des Kriteriums bewie-
sen ist. o

Die zweite Behauptung beweisen wir in n—1 Schritten. Als erster
Schritt reduzieren wir A, nach x,,..., x,, d. h. bestimmen in

Hy=hy(X§ —x) + ...+ h,(xI—x,) + H]

die Polynome h,,..., h,, H] so, daf} letzteres in jedem der x,,...,x,
vom ‘Grade =g — 1 ist. Die rechte Seite von (4) geht dann in

H, (x{—x1)+[Hy+ hy (x{ — x,)] (3 —xp) 4.+ [H,+h, (] —x,)] (xE—x,)
iiber. Die neu aufgetretenen Faktoren bezeichnen wir wieder mit
H,, ..., H, und sehen, daB der auf 'Hl beziigliche Teil der Behauptung
schon bewiesen ist. Nach diesem beendeten ersten Schritt verfahren
wir im zweiten Schrift dhnlich, aber so, da wir am ersten Produkt
auf der rechten Seite von (4) nichts mehr 4dndern und H, nur noch
nach x,,..., x, reduzieren. Auf diesem Weg sieht man die Behauptung
leicht ein. '

Um die lefzte Behauptung zu beweisen, bezeichnen wir mit m das
Maximum der Grade ailer ;. Da die linke Seite von (4) vom Grad
gqg—gist, mul gg—g=<m+q sein. Wire die Behaupiung falsch,

% S, in 1) S. 74,
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d. h. es gelte hier das Zeichen <, so bedeutet das, dal die Summe §
. der Glieder m+-g-ten Grades auf der rechten Seite von (4) verschwin-
det. Es ist

S=Hx"+...+H. x!,

wobei H, die Summe der Glieder m-ten Grades von H, bedeutet. Wir
nehmen an, daf rechts das i-te Produkt das letzte nichtverschwindende
“ist. In x, ist dieses Produkt von einem Grade =gq, die voranstehenden
aber vom Grade <¢q — 1, woraus S0 folgt. Dieser Widerspruch be-
weist das Kriterium 1.

4, Nennen wir die Summe der Glieder héchsten Grades eines
Polynoms seinen Hauptteil, der also immer ein homogenes Polynom
ist, und bezeichnen ihn fiir F mit F. Ahnlich (aber selbstverstindlich
ohne einen inneren Zusammenhang in den Bezeichnungen) fiithren wir
das Ideal [vgl. (2)]

(6) T=x!, ..., xt

ein. Offenbar gehoren zu Z auBer O die und nur die Polynome, deren
jedes ‘Glied mindestens ein x; mit einem Exponenten =g enthalt.

Satz 1. F=0 ist losbar, wenn®) g<n und

(7 F''=2=0 (mod &)
ist. Schreibt man die linke Seite ausmultipliziert in der Form
®) Fr'le= > T in Xyt X,

it Fin=ge-1)

so bedeutet (7) nichts anderes, als daf nicht alle Koeffizienten a;, .. .,
(i=g~—1,...,0,=qg—1) verschwinden.

Zum Beweis nehmen wir an, daf F==0 nicht losbar ist. Nach
Kriterium 1 gilt dann (4) mit Polynomen H; vom Grade <gg—g—q. -
Der Vergleich der Giieder hochsten Grades ergibt: :

) Fol'=H'x!4+...+H. x%,

wobei nimlich H, die Summe der Glieder £29—g—q-ten Grades von
H, ist. Aus (9) folgt F“'=0 (mod &). Wenn also umgekehrt (7) gilt,
so ist F==0 ldsbar, womit Satz 1 bewiesen ist. [Nach ®) haben wir nur
scheinbar mehr als den Satz bewiesen.]

5. Wie wir gesehen haben, umfafit Satz 1 nur einen kleinen Teil
vom Kriterium 1, der ndmlich so entstanden ist, dafi wir in (3) nur
die Glieder hochsten Grades miteinander verglichen haben. Leicht kann

_ % Diese Bedingung g=:n ist in der nachfolgenden (7) enthalten, wie man das
aus (8) gleich entnimmt, und wére deshalb ohne weiteres fortzulassen. Wir wollten
aber diese ,conditio sine qua non“ von (7) voranschicken, um den Anschein zu
vermeiden, daB der Satz auch fiir g > n brauchbar wire. (Vgl. 7).)
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man aus Kriterium 1 weitere Losbarkeitsbedingungen von weniger
Eleganz gewinnen, indem man auch andere Glieder in (4) beachtet.
Ein anderes Verfahren wire, daf man (3) in der Aquivalenten Form

(10) - F'—F=0 (mod F&)

schreibt, wobei man die linke Seite leicht berechnet. Wenn man nim-
lich F==23aX setzt, wobei die a Elemente von k und die X Potenz-
produkte der x,, ..., x, sind, so ist die linke Seite von (10) auf Grund
der Regeln (u+v+...)"=u"+v"4.:., a"=a einfach Sa(X'—X).
Uns ist es aber nicht gelungen diesen Weg weiter zu verfolgen.

6. Satz 1 macht sehr wahrscheinlich, daB bei festem &, g, n mit
g=n die Mehrzahl aller F=20 I6sbar ist, und zwar bei wachsendem
n in steigerndem Mafle. Namlich lautet (7) im ,ungiinstigsten® Falle
g=n so, dahi der Koeffizient a,_, ., in (8) nicht verschwindet,
Da aber das Verschwinden eines bestimmten Koeffizienten in (8)

mit einer Wahrscheinlichkeit L zu erwarten ist, scheint F=0 fiir

g==n hochstens®) nur im %-ten Teil aller Falle unlosbar zu sein. Fiir

n=g4+1, g4-2,... ist die Lage offenbar noch viel giinstiger, da durch
(7) immer mehr Koeffizienten betroffen werden [schon fiir n==g+41

kommen (g-}-gr——l) Koeffizienten in Betracht].

7. Bezeichnet 7 den Rang von F (es ist dann 7<r<n), so zeigen
wir, daB Satz 1 im Fall g>r iiber die Losbarkeit von F==0 nicht
entscheidet.”)

Es gibt namlich eine nichtsinguldre homogene lineare Substitution o,
die die neuen Unbestimmten y,,..., y, einfiihrt und F in F’ = F'(3y,...,¥;)
tiberfiihrt. Aus g>r folgt :

F*'=0 (mod y,...,5). .
Die inverse Substitution 0! fithrt F’ zurtick in F und jedes ! in ein
Polynom des Moduls (x{, ..., x;) iiber. So entsteht
F'=0 (mod &),
womit die Behauptung bewiesen ist.

8. Wir zeigen folgendes: Ist k kein Primkbrper und enthilt jedes
Glied von F mindestens ein x; zu einem Exponenten =p, so ist die

6) Man nehme Riicksicht darauf, daB (7) hinreichend, aber nicht notwendig
zur Losbarkeit von F=0 ist.

7) DemgemiB hitten wir in Satz 1 die Ungleichung g = n ohne jeden Verlust
durch g << ersetzen kdénnen. Trotzdem wollten wir das nicht fun, da man doch
bei Anwendung des Satzes den Rang von F nicht zu berechnen braucht.
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Frage der Losbarkeit von F=0 auf Grund -von Satz 1 nicht zu ent-
scheiden.

Namlich ist jetzt offenbar
4

F*=0 (mod J).

Also ist (7) wegen q-—1>—;17 unmdglich, und das beweist die Be-

hauptung. ¢
9. Wir fiihren hier fiir Satz 1 zwei einfache Beispiele an, deren
Zahl man leicht vermehren konnte.

Beispiel 1. Besteht F aus dem einzigen Glied ax,. .. x, (a==0),
so ist F=20 losbar. '

Beispiel 2. Ist k ein Primkorper, e die grofite ganze Zahl é’% ,
= 9 g . p—1
F=ax/+...+ax] al...a,,:izo,ng—?— ,

so ist F==0 ldosbar. .
Im Beispiel 1 ist namlich (7) offenbar erfiillt. Fiir Beispiel 2 ist

'¢3)) F'==0 (mod ),

da die linke Seite nach der Polynomialentwicklung das mit keinem
anderen aufgehende nichtverschwindende Glied

gg(e;!)]“)—!(a1 e ) (kL x,)¢

enthilt, wobei ge<p-—1 ist. Wegen ne=p—1 folgt aus (11) das Be-
stehen von (7) fiir diesen Fall, zugleich also die Richtigkeit von Beispiel 2.
10. Aus Beispiel 2 heben wir folgenden Spezialfall hervor:
Ist k ein Primkorper und g|p—1, so ist die Gleichung

axi+...+ax=c (@...a,%+0)

losbar. (Hiervon haben wir die trivialen Fille ¢,=...=a,=1, p=3,

p—1
2

Ist glp—1 und sind a,,...,a, c ganze rationale Zahlen, so ist

g=p—1 oder schion in 2. erwdhnt.) In der Kongruenzsprache:

ax{+...+ax"=c (mod p) (pra,...a,)
losbar. '

Mir war dieser Satz nicht einmal fiir den Fall a,=...=a,=1
bekannt. Auch scheint er nicht mit einfacheren Mitlein beweisbar zu
sein.
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11. Im folgenden beschidftigen wir uns nur noch mit dem anfangs
erwihnten Sonderfall F=1 mit homogenem F. (Auch 10. gehorte schon
hierher.) Wir bemerken im voraus, daff im Fall ¢—1]|g -den bisherigen
gegentiber nichts neues gewonnen wird.

Kriterium 2. F=1 mit homogenem F ist dann und nur dann
nicht losbar, wenn

q
(2) Ll 0 (mod &) r=(g,g—1
F7 —1 |
d. h. mit irgendwelchen Polynomen H,, ..., H, in x,,...,x,
F'—F a | ‘
(13) : Tl"_“'zHl(xl_xl)+---+Hn(xn_xn)
F7 —1

ist. Insbesondere ist also fiir y=1 immer Lésbarkeit vorhanden®). Fiir
y>1 darf angenommen werden, daff H;, (i=1,...,n—1) in jedem
Xis1y- -, X, vom Grade <q—1 ist. Zugleich ist dann das Maximum

der Grade von H,, ..., H, gleich (g—-l)q——f—(q—l).

Man wende namlich Kriterium 1 auf unsere Gleichung F—1=0
q —
an. Hierfiir geht (3) [dessen linke Seite man zuerst in der Form ——P:—F—F
schreibt] offenbar in

Fi'—F
(14) i =0 (mod &)

iiber. Dies gilt also dann und nur dann, wenn F=1 nicht 1sbar ist.
Da aber F homogen vom g-ten Grade ist, sind alle Gleichungen
¢?F=1 (c konstant, 3=0) gleichzeitig 19sbar. Also darf man F in (14)
ohne weiteres durch c~?F ersetzen, wodurch man

@15 i

F

_Cg—EO (mod &)

bekommt. Somit wird die erste Behauptung von Kriterium 2 bewiesen,
wenn .wir zeigen, daB der grofte gemeinschaftliche Teiler der linken
Seiten aller (15) eben die linke Seite von (12) ist. Dies ist wirklich
der Fall, da die ¢ offenbar alle verschiedenen ¢¢ sind und das Produkt
der entsprechenden (verschiedenen) Nenner F—c¢? eben der Nenner
in (12) ist. Die iibrigen Behauptungen folgen ebenso wie im Beweis
von Kriterium 1.

8) Das sieht man auch unmittelbar leicht ein.
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12. Wie wir aus- Kriterium 1 Satz 1 gewonnen haben, ebenso
entsteht jetzt nach Kriterium 2 folgender: ’
Satz 2. F=1 mit homogenem F ist im Fall y=(g, ¢g—1)>19)

1 1
losbar, wenni® (1 ——————Jgn und
) g\t + o E;

1

(16) F77 %0 (mod J)
ist'!).

(Eingegangen am 17. Mai 1944.)

9) Fiir y =1 ist die Losbarkeitsfrage nach Kriterium 2 in bejahendem Sinne
schon erledigt.

10) Auch hiertiber giit dhnliche Bemerkung wie in 8).

1) Man beachte, daB jetzt F sein eigener Hauptteil ist, weshalb die Bezeich-
nung F iiberfliissig ist.
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Approximation der Funktionen durch die arithmetischen
Mittel ihrer Fourierschen Reihen.

Von BELA V. Sz. NAGY (Szeged).

Einleitung.

Eine nach 275 periodische stetige Funktion f(x) mit der Fourier-
schen Reihe

%"— + D) (a,coskx+b,sinkx)
k=1
kann bekanntlich be]iebig genau durch die Fejérschen Mittel

o.(f; %) = + Z;( ) (a, coskx + b, sinkx)

ihrer Fourierschen Reihe approximxert werden.
Hat f(x) sogar eine beschrinkte Derivierte!), so ist nach einem
Satze von S. BERNSTEIN?)- diese Approximation mindestens von der

Ordnung A—](—)f—{l—; genauer gesagt, es gilt

+

log 2n _1_)
n zn)”

[f(x)—0,.(f; x)| = max|f| (

Die Konstante rechts kann noch verkleinert werden. Fiir die Kleinst-
mogliche Konstante ¢! hat kiirzlich S. M. NikoLsKy die folgende asympto-

1) Wenn wir im folgenden iiber die Beschrdnktheit der Derivierten r-ter
Ordnung einer Funktion f(x) sprechen, nehmen wir immer an, daB f (x) fast {iberall
existiert und beschrinkt ist, ferner, daB f(x) die r-fach iterierte Integralfunktion
von fY(x) ist (also, daB FO (X, ... f77V(x) absolut stetig sind).

2) S. BernsTEIN, Sur l'ordre de la meilleure approximation des fonctions
continues par des polynomes de degré donné, Mém. Acad. Belg., (2) 4 (1912), S. 1104,
insbesondere S. 88—89.
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tische Formel gefunden?®):
on—2 1081 1 o[ L]

ﬂ
Wir werden fiir jedes n den genauen Wert von ¢{!), und die Funktionen,
fiir welche diese maximale Abweichung statthat, bestimmen. Dabei diirfen
wir uns offenbar auf den Falil |f'|=<1 Dbeschrinken.
Satz L. Unfer allen nach 2n periodischen stetigen Funktionen f(x)
<1, werden diejenigen durch die Fejérschen Mittel a,,(f; X)
(fiir jedes feste n) am ungenauesten approximiert, fiir welche f'(x) auf
Halbperioden abwechselnd gleich + 1 und — 1 ist. Die auftretende griifte
Abweichzmg ist

X, 4 & ( n—1)
1) ISy el
0in= n(ﬂ-i- 2:'021!-{-1 ﬂu:ZMI(Z”+')2 N_[ 2 ])’ '
also

2 log(n+1) R
M
@lln: 7T Il+l + n . \
mit
2 n 6

nn+2<R<

Fiir dieselben Funktionen wird die Approximation am ungiinstigsten
auch dann, wenn man statt der Fejérschen Mittel mit den Cesaroschen
Mitteln 05.(f; x) hoherer ganzer Ordnung ¢ approximiert. Bezeichnet of,
die maximale Abweichung, so hat man

_ 2 log(n+1) 4
) o)) 1) O o)« -+ ;
O <OR <O <... und ¢f} n— o8 < T n+d+1 " mnfdF1)

fiir die betrachtete Funktionenmenge ist also die Approximation durch
Cesarosche Mittel hoherer Ordnung im allgemeinen ungiinstiger.

Es sei daran erinnert, daB die Cesaroschen Mittel ¢5,(f; X) von
der ganzen Ordnung ¢ folgendermafen geschrieben werden kdnnen :

k .
+z.%1( n+l)(]—_n+2)"'(l n+é)(akcoskx+bksxnkx)

Fiir Funktionen mit einer beschriankten Derivierten hsherer Ord-

. . . 1
nung erhilt man eine Approximation mindestens von der Ordnung -
Wir beweisen den folgenden

3) S. M. NigoLsKY, Sur Vallure asympldlique du reste dans I’approximation
au moyen des sommes de FEJErR des fonctions vérifiant la condition de Lipschitz,
Bull. Acad. Sci. URSS, 4 (1940}, S. 501—508 (russisch, mit franz0sischem Auszug).
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Satz II. Unter allen nach 2n periodischen stetigen Funktionen f(x)
mit |f” (x)|<1 (r ist eine feste ganze Zahl grofer als 1), werden die-
Jenigen durch die Mittel o5, (f; x) (fiir jedes feste ganze 6 und n) am
ungenauesten approximiert, fiir welche f ” (x) auf Halbperioden abwechseind
+1 und —1 ist. Bezeichnet ¢f), die grifite Abweichung, so gilt

K(r) R"(r) K(r) . S:r)

grr:: 12 bZW = "—
TR T ary TR T T ary

Jje nachdem r gerade bzw. ungerade ist; hier ist

K(r) i f l)v(r+1) N
L= N TR )
(] 4 rr QN 2
‘ < ey 0SS Sae—y

Weiter hat man
)
) « o < o < c oD o0 < i
an<0 0 A Q(’-{-l,‘n Qéﬂ. n+6+]

Es sei bemerkt, daff die weniger scharfe asymptotische Abschitzung
)
o K" K +O(logn)

n+1

ktirzlich durch S. M. NikoLsky gefunden wurde®); er hat aber weder
‘die exakten Werte, noch die extremalen Funktionen bestimmt.

G. ALEXITS hat sich kiirzlich die Frage gestellt,- wie kann eine
Funktion f(x) durch die Mittel 65,.(f; x) approximiert werden, wenn die
konjugierfe Fouriersche Reihe von f(x), d. h. die Reihe

Z (ak51nkx b, coskx),

k=1
eine Funktion f(x) mit beschrinkter Derivierten darsteilt’)? Bezeichnet
o§), die groBte Abweichung von f(x) und gs.(f; x), wenn f(x) die durch

4 5
4) Man sieht leicht, daB K® < KW <« kKO <. ..« — < ... < K" < K® < K®
. 3

. (r) 4

und lim K"'=—.
r>0 T ’

%) S. M. NikoLsky, Estimations of the remainder of FEJER’S sum for perio-
dical functions possessing a bounded derivative, Comptes Rendus Acad, Sci. URSS,
31 (1941), S. 210—214.

6) Bekanntlich hingt f(x) foigendermaBen mit f(x) zusammen :

f(x)=— % ;1:210 J[f(x-{-f) —f(X—l)lcotg—é—df-
2
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die Bedingung |f'(x)|=1 bestimmte Funktionenmenge durchliuft, so

gilt nach ALEXITS"): ?3’,‘,:0(—;—) , insbesondere 2 < —2—~.Wir be-
weisen den folgenden
Satz 1ll. Bezeichnet oY) die griofite Abweichung von f(x) und
o5 (f; X), wenn f(x) die Menge der nach 2m periodischen stetigen Funk-
tionen mit ‘f x)=1 durchlauft so gilt
3

il) < — ((1) 4 l 3
ll+1 \n n_*_]) n+1 211 _ l) n+‘ \Kn +ll
- 1
(1) A~ (1) 4 11 —_
< oM <p,,,,<.l..und o8 — 08 < AT (fir 6=3,4,...).
In den Fillen 6=3,4,... (und dann fiir jedes n) wird die maximale

Abweichung fiir diejenigen Funktionen f(x) erreicht, fiir weiche f (x) auf
Halbperioden abwechselnd gleich +1 und —1 ist.

In den Féllen d==1,2 sind diese Funktionen keine Extremalen
mehr, es gibt dann vermutlich iiberhaupt keine von n unabhdngige
Extremale.

Ebenso, wie das Bernsteirische, kann auch dieses Problem auf den
Fall hoherer Derivierten iibertragen werden. Unser Ergebnis ist der

Satz IV. Unter allen nach 2n periodischen stetigen Funktionen
f(x) mit |f7x)|=1 (r ist eine feste ganze Zahl grifier als 1), werden
diejenigen durch die Mittel o3.(f; x) (fiir alle festen ganzen ¢ und n)
am ungenauesten approximiert, fiir welche f (x) auf Halbperioden ab-
wechselnd gleich +1 und —\ ist. Bezeichnet oY), die grifte Abwei-
chung, so gilt
K(r) ﬁ’('r)

7 {r) )
— K S
o =- —+ Ty bzw. of)= 2

ﬂ+l —(ll+l)f )
Jje nachdem r gerade, bzw. ungerade ist; hier ist

E(’)=i 3 _(:L’s
“vgo (2’l’+l)r )

7) G. Arexrrs, Sur l'ordre de grandeur de I'approximation d’une fonction par
les moyennes de sa série de FOuriER, Matematikai és Fizikai Lapok, 48 (1941),
S. 410—433 (ungarisch mit franzdsischem Auszug).

— —_ — 4 — —n —
8) Man sieht leicht, da K? > K9 > K9 > ... > —>.> K7 > K9 > E®

o 4 ’ :

und fim K =__. Diese GréBen hingen mit den in der Differenzenrechnung
r-> o L3

E 2

2 R®=
2

gebrauchten (Eulerschen) Zahlen F,, bzw. C, zusammen; K% = %,

— a3
KO =— o7 usWs
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4 rr =)
r+1 ’ 0<b” <

IR < — =
(1)

_2
a(r—1)°
Man hat wieder

i (r)

n+d41"°

Alle diese Sitze lieBen sich auch auf die Holderschen Mittel iiber-
tragen®). '

en<of<en<...und (’3+1, —om<

§ 1.

Es sei

o COSkx > sinkx
(p,(x)=’% = und w,.(x)=k;1‘ = (r=1,2,...).

Ist r > 1, so konvergieren diese Reihen gleichméfig, folglich sind dann
¢,(x) und ¥,(x) tberall stetig; ,(0)=1y,(7)=0. Im Falle r=1 gibt
es gleichmifige Konvergenz nur im Inneren von (0, 27) und es ist

dort (pl(x)=—-log(25in %) und wl(x)=%. Die Reihen sind die

Fourierschen Reihen ihrer Summen (auch im Faile r=1).

" Nach einer Bemerkung von FEJER ist ¢,(x)— oy, (%,; x) auf (0, n)
positiv und auf (n; 27) negativ. Diese Funktion verschwindet ja in x =7
und ihre Derivierte ist auf (0, 27) gleich

. X 2
1 i k 1 sin(n+41) 5
___2__k§(1—n+l)coskx~—2(n+l)( = <0.
2

Da die Cesaroschen Mittel hoherer Ordnung sich als arithmetische
Mittel mit positiven Gewichten aus den Mitteln erster Ordnung ableiten
lassen, stimmt das Vorzeichen von ,(x)—as.(yy; x) fiir beliebige
positive ganze 6 und n mit demjenigen von sinx iiberein.
Aligemeiner : fiir jedes ungerade r stimmt das Vorzeichen von
¥, (x)— 065, (2p,; X) mit demjenigen von sinx iiberein. Dies sieht man durch
SchluB von r auf r + 2 folgendermafien : Die Funktion ¥,,,(x) — G5n(1,42; X)
ist auf (0, ) nach oben, auf (7, 27) nach unten konvex, da ihre zweite
Derivierte gleich — (y,(x) —as.(3,; x)) ist. Da sie an den Stellen O, =
und 2= verschwmdet muB sie auf (0, #) positiv und auf (=, 27) ne-
gativ sein. .
‘ Fiir ungerades r ist die Funktlon @, (x)—05.(9,; x) auf (0, 7)
monoton fallend, da ihre Derivierte gleich — (y,_,(X) — 5. (¥,_1; X)),

9) Die Ergebnisse dieser Arbeit (mit der Ausnahme des Hilfssatzes in § 4
und der daraus folgenden Verschidrfung des Satzes lIl) wurden schon in ungarischer
Sprache mitgeteilt in Matematikai és Fizikai Lapok, 49 (1942), S. 123-138.
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/

also negativ ist. Wenn e,s, den Wert der Funktion in n/2 bedeutet,

dann ist also ¢,(x) — s (p,; X)—e, 5, auf (0 ———) positiv und auf( n)

negativ. Da diese Funktion auflerdem gerade und nach 2z periodisch

ist, stimmt ihr Vorzeichen {iberall mit demjenigen von cosx iiberein.
Die Funktion %(x)zzm_r;{?_c ist auf (0, #) positiv und nach
k=1

oben konvex. Die Konvexitit folgt daraus, daB o) (x) = (x) =

(—log(Zsin '22(’)) = —-;: cotg%— < 0; die Positivitdt folgt aus der Kon-

vexitdt und daraus, daf die Funktion in 0 und = verschwindet. Nach
einem Satze von FEJER!?) bleiben die Cesaroschen Mittel der Sinusreihe
einer auf (0, =) positiven und nach oben konvexen Funktion unterhalb
dieser Funktion. Demnach stimmt das Vorzeichen von zpo(x) 051 (P33 X)
iiberall mit demjenigen von sinx iiberein.

Ahnliches gilt auch fiir die iibrigen w,.(x) mit geradem r, was
man wieder durch SchluB von r auf r-2 einsieht.

Fiir gerades r grofier als 1 ist die Funktion ¢,(x) —os.(qp,; x) auf
(0, #) monoton fallend, weil ihre Derivierte gleich — (y,_,(X) — 65, (¢,_,; X)),
also negativ ist. Bezeichnet @,4, wieder den Wert in 7/2, so stimmt
das Vorzeichen von @,(X)—dsn(p,; X) — @5, liberall mit demjenigen
von cosx iiberein.

Zusammenfassend : Fiir die Funktionen

Brn) = 1) =1 D0 [ 3 Fona 05 5] Gn=1,2,..)
und ‘ .
Wy 50 (X) == 1, (X) — 030 (Yr; X)

gilt Folgendes :
sgnsin x, wean r=2,4,6,...,

sgn D,5,(x) =
g (%) sgncosx, wenn r=3,5,7,...,

sgnsin x, wenn r=1,3,5, ...,

/) ==
sgn qvén(X) . Sgn Cos X, wenn r= 2’ 4, 6, e

10) L. FeJir, QGestaltliches iiber die Partialsummen und ihre Mittelwerte bei
der Fourierreihe und der Potenzreihe, Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech., 13 (1933),
S. 80—88.




Approximation der Funktionen. 77

§ 2.

In unseren Probjemen diirfen wir offenbar immer annehmen, daf
27

Qy = —1— [fr(x)dx=0
Es moge R() (r=12,...) die Klasse derjenigen nach 2= perio-

dischen Funktionen bedeuten, fiir welche ]f(x) dx=0 und |f " (x)|=1.
Wir haben die Grofie
ofn = max max|f(x)—osn(f; x)l
fe8n x
und die Funktionen, fiir die dieses Maxxmum erreicht wird, zu be—
stimmen.
Wenn f(x) € &” und

f(x)~ Z (a.coskx - b, sinkx),
r=1
so ist

(—12f? (x)w Z kK (a,coskx+ b, sinkx) fiir gerades r,

r+1
(=1 °* f(’) (x)wz i (a,sinkx—b, coskx) fiir ungerades r.

Auf Grund des Parsevalschen Satzes ergeben sich leicht die Be-
ziehungen :
r 2=z
) K —_] 2 r o
(1) ) —asnf; x)=—(—;l—)——jf“(x+y) Ousn()dy fir gerades
0 .

r+1 2m

() f(x)—osu(f; x)= ff(') (x+) Crs.(y)dy fiir ungerades r.

Bezeichne f7(x) dle]emge in dxe Klasse &7 gehorige Funktion,
fiir welche

( T .

NG (—1)" sgncosx, wenn r gerade ist,

(17 ()" =4 e 1T g

b \"(—1) 2 sgnsinx,  wenn r ungerade ist.
a

» cos(Zz+1)x

4 Qo
sgn cosxw—géo (-1 2o
und
) 4 & sinRe+-1)x
snX N 2 T




78 B. v. Sz. Nagy

SO ist
virsl) COS(27 + I)x
(2," l)r+l

a) Fall eines ungeraden r. Es sei f(x) beliebig aus ‘®”. Aus (2)

Mg

i
&

fE@ = > (—1)

I

r+l
folgt, mit Riicksicht auf sgn &, ;,(x) =sgn smx—(—l) ()

=

Va%-wdﬁXN=>%’fﬂ%r+w¢ndwdy
0 2
S5 [ eIy

r+1 27

=;—ﬁwnuwwy~ ED 00 Ban)dy=1:0 = (175 0).
’ 0

Wle man sich leicht davon iiberzeugen kann, besteht hier
tiberall das Gleichheitszeihen in einem Punkte x=x, nur dann, wenn
f(X) == f(x—x,) ist.

Hieraus folgt, daB'')

(25} *f‘(O)—Uan(/f; 0) = -
2v -1 2v -1 211-}-1 1
= — 1-" ]'— 1— ovs 1 ]
FE- (-T2 7 |
+" > o vt
Pl
Fiir den speziellen Fall der Fejérschen Mittel und fiir r=1 erhdlt man:
ZN L4S 1
n(n—}— ) = 21)-{—1 LS Qv1)2

ofh =
folglich ist'?)

11) Die grdBle in n—

enthaltene ganze Zah! wird in fqlgendem mit N

bezeichnet.
12) Von hier an werden wir die folgenden Abschatzungen mehrmals anwen-
n-1
den: Ist p(x) auf (a, a -} 2h) positiv und monoton fallend, so ist Z pla+42»=
at2h v=0

1
;TJ p{x) dx; wenn p(x) auBerdem nach unten konvex ist, so ist

@ at2h

ZP(“-{"Z"'*- N=—5 J p(x)dx; Gleichheit besteht nur im Falle gewisser
=0

[:]
Treppenfunktionen, baw. gewisser stiickweise linearer stetiger Funktionen.
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2N42

: 4 1 dx 2 ((dx 2 log(n+1) , 6
e f )2 [aro mmein o
1

Jox® 14 n-1 n
‘ 2N+2
und
2N+3 ® \
I j'dx 2 dx>_2_ log(n+1) n 2
Qi > n(n+l) )X " T a(n+2)°
2z\+3
Ferner hat man
' N
@g-z-l n 03;2:2 4 Ty ) (l _g’l’i—{:’l—) . ( 21 —I— 1) ! ’
a(n+d+1) = n41 nEé)2v 1
also
4 1 2 log(n+1) 4
O o® = D5 .
0 << n(n+6+])v%02v+l<n n+o+1 Ta(iteFn
Damit ist Satz | bewiesen.
Ist nun r eine ungerade Zahl groBer als 1, so hat man
" 4 Yoo 4 & 1 K? SY
Ql’n:——_ Z _,_——‘ r +_— T r+’1—= T r
an+1) 5=o Qv +1) T »SFa (2v4-1) n+1  (n41)
mit
P S R A ) .
Ta=0 (2v+1) 7 v=N+l (294 1)
dabei ist

2

(r) r—1 dx
0<S, < (n—{—l) j n(r—l)

2N+3
Ferner ist

{r) (r) ZIL( ———-————27}+l) (1—2,‘)_*-1) !
0341,n ™ 05n™ n(n—l—t5+1) = n+1 )77 n+d ) Qv41y
also

K(r)
n+o+1
Damit haben wir Satz II fiir ungerade r bewiesen.
b) Fall eines geraden r. Es sei f(x) beliebig aus &”. Es folgt aus

i 1
(1) und aus sgn tD,..;,.(x)—sgn cosx = (—1) E A (x))"), durch eine zur
obigen analoge Rechnung, dafi

[f(x)—05a (f; X)| = f7(O)—05x (f7; 0).

Gleichheit besteht in einem Punkte x==x, wieder nur dann, wenn

0 < iy, —efn <
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J(xX)=+f(x —x,) ist. Demnach ist

29 4+1 2o+ 1) (=1’
=t S (12 (i 2y |
o %0[ n+1 n+90 /| v+ 1)y™ +
4 5 _ =
e r+l *
T ST 2v+1)
Fiir die Fejérschen Mittel hat man insbesondere:
4 N (_l)v

QY)=
o) S 241y
4 =3 (_‘ v K(r) R,(,r)
— 2’ ) r+1 = ] + r+1 >
v =F41 29 1) n-+ (n+1)
mit
5 4 3 (—-l)v' (r) 4 r =) —n
K'==2> """ ynd RO = —— (n+! —_—
ﬂu%)(2’v+ 1y 7 (n+1) y="‘>175r1( (2 -{—1)'+1
Da die Funktlon p(s)-—— (n+1y “‘“T auf der Halbgeraden

(s+1)

R, 1
n=s <oo positiv, bis zur Stelle so———-n—{———::_— wachsend, dann aber

fallend ist, so ist R"” = Z (—1)"“;)(211) absolut genommen kleiner
y=2N+1

als p(s,), d. h. es ist

lR(r)I < i r

n r+1 °

To(r+1)
Man hat ferner

N v
29+ 1 ( 2v+1) (=1
(r) (r) — — ,
Q6+, n— Qin=" n(n—{-é-{-] % ( n1 ) 1 n+6 (21’_}_1),‘
also ist
k(r)
0<06+1 n_Qén II—*—O‘—*—‘ :

Hiermit ist Satz II auch fiir gerade r bewiesen.

§ 3.

Mit & (r=1,2,...) wollen wir die Klasse derjenigen nach 27
periodischen stetigen Funktionen f(x) mit der Fourierreihe

Z (a,coskx+ b, sinkx) *

k=1

bezeichnen, fiir welche

Z (a,sinkx— b, coskx)

k=1
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die Fouriersche Reihe einer zur Klasse & gehorigen Funktion f(x) ist.
Wir haben jetzt die Grofien

oy, = max max|f(x)—os.(f; X)|,
feﬁ(r) X

sowie die Funktionen, fir die diese Maxima erreicht werden, zu be-
stimmen.

Wenn f(x) € &”, dann gilt im Falle eines geraden r:
(— 1)% F2x) ~ k_ﬁ k" (a,sinkx— b, coskx),
und im Falle eines ungeraden_r:
(— 1)1;—1 77 Nkﬁ K (a,coskx -+ b,sinkx).

Auf Grund des Parsevalschen Satzes ergeben sich die Beziehungen:

r 2n

) f(x) —0su(f; %) = —(:;:—)— ff ?(x+y) Wrsu(y)dy fir gerades r,
0

r—1 2nx

@) f(x)—os.(f;x)= -(:—7];)——2- Jf") (x+y) D,5.(y)dy fiir ungerades r.
, ; :

Sei g’(x) diejenige zu & gehorige Funktion, fiir welche

_ ‘ I 5 . .
() ~1)7 sgnsinx, wenn r gerade ist,
gow={ Y :

r—1

. { (—1) ? sgncosx, wenn r ungerade ist;
d. h, es sei
. 4 & wr COS(27+ 1)X

)= > (1) 2T 2

g ( ) 7T 11=U( . ) (2,‘)+.1)r+1

Durch eine schon angewendete Schlufweise erhalten wir aus (3)
und (4), mit Riicksicht auf unsere Feststellungen betreffend das Vor-
zeichen der Funktionen @ und & in § 1, daB

76) = 0sn(F; )| =27 (0)—05n(&7; 0)
fir r=2,3,... und fiir 6, n=1, 2, ..., und daB das Gleichheitszeichen
in einem Punkte x=1x, nur dann gilt, wenn f(x)=-+g’(x—x,) ist.
Demnach ist

W= (O — 0 (g 0) = _ |
4 \l[ ( 2v—f—]) ( 21}—{—1)' (— 1"
=— 21— 1—=2"T ) = — - "

T 5=y n-1 n+d 2v+1)
4 S (-7

E A v+
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Abschitzungen auf Grund dieser Reihendarstellung ergeben sich,
wie fiir die ¢, in § 2, nur hat man die Rolle gerader und ungerader r
zu vertauschen.

Damit ist auch Satz IV bewiesen.

§ 4.

Es bleibt nur noch iibrig, Satz Il zu beweisen.

Die Abschitzungen der o) von unten folgen leicht, wenn man
die Abweichung der speziellen Funktion f(x) =cosx aus & von ihren
Mitteln ¢5,(f; x) im Punkte x==0 ausrechnet.

Die Beziehung (4) gilt auch fiir r=1. Ehe wir aber auf diesem
Grund weitergehen, miissen wir das Vorzeichen der Funktion @,
diskutieren.

Da auf (0, 27) gilt: ¢,(y) = —log (Zsin l), so hat man

2
D) = (1) =0, = 5 cotgF + 3 (1= - sinky
— 1
1 cotg +(n—{—l)smy sm(ny+ )y 1 | sm(n—l—l)y.13
S 4t )sints 1 4sined
Wegen der rekursiven Beziehung
041 - 0
(n+n+ )%+l,»=;u(m,,‘*{ )Gom
zwischen den Cesaroschen Mitteln erhdlt man
\l‘sin(m-i—l)y
3 : =
( —I_z) ‘1)1'2,.(}’)—2, (m-i*—l)q)nm(y)=— 0 y
m=0 . 4sin®=

und

(n +3) ()= Z (m+2) c%m(y)——g iz menint Dy

’
4sin® —yz—

also ist @j;,(y) auf (0, ») negativ*t). Dann ist aber auch @};,(y) mit

n
13) Die Summenformel von Z(n—{—l—k) sin ky, aus welcher sich auch
k=1
die Positivitdt dieser Summe auf (0, %) ergibt, wurde zuerst von F. LukAcs gefunden,

vgl. P. Tuwran, Uber die arithmetischen Mittel der Fourier-Reihe, journal London
Math. Soc., 10 (1935), S. 277—280.
14) Siehe Anm. 13),
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6 > 3 auf (0, #) negativ. Da (Dlén(z)——o ist sgn®,4,(y)=sgncosy

fiir jedes y und fiir 6=3.

Wenn also d=3, dann. kann man denselben Schluff anwenden,
wie in den vorigen §-en. Fiir 9§ ergibt sich ein A4hnlicher Ausdruck,
wie fiir die iibrigen p§), mit ungeradem r (siehe § 3). Die extremalen
Funktionen sind die Funktionen g;(x—x,).

Da, wie man leicht nachrechnet, fiir jedes ¢ gilt:

05 (Z7; 0)— s11,x(&7;0) =

- 4 2&(1 2v+1) (1_2'1)—}—1)(—1)"“

T oa(n-o+1) = n-+1 n+é J2v+1
[ >0

6sx (sgn cos; 0)4 < 1

1
ntot T

)

so ist fiir 6=3:
_ 1
0 <of,n—ofl < EEYFSEE
ferner ist

??(}r?_gl (0) —03n(g;; 0)= (gl. (O)—Uln(g;; O)) + (oln-_—oﬁn) + (0271—0311) <

(=1 4 = n 1 1
(n(n-{—l) ;;)2v+1 n(n-}-l)v%ﬁr]( Dy’ (2v+1)2)+n+2+n+3’
also

- 1 1 1 3
o8 < + 1)? +n+2+ <

n+1 z(n+ n+3 " n+1° _
(Die zweite Summe wurde dabei auf &hnliche Weise abgeschitzt, wie
die Grobe R in § 2.)

Aus unseren Formeln fiir die Derivierten von @, .(y) und @, (»)
sieht man leicht, daB diese Funktionen nicht das Vorzeichen von cosx
haben, ihre Nulisteilen hidngen sogar vom Index n ab. Diese Tatsache
148t vermuten, dalB in diesen Fillen keine von n unabhingige Extre-
male mehr gibt. .

Die Abschitzungen oY) < und o<

P i ergeben sich aus

dem folgenden Hilfssatz tiber numerische Relhen, wenn man -diesen
w

auf die Fouriersche Reihe > (a,coskx 4 b,sinkx) der in die Klasse
k=1

gehorigen stetigen Funktion f(x) anwendet, und bemerkt, daB die
Fejérschen Mittel der Fourierschen Reihe von f'(x), d. h. der Reihe

Z k(a,coskx+ b,sinkx), im Absblutwert unterhalb max|f’}, also unter-
k=1 . ,

halb 1 bleiben.
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Hilfssatz. Sind die Cesdroschen Mittel erster Ordnung o, der
Reihe Z ku, im Absolutwert nicht grofer als 1, so streben die Cesaro-
schen Mztlel erster Ordnung o,, der Reihe Z u, gegen einen endlichen

k=0
Wert U, und man hat |U— 01,.!< Fiir die Mittel zweiter Ordnung

4 nt+ 1
6y, gilt: |U—oa,,| < o 19)
Mit den Bezelchnun en s ——-Z, hua, und d,= L__1 hat
g - g &k ko
man: o,== k+1 Z s,, ferner fiir p>n>0
h=
Z, " k
0"’_01"=k%) (l +l)uk ’g (l———+l)zzk=
4
== k{ =
,%1'* p+1k;2; k%o e
— 3 f’c__'_sk+1_____sv__+ S

[ k p+1 n+1=
= z d,5,= z do((k+ 1) o/, —ko, ) =

k=n-+1 Te=n-]

= n+1(n+])aln+(dn+l n+°)(n+2)0] n+1+" +
+(dp_1 d)P01P_1+d(p+])‘71p
Wegen lo/,[<1 und d,—d,,, > O folgt hieraus, daf

lolp—alnlédyy+l(n+1)+(dn+1 n+2) (n+2)+ +( p—l p)p+d (p+l)=:

1
=(2n+3) n+1+dn+2+dn+3+ +d —(2n+3)dn+l+ 7+2 p+l )

Hieraus sieht man, dafi die Folge o, konvergent ist, und, wenn
der Limes mit U bezeichnet wird, dann gilt

| U—0,|=@n+3)dp+——=
Die Abschétzung

3
n+2 n+1'

4
\U—oul<igT n-+1
folgt endlich auf Grund def Beziehung

o k "( k k —
0171_0271“—'}%(1—”_{,_])”"—;%‘ ~1_11+1)(1 n+2)uk~

SO PN
T n+2 & n4 T pe2
Damit wurde auch der Satz III volistindig bewiesen.

(Eingegangen am 15. Juni 1944) 4
15y A, a. O. 7) beweist ALexiTs auf anderem Weg, dal |U- oy,|< -
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Uber eindeutig umkehrbare Polynome
in endlichen Korpern.

Von LADISLAUS REDE! in Szeged.

Wir legen einen endlichen Korper & mit ¢ Elementen und der
Charakteristik p zu Grunde und nennen ein (ganzes oder gebrochenes)
Polynom?') f(x) umkehrbar (ndmlich eindeutig umkehrbar), wenn y==f(x)
fiir jedes y eine, folglicherweise nur eine L@sung hat. Mit anderen
Worten heifit das, daff die Abbildung x-f(x) eine Permutation der
Elemente von k ist. Wohlbekannte wichtige Beispiele sind die linearen
ganzen Polynome. Aligemein ist mit f(x) und g(x) auch f(g(x)) um-
kehrbar. Aus beiden folgt, daffi mit f(x) auch alle
(M Tf(Sx)
umkehrbar sind, wobei S und T beliebige (nichtsinguldre) lineare ganze
Substitutionen bedeuten. Bekantlich ist x* dann und nur dann umkehr-
bar, wenn (n, g—1)=1 ist,

Fiir viele Zwecke erweitert man k durch Hinzunahme eines un-
endlichen Elementes oo mit den tiblichen Rechnungsregeln zu einer
Menge k’. Das bisherige behdlt auch fiir " statt & seineri guten Sinn,
ax+b
ex+d
(ad —bc==0) umkehrbar (in k’). Entsprechend Ilaft sich das iiber (1)
gesagte fiir die gebrochenen linearen Substitutionen verallgemeinern.
Sind S und T solche Substitutionen, so nennen wir bei festem f(x)
alie Polynome (1) #quivalent, insbesondere im Fall T=S8~" &hnlich.
Aquivalente Polynome sind also gleichzeitig umkehrbar in &". Umkehr-
barkeit von f(x) fiir k¥ und ¥ kommen auf dasselbe hinaus dann und
nur dann, wenn der Zihler von f(x) von grofierem Grad als der Nenner,
d.h. f(o)=-oo ist. Da letzteres fiir ein passendes Sf(x) statt f(x) der
Fall ist, so la6t sich die Frage der Umkehrbarkeit auf die in k& zuriick-
fithren.

und dabei werden sogar die gebrochenen linearen Polynome

1) ,Gebrochenes Polynom*® bedeutet den Quotienten zweier ganzen Polynome.
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Beschrankt man sich auf die Polynome vom Grad =<¢—1, was
offenbar gestattet ist, so sind alle verschiedenen umkehrbaren ganzen
Polynome bekanntlich durch _ :

(2) 2 @l —(x—a)"]

angegeben, wobei man iiber alle Elemente a,, .. ., a, von k zu summieren
hat und a,,..., 4, eine Permutation von ihnen ist. Somit gibt es insge-
samt q! solche Polynome. Fiir (2) 148t sich {ibrigens im Fall ¢ >2

wegen > a,=0 und (x—a;,)'=x"—aq? die durchsichtigere Form

() —Dlax" — D aax"—.. . — D aa
geben. Zu (2) dhnlich sind die

1 - =1
@) T2 @ 1= —a)™]

alle (ganzen und gebrochenen) umkehrbaren Polynome vom Grad
- =¢—1, wobei i(x) alle nulistellenfreien ganzen Polynome vom Grad
= q—1 bedeutet. (Natiirlich brauchen hier Zihler und Nenner nicht
teilerfremd zu sein, und so ist in (3) iiber Eindeutigkeit keine Rede
mehr.)

Diese Formeln scheinen aber wenig geeignet zu sein, um aus
ihnen in unserer Frage weitere Folgerungen zu ziehen. Auf anderem
Wege werden wir gewinnen den folgenden

Satz. Es sei p 4= 2 und bedeute n eine natiirliche Zahl mit (n, q+ D=1.
Man wdihle ein Nichtquadratelement « in k und setze

— ) iyn-2¢ — T ien-2i-
(4) g(x)—"lg(zl)ax 2) h(x)~L§(21+1)ax 2l
d. h. in durchsichtigerer Form

@) x+Ve) =g@)+hx) /e (g(x), h(x) Polynome in k),

welche letztere Gleichung natiirlich im endlichen Korper k, vom zweiten
Grade iiber k zu deuten ist. Dann ist das gebrochene Polynom

: X
) 0 —E8
vom Grade n und umkehrbar in k. Dabei hingt f,(x) von « nur un-
wesentlich ab, da es bei Ersefzung von e durch af?(8=:0) in das

dquivalente Polynom Bf, (%) iibergeht. Deshalb werde o im folgenden

festgehalten. _
Bezeichnet P, die Permutation x - f,(x) der Elemente von k, so ist
ihre Ordnung die kleinste natiirliche Zahl r mit

(6) , r=1 (mod g+ 1),
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d. h. r ist der zu n gehérende Exponent fiir den Modul q+ 1. Folglich
ist die Ordnung von P, ein Teiler der Eulerschen Funktion ¢(q+1).
Insbesondere ist also P,==1 dann und nur dann, wenn ¢+1|n—1.

Alle verschiedenen P, (bei festem k und o) bilden eine Abelsche
Gruppe der Ordnung (g 1) nach der Produktregel

) P,P,=P,,
mit der Ergdnzung, daﬁ Jede der Aussagen
(8) P,=P,, m=n (mod g41)

eine Folge der anderen ist.?)
Uber (1) hinaus gilt

(9) ) Ful£) = fon ().
Zum Beweis schicken wir die Bemerkung voraus: Alle n-ten
Einheitswurzeln in k, liegen 'schon in k.

Ist ndmlich ¢"=1 (o in k,), so laBt sich hier n durch

_ d=(n, @*—=1)=(n, (g+1)(@—1))=(r, ¢—1)
ersetzen. Da aber-die Gleichung x?=1 wegen d|g¢—1" so viel Wurzeln
in k hat, wie der Grad ist, muBl ¢ in der Tat in k liegen.

Jetzt zeigen wir zunichst, daB f,(x) wirklich vom Grade n ist.
Sonst hatten nimlich g(x), A(x) einen gemeinsamen Teiler (in k), der
aber auch in der linken Seite von (4') aufgehen muf. Dieser offenbare
Widerspruch beweist die Behauptung.

Dann haben wir zu zeigen, daB h(x) nullstellenfrei ist. Deshalb
werde f1(§) =0 mit einem & in & angenommen. Nach (4') gilt dann

(10) E+Va) =g@®.

Durch Normenbildung folgt hieraus, daf zunichst g2(§), gleichzeitig
also wegen 2.t n auch g(£) eine n-te Potenz in k ist. Das ergibt nach (10)
('§+Va )”:1

n
mit einem 7 in k. Da aber der Klammerausdruck in %, und nicht in &
ist, haben wir mit obiger Bemerkung einen Widerspruch erhalten und
so die Behauptung bewiesen.

Hiernach existiert f,(x) fiir jedes x in k. Zeigen wir also, dafi
f.(x) in k keinen Wert zweimal annimmt, so wird daraus schon die
Umkehrbarkeit von ihr folgen.

Zu diesem Zweck schreiben wir dxe Definition von f,(x) nach (4)

2) Somit ist die Gruppe der P, isomorph zur Gruppe der primen Restklassen
mod g+ 1.
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und (5) in der Form

(i1) | (——————x+V§)n ~ L@+l

x—Va fn(x)_VE
Wird also £,(§)=/1,(n) angenommen mit & # in &, so gilt

’ (<§+VE)(17—V§) )"=,.

E—Va)(n+Va)
Wieder nach der vorangeschickten Bemerkung muB hier die Basis der
Potenz in k liegen. Da aber Zihler und Nenner konjugiert sind und
ersterer gleich

En—a)y+ (- Ve
ist, so folgt, daff hier der eine Klammerausdruck verschwindet. Der erste
verschwindet nicht, denn dann wire obige Potenz (—I1)"= — 1(=1).

Also ist E=%. Hiermit haben wir bewiesen, daB f,(x) umkehrbar ist.
Nach (11) ist

Fun )+ Ve =((x+ Vg)")mx(ﬁ(x)ﬂfg_)m: n(fu) +Vea
fmn(x)—va x_va fn(x)—va fm(fn(x))—va
Dies beweist (9), also auch (7).

Die Behauptung iiber (8) beweisen wir so. Zu P,=P, ist not-
wendig und hinreichend, daB £, (§) =f,(§) d.h. nach (11)

' 4 = \m |4 ”
(el -(205)
E—Va t—Va
fiir jedes § in k gilt. Wir bezeichnen mit m,, n, den Kkleinsten nicht-
negativen Rest von m bzw. n modg¢®*—1. Dann diirffen wir in (12)

)
m, n durch m,, n, ersetzen, weil iﬂ}%ﬁ— in k, und <=0 ist. Zugleich
—ya

nehmen wir m,<n, an, das offenbar gestattet ist, und setzen

(13) - ae—my=qutv  (O=u,v=q—1).
Dann lautet (12):
E_*_VE qutv
==1.
9 (=)

Da aber x-x* der einzige nicht identische Automorphismus des Relativ-
korpers k./k ist, schreibt sich (14) anders so:

§+VE vt
15 (————_—) —1.
(15) -
Und zwar ist das Bestehen von (15) fiir alle § in & notwendig und
hinreichend, damit P, = P, ist. Da aber x*-*=1 wegen |[v—u|<g—1




Umkehrbare Polynome in endiichen Kérpern. 89

nur im Fall v—u=0 ¢ verschiedene Wurzeln haben kann, so haben
wir fiir P,,== P, die notwendige und hinreichende Bedingung u# =v erhal--
ten. Dies findet nach (13) dann und nur dann statt, wenn ¢+ 1|n,—m,
d.h. g+ 1|n—m ist. Damit haben wir (8) bewiesen.

Hieraus folgt auch schon, dafl es insgesamt nur ¢(g-+-1) ver-
schiedene P, gibt. Es ist also nur noch iibrig die Ordnung von P, zu
bestimmen. Diese ist die kleinste natiirliche Zahl r, fiir die P =1,
d.h. nach (7) P.==1 gilt. Wieder nach (7) ist P,P,=P,, P,=1, und
somit lautet vorige Gleichung : P.,-= P,. Nach (8) darf man hierfiir (6)
schreiben, und das bedeutet eben, daf die Behauptung iiber die Ordnung
von P, richtig ist. Damit haben wir den Satz bewiesen.

Hierzu mogen noch einige Bemerkungen stehen :

a) Ist p+2, so gibt es in k zu jedem ungeraden Grad n um-
kehrbare (ganze oder gebrochene) Polynome.

Zerlegen wir namlich n in zwei Faktoren u, v so, daf (4, g—1)=
=(», ¢-1)=1 ist. Das ist wegen (¢g—1, ¢g-+1)=2 im allgemeinen
sogar auf mehrere Arten moglich. Dann ist f,(x*) [desgleichen auch
(fo(x))“] in der Tat umkehrbar, vom Grade uv=n.

b) Ist p=F2, so gibt es in k kein umkehrbares Polynom zweiten
Grades.

Es sei namlich

X
(16) foy = £
umkehrbar in &, wobei g(x), #(x) ganze Polynome sind und (indem
man gleich f(ec) =occ annimmt) vom Grade 2 bzw. =< 1. Dann hat die
Gleichung

(17) () —yh(x) =0

fiir jedes y in k genau eine Losung. Bezeichnet D(y) die nach x ge-
nommene Diskriminante dieser Gleichung, so muf also D(y)=0 fiir
jedes y gelten. Das ist aber ein Widerspruch, da D(y) offenbar vom
ersten oder zweiten Grade ist. (Man hitte b) auch einfacher beweisen
konnen.) .

¢) Ist p£2,3 und q=11, so gibt es in k kein umkehrbares ganzes
Polynom vierten Grades. LBt man auch die gebrochenen Polynome zu,
so bleibt das fiir hinreichend grofie ¢ vermutlich immer noch richtig.

- Nehmen wir hierzu ein umkehrbares Polynom f(x) vom vierten
Grade wieder in der Form (16) an, wobei jetzt g(x), h(x) vom Grade 4
bzw. <3 ist. Wieder hat dann (17) fiir jedes y genau eine Losung.
Bei nichtverschwindender Diskriminante D(y) von (17) ist das nach
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einer Arbeit®) von mir (wegen p==2, 3) dann und nur dann der Fall,
wenn die kubische Resolvente von (17) keine Losung hat, woraus eben-
falls nach 3) folgt, daB D(y) [das ja auch die Diskriminante dieser
Resolvente ist] ein Quadratelement sein mufi. Das ist im Fall D(y)=0
von selbst erfiillt, gilt also allgemein.

Nunmehr sei f(x) ganz. Dann ist i1(x) eine Konstante (wofiir man
auch | nehmen kann) und somit D(y) vom dritten Grade. Als schwache
Folgerung aus einem Satz von Hasse') nimmt aber D(y) [im Fall
p=+2,3; g=11] nicht nur Quadratelemente an, woraus unsere Be-
hauptung folgt.

Ist dagegen f(x) gebrochen, so ist D(y) im allgemeinen vom
sechsten Grade. Man kann weiter nicht mehr so schlielen wie im
vorigen Fall, da Hasses Satz sich nur auf Polynome vom Grade 3 und
4 bezieht. Es scheint aber, dafl zum vollstdndigen Beweis obiger Ver-
mutung nicht. viel fehit.

d) Unseren Satz konnen wir wie folgt in ein schérferes Licht
setzen. Fiihren wir die lineare Substitution S in &, mit

' ‘Sz:—z——tvt—z_—
z—Ja
ein. Dann 1468t sich (11) so schreiben: (Sx)" = Sf,(x), d.h.
fu(x) =87 (Sx)".

Hiernach hat das Polynom f,(x) im Oberkérper k, eine einfache Deutung
bekommen, woraus man insbesondere sieht, daB f,(x) in k, ein zu x*
dhnliches Polynom ist. (Selbst x* braucht dabei weder in k noch in fk,
umkehrbar zu -sein!) Weniger genau kann man sagen, daf unsere
expliziten Beispiele fiir umkehrbare Polynome im wesentlichen (ndmlich
von linearen Substitutionen abgesehen) nur die Potenzen x* sind, wenn
man auf obige Weise in den Oberkorper k, hinausgreift. Das 148t ver-
muten, daf mit Hilfe anderer Oberkorper von k sich weitere umkehr-
bare Polynome in k konstruieren lassen, mir ist aber etwas solches
nicht gelungen. '

e) Hier wollen wir auf eine an sich sehr merkwiirdige Erscheinung
hinweisen betreffend alle Polynome f(x) vom dritten Grade in k mit
p=+2,3, wobei wir uns wieder auf den Fall f(co)=oco beschrinken
darfen. Unfer ihnen nehmen nahmlich x* und das Polynom in (5)

3) L. Réper, Uber die Gleichungen dritten und vierten Grades in endlichen
Korpern, dieser Band, S. 86—105.

4) H. HassE, Abstrakte Begriindung der komplexen Multiplikation und Riemann-
sche Vermutung in Funktionenkdrpern, Abh. Math. Sem. Hamburg, 10 (1934),
S. 325348, insb. S. 347.
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-3 . : .
[f(x) =] %:—?_% eine Sonderstellung ein, und diese zwei stehen einan-
der gewissermaBen dual gegeniiber, wie wir das hier ndher ausfiihren -
wollen. '

Es bezeichne [f]; (i=0,..., 4) die Anzahl der i-fachen Elemente
des Wertevorrats von f(x). (Insbesondere bezeichnet [f], die Anzahl der
Elemente von k, die durch f(x). nicht angenommen werden.) Zu dquiva-
lenten Polynomen gehoren dieselben Zahlen [f],. Weiter ist f(x) offen-
bar dann und nur dann umkehrbar in &, wenn [f],=gq ist.

In einer Arbeit®) werde ich unter anderem die [f]; genau berechnen.
Hieraus entnimmt man folgende Abschitzungen:

[f]o—%‘é%—V5+%, [[f]r—%!é,lf5+2, =4,

(18)

AR R
x}+3ax
3Ix2Fae
diese zwei verhalten sich die Zahlen [f]; scharf abweichend nach den
Angaben folgender Tabelle :

s UL Uk Uk

ausgenommen x* und

(und die aquivalenten Polynome). Fiir

,‘ 0 q 0 0 @lg+1
Fiir x3 y 2g—2 g—1
-5 10 I/ @i,
owdsax | 29F2 0 o o 9=2 G4
Fur —W Y\ 3 3
i o q 0 0 (3lg—1).
Die erste und vierte Zeile dieser Tabelle driickt die schon bekannte
. x3+3ax .
3 - —
Tatsache aus, dafi x® im Fall 3jg-41 bzw. vt im Fall 3|g—1

umkehrbar ist. Im ganzén zeigt aber die Tabelle, daff diese zwei Poly-
nome (was die Vielfachheitszahlen [f]; anbelangt) ihre Rollen vertauschen,
wenn man vom Fall 3]g4-1 zum Fall 3|g—1 iibergeht. Die Sonder-
stellung dieser zwei Polynome tritt durch die Bemerkung noch klarer
hervor, dafl es unter den iibrigen Polynomen dritten Grades fiir g=11
keine umkehrbaren gibt, wie man es aus (18) sieht.
f) Nach der Arbeit ®) konnen wir die Gleichung
xX*4-3ax
3xtde

5) L. RepEer, Uber die Charaktersummen von Hasse und den Wertevorrat der -
Polynome dritten und vierten Grades in endlichen K&rpern. (In Vorbereitung.)
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im Fall 3]¢g—1 "(dann ist die linke Seite umkehrbar) leicht nach X
auflésen. Das ergibt

x=y+(P—a) T (0418 T +o—T@) ] Gla—1),

wie man es auch direkt leicht bestatigt. Die rechte Seite — die offenbar
ein Polynom g¢-ten Grades in k ist, da die ungeraden Potenzen von

Ve herausfallen — ist also umkehrbar.

(Eingegangen am 21. Juli 1944.)
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Eine Bemerkung iiber die Bedeckung der Ebene
durch Eibereiche mit Mittelpunkt.

Von LASZLO FEJES in Kolozsvar.

In einem hinreichend groBen Quadrat vom Inhalt 7 konnen
hochstens nw—@ﬁ—zT kongruente Ellipsenscheiben vom Inhalt 1 ge-
sondert eingelagert werden. Genauer: die Dichte eines Systems kongruenter
Ellipsen, die keine inneren Punkte gemein haben, ist unabhdngig von der
Exzentrizitdt und der Anordnung der Ellipsen <}37/6 (=0'907...).)
Ersetzt man dagegen die Ellipsen® durch beliebige andere kongruente
Eibereiche, $0 gibt es nach einer Vermutung von R. COURANTZ) schon
eine gitterformige Anordnung derselben mit einer Dichte, die >)/37/6
ausfallt. :

Betrachten wir nun ein System kongruenter Ellipsen, das die Ebene
lickenlos bedeckt. Setzen wir noch voraus, daf die Ellipsen sich in
hochstens zwei Punkten schneiden?®), so 146t sich zeigen, dal} die Dichte
dieses Systems =2)/37/9 (= 1:209...) ist*). Nun gilt fiir Bereiche mit
Mittelpunkt folgender, der Courantschen Vermutung dual gegeniiber-
stehender

Satz, Ist B ein konvexer Bereich mit Mittelpunkt, das nicht von
einer Ellipse begrenzt ist, so gibt es eine gitterformige Bedeckung der
Ebene durch zu B kongruente Bereiche mit einer Dichte < 2}/3/9.

1) Fiir Ellipsen in paralleler Lage folgt dies aus der Losung des Problems
der dichtesten Kreislagerung. Zum allgemeinen Fall s. L. Frses, Extremilis pont-
rendszerek a sikban, a gombfeliileten és a térben, Acta Sci. Math. Nat., 23 (Kolozsvar,
1944), S. 15.

?) W. BrascHKE, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie Ii, Berlin, 1923, S.65.

3) Diese Einschrdnkung ist wahrscheinlich iiberfliissig.

4) S. die in 1) zitierte Arbeit, S. 17. Fiir Kreise wurde dies zum erstenmal
von R. KERSHNER, [The number of circles covering a set, Amer. J. Math., 61 (1939),
S.665—671] bewiesen. Diese Ungleichung — sowie die oben angegebene — gilt auch
fiir inkongruente flachengleiche Ellipsen von gleichmiBig beschrdnktem Umfang.
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Dies ist eine unmittelbare Folgerung der Sasschen Konstruktion®),
aus der hervorgeht, daB in B stets ein grdBeres Sechseck mit Mittel-
punkt eingeschrieben werden kann, als in eine fldchengleiche Ellipse.
Die verlangte Bedeckung erfolgt durch die Auspflasterung der Ebene
durch diese Sechsecke.

Hieraus ergibt sich folgendes — in gewisser Hinsichf scheinbar
aligemeineres — Korollar: Durch ein System grofier Anzahi kon- -
vexer Figuren mit Mittelpunkt, deren Umfang unterhalb einer vorgege-
benen Schranke L bleibt, GBSt sich ein im Endlichen liegendes ebenes

Gebiet vorgegebener Gestalt vom Inhalt T~31—3~F (=083... F) iiber-
decken, wobei F die Inhaltssumme der Fzguren bedeutet. Die Figuren
lassen sich ndmlich fiir ein beliebiges positives ¢ (nach bekannten
Sétzen iiber kompakte Mengen und dem Blaschkeschen Auswahlsatz)
in eine nur von ¢ und L abhidngige Anzahl von Teilsystemen derart
eingliedern, dafi die Figuren eines Teilsystems weniger als & von einan-
der (im gebrduchlichen Sinn) abweichen. Um die Richtigkeit unserer
Behauptung einzusehen, bedecke man durch jedes Teilsystem je einen
geeigneten Teilbereich des Gebiets.

Ob das alles auch fiir Bereiche ohne Mittelpunkt gilt, steht noch
nicht fest.

Zum Schlub sei bemerkt, daf zum Beweis der Courantschen Ver-
mutung das umgeschriebene Sechseck heranzuziehen versucht werden
sollte. Dies scheint aber Schwierigkeiten zu bereiten®). Allerdings sei
bemerkt, daf unter den flichengleichen konvexen Bereichen der Inhalt
des kleinsten umgeschriebenen n-Ecks im allgemeinen nicht fiir die
Ellipsen den groftmoglichen Wert besitzt. Fiir n=3 ist z. B. der extre-
male Bereich das Parallelogramm (s. %), S. 64). Dagegen liefert die
Ellipse schon von n=3 ab das Extremum der analogen Aufgabe fiir
das eingeschriebene n-Eck?).

(Eingegangen am 21. Juli 1944)

Bemerkung, wihrend der Korrektur. Eine Anordnung
von Bereichen heifit in tiblicher Weise gitterformig, falls jedes Bereich
sich von einem festen durch wiederholte Anwendung von zwei eben-

5) E. Sas, Uber eine Extremumelgenschaﬂ der Elllpsen, Comp. Math., 6
(1939), S. 468—470.

) Vgl. L. Fries, Eine Bemerkung zur Approxxmatxon durch n-Eckringe, Comp-
Math., 7 (1940), S. 474—476.

7) Fiir n=3 wurde dies von BLAscHKE (s. %), § 22, S. 49) bewiesen.
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falls festen Verschiebungen, oder ihren Inversen, erzeugen ldft. Dies
festgelegt bemerken wir, dafi die maximale Dichte eines gitterférmigen
Systems gesonderter Dreiecke — wie leicht einzusehen ist — 2/3 be-
tragt, was die Courantsche Vermutung widerlegt. Um die Wahrschein-
lichkeit der Extremaleigenschaft der Ellipsen aufrechtzuerhalten, sollte
daher in der Courantschen Vermutung entweder die Einschrankung auf
Bereiche mit Mittelpunkt gemacht werden, oder sollten statt gitterformi-
gen Anordnungen auch die umfassendere regelmafiige Bereichlagerungen
(s. z. B. HILBERT—COHN-VOSSEN, Anschauliche Geometrie, Berlin, 1932,
§. 9—12) zugelassen werden. Die Frage, ob in der urspriinglichen
Fassung des Problems von COURANT das Dreieck das extremale Gebiet
ist, bleibt noch zu untersuchen.

Analoges 1afit sich bezliglich der Probleme der diinnsten Be-
deckung der Ebene aussagen. Unser Satz gilt daher ohne die Beschrédn-
kung auf Bereiche mit Mittelpunkt nicht mehr. Dagegen ist zu erwarten,
dall das obige Korollar ihre Giiltigkeit — da dort von irgendeiner
gitterformigen  Lagerung gar keine Rede ist — auch fiir allgemeine
konvexe Bereiche behilt. '

Ubrigens vgl. den ganzen Aufsatz mit H. HApwiGeR, Uberdeckung
‘ebener Bereiche durch Kreise und Quadrate, Comm. Math. Helv., 13
(1943), S. 195—200.

(Hinzugefiigt am 15. Oklober 1945.)
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Uber die Gleichungen dritten und vierten Grades
in endlichen Korpern. '

Von LADISLAUS REDEI in Szeged.

Ist irgendein Korper k& mit einer Charakteristik &2, 3 zu Grunde
gelegt, so lassen sich bekanntlich die Gleichungen dritten und vierten
Grades durch eine lineare Transformation auf die Form

(1) : x*+ax+b=0,
@) . x*+Ax*+Bx+C=0

bringen, weiter sind sie (durch Radikale) auflosbar. Selbst die Berech-
nung der Wurzeln wird fiir (1) durch die Formel von CARDANO er-
moglicht, bzw. fiir (2) mit Hilfe einer kubischen Resolvente auf den
vorigen Fall zuriickgefiihrt. Dabei erfordern die auftretenden Radikale
in vielen Féllen eine Erweiterung des Grundkorpers, bekanntlich even-
tuell auch bei der Berechnung der Wurzeln, die in & liegen. So ist das
klassische Problem entstanden, wie es sich mit den in k liegenden
Wurzeln verhilt, und zwar was ihre Zahl ist, wann und wie sie sich
durch ein endliches Rechenverfahren (eine ,Wurzelformel“) ohne eine
Erweiterung von & berechnen lassen ?

Bekanntlich sind diese Fragen im historisch ersten Fall volikom-
men erledigt, wenn k& der Korper der reellen Zahlen ist. Fiir andere
Grundkorper ist das Problem im allgemeinen nicht gelést worden. Ich
kann nur die bekannte Tatsache nennen, daB die in k liegenden Wur-
zeln (auch bei Gleichungen hoheren Grades) sich mit endlich vielen
Versuchen bestimmen lassen, wenn k (der absolut rationale Zahlkorper
oder allgemeiner) ein absolut algebraxscher Zahlkdrper endlichen Gra-
des ist.

Von nun an beschaftigen wir uns mit dem Fall, wo & ein endlicher
Korper!) ist. Merkwiirdigerweise fehlten bisher in diesem, fiir die Zahlen-
theorie sehr wichtigen und auch an sich interessanten Fall die entspre-

) Man kann also (1) und (2) auch als Kongruenzen nach einem Primideal-
modul in einem absolut algebraischen Zahlkdrper endlichen Grades deuten.
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chenden Untersuchungen, aufler einer unldngst erschienenen kleinen
Arbeit von SKOLEM?), obwohl sich jetzt die aufgeworfenen Fragen im
grofien Teil und teilweise sehr elegant beantworten lassen. Eine voll-
stdndige Beantwortung ist mir aber nicht gelungen?®),

Bevor wir unsere Resultate zusammenstellen, rekapitulieren hier
kurz die Auflosung der Gleichungen (1) und (2).

Die drei Wurzeln von (1) sind nagh der Formel von CARDANO

3 3 3 3 3 3
3) x,=Va+ Vo, x,=oVa-t+oVa, x;=0¢ Vat+oVe,

3
wobei 1, o, ¢’ die drei Werte von V1 sind?),

b 1 — ;L b 1
(C)] a_—-—2—+1—8—V—3D, a~—?—ﬁV—3D
und
(5) : D=—4qa>—-270°

——— 3.—
die Diskriminante von (1) ist; die Radikale V—3D, Ve sind beliebig,
3

aber fest zu wihlen, wihrend Ve’ nach

(6) Valad —— 2
zu bestimmen ist.

2) Ta. SkoLeM, Die Anzahl der Wurzeln der Kongruenz x3-ax-}-b==0
mod p fiir die verschiedenen Paare q, b, Det Kongl. Norske Vid. Selskab Forhandi.,
14 (1942), S. 161—164. Mir war diese Arbeit bisher nicht zuginglich. Nach dem Re-
ferat im Zentralblatt f. Math., 28 (1944), S. 203 sollte der Inhait der Arbeit folgendes
sein: ,Fir eine Primzahl p=1 mod 3 hat die Titelkongruenz der Reihe nach fiir

1 1 1 : -
p—1, —z—p(p— 1), §(p-1)2, E(p—4)(p—l) Paare a, b zwei, eine, keine
oder drei Wurzeln. Fiir p=2 mod 3 und zwar p > 2 sind die entsprechenden An-
1 1 1 .
zahlen p — 1, ?(p—z) (p—1), ?(p+ D(p-1), —6—(p—2) (p—1).“ Das ist aber

falsch schon aus dem Grunde, daB die Summe der angefiihrten vier Anzahlen (in
beiden Fillen) p2—p ist, wobei es doch p? Paare a, b gibt. Sieche die Verbesserung
im Anhang am Ende meiner Arbeit [insbesondere 8)}, wo ich kurz auf dhnliche Fragen
iiber (1) und (2) eingehe. Hier erwihne ich, daB ich vorliegende Arbeit mit weniger
vollkommenen Resultaten unldngst auch im Math. u. Naturwiss. Anzeiger d. Ung.
Akad. publiziert habe (in ungarischer Sprache).

'3) Ich konnte némlich in einigen Fillen keine Wurzelformel fiir die in k lie-
genden Wurzeln von (1) und (2) angeben, mit der man ohne Kbrpererweiterung
auskommt, noch konnte ich den entsprechenden Unmdglichkeitsbeweis erbringen,
was-auch kein leichtes Problem zu sein scheint. .

4) Wie iiblich, bezeichnen wir die Elemente des in k enthaltenen Primkdrpers
ebenso wie die absolut rationalen Zahlen, woraus aber kein MiBverstindnis ent-
stehen wird.
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Die vier Wurzeln von (2) sind

. 1 _ B .
) ' xlz”é‘( VY1 *V,V2_ V}’3 ):

1 — oy y—
(8) x2:“'2" (“ ]’.V1+ Vyz - Vys ),

1 - - —
(9) x‘s:_z‘(* Vy: - Vy2 -+ Vy3 ):

1 = =

(10) == Vyu+Vpn+Ty)
wobei y,, J., Vs die drei Wurzeln der kubischen Resolvente
(11) Y +24y + (A*—4C)y—B =0
bedeuten; die Radikale Vy,, Vy,, Yy, sind mit der Einschrinkung
(12) Yy, Vy, Yy, =—B
(sonst beliebig) zu wihlen. Hieraus folgt
(13) =0 +x)% y=(x+x)% |ys*:(-"%“")ﬁ)z-

Man kann auch so verfahren, daB man nur ein Radikal r==Vy, bestimmt,
mit dem dann (2) in die Gleichung

3 —

r —{—Arr B )(x‘-’

(14) (x'1+rx+ —rx-+

r34Ar+B )_ 0

r
zerfillt, so daf man zur Berechnung der Xx; nur noch die Auflésung
von zwei quadratischen Gleichungen braucht. Die Diskriminanten von
(2) und (11) sind gleich. (

Wir bezeichnen mit ¢ die Anzahl der Elemente von k und mit
%,(x) einen beliebigen Charakter e-ten Grades in der multiplikativen
Gruppe g— 1-ter Ordnung, gebildet aus allen Elementen x(s=0) von k
(e]g—1). Insbesondere bedeutet dann x,(x)==1, daB x(3=0) eine e-te
Potenz ist. Fiir 3, schreiben wir einfach x.

Den Erweiterungskoérper vom Relativgrad n iiber k& bezeiclinen
wir mit k,, der also der endliche Korper mit g Elementen ist. Insbe-
sondere ist ky==k. Unter allen &k, (n > 1) ,werden uns nur ky, k&, k,
-interessieren. Fiir k, (n> 1) werde der Charakter mit y, (x, k,) bezeichnet.

Den Zerfallungskorper der Gleichungen (1), (2) und x*— 1=0
- bezeichnen wir der Reihe nach mit Z,, Z,, Z. Diese sind also die
kleinsten Korper iiber &, in denen die genannten Gleichungen ihre
samtlichen Wurzeln haben. Offenbar ist Z,=k, k, oder k; und Z,=k, -
ky, ks oder k,. Weiter gilt entweder ‘ -

(15) Z=k 2(—3)=1  @lg—1)
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oder
(15, Z=k;, x(—3)=—1 @lg-+1).
Man kann Z auch als den kleinsten Korper tber & ‘definieren, in dem
1s(x, Z) sinnvoll ist.

Wir nehmen an, daf die Diskriminanten unserer Gleichungen (1),
(2) und die Koeffizienten a, b, B nicht verschwinden, wodurch wir nur
leichte Fille ausgeschlossen haben, insbesondere auch das Vorhanden-
sein von mehrfachen Wurzeln.

Satz 1. Die Gleichung (1) hat genau eine Wurzel in k dann und
nur dann, wenn x(D)=—1 ist. Im anderen Fall x(D)=1 liegtain Z
und dann hat (1) keine oder drei Wurzeln in k, je nachdem (e, Z)=1
oder =1 ist. Die Anwendung dieses Satzes macht keine Erweiterung
von k ndélig, das ja kiar ist mit Ausnahime des Falles x(D)=1, Z=k,
(d. h. 3|g+1). Aber in diesem Fall geniigt es nur die Entwicklungs-
glieder der Potenz '

2 b1 = \F
3 __t _ Y Y 3
a ~( 5 + 15 V 3D)
-2 berechnen, die eine gerade Polenz von V=3D enthalten, da ihre
Summe offenbar dann und nur dann =1 ist, wenn x;(a, Z) =1 gilt®).

Satz 2. Hat (1) genau eine Wurzel in k, so ldft sie sich statt (3)
auch durch die Formel

943 a2
(16) B S A W IR
baw.

201 2e-t
(16,) e’ 4o °? Glg+1)

angeben. Keine dieser Formeln macht eine Erweiterung von k nitig und
"man braucht nicht einmal dann die Quadratwurzel aus —3D zu be-
rechnen, wenn diese in k liegt, da die ungeraden Potenzen des Radikals
Y_3D .wegen der Addition herausfallen.

Hat (1) drei Wurzeln in k und liegt erstens der Fall 3|g—1 (d.h.
Z=1k) vor, so bestimmen sich die Wurzeln nach (3) ohne Erweiterung
von k, da jetzt die vorkommenden Radikale in k liegen. Endlich mige
(1) ebenfalls drei Wurzeln haben und es liege zweitens der Fall 3|q-+1
(@ h. Z=1k,) vor. Es bedeute dann 3° die grofite, in g+ enthaltene
Dreierpotenz (v=1). Gilt (v=1 oder v=2 und iiber x(e, k,)=1
hinqus sogar)
a7 . xr (e, k) =1,

5) Obiges folgt nadmlich daraus, daB jetzt Y—3D nicht in k, sondern erst in
ks liegt, sonst wire das falsch.
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so ldft sich in (3)

, — [ a}™ X 3—,_( a)"’” s
(18) Va__(—?) a3, Vo= —3] ¢ °
einsefzen, wobei q, durch ‘
(19) | q(,:iq;tlzl (mod 3)

bestimmt ist, so daf also die Exponenten in (18) ganz sind. Dadurch
sind die rechten Seiten in (3) in gewisse Relativspziren in k)/k iiber-
gegangen, und so geschieht die Berechnung der Wurzeln wieder ohne die
Erweiterung von k.%) ‘

Bemerkung. Nach diesem Satz ist zur Berechnung der in k lie-
genden Wurzeln von (1) nur dann der Erweiterungskorper k&, heranzu-
ziehen, mit dem man dann aber auch schon auskommt, wenn Q}q—}—'l
(also v=2), x(D)=1, x(e, k;) =1 (also drei Wurzeln in k liegen)
und ze(e, k) ==1 ist. Es gelang mir nicht diesen restlichen Fall noch
mehr einzuschrinken. Es scheint hier eine dhnliche Erscheinung (wenn
auch in kleinerem AusmaBe) vorzuliegen, wie der ,Casus irreducibilis“
in dem Fall, wo k der Korper der reellen Zahlen ist und drei reelle
Waurzein vorhanden sind.

Satz 3. Es habe die kubische Resolvente (il) von (2) genau m
Wurzeln in k und es gebe unter ihnen genau m’ Quadratein k. Je nach
den Fillen m>m', m=m’ hat die Gleichung (2) keine bzw. genau
m-1 Wurzeln in k. Dabei sind fiir das Paar m, m’ offenbar nur die
Fille moglich: 0,0; 1,0; 1,1; 3,1; 3, 3.

Bemerkung. Eine interessante Folgerung dieses Satzes ist, daf§
die Gesamtzahl der Wurzeln der Gleichungen (2) und (11) immer un-
gerade ist. Insbesondere hat also wenigstens eine dieser Gleichungen
mindestens eine Wurzel in £7) — Wir konnen leicht sehen, was man
fir Korpererweiterungen braucht, wenn man die in & liegenden Wurzeln

6) Denn die ungeraden Potenzen von ¥—3D fallen bei der Spurbildung heraus.

7) Und zwar gilt das offenbar auch nach Aufhebung der Einschridnkung, daB
B und die Diskriminante von (2) nicht verschwinden. — Driickt man — C aus den
Gleichungen (2), (11) aus, so 148t sich obiges auch so sagen: In k wird jedes Ele-
ment durch wenigstens eine der Funktionen

. x3-+2Ax24 A2x—B2
xt+ Ax2 4 Bx, — + 41_

angenommen. Hierbei ist aber die Einschrinkung B0 wieder unentbehrlich, wie man
das gleich sieht. Es 148t sich iibrigens zeigen, daB diese Funktionen ,ungefdhr®

5 2 X 3
—s—q baw. ?q verschiedene Elemente annehmen (im Fall B=0 treten dafiir 59

1
bzw. 7q ein). (Vgl. den Anhang.)




Gleichungen dritten und vierten Grades in endlichen Kérpern. 101

von (2) nach (14) bestimmen will. Es ist ein sehr ungiinstiger Fall,
wenn (2) genau eine Wurzel in k hat. Hierfiir ist ndmlich nach Satz 3
notwendig und hinreichend, daf (11) keine Wurzel in &k hat. In diesem
Fall braucht man den Erweiterungskorper k, zu Hilfe zu nehmen, in
dem ndmlich die y; liegen, damit kommt man aber auch schon aus,
da nach (7)—(10) mit den x; auch die ¥y, in k, liegen. Hat weiter (2)
genau zwei Wurzeln in k — das ist dann und nur dann der Fall, wenn
(11) genau eine Wurzel in & hat, die dort zugleich ein Quadrat ist —
so braucht man nach Satz 2 keine Korpererweiterung, denn man kafin
in (14) fiir y; eben diese Wurzel von (11) nehmen. Hat endlich (2)
vier Wurzeln in &, d. h. sind alle drei Wurzeln von (11) Quadrate in £,
so gilt dhnliches bis auf den in der obigen Bemerkung erwahnten Aus-
nahmefall, in dem man die Erweiterung &, bendtigt.

Beweis. Die Diskriminante von (1) driickt sich in den Wurzeln
SO aus :

(20) D = [(x;—X,) (%, —X3) (xo—x5)]"

Liegen alle x; in k, so folgt hieraus gleich x(D)=1. Liegt kein x; in
k, so ist der Zerfallungskorper von (i) Z,==k;, und das bedeutet, daf
die Galoissche Gruppe von (1) von der dritten Ordnung ist. Ein er-
zeugendes Element dieser Gruppe permutiert also die x; zyklisch. Dabei
bleibt das Differenzenprodukt in (20) invariant, letzteres liegt somit in k.
Also ist auch in diesem Fall y(D)=1. Liegt endlich nur eines der x; in ,
so ist Z, =k, und die Galoissche Gruppe von (1) von der zweiten
Ordnung. Das erzeugende Element vertauscht zwei der x; miteinander,
1afit also obiges Differenzenprodukt nicht invariant. Hieraus folgt
x(D)y=——1. Mit den bisherigen haben wir eben die erste Behauptung
des Satzes 1 bewiesen.

Zum vollstindigen Beweis dieses Satzes brauchen wir nur noch
den Fall x(D)=1 zu betrachten. Dann hat (1) keine oder drei Wurzeln
in k, und somit geniigt es zu zeigen, dafl (1) dann und nur dann we-
nigstens eine Wurzel in k hat, wenn Xs(a Z)==1 gilt. In der Tat, wenn

diese Gleichung gilt, so liegen Va Va in Z. Da auch g, ¢’ in Z sind,
so gilt nach (3) dhnliches auch dber die x;. Andererseits ist der Rela-
tivgrad von Z/k hochstens gleich zwei, woraus folgt, dafl wenigstens
eines der x; in k ist. Wenn dies umgekehrt der Fall ist, so miissen schon

alle x-in k sein, und das ergibt nach (3), daB Ve in Z liegt. Das be-
deutet eben x,(e, Z) =1, womit wir Satz 1 bewiesen haben.

Aus Satz 2 brauchen wir nur die Behauptungen tiber (16,), (16,)
(18) zu beweisen.

Zum Beweis von (16,) bemerken wir zuerst, dab jetzt x(D)=—1,

H
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x(—3)==1, also x(—3D)==—1 ist. Hieraus folgt, dab a nicht in %,
sondern in k, ist. Wir setzen : '
(21) S=——a, =
Nach (6) gilt &= (aa’)'a’*? Andererseits ist a?’=¢’, da der Auto-
morphismus x-x* von k/k die konjugierten Elemente ineinander iiber-
filhrt. Dies ergibt mit dem vorigen §2=gqa, woraus auch {*=a’ folgt.
Weiter ist nach (21) und (6)

o2 -3
== a 3 3 3

da fiir jedes -Element x von k x?=x gilt. Wir haben also gewonnen,
daf &, &’ solche Kubikwurzeln aus « bzw. @’ sind, daB auch (6) gilt.
Das beweist nach (3) die Behauptung iiber (16,).

q+2
_i a,“h—
2 .

Fiir die Formel (16,) ist dagegen x(D)==—1, x(—3)=—1,also
x(—3D)=1, und dies bedeutet, daB « jetzt in k liegt. Wir setzen
2¢q—1 29—1
(22) f==q *, &=a °.

Jetzt ist a?==a, woraus &%= a®7'==a folgt. Ahnlich ist &’*=a’. Weiter
gilt nach (22) und (6)

, a 2q—1—_ i
5 ‘”(_3) -3

Wie vorher, folgt hieraus die Richtigkeit der Behauptung iiber (16,).

Die dritte Potenz der rechten Seite der ersten Gleichung in (18) ist
(aa’)~ v ol = a(aa’~")n,

Da jetzt ar==a’ ist, so l4Bt sich hierfiir aae—%«-» schreiben. Der zweite

Faktor ist aber wegen (17) gleich 1, da der Exponent nach (19) eben

+ =
3

Gleichung in (18). Da weiter nach (6) das Produkt aus den rechten

ist. Das beweist zunidchst die Behauptung iiber die erste

Seiten in (18) gleich -—% ist, so haben wir Satz 2 bewiesen.

Um Satz 3 zu beweisen, zerlegen wir ihn in die folgenden dret
Teilbehauptungen, wobei u die Anzahl der in k liegenden Wurzeln von
(2) bedeutet.

1) u=1 ist dann und nur dann, wenn m—=—=0 ist;

2) n=2 ist dann und nur dann, wenn m==m’' =1 ist;

3) u=4 ist dann und nur dann, wenn m’ =3 ist.

Wir bemerken zuerst die einfache Folgerung aus (7)—(10), daf
der aus k nach Adjunktion aller Vy, entstandene Korper mit dem Zer-
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fallungskorper Z, von (2) identisch ist. Insbesondere kdonnen also diese
Korper nur gleichzeitig mit k zusammenfallen, was eben die Richtig-
keit von 3) bedeutet. Weiter folgt aus unserer Bemerkung, dafl Z, den
Zerfallungskorper von (11) enthdlt und der Relativgrad™ eine Zweier-
potenz ist. Hieraus folgt, daf die Relativgrade der Zerfallungskdrper von
(2) und (11) iiber k nur gleichzeitig durch drei teilbar sein konnen.
Das ist eben die Richtigkeit von 1).

Um auch 2) zu beweisen, nehmen wir zuerst u==2 an. Dann ist
mit geeigneter Reihenfolge

u+v

T u4-v -
5 —wld,

X, T=U, Xo==v, Xz=

wobei u, v, w, d in k sind und uiv w:{:O x(d)=—1 gilt. Nach (13)
ist dann :

32 2
=452 —w1d), n=("Ft w1, n=or

Hieraus sieht man, daB y,, y, nichtin & liegen, dagegen y, ein Quadrat
in k, d.h. m==m’==1 ist, wie behauptet war. Nehmen wir umgekehrt
letzteres an. Es liege z. B. y, in k, das dann zugleich ein Quadrat in
k ist. Wir wenden (14) mit r==Vy, an. Da jetzt r in k ist, so folgt,
daB die Faktoren der linken Seite von (14) Polynome in k sind. Be-
riicksichtigt man hierzu auch (13), so sieht man, daf die Gleichungen

(23 (x—x) (x—x)=0, (x—x)(x—x)=0
ihre Koeffizienten in k haben. Die Diskriminanten sind
(a—x)%  (xs—x)?,

~ die natirlich in k& liegen. Andererseits sind y,, y, wegen der Annahme
die Wurzeln einer irreduziblen Gleichung in k, woraus folgt, daB (y, — y,)®
in k ist mit x((»;—).)*) = — 1. Man berechnet aber nach (13)

P =Y = (X1 %) — (X X, )? == (X, — X;) (— X3+ X)),
woraus
(P1—2)? == (X, — X)* (X3 — X,)?

folgt. Es ergxbt sich hieraus, daB genau nur die eine der Gleichungen
(23) ein Quadrat in k zur Diskriminante hat. Dies bedeutet x=2,
womit wir Satz 3 bewiesen haben.

Anhang. Von hier an sollen die Koeff1z1enten der Gleichungen
(1) und (2) keiner Einschrinkung mehr unterworfen sein. Wir lassen
in diesen Gleichungen die konstanten Glieder 6, C alle Elemente von k
durchlaufen, und fragen, wie viele Gleichungen (1) bzw. (2) auf diesem
Wege (bei festgehaltenem a, A, B) entstehen, die eine vorgegebene
Anzahl Losungen haben. Diese Frage l1aft sich offenbar auch so for-
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muliren : Wie viele Elemente nehmen die Funktionen
x¥4-ax, xt-+Axt4Bx

genau i-mal an, wobei i=0,1,2, 3 bzw. 0, 1, 2, 3, 4 sein kann. Mit
solchen Fragen (auch allgemeiner fiir nicht notwendig ganze rationale
Funktionen dritten und vierten Grades) werde ich mich in einer anderen
Arbeit ausfiihrlich beschiftigen, wobei die vorliegende Arbeit zur An-
wendung kommen wird ; trotzdem will ich hier die obigen Fragen mit
Andeutung des Beweises beantworten.

Satz 4. Bei festem a bedeute n; (i=0, 1, 2, 3) die Anzahl derjeni-
gen b, fiir die die Gleichung (1) genau i verschiedene Wurzeln hat.

Jm Fall a==0 ist:

24 m=g0  —gr=d
(25) M=y =+ g x(=3) — 51 (—3a)
(26) ny= 1 4+ x(—30),
(27) M= q— 5 — 5 1(—3) =5 1(~30)

Im Fall a=0 ist:

—1 —1
n=""=(+2=3), n=1+T—=(—1=3), m=0,
m=L (1 2(—3)Y
Satz 5. Bei festem A, B bedeute n,(i=0,.1,2, 3, 4) die Anzahl
derjenigen C, fiir die die Gleichung (2) genau i verschiedene Wurzeln hat.

' Im Fall B0 ist:

T PO T T WIS P
(30) n‘zé_q_l—%s‘ +—£{ —T%Q—%— A ,
@1 "a=%q—%81—-}82 +—:‘;x(—1)+ g~%dl—%02,
(32) ny= e L
(33) n“zilzq"f'217181‘*“;;“52-?15—%%(—1)—#—%—9 ~——%02,

%) Addiert man die n; fiir alle g, so ergibt sich, daB es insgesamt ?(q‘-’-—l),

1 1
?(q‘-’-—_q)—}- I, g—1, ry (g—1)(¢—2) Gleichungen (1) gibt, die keine, eine, zwei

bzw. drei Wurzeln haben. Damit wurden die Angaben in 2) verbessert und verall-
gemeinert,



Gleichungen dritten und vierten Grades in endlichen Korpern. 105

" wobei
(34) Si= 1(2) 2 x(x*+2(Ax - BY?),
(35)- Se=x(—1) Zx(x3+2Ax2+4B2),9)

weifer o =1, wenn 8A*+-27B2=—=0, sonst ¢=0 ist, endlich o,, o, die
Anzahl der verschiedenen Wurzeln der Gleichung B*x*+2Ax+2=0

bedeuten, fiir die x(x)=—1 bzw. | ist.
Im Fall A0, B=0 ist:
5 11 1 1

(B6) =g q—+gr(—)+ g a(—A)— (=24,
1 1

37 n= 5 _7X(-A) ,

®)  me—tg— Ly + 5 1(—24)

(38) ”2—‘—4—51—?—4?(( 2% )
1 1

(39) n,= 5 —l—?x(——A) )
1

(40) ”4=‘é—q—z+%-x(——1)—7‘}—x(—A)——;-x(—ZA).

Im Fall A=B=0 ist:

—1 —1
=222 a0, =1, m=""" (= 2(= 1), =0,

@1 _
=150 (L (=),

Es ist ndmlich in jedem Fall Zn,.=q, Zin,-:q, wie das auch

offenbar sein mufB. Deshalb gentigt es fiir die Gleichungen (1) und (2)
nur n,, n, bzw. n,, n,, n; zu bestimmen. Fiir die Gleichung (1) ist im
Fall a4=0 nach Satz 1 n, und n, die Anzahl der b, fiir die x(D)=—1
bzw. D=0 ist, und so folgen (25), (26) leicht. Fall a=0 leuchtet
unmittelbar ein. Fiir die Gleichung (2) bestimmt sich n; ebenfalls leicht.
Um auch n,, n, zu bestimmen, zieht man Satz 3 heran, auf die ziemlich
komplizierten Rechnungen gehe ich aber, wie gesagt, erst an einer an-
deren Stelle ein.

(Eingegangen am 22. Sep!ember 1944.)

9) Nach H. Hasse sind die Summen in (34), (35) absolut << 2¥gq.
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On rational polynomials.

By P. TURAN in Budapest.

1. E. LAGUERRE!) proved the followi‘ng‘well-known theorem :
Let x,=1 and x,=—1 be two consecutive roots of the poly-
nomial f(x) of degree n, with real roots enly. Then f'(x)=0 in the

. 2 2
intervals (1——n~, 1) and (—l, —1+—n—).

This theorem is the best possible in the sense that for the poly-
nomials f,(x) = (x-+1) (x—1)"" and f,(x) = (x —1) (x+1)"*"", the con-

ditions of the theorem are fulfilled and f/(x)=0 for x:——l-{-%

and fy(x)=0 for x=1 ——%. Of course, we may suppose the coeffi-

cients of f(x) to be real.

The theorem of LAGUERRE was improved by P. MONTEL®), who
supposed only that the coefficients are real and that f(x) does not
vanish in the strip —1 <Rz< 1.%) A further generalisation was ob-
tained by ]. voN Sz. NaGy*), who has shown under the same prelimi-
nary hypothesis of real coefficients, that Laguerre’s statement ho'!ds good
even if the roots are supposed to lie outside the circle.|z| < 1.

The essential of these theorems may be characterized shortly as
that under certain hypothesis the places of local maxima cannot lie
,too near* to the roots. Of course, the same is true for the values &
of x, for which

max [f@]=1/),

1) E. CesAro, Solution de la Question 1338, Nouvelles Annales de Math., (3)
4 (1885), pp. 328--330.

?) P. MoxTEL, Sur les zéros des derivées des fonctions analytiques, Bull. de
la Soc. Math. France, 58 (1930), pp. 105—126.

3) Rz denotes the real part of z.

4) J. vox Sz Naay, Uber die reellen Nullstellen des Derivierten eines Poly-
noms mit reellen Koeffizienten, these.Acta, 8 (1936), pp. 42--53.
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shortly, for the places & of absolute maximum. As Mr. A RENY! remarked,
* this fact is true without any hypothesis, even the reality of the coeffi-
cients is not necessary and by using Markoff’s well known theorem
he obtained the first estimation

1 . 1
—1 +—’17 <EC T — F .
This interval is not the best possible. Our theorems I and Il give the
narrowest interval for the most important case of real coefficients.
Theorem |. Let n be even and f(x) a polynomial of degree n
with real coefficients such that f(1)=f(—1)=0 and f(x) does not
vanish for — 1 <x< 1. If the absolute maximum within the interval
—1=x=1 is attained for x ==E, then the inequality
7['!

7T 7T
] — —_— < . —_———
m cos p <E=cos p ~ 1 o

holds true. The bounds - cos % are the best possible ; for n = 2 we have

obviously always £=0=+cos —‘,Z—, while for n=4 &==cos —Z— .

Theorem II. Lel n be odd and let f(x) safisfy the conditions
of theorem I. Then, with the same notation, the inequality
3cos—;5'—l 3cos—;5—l
(2 — < t< — v I—
1-4cos " 1 4+ cos .

o
P
2n?

3cos = —1 '
holds good. The bounds + & —= are the best possible.”)
14+ cos —

5) It is interesting to note that — contrary to the usual in the theory of
polynomals — for n =3 equality can nof be attained. It is easy to generalize
theorems | and II, if we introduce the notion of the CHEBISHEF system, (see
S. BERNSTEIN, Legons sur les propriétés extrémales etc., Collection Borel, 1926). One
calls a system @y(x),..., p.(x) of bounded and continuous functions a CHEBISHEF
system, if any F.(x =a,py(x) ... a,p,(x) with gy a2} ... +]a.{> =0 has
at most nroots. Here every root is counted as simple, except those in which F,(x) does
not change its sign; these we consider as double ones. The problem to be treated is
to consider the minimal distance of those values x =§, from two consecutive roots
of F,(x), @ and b, in which F,(x) takes its absolute maximum for a <x = b and
a < & < b. For n even we obtain that these values £, cannot approximate a or b
better then the least and greatest places of maxima of that F,(x)=ay@y(x) ...+
+ @po1@n_1(X)+ @a(x), which has the minimal deviation from 0. For n odd the
same is furnished by a suitatly “dilated” minimizing polynomial. Thus these
theorems give a new extremal property of the polynomials with minimal deviation
from 0.
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2. There is another question of the same kind. Let us fix the point
& where the polynomial g(x) of degree n has to take its absolute
maximum and let us ask for the minimal distance of the next root.
This question was investigated by D. LAzAr, who however did' not
publish his results. The corresponding question for trigonometric poly-
nomials was solved long ago by M. Riesz®); he proved that the distance

between & and any root equals at most equality occuring only

T
2n’
for the polynomials ¢, cos (n9+¢,). A weaker inequality, with 1 instead
T
—2_)
The knowledge of the best possible factor

of follows easily from the well known theorem of S. BERNSTEIN.

T .
-5 however, has many im-
portant applications in the theory of interpolation”) and in the theory
of uniform distribution®).

The theorem of M. RIESZ suggests naturally the following problem.
Suppose the polynomial G(2) of degree n takes in |2| <1 the maximum
of absolute value at z=1; how near to this point can lie roots (l)
on {zj==1, (Il) in the circle |z|=<17? It follows easily from a theorem

of M. Riesz, that f(z)4=0 in the domain ]l-—z|<-:l—. The question
(I) can be answered by ‘
Theorem Ill. The polynomial G(2) definied above does not vanish

on that arc of the unit-circle for which |arcz| <%, even if we allow

nt

complex coefficients. G(e— "J=O only if G(z)==c(1+2").
As to question (l1l), we note that to every point z, of the radii

arcz=i—:~, 0=|z]=1, there exists an appropriate polynomial of our

class vanishing at z,. In fact, let be 0=<o=1 and

G@=-2=2" |1 o _) z"_]=i—“%-(i +e'2).

l—eoe "z 1—oe "2z

Then for |z]=1 we have |G,(2)|=]|1 +0"2"| = | G,(1)| and Gl(get'n‘) = 0.

-1 —
W

The same argument holds for ee

%) M. Riesz, Eine trigonometrische Interpolationsformel etc., Jahresbericht der
Deutschen Math. Vereinigung, 23 (1915), pp. 354—368. '

7) P. Ernds and P. TurAN, On Interpolation, 1il, Annals of Math., 41 (1940),
pp. 510—553.

8) P. ErpOs and P. TuriAx, On the uniformly dense distribution of certain
sequences of points, Annals of Math., 41 (1940), pp. 163—173.
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Now we proceed to the proof of our theorems; our method is
“similar to that used by M. Riesz.

3. Proof of theorem I. Suppose at first n=4. We consider
the particular polynomial

H(x) = (1= T, (),

where T,(x) denotes, as usual, the att Chebishef polynomial, i.e.
T,(cos¥)=cosns. For —1=x=<-+1 we have 0O<H(x)= 1 and

3) H(coszv—]n)sl, H(cosgn)_—_—o, pe=1,2,..., .
: n n 2

n being even we have H(1)= H(—1)=0. As to the polynomial f(x),
we have f(1)=f(—1)=0 and we may suppose that for —1 <x <41

) 0<f(x)§1,’1smalgx+1f(x)=l.

This, together with (3), gives that the polynomial f(x)—-H(x) of degree
n has at least one root in every interval

(r— 1=
n

Yy
cos—n—gxs_cos , y==2,3,..., .

It remains only to consider the interval coswhxsl If f(x) would
attain its absolute maximum for the mterval [—1,+1] at a point &

for which cos—n— < &< 1, then the relations

f(cos %)g 1 =H(cos——) fE=1>H(), f(1)=H()(=0)

would hold and the interval cos—:—<x§1 would contain at least two

roots of f(x)— H(x). But then this polynomial of order n would have
at least n+ 1 roots and so f(x) would be identical to H(x); this is
impossible, for H{x) does not belong to our class of polynomials (the
roots x=-+1 being not consecutive ones). This contradiction evidently

holds even if §=cos—Z—. So the inequality §<cosi;— is proved for
n=4; for this case the proof of the inequality §>—cos—nn— runs on

similar lines. For n=4 it remains only to show that the constant cos%
is the best possible. From (3) and '

T,(x)=2""x"+..., H(x)=—2"2x"+...
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follows, that
- —1

H(x)=2"%(1—x? ][ (x—-cos 2v

We consider at first the polynomial

H, (x, &)= 2" (1—x%) (x—cos 2—2—’—&—1‘6) o

"

(x——cos%— 18) ]71 (x —cos2

v=2

-

: ! 207 \?
][( —Cos )
n .
(the last factor being 1 for n=4). Since for e~0 H,(x, &) converges
to H(x) uniformly in [—1, 4 1], the places of relative maximum of
2v —1
2n *

A simple geometrical consideration shows that, choosing & sufficiently
small, the place of absolute maximum is in the neighbourhood of

>

=2"%(1—x?)

x—cos—+zs

H,(x, €) converge to those of H(x), i. e. to the places x==cos

cos % Let & be fixed and consider the polynomial

1Y

Hy(x, & ) =2""2 (1 —x?) (X—cos 2,1—n+if) .

27 7!
( —cos—————z) [( —cosgf,?—z——f—in)(x—cos 2v

n )
_1?7 pa—
2
i)

Choosing # sufficiently small, H,(x, ¢, 1) takes its absolute maximum

( —cos—+ze) [[1( —cos-222

p=2

=2"% (1—x?)

‘in the neighbourhood of cos—;—z— and does not vanish in —1 <x<+1.

Finally the pelynomial

. Hy(x, & n)
H3(x1 £, 77) _ max 'Hg(x, £, 17)1
1zl i

belongs to our class and takes its absolute maximum in [—1, +1]
arbitrary near to cos'—:——. Thus the case n=4 is settled; for n=2 our
class reduces obviously to the polynomials ¢(1—x®) (c real), which

attain their absolute maximum at x=0=cos~g—, qu. e. d.
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4. Proof of theorem II. This runs on the same lines as that
of thecrem I, but we need another auxiliary polynomial instead of H(x).
Let be n=5, T,(x) the same as before and ‘

‘ 1 1——cos% l+cos% )
®) H«i(x):?[l-Tu( 5 + 5 x)J
This polynomial has the following properties. For —1=<x=+ 1
(6) O<=H()=1,
H,(x) vanishes if and only if

207 E 3
2¢08-—— —1-cos =~ .
(7 x= n —- L 'v:(‘),l,...,nz1
| —{—cos;

The equation H,(x)==1 holds if

2cos(—2—v;nl—)£——l+cos% n—1
@8 x= — = 0y, v=1,2...,—

1 +cos "y - : _

We have obviously

1=0>0>M>...>0n1> Nn1=—1,
. 2 2

further ‘
H()=H(-1)=0, H/(—-1)=0.
As to the polynomial f(x) to be considered, we may suppose, as before,
relations (4) and f(1)=f(—1)==0. According to (6), (8) and (7), the
polynomial f(x)—H,(x) of degree n has in each interval
’I?,,§X§Qv, Q[H—I.—gxén,ur
n—3 , n—3
2 p=1, 2: T g

at least one, and so together at least 7 —3 roots. Again, let us consider
the interval —1=7,.1 <x=<9... The polynomial f(x)—H,(x) has
2 2

v=1,2,...,

here at last two new roots, since H,(¢0,1)=1, Hi(—1)=H;(—1)=0.
. 2
Let f(x) attain its absolute maximum, within the interval [—1, 4 1], at

3c08 = —1
x =2£ and suppose, contrary to our statement, that ‘§>—~——n—7—=gl.
. 1 +cos-n~
By the argument used in proving theorem I, the polynomial f(x)—Hi(x)
of degree n would have at least two roots in [g,, 1] and so this poly-
nomial would admit (n-1) roots at least, whence- f(x) = H,(x); this
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is impossible, for H,(x) does not belong to our class. So we have got

3 cos 3;——1
E<o= S —
I -4cos o
3cos =—1
By the same argument §> — ————— for n=5, and we can see
14+ CO8 —
3cos%——l 3cos%—-l
that the interval | — —, — |is the narrowest one. For
1 +c057 1+ cos -

the case n==3 the proof is quite obvious.

5. Proof of theorem IIl. Let us consider the expression
|G(2)|* with z=¢'?; this is a non-negative trigonometric polynomial
of order n, which, according to our hypothesis, attains its absolute
maximum at 4=0, i.e. z==1. Without loss of generality, we may
suppose [G(1)|==1 and n=2. We consider the auxiliary polynomial

I+ 2
K(2)=—

. Again

nd _ 1 +4-cosnd

1
2 e ni2 2
9 [K(2) [} 9 i |14 2"*=cos 5 5

= H;(9¥),
and

H(,(ZZ”)=1, Hs(z—”,'l:l—n)zo (w=0,1,...,n—1).

Since the curve y=|G(e?)|* runs in the strip 0=y =<1, the trigono-
metric polynomial |G(e*?)|*—H,(%) of order n has at least one root

(I—“Lni’i (=1,2 ... 2n—2). Since

. . in .
in every interval —n—gﬂé

|G(e*?)[> and Hy(9) attain their absolute maxima at ¢=0, this point
is at least a double root of |G(e'?)[*— H,(#). If we suppose G(e%)=0

with O<«‘}o<%, than according to the inequalities

2 7

{—

—H5(e ")>0, .

oy — o) =0, |Gle' ™)
|G(e'%)[*— H,(%) would have one more root between &, and —:—

Collecting these results we obtain |G(e*%) 2= H,(¥). It is well known?),
that given a non-negative trigonometric polynomial H;(3), there exists at

9) Theorem of Fesir—RiEsz; see L. Frsgr, Uber trigonometrische Polynome,
Journal fiir die reine und angewandte Math., 146 (1915), pp. 53-82.
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least one, but generally more than one rational polynomial G,(2) of

degree n such that | G,(e*%) |2 = H,(#). But in the case Hy(%) =_l_—_}-_c2_o§1£
(or generally, when the roots of Hy () are real), there is only one G,(2)

of this kind. Indeed, taking (9) into account, it follows, that

G,(2) P _ 1
(]O) I+Z‘u z=ei‘9:_‘i—
iz 3in @n-1) ‘_”)
i,e. Gile "J=Gle” |=...=G,le " ]=0. But this means that
G,()=c(1 +2") and compared with (10), this gives G,;(z)= I-Zz" ,

qu. e. d.

(Received January 19, 1943.)
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A remark on the length of the circle and on the
exponential function.

By E. EGERVARY in Budapest.

The length of a curve is generally defined as the limit of the length
of an inscribed polygon whose sides tend to zero. To justify this defi-
nition, it must be shown, that this limit is independent of the mode of
subdivision of the curve. _

- In elementary geometry, as a rule, the length of the circ'e is de-
fined as the limit of a particular sequence of regular inscribed polygons,
and one proves afterwards, indirectly!) (if at all), that any other sequence
tends to the same limit. :

In the present note | intend to give a direct and elementary proof
of the

Theorem 1. The length of the inscribed polygon in a circle tends
fo a limil, when the number of sides increases indefinitely in such a
way that all the sides tend fo zero.

As any two such sequences of inscribed polygons may be united
to a third sequence of the same kind, Theorem I proves at once that
the limit does not depend on the choice of the sequence of polygons.

Theorem | is based upon the following

Lemma 1%. If A and B are two inscribed polygons which contain
the center of the circle in their interior and are such that the largest
side of B is smaller than the smallest side of A, then A is shorler than B.

1) To prove the existence of the length of a circle, most of the writers see
themselves compelled to consider simultaneously inscribed and circumscribed poly-
gons. See e. g. G. H. Hawvoy, Pure Mathematics (1908), p. 216; ]. Havamarp,
Géométrie éléméntaire (1925), pp. 170—172; H. WeEser—]J. WELLSTEIN, Encykl. d.
Elementarmath. (1907), 11, pp. 269 -273; KiUrscuAx J., Analizis (1923), pp. 122—128.

2) Lemma | (proposed by the author as a problem in the Math. és Fiz. Lapok,
50 (1943), pp. 377—380) is equivalent to a theorem of M. Deunx, Norske Vid. Selsk.
Forh., 13 (1941), pp. 103 -106.
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The well known theorem, that the length of a regular polygon
" increases steadily wi'h the number of sides, is an obvious corollary
of Lemma . :

The method may be extended without any difficulty to the defi-
nition of the length of a circular arc.

The number e is generally defined as lim (1-{—-,11—) . Here I will

fn-»oo

suggest a more general definition, which relates to the former one in
the same fashion as the definition of the length of the circle by means
of general sequences to that by means of regular polygons. Indeed,
the number e may be defined in the following way:

Theorem 1. If «, ,,..., «, are positive numbers, whose sum

is equal 10 1, then J[(1--a,) tends to a limit, when n increases in
v—=1 ’

such a way that all of the numbers «, tend to zero.

As any two such sequences of n-tuples (e, @, ..., «,) may be
united to a third sequence of the same kind, Theorem Il proves at once
that the limit does not depend on the choice of the sequence. By taking

“1=“z=--.=a,.=—1— it is obvious that the limit in question is

equal fo e, which is now defined in the same general way, as = by
means of general sequences of polygons.

Theorem II is based upon the following

Lemmall. If «,e,...,a, and B, B, ..., 08, are two sets of

positive numbers such that > «,= > f, and maxp, < mine,, then
-1 1

]i"I(l +8) > 1:"](1 + e).

The well known theorem, that (1-{——,12—) increases steadily with

n is an obvious consequence of Lemma IL

Our definition of e may be extended to e* (by replacing the as-
sumption Sa, =1 by Ja,=x) and has the advantage, that the funda-
mental identity e** ==e%e¥ is an obvious consequence of it.

Lemma I may be proved by Lemma Il may be proved by
means of the following inequality :3) means of the following inequality :
If the points X and Y of the If the positive numbers X, X,

3) See also }. Kijl_tsanK, Uber dem Kreise ein- und umgeschriebene Vielecke,
Math. Annalen, 30 (188/), pp. 578-581.
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circular arc AB are such that
AX> AV XB )
AX>YB>XB,

then
AY+ VB> AX+XB. (2)
Indeed, if AX and BY meet in

Z, then, owing to the similarity
of NAYZ and ANBXZ,

BX=qAY
XZ=qYZ
BZ—=qAZ

where ¢ < 1. Consequently
AV + VB—(AX + XB) =
=(AY+YZ—AZ)(1—q) >0,
qu. e. d.

Let us now denote the cyclic
succession of the vertices A,, B,
of the inscribed polygons") by
A,=B,<B,<
<B, <A ;B,1+1-< ..<A,=B,.
Then by repeated application of
the inequality (2;) and of the
triangular inequality (and using
the abbrevation XY+ VZ+ ...+
+WT=XY...T)

AB,...B,By1...By=
=AB. B ...B >
> AA By . .. By=

= A AB . B>
> AAA; LA,
We. have thus proved the Lemma L.

Let us now consider a sequence
of inscribed polygons P, of length
I, and such that the largest side
of P, tends to zero as n-oo.

‘ J1, Yo are such that

x1+x2=y1 +y2’

X, > Y1 > Xa, (1n)
xl > y2 > x2:
then
W) > X1 X;. (2u)
Indeed, by (1) we have
WY — X1 Xy =

=)=+ r—X) =
=(n—X) (—X;) >0,
qu. e. d.

Let us now denote the suc-

cession of the sums
Ap=ait+ayt. .. +ay,
Bv:‘"m +f"2+ o8
in ascending order by
0<B,<B<...<B, <A<
éBvl-H <...< Am=B,,.

Then by repeated application of
the obvious inequality:

A+x)04+x)>1+x4x,

(xb x2 > 0)

and of (2;) we get
(14+8) (8 )(1+Br)-(14H8)=

= (14+B,) (1 +8u1) ... (14+8,)>
> (14e) (H-Boga — ). (14+8)=

> (1 +a)(1+a)...(1He,).

We have thus proved the Lemmalll.

Let us now consider a sequence

of products [,= J[(1+e.,)such
’ yv=1
that
@ny >0, Z ny == 1
v=1

and the largest factor of /, tends
to 1, as n-+oo.

4) We suppose; without loss of génerality, that Ay=B,.
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If the sequence of the numbers I, (which is in both cases boun-
ded®)) would be divergent, then one could select two convergent partial
sequences ‘

buyy by « o oy Ly,

Ly b, ... L,
with distinct limits. But & being given arbitrarily, we can fmd a number
k such that

the largest side of P,, is smaller the largest factor of /, is smaller
than the smailest one of P,,,and, than the smallest one of /,,, and,
owing to the Lemma |, owing to the Lemma I,

ly, > ly,.
Consequently

lim L, = lim [,,.
k> h—>o

Interchangtg the partial sequences, we get
lim [, = lim [,

h—>os k>

hence lim /,, =1lim /,, and the sequence /, is convergent.

I regard the proofs given here as being really elementary. From
a more advanced jpoint of view it may be remarked, that Lemma I
and Il are immediate consequences of the following theorem of G. H.
HARDY®) :

If the set 8, 8, ..., 8, is majorized by al, G, ..., o, then for
any continous convex functnon D(x)

D(B)+ D) +...+D(8,)> D)+ P(@) + ...+ D(a,).
Under the conditions

a,>0,>0for u=1,2,...,m; v=12,...,n>m,
a, =0 foru=m+1, m+2,...,n

Z Cp = Z By

the set (p’) is majorized by (a) and if we assume moreover that
@(0)=0, then :
(H) oB)+0(B)+...+D(8)> P(a) + P(x,) +. ..+ P(a,,).

5) The length of any polygon, which contains the circle, is an upper bound
of the length of all inscribed polygons and any expression of the form IT(1—g,)*
is an upper bound of the products JI(1 - ay).

6) G. H. Harby, J. E. LirtLEwooD, G. PoLya, Inequalities (1934), pp. 89 —91.
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Lemma I and Il are special cases of this inequality for (D(x):sin%~

(al,=mﬂ+1, p’,=BT§,+1 )‘ resp. for @(x)=1log (1 4 x).
In virtue of (H), 5 ®(e,) tends to a limit, if 2, a,=C and

v=1

max e, -0, the limit bemg mdependent of the mode of subdivision of C.
Hence the value of the limit is

lim n(b(c) Co(+0).

The assumption @(x)=e"—1 leads to another instructive application
of (H). In this case

n

Z etv—n-C

9 v=1

if max«,~0 and the «, are restricted by > @, = C or, what is the

v=1]

same thing, by Ije“v::ec Denoting e®» by —" and ¢ by I, we

v=] v 1
have
&) . i i L) —»logl’
v=1 gv
it 9P and -8 o1 w=1,2,...,n).
0 v-1

To illustrate this result, take g,— n -+ resp. —}/2, then I'=2
and (3) asserts that

. 1 1 1 '
) JTm(7+n+l +otge )_llen(V2—l) log 2.

(Received. June 15, 1944.)
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On a Tauberian theorem of O. Szasz.
By ALFRED ‘RENYI in Budapest. '
O. SzAsz proved') the following generalisation of Lnt!ewood s

Tauberian theorem on power series®):

Let ;ak be summable by Abel’s method. If p>1 and
LZ k"|a,)* = is bounded,

then Za,, converges. This theorem does not hold for the limiting case

p=1, as it can be seen from Example 1, given below®). In the present
paper it shall be proved that if

2kl
n
is not only bounded, but converges.to a finite number V, then we can

) V,=

assure the convergence of the series Za,,. The following preliminary
o .

remark illustrates the difference between the qualitative and quantitative
hypothesis concerning V,: the boundedness of V, does not imply. a,~0
(see e. g. Example 1) which holds evidently if V, converges, since

Ianl = Vn_ Vn—

After having proved our theorem, we give three examples. From the

1) 0. Szisz, Verallgemeinerung eines Littlewoodschen Satzes iiber Potenz-
reihen, Journal London Math. Soc., 3 (1928), pp..254—262.

?2) J. E. LirrLewoop, The converse of Abel’s theorem on power series,
Proc. London Math. Soc., (2) 9 (1911), pp. 434—448.

3) Another example can be obtained from the example given by L. NEDER,
Uber Taubersche Bedingungen, Proc. London Math. Soc., (2) 23 (1925), pp. 172—184,
espacially p. 180.
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second it can be seen that there exist series summable by Abel’s
means, to which the theorem of O. SzAsz can not be applied, while
the conditions of our theorem are satisfied. The third example illustrates
that the opposite case is also possible, viz. a series for which our
theorem does not work, while that of O. SzAsz can be applied.

We prove the following

Theorem A. If A(x)=Zakxk is convergent for |x|<1 and

lim A(x)=s exists, the series Z a, converges to the sum s, provided

. z»1-0

that V,, defined in (1), converges to a limit V.
Proof. Write o
() . S.=a+a,+... +a,
We prove first that |S,| is bounded. This follows already from A(x)
and V, being bounded. In fact, let us suppose
[AX)|=c, V.<¢,.
Evidently the ABEL sums of the sequence f,=n|a,| have the same
upper bound as the arithmetic means V,, i. e

(1—x) X kla|x*<c, - O=x<l.
0
From the. identity
S, —Zak(l—xk)— ax"—}-A(x)

n4

combined with the inequality 1 —x*<k(1—x), 0=<x <, it follows that
Cy
<Z —
|S.l< (1 x)ncg—}—————(l on +el‘.

Putting x=1 —.—:1— we get

IS, .00+ 2¢,.
Now Karamata’s following lemma*) will be required:
If the sequence S, is bounded from below, S,= — M (MzO), and
the function f(f) is bounded and integrable in Riemann’s sense over
the interval (0, i), then

lim (1 —x) Zs Xk =

x>1-0

implies that
lim (1 -x)z S.x* f(x*) —-sff(t) dt.

4)] Karamata, Uber die Hardy—L:ttlewoodschen Umkehrungen des Abel-
schen Stetigkeitssatzes, Math. Zeilschriff, 32 (1930), pp. 319 -320.
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After having shown the boundedness of S,, this lemma can be applied
to the sequence S,. It can also be applied to the sequence ?,==n|a,|
which, by the suppositions made, evidently satisfies the conditions of
Karamata’s lemma. In both cases f(¢) shall be defined as follows:

f(t)=——;— fof e-+e) < < -l
and f(¢)=0 in the remaining parts of the interval (0, i). In this defi-
nition ¢ is an arbitrary positive number. We shall denote the integral

part of n(1+4¢) by n’. Using the relation

1
lim n(l —e ")= 1,
applying Karamata’s lemma to the sequences S, and {, and choosing
for f(t) the function defined above, we have

© s
and

4) : “lin; % ?: kla,|=Vo.
Further, it follows from (4), that

) m Slalsve.

Let us consider the difference S,—S. We have )
, 26=8) 26-9 2Is-S |, 2S
lSn_S|=| . 7 + . = + - —S'

n—n n—n n—n n |

I

n’'—n
the right tends to O, it follows from (3) that
iim|S,—S|< Ve.

T norc

Since by (3) and because of lim —~%=% the second member on

e being arbitrary it follows that
lim §,=S.

n—orx®

This proves Theorem A. We can state it in a slightly generalised form,
which however is a simple consequence of its original form. Let o,

denote the CESARO means of order r of the series > |a,] We Have
0
evidently V,=o0,—o¢,. We prove the following
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Theorem B. /f tlze series Zak is summable by Abel’s method
0

and (o] —o*') tends to a limit V,, then the series 2, a, is convergent,

(r is an integral number.)
Theorem B follows easily from Theorem A. In fact, let 1, denote
the CESARO means of order r of the sequence t,=k|a, (i. e. of the series

2JWM—%—M@M)hwnMe%wvadmm

r rel TH—I

(6) NRAE
(r=0,1,2,...; n=0,1,2,...).

But it is well known®) that if a positive sequence is summable by
CESARO means of any order greater than 1, it is also summable by
CESARO means of the first order, i.e. by arithmetic means. Thus the
hypothesis that o, —o[*' converges to a limit ensures also the conver-
gence of V,, and Theorem A can be applied.

The following examples may. serve for illustrating the mutual
relation of our Theorem A and the theorem of O. SzAsz mentioned
above. . ,
Example 1. There exist divergent series, summable by ABEL

méans, with V, bounded. For instance the series:
a= 1 if k=2"

a,,=—-l if k:2n+l n.=|,2,3,...,
a,= O for every other value of the index k.
Example 2. There exist series for which V, converges, _while

—]—Zl—,’k"]a,,l” is unbounded for every value of p greater than 1. For

instance the series:

akz__(:L if k=2",n=123,...,
n

a,=0 for every other value of the index k.

Example 3. There exist convergent series for which V, does
not converge, while

0 L > pvia
n g ‘

is bounded, moreover convergent, for some p > 1. (In this connection
it must be observed that according to the inequalities of SCHWARZ—

5) J. KARAMATA, loc. cit.,, p. 320.
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" HOLDER, V, is bounded provided that (7) is bounded with some p > 1.
This is the reason why the following example is a little bit more in-

tricate.) We define first the absolute values of the numbers a,. Let
us have ' :

= i k=12

la, :7‘{_» if k::n,+(2;7z—l), me==1,2,... 1,;

‘a,“:—;— if k=—n-4+2m m=1,2,..., n,;

jaklz——% if k=n-+2n-4+m m=1,2 ..., 0,

gaq:-'k— it =k 2m ok @Qm— 1), m=1,2, s
!a,..].——%— if k=n1+2n2+,n3#{—2m,m:=l,2,...7n4;

\

The sequence of integers n,, m,, n;, ... can be chosen so as to cause
V, to  oscillate between 4 and 5. After having chosen the numbers
n, ny, ng, ... in that way, the signs of the numbers a, can be fixed

w
so as to render convergent the series > a,. The choice of the numbers
0 ’ .

1, 7,5, serves to ensure the convergence of
] 1
— 2 kla?
n Z 14k

which tends to 5% in view of -‘,]2—('12—{—72):52.

(Received March 20, 1945.)
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R. Courant— D. Hilbert, Methoden der mathematischen Physik,
zweiter Band (Grundlehren der math. Wissenschaften, Bd.48), XVI-549 S.
mit 57 Abbildungen, Berlin, J. Springer, 1937.

Dieser zweite Band enthilt in sieben Kapiteln eine systematische Theorie der
partiellen Differentialgleichungen. Hat sich der eigentliche Verfasser, CouraNT auch
auf die beziiglich der Physik wichtigen Gesichtspunkte beschrinkt, Vollstindigkeit
konnte er auf diesem Riesengebiet noch immer  nicht erstreben. So hat er vorzugs-
weise Gegenstande diskutiert, bei welchen er in der Sache oder in der Form der
Darstellung beitragen konnte.

Dies gilt besonders vom letzten, an den ersten Band anschlieBenden Kapitel,
in welchem Courant die Losung der Rand- und Eigenwertprobleme selbstadjun-
gierter elliptischer Differentialgleichungen zweiter Ordnung bei zwei unabhéngigen
Verénderliehen auf Grund der Hilbertschen direkten Methoden der Variationsrechnung
behandelt. Und zwar in Weiterfiihrung seiner fritheren Arbeiten, die. neueren Unter-
suchungen von FriEDRICHS und RELLICH iiber. lineare Operatoren im Hiibertschen
Raume beriicksichtigend. Dieses Kapitel enthalt auch die Courantsche Losung des
Plateauschen Problems iiber die Existenz von Mlmmalﬂachen bei einfachster Rand-
kurve.

Auf die tibrigen originellen Beitrige kann in der folgenden Aufzahlung nur

" stellenweise hingewiesen werden.

Nach einem vorbereitenden, die Grundbegriffe bis zum Cauchy—Kowalewska-
schen Existenzsatz analytischer Ldsungen analytischer Differentialgleichungen ent-
haltenden Kapitel, bringt Kapitel Il die allgemeine Theorie der partiellen Differen-
tialgleichungen erster Ordnung im klassischen Umfang. Sehr eingehend wird die
Hamilton — jacobische Theorie, ihr Zusammenhang mit der Kklassischen Variations-
rechnung und den kanonischen Transformationen . dargestellt.

Kapitel 11l gibt zunichst die Klasseneinteilung linearer (und quasilinearer)
Differentialgleichungen und — was hervorgehoben werden mag — linearer Systeme
erster Ordnung. Dann wird die Struktur der Losungen, ihre Zusammensetzung aus
einzelnen Elementarvorgingen untersucht und an- einigen Anfangswert- und Aus-
strahlungsproblemen bzw. Ausbreitungsvorgingen beleuchtet. Hier findet sich eine
breite Besprechung der typischen Differentialgleichungsprobleme der Physik, sowie
— im Anhang — eine eingehende Diskussion der Ausgleichsprobleme und zwar
sowoh!l mit Hilfe einer Integraldarstellung, als auch einer rein symbolischen (Heavi-
sideschen) und durch die Laplace-Transformation begriindeten Operatorenmethode.

Kapitel 1V enthiilt fast ausschlieBlich eine Darstellung ‘der an die Laplacesche
bzw. Poissonsche Gleichung sich anschlieBenden Potentialtheorie, aus welcher eine
neue, wesentliche Verallgemeinerung der Umkehrung des Mittelwertsatzes hervor-
gehoben werden kann.

Wesentlich eingehender werden im V. und VI. Kapitel die Schwingungen und
Ausbreitungsvorgdnge umfassenden hyperbolischen Gleichungen behandelt. Im V. solche
mit zwei, im VL. jene mit mehreren unabhingigen Verinderlichen.

Kapite! V beleuchtet erneuert den Charakteristikenbegriff von verschiedenen
Seiten, gibt dann Grundsitzliches iiber Ausbreitungsvorginge, um die linearen Diffe-
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rentialgleichungen mit der Riemannschen, jene von der Gestalt u,, = f(x,y, 4, i, u,)
bzw. die entsprechenden Systeme mit der Picardschen Methode und schlieBlich die
allgemeinen nach H. Lewys und K. Friedrichs’ neuesten Ausfiihrungen zu behandeln
bzw. die Analytizitit der Ldosungen von elliptischen Gleichungen bei zwei unab-
hangigen Verdnderlichen zu beweisen.
Besonders reichhaltig ist das — mehr als ein Fiinftel des Bandes bildende —
VI. Kapitel. Eine entsprechend erweiterte Charakteristikentheorie gibt hier zundchst
die Grundlage zu einer mathematisch haltbaren Darstellung und mit Beispielen reich
belegten Besprechung physikalischer Begriffsbildungen, wie jene der Wellenfronten,
der Ausbreitung, der Strahlen, des Eikonals, des Huygensschén Prinzips bzw. Kon-
struktion von Wellenfronten. Dann folgen die S#tze iiber Eindeutigkeit und Ab-
héngigkeitsgebiet bei Anfangsproblemen so, wie sie sich rach Zarembas urspriingli-
chen und neulich von RusiNovicz, FRIEDRICHS und H, LEwy erweiterten Methode
auf mehr als zwei unabhingige Verinderliche iibertragen lassen. Wird nun bei der
expliziten Losung des Anfangswertproblems hyperbolischer linearen Differential-
gleichungen mit konstanten Koeffizienten, sowie bei der Behandlung der Wellen- und
Darbouxschen Gleichung mit der Mittelwertmethode, wie endlich bei der Lésung ultra-
hyperbolischer Differentialgleichungen und aligemeiner Gleichungen zweiter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten durch einen neuen Mittelwertsatz von AsGEIRssoN die
Charakteristikentheorie zuriickgestellt, so kommt sie bei der — vereinfacht und
besonders klar dargestellten — Hadamardschen Methode als Vertiefung und Veralige-
meinerung der in Kapitel V behandelten Riemannschen wieder zur vollen Geltung.
Reiche Literaturnachweise am SchiuB der einzelnen Kapitel bestirken den
Eindruck, da in dem — nun abgeschlossenen — Werke nicht ein abgeklartes Lehr-
buch eines erstarrten Wissensgebietes, sondern ein besonders wertvoller, anregend
lebendiger Wegweiser innerhalb eines unerschopflichen, immer neue Schitze dar-
bietenden Forschungsgebietes vorliegt. Wiirdig den Verfassern, denen als Meister
bzw. Schiiler Idee und Gestaltung zu verdanken sind.
: T. v. Szentmartony (Stacho).

Charles N. Moore, Summable series and convergence factors
(American Mathematical Society Colloquium Publications, Volume XXII),
VI+ 105 pages, New York, American Mathematical Society, 1938.

All methods for summing a divergent.series 3 u, which have come into general
use are essentially “convergence factor” methods, that is, the sum is defined as
lim {uo fole) - uy fi(@) +.. .},
a—>ay -
the “convergence factors” fj(«), f; (@),... satisfying to appropriate conditions. Con-
vergence factors f,(«), which transform convergent series into convergent ones are
designated as factors of type I; factors that may be used to obtain the sum of a
series are of type IL
The aim of the present work is to give a systematic treatment of convergence
factor theorems. Both types of convergence factors are considered, and the theory
is developed for multiple series of any order as well as for simply infinite series.
Through the use of Norlund means in place of Cesaro means, the theory developed
is considerably more general-than that found in the existing literature.
" At the end of the book there is a bibliography including 165 papers on this
subject. L : .
Béla de Sz. Nagy.
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Francis Perrin, Mécanique statistique quantique, 224 pages,
Paris, Gauthiers-Villars, 1939.

Le présent livre est une contribution importante 4 la mécanique statistique
quantique. 1l se compose de trois parties. La premiére s’occupe des problemes de
la mécanique continue aléatoire, savoir de la probabilité¢ en mécanique classique,
des systémes ergodiques, des systémes couplés avec un thermostat, des gaz parfaits
et pour terminer, de la théorie ondulatoire continue du rayonnement isotherme.

La deuxiéme partie analyse la quantification des systémes mécaniques, la
mécanique ondulatoire, la statistique classique des systémes quantifiés, la quanti-
fication des ondes lumincuses, la formule de Pranck et enfin la chaleur spécifique
des solides.

La troisiéme partie, la plus importante du livre, est consacrée a la statistique
quantique des systémes indiscernables. L’auteur donne un exposé clair et détaillé
des statistiques diverses: classique, de Bosk - EinstEIN, de FErRMi—Dirac, de LEox
BriLrLouix et de Prnanck—~ Avnarn. [l montre qu'on peut trouver dans la théorie
statistique des éléments ayant les caractéres des grandeurs thermodinamiques:
température, chaleur et entropie. Les deux premiers principes de la thermodynamique
résultent de la seule hypothése de la constitution corpusculaire de la matiére; le
principe de NernsT est essentiellement lié au caractere quantique des lois qui
régissent les particules élémentaires.

Pour mettre en évidence les caractéres essentiels des gaz matériels régis par
les nouvelles statistiques, des gaz matériels simples sont étudiés. L’auteur montre
combien respectivement la faible et la forte dégénérescence modifient le comporte-
ment du gaz dans les statistiques de Bose et Fermi. 1l examine ensuite le cas ol
le gaz est soumis a un champ extérieur. Il étudie le paramagnétisme d’un gaz
électronique et I'atome de THOomMas—FerMi. Il étudie ensuite la cinétique statistique
des particules discernables et indiscernables, I'équilibre thermique et Pévolution
d'un état quelconque. I démontre que Ventropie d’'un gaz qui evolue en restant
isolé & partir d'un état quelconque croit sans cesse et tend vers le maximum qui
correspond & 'état d’équilibre,

L’auteur fait trés bien de baser la discussion des statistiques quantiques sur
la mécanique ondulatoire et cela en’ soulignant leur relation étroite 4 la dualité
»,onde — corpuscule®. ‘

Nous félicitons Vauteur sur cette excellente introduction a I’étude de la
mécanique statistique quantique dont on ne saurait trop conseiller la lecture &
tous ceux qui s’intéressent aux méthodes et aux résultats de la mécanique moderne.

' Coloman Széll.

Louis de Broglie, La mécanique ondulatoire des systémes
de corpuscules, 223 pages, Paris, Gauthiers-Villars, 1939.

Dans le présent volume, le savant auteur expose la théorie en question, en
‘commengant par le cas général des ensembles de corpuscules en interaction et en
dérivant comme cas particulier le cas d'un seul corpuscule. )

Voici le programme du livre :

Aprés avoir rappelé les résultats de la mécanique classique qui servent de
base de celle ondulatoire, on fait le passage a celle-ci et 'on développe les prin-
cipes généraux de la mécanique ondulatoire des systémes, en particulier les diffé-
rentes lois de conservation.
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Tel est le sujet des 3 premiers chapxtres Le quatritme est consacré a la
théorie du centre de gravité en mécanique ondulatoire, théorie a peine effleurée
dans la plupart des ouvrages.

Chapitre V s’occupe 4 titre dexemple de quelques problémes particuliers.

Chapitre VI donne un apercu sur les méthodes de perturbation qui jouent un
grand role dans notre théorie.

Dans les trois derniers chapitres 'auteur étudie les systémes contenants des
particules de méme nature physique. Pour étudier ces systémes, la mécanique
ondulatoire a €t¢ amenée a introduire le principe d’exclusion de Pauii. L'auteur y
traite deux cas suivant que les particules sont dénuées de spin ou non. Dans le
dernier chapitre il est question entre autres des noyaux des atomes.

En résumé, le présent livre expose trés clairement les problémes de la mé-
canique ondulatoire et sert d’excellente infroduction.

Coloman Széll.

Béla v. Sz. Nagy, Spektraldarstellung linearer Transforma-
tionen des Hilbertschen Raumes, (Ergebnisse der Math. und ihrer
Grenzgebiete, fiinfter Band, Heft 5), IV + 80 S., Berlin, ]J. Springer, 1942.

Das vorliegende Heft beschriankt sich keineswegs auf das im Titel genannte
zentrale Problem, sondern gibt eine bis auf Einzelheiten ausgefiihrte, griindliche,
leicht lesbare Darstellung der Hauptprobleme der Theorie des Hilbertschen Raumes;
was fehlt, sind sozusagen nur die Vorgeschichte und die Anwendungen. Die Maglich-
keit einer solchen Darstellung auf 80 Seiten ist der in den beiden letzten Jahrzehnten
erfolgten’ Axiomatisierung und der im Anschlufl hieran ins Werk gesetzten Verein-
fachung der Methoden zu verdanken, an der auch der Verfasser regen Anteil hat.
So z. B. stammt von ihm der auf die Verunendlichfachung des H. Raumes gegriin-
dete Beweis, daBl man aus jeder beschrdnkten Menge linearer Transformationen des
(separablen) H. Raumes eine iiberall dichte Teilfolge auswihlen kann, ferner verein-
fachte Beweise des Neumannschen Satzes iiber Funktionen einer selbstadjungierten
oder normalen Transformation, der Stoneschen und verwandten Sitze iiber Gruppen
und Halbgruppen von Transformationen, sowie Vereinfachung der Storungstheorie.

F. R.
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