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Merkwiirdlge Punktgruppen bel allgemeinen' |
‘Lemniskaten. - * ‘

' Von GYUL'AASZ. NAGY'm Szeged. L ’ N
L §‘1 Einleitunig.

Bedeute‘ R—g e.ne posmw_ Konstante und 1st ' N
_(1) f(z)—(z—zl)(Z—za) (z—2 )—Z"+a 2 ‘+ +a,,, ‘

- $0 helﬁt der Ort der Punkte z in der’ komplexen z-Ebene in. denen

2 f@I=R —e, oder f(Z)f(Z)—RZ-If(Z)I2 Rz—

ist, eine Lemniskate n-ten Grades mit dem Halbmesser ¢ und m1t den
Mittelpunkten 2,, z,, . . .,'2,. Die. Lemniskaten |f(z)|—R und |f(2)| =R’
“heifien konzentrisch. D1e Lemniskaten |f(z)|-Rl und |f(2)]=R, sind -
* .beziiglich der Lemniskate |f(z)|—R konjugtert falls R,R,= R2 1st

© . Die Glelchung L .

) . S Z f(Z) o

‘bestimmt eine. konforme Abb1ldung der. komplexen z-Ebene auf die
. Z-Ebene Die ‘inverse Abblldung (kurz: W-Abbildung) bildet den Kréis.
.|Z|=R==09" auf die Lemniskate (2) ab. Das W-Bild eines Punktes.Z
- ist eine Punktgruppe in der 2-Ebene, bestehend aus den Punkten, ih
denen das Polynom f(z) den Wert Zanmmmt Diese Punktgruppe wird -
im Folgenden einé Polgruppe der Lemmskate (2) genannt. Die Gruppe

. der Mittelpunkte der Lemmskate ist auch eine Polgruppe (Z=0). Es gibt

genau eine Polgruppe “die einen ‘Punkt 2, enthilt. Sle besteht ‘aus den
Wurzeln der Gleichung f(z) = f(2}). :

.- Beztiglich einer’ Lemniskate spielen die Polgruppen ¢ine ahnhche
Rolle, wie die Punkte der Ebene beziiglich eines Kreises. Man erhilt
'durch die W-Abbildung aus den Sitzen iiber den Kreis entsprechende

" Sitze iber die Lemniskate. ‘So gelangt man ais der Grundeigenschaft
- des Kreises zur Grundeigenschaft der Lemniskate, daB die Abstinde

ihrer Punkte von.den Mittelptinkten_' ein konstantes .Produkt grg’eben.

1
S



2 ’ Gy. Sz. Nagy

“In einer friiheren Arbeit') habe ich die aligemeinen Lemniskaten von
dieser Eigenschaft ausgehend 'untersucht. In der gegenwartigen Arbeit
werden andere Elgenschaften der Kreise auf die Lemmskaten verallge-
meinert. ' -

Das W-Bild des Kreises |Z—2Z,|=R ist.auch eine Lemniskate,
deren Mittelpunkte eine Polgruppe, das W-Bild des Zentrums Z, bilden.

_ Die W-Bilder." der Kreise der Z-Ebene sind adjungierte Lemniskaten.

Die ebene Kreisgeometrie hat in der Geometrie der adjungierten Lem-

niskaten ein Analogon. :

- § -2, ‘Polgruppen bei einer Lemniskate.

Jede Polgruppe der Lemniskate n-ten Grades
N lf@=|z"+azv! + ...+an]~:~|(z—z1) (z—2)...(z—2)|=R
4Bt sich durch eine Gleichung n-ten Grades von der Form
@ j@O=Z=rev  (rz=0)
darstellen. Diese Polgruppe besteht aus den Wurzeln u,, Uy, ... 0,
dieser Gleichung. Die Polgruppeh haben den gemeinsamen Schwerpunkt

o a Ltz +z ”1+U2+ +U
n . n . n
.Eine Pdlgruppe 1st durch den Wert Z oder durch einen ihrer
Punkte ganz bestimmt. Die Polgruppe (4) hat dann und nur dann einen
- mehrfachen Punkt z, wenn beide Glelchungen

f@)—Z=f(z)—re* =0 und f'(z)=0

bestehen. Bezeichnen z;, 2;, .. ., 2., die Nullstellen der Derivierten f'(2),
so gibt es nur in den Polgruppen f(2) =f(z)=Z; (k=1,2,,..,n—1)
- mehrfache Punkte. Ausgenommen diese hochstens n-—1 Polgruppen

besteht jede Polgruppe aus lauter verschiedenen Punkten. .

. Ist r=R, so liegt jeder Punkt der Polgruppe(4) auf der Lemni- .
skate |f(2)|=R..Dann wird die Polgruppe eine Haupitgruppe der Lem-
‘niskate heiBen. Ist r<R bzw. r>R, so ist die: Polgruppe.(4) eine
innere bzw. duflere Polgruppe der Lemniskate |f(2)]=R.

Eine Lemniskate n-ten Grades |f(z)| = R besteht aus hochstens n
Jordanschen Kurven, Zykeln, von denen keiner einen anderen schneiden -
oder umschliefien kann?). Zwei Zykel konnen hochstens einen Punkt
gemeinsam haben. Ein gemeinsamer Punkt von zwei Zykeln ist eine
Ecke beider Zykel Ein Punkt liegt innerhzilb eines Zykels M, wenn er

N " 1) Gv. Sz NAGY Uber die allgememen Lemniskaten, diese Acta, 11 (1948),
S.207—224. .
2) A a 0.1, S. 211.



Punktgruppen bei Lemniskaten. R 3

ein innerer Punkt des von M begrenzteri einfach geschlossenen: Be-
reiches ist. Eine Lemniskate ‘besitzt innerhalb ]edes Zykels mindestens
einen Mittelpunkt. :

Es gilt der Satz -

- 1. Jede innere Polgruppe einer- Lemmskate hat mnerhalb emes' )

Zykels M der Kurve dieselbe Anzahl x der Mittelpunkte (jeden" Mittel- -
‘punkt nach seiner Vielfachheit geredmet) Die naturltdle Zahl » zst die
Charakteristik des Zykels M. .

Ist 0 <7< R und verdndert snch r von O ausgehend bxs ro stet}g
und monoton, s bewegen sich -die Nullstellen der Polynome -

- - . E@=f@)—rev . - .
stetlg ‘Dies gilt auch dann,. wenn auch der Winkel ¢ .sich stetlg ver-
dndert. Wihrend dieser Veranderung von r und ¢ kann keine Null-
stelle. der Polynome g(z) den Zykel M iibertreten. In den Nullstellen z
der Polynome g@) besteht ndmlich die Unglelchung .
. . |f(z)|——r£ro<R .

in den Punkten z: des Zykels M. ist aber |f(2)]=R. o
' Daraus folgt, daf jedes Polynom’ g(z) O=sr=r<R; 0Lgp< 2n)
innerhalb des Zykels M der- Lemmskat@ |f(2){=R ebenso. oft ver-
- schwindet, wie das Polynom f(2). Damit ist der Satz 1 beW1esen
A Ein -Zug einer Lemniskate ist ein . geschlossener “Teil der’ Kurve
der iiberall stetige - Tangenten besitzt. Ein Zug ist ein Zykel; wenn er
si¢h nicht schneidet. Widrigenfalls besteht der Zug aus mehreren Zykeln.
Die Charaktenstxk eines Zuges ist-die Summe der Charakteristiken seiner -
" Zykel. Man- sagt dafl ein Punkt innerhalb eires Zuges der Lemniskate
liegt, wenn er innérhalb eines Zykels des Zuges liegt. Mlt dleser Defi-
mtlon gilt der Satz I auch: fiir die Ziige der Lemniskate. - —
~ "'Ein Kreis. ist durch.sein Zentrum-und durch semen Halbmesser
" oder "durch sein Zentrim und -’ durch éinen - seinet Punkte bestlmmt-
Ebenso ist eine Lemniskate bestimmt, wenn man ihre Mittelpunkte und
auberdem ihren Halbmesser oder eirien ‘ihrer Punkte kennt. Im zweiten -
Falle kann man den Punkt durch jeden anderen Punkt'der zugehorigen

Polgruppe ersetzen. Eine Polgruppe als Haupigruppe .und zwei andere -

Punkte bestimmen die Lemniskate, wenn die zwei Punkte mcht der-
selben Polgruppe’ gehoren..

- §3 Die Lage der Hauptgruppen auf der Lémniskaté 4

Jede Hauptgruppe der Lemniskate | f(z2)| =R besteht aus den Null-'
stellen emes Polynoms h(z) von .der Form

) h(z)__f(z) Re""“l](z—c,‘) -‘ IR,



i - " Gy. Sz. Nagy -

Diese Hauptgrippe wird mit H(p) bezeichnet. ¢ heiBt der Winkel
"der Hauptgruppe H(p). jeder Punkt von H(yp) liegt auf der Lemniskate.
Ein Punkt 2z ist dann und nur dann ein mehrfacher Punkt der Haupt-
gruppe H(p), wenn beide Gleichungen h(2)=0 und K (9)=f'(2)=0
bestehen wenn also z ein singuldrer Punkt der Lemniskate ist®). Jeder
(reelle) singuldre Punkt einer Lemniskate ist ein mehrfacher Punkt mit’
getrennten .Tangenten, wo ein Zug sich schneidet. Zwei Ziige haben
einen Punkt nur dann gemeinsam, wenn beide Ziige sich in diesem
Punkte schneiden. Schneidet ein Zug der Lemniskate sich nicht,” so
. enthilt er keinen singuliren Punkt. Er ist ein Zykel. ~

Wihrend der Winkel ¢ von Null bis 27 stetig und monoton zu-
nimmt, bewegen sich die Punkte der Hauptgruppen H(g) auf der Lem-
niskate stetig und beschreiben die Lemniskate. Hat der Zykel M der. -
Lemniskate keine Ecke, so-hat jede Hauptgruppe auf M lauter verschie-
dene Punkte. Die zyklische Aufeinanderfoige dieser Plinkte auf M bleibt
aiso bei der Verdnderung des Winkels_p unverdndert. Deshalb werden
- die auf M liegenden Punkte einer Hauptgruppe H(gp) von denjemgen
einer anderen Hauptgruppe H(¢’) getrennt. N

Dies gilt auch fiir einen Zykel M mit Ecken, wenn man eine
Ecke in-der zugehbrlgen Hauptgruppe der Lemmskate auf-M emfach _
- rechnet.

Ist x die Charakteristik des Zykels M, so hat jedes Polynom
g(z; N =f@)—re?, O=r<R,
" in dem von M begrenzten Bereich B x Nullstellen. Diese - Nullstellen

~ - gehoren der Hauptgruppe H(p; r) der Lemniskate |f(z)|=r.

Es gibt eine Zahl Ry, so daf keine Lemniskate |f(2)|=r, Ry<r<R
im Bereich B einen singuliren Punkt besitzt. Enthdlt das Innere von B
die Nuillstellen 2., 2, .- , 2, der Derivierten” f'(2), so xst Ro Max Jf(zk)], .
'(k=1 2,...,p). Im Fallep 0 ist R,=0. _

-Eine. Lemmskate | f(2)| =7+, Ry<r<R, hat mit dem Zykel M der
Lemmskate | f(z)|=R:- keinen Punkt gemeinsam. Sie hat aiso in. B eine
~aus-ganzen Ziigen bestehende Teilkurve, die keinen singuldren Punkt
besitzt und die sich dem Zykel M nihert, falls r- R. Daraus folgt, daB
die in' B liegenden Punkte der Lemniskate |f(z)|=r, R0<r<R auf
.einem Zykel M(r) ohne Ecke liegen. .

Die auf M(r) hegenden Punkte der Hauptgruppe H(p; 1 trennen
dlelemgen der -Hauptgruppe H(g’;r), ¢’ == . (mod. 2n). Diese - zwei -
Punktgruppen konvergieren im Falle r+ R gegen die auf M liegenden -
Punktgruppen der- Hauptgruppen H(g) und H(g’). Diese Punktgruppen

3)Aa01),8209



Punktgruppen' bei Lemniskaten. . ' 5

trennen ‘auf M einander. Dies gilt auch dann, wenn d1e Hauptgruppe
H(¢) eine ‘Ecke E des Zykels -M enthilt, : '

.. Bezeichnet ndmlich E(r) den Punkt von M(r), der im Falle r+R
gegen E konvergiert und bezeichnen: E(r) und-E; (r) die auf M(r) zu
E(r) benachbarten Punkte der Hauptgruppe H(¢'; r), so enthélt der-
Bogen E[(r) E(ry E;(r) des Zykels M(r) auBerhalb von E(g) keinen
Punkt der Hauptgruppe H(p; 7). -Diese Hauptgruppe hat also auf dem
" Zykel M(r) nur einen Punkt, der im Falle r~R gegen dxe l:cke E des =
Zykels M konvergiert.

Damit ist der Satz bewiesen: '

1. Jede Hauptgruppe hat auf ihrem Zug M von der Charaktenslzk ‘
.x genau x getrennte - Punkte, “wobei eine Ecke des Zykels in der zuge-
horigen Hauptgruppe einfach zu’ rechnen ist. Die auf dem Zykel'M
Itegenden Punkte zweier Hauptgruppen H(p) und H ((p) frennen eznander

. § 4. Konjugxerte Polgruppen -bezilghch- einer Lemmskate-

- Die Punkte Z, und Z, sind konjugierte Pole beziiglich eines
- Kreises K, wenn sie Spiegelbilder voneinander. fiir den Kreis K -sind.
Die Punkte Z;“und Z, sind also bezugllch des Kreises :

A |Z|=R oder ZZ— R2-|Z| R2—0 o
- dann kon]uglerte Pole, wenn -
' Z—-Rle”i’—RTeW’ 22 Rze“?’—RT 69, 0< T1

sin_d

. Aus der ldent.tat D e -

6) (A+ZB)(A+MB)—-(B+MA)(B-I—lA)—(l—-lﬂ)(AA BB)

: folgt im Falle A -Z, B=—R, i.—Te'9° y—Z—Te‘“P T1, daB;.
(Z—-Zl)(Z Zl)—Tz(Z—Za) (Z—Zz)——(l—T’)(ZZ RZ), .

'oder } ..
Nz—zp~ T2IZ Z2]2—'(1——T2)(|Z|2 _

ist. In den Punkten des Kreises |Z|=R besteht also d1e Glelchung

Diese Glelchung stellt einen bezughch der kon;uglerten Pole
' Z, und -Z, Apollonischen Kreis ‘mit dem Parameter T dar. . . -
Die Eigenschaft des Apouomsche Kreises laBt sich auf die Lem- -
niskaten’ ubertragen : :
* Sind Z, und Z,. kon;uglerte Pole bezughch des Krelses |Z|
50 -bilden - d1e Nullstellen der Polynome - . . . o .



6 -~ . Gy. Sz. Nagy

5@ sf(z)—z;sf(z)—léréw-z 1 - a)
@
' gz(z) =fR)—Z,=f()— RT e‘“"“ﬂ(z—-bk

bezuglxch der Lemmskate | f(z)|—R konjugierte Polgruppen Diese Pal-
gruppen sind W-Bilder der Punkte Z, und Z,.

Aus der Identitit (6) folgt im Falle :
A=f(2), B= ; R, 1= Te“", y=7= Te"'?’, A.T=*=__1-
‘die Identitat

f,(z)f,(z)—Tng(z)ﬁ(z)_(1——T2) (f(Z)f(Z)—RQ)

oder :
Ifl(Z)l2 Tzlfz(z)|2—-(1—T2)(|f(z)[2

~ In den Punkten der Lemniskaten [f(@)|=R besteht also dxe Glel-

" chung '

fl(Z)

f(2)

Daraus ergibt sich der Satz -

II. Bezeichnen G.und G’ konjugierte Polgruppen bezugltch emer "
Lemniskate n-ten Grades und bezeichnen d,, d,, .. ., d, bzw. dj, d;, . ..
die’ Abstinde eines Punkfes der. Lemniskate von den Punkten der Pol- .
gruppe G bzw. G, so ist das. Verhaltms

dd,.:.d,
o o did]. . ed] '
von der Lage des Punktes P unabhangtg Die poszttve Zahl t hetﬁt der ,

Parameter der Lemniskate beziiglich der konjugierten Polgruppen G und G'.

Dieser Satz gilt auch im Falle 7—1. Er ist aber dann trivial,
weil dann die Punktgriippen G und G’ in eine- Hauptgruppe der Lem-
niskate zusammenfallen. Das. Prinzip des Beweises des Satzes 1ll kommt
schon beim Beweis eines. anderen aligemeinen Satzes von G. DARBOUX
vort), Der Satz IIl enthilt einen Satz von. A. WANGERIN”) {iber -eine
Lemiiskate zweiten Grades.

" Jeder nicht auf der ‘Lemniskate hegende Punkt Q der Ebene
gehort offenbar einer einzigen Polgruppe G an und bestimmt die kon-
jugierten Polgruppen ‘G und G’, sowie den’ Parameter f eindeutig. Be-
,wegt smh Q auf der Lemmskate | f(z)l—-R1 =RT, so. ‘beweg‘t‘sich— die

Z—'a]‘
Z—bk

/1

k=1

=T.

=t

- 4) G DarBouzx, Sur une cﬁzssﬁ remarquable de courbes et de surfaces alge-
briques (Paris, 1873 ; unverinderter neuer Abdruck, 1899); S. 66—80.. . .
T 5). A. WangEerm, Uber eine Elgenschaft der Lemmskate, Archw der Math
Phys 53 (1873), S. 19-21. .



Punktgruppen bei Lemniskaten. . 7
ganze Polgruppe -G auf dieser Lemniskate.. Die konjugierte Polgruppe
bewegt sich auf der konjugierten Lemniskate |f(z)|= R,==RT™".
" Sind Z, und Z, konjugierte Pole beziiglich des Kreises |Z|=

‘'so schneidet jeder Kreis K durch die Punkie Z, und.Z, den Kreis
|Z|=R orthogonal. Das W-Bild des Kreises K ist eine zur Lemni-
skate |f(2)|=R ad]unglerte Lemniskate, die durch die konluglerten _
Polgruppen (7) geht und die Lemniskate lf()|=R orthogonal schneidet. -
Dies - folgt aus der Konformitt. der W-Abbildung. Es gilt also- der Satz
' IV. Eine Lemniskate wird von einer adjungierten Lemniskate, die
. durch zwei beziiglich der ersten Lemrliskate konjugierte Polgruppen geht,
in' jedem- gewhnlichen Punkte orthogonal geschnitten. (Die Schnittpunkte
bilden auf beiden Lemmskaten zwel Haaptgruppen ) “

§ 5 Die Onentlerung der Punkte ‘einer Lemniskate bezﬁglich -
ihrer Hauptgruppen. .

Besteht eine ebene Punkigruppe (C) aus den Punktén C,(k=1, 2,...,n),
weicht der Punkt P der Ebene von den Punkten C, ab und bezeichnet
7. (0=7y,.<m) den Winkel  der Geraden PC, zu einer. festen Achse
(orientierten Geraden), so heifit der. Winkel Q=235y, (mod =) die
Orientierung des Punktes P beziiglici der’ Punktgruppe (C) und auch .
die Orientierung der Punktgruppe (C)-beziiglich des Punktes P. £ istdie -
Laguerresche Qrientierung des Systems.der Geraden PC; (k=1,2,...,1).%)
_ Bezelchnet (C’) eine andere Punktgruppe mit den. Punkten"

Cl, Cﬁ, C’ und bezeichnet wk den (mit Drehungssmn versehenen) '

‘Winkel, unter dem der Vektor C C vom Punkt P aus erschemt s0 ist
w0, =y,—7:. Dann heift der Winkel :

0= Z o= Z i~y =2~ (mod )

bzw. -
.Qlo—— — Z w,,——SZ—.Q’ (mod- 71)

die Onentterung des Punktes P beziiglich der Punktgruppen (O und (6]
bzw. (C') und (C). £ und & sind offenbar komplementare kael und
hdngen von der Achse der Orientierung mnicht ab. :
Bezeichnet z bzw. ¢, die zum. Punkt P bzw. C, gehdrnge komplexe '
Zahl, ist d1e reelle Achse die Achse der Oixentlerung und. ist -

. z—c,,—rke e (09, <2m), A ,
so ist q)k—y,, bzw @ = 7, -+ 7, je nachdem <7 bzw <pk>n 1st
6) Oeuvres de Lacuerrg, 1 (Paris, 1905), S 23 26. Vgl. G. HUMBER’I‘, Sur

Porientationi des systémes de droites, Nouvelles Annales de- Math., (2) 12 (1893),
S. 37-64; 123=136. - )
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In belden Fallen ist also 2¢;—_-27,, (mod 2n) Deshalb besteht die

Glelchung )
—E" = e2i P 32"71;
z2—c¢,

Smd h(z)—]](z—c,,) und A, (z)—]j (z—c,‘), so sind

’_1(_2_’) Ti=4 — 237 =¢2i¢ ynd m@) - h(z) ez‘(g Q) == ¢2i %,
h(z) #Ziz—e . " h (z) h(Z)

Setzt man in der ldentitét (6) *

A=f(2),, B= —R A==¢'?, u—e*v’ lu:%:l
" setzt man ferner
, h(2) —f(z) Re“” h (z)—f(z)— e"P .
: so hat die Identntat die- Form ~
h(2) by (2)—e'@ 9 h (Z)h(Z)—(f—e“"’ "’7) [f(Z)f(Z) R* ]—

A L == [[f(2)F—RY,
In den Punkten z der Lemmskate (2) besteht also die Glenchung

-7 — k(@) h@z) e 2i%
: : ’ h(z) h(z)
Es gilt also . e
20, =g —p=0'— ©Q (mod. 2n) oder €,=-—2—"% (mod n).

2"
Daraus ‘ergibt sich die folgende Verallgememerung des Satzes
" iiber den Peripheriéwinkel des_Kreises: : .

V. Die Punkte einer Lemniskate haben beziiglich threr Hauptgruppen o

V4
2
Bewegt sich ein Punkt z auf der Lemniskate ‘stetig ohne. m,zw1-‘

schen irgendeinen Punkt der Hauptgruppen H{(g) und ‘H(¢’) .iiberzu-
treten, so ist w, = w,(2) eine stetig¢é Funktion- (k=1,2,...,n). Unter-
dessen bleibt also nicht nur Q,, sondern auch. Sw,(2) bestandlg In
den Punkten ¢, und c; der Lemniskate ist w,(2) unstetig, w,(2) hat dort
einen Sprung. Deshalb tnterscheiden die Werte von Zw.(2) in zwei
Punkten der Lemniskate, zwischen denen es genau einen Punkt der
Hauptgruppen H(g) und H(¢") gibt, um = voneinander.

Die Hauptgruppen H (50) und H(p+-m) heiBen Gegenhaupigruppen.
‘Aus Satz V-ergibt sich die folgende Verallgememerung des Thalesschen
Satzes :

"VI: Die Orzentzerung Jedes Punktes einer Leriniskate beziiglich ihrer
~ beliebigen zwei Gegenhauptgruppen ist ein Rechtwinkel. )

. Der Schwerpunkt der Mittelpunkte einer Lemniskate zweiten Grades

-(einer Cassinischen Kurve) ist auch Schwerpunkt ihrer Hauptgruppen..

H(p) .und H(¢) dze konstante Orlentzerung Q= 9 —

-(mod m).
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- Das- Symmetnezenfrum der Lemniskate zweiten Grades halbiert also"
das Punktpaar_jeder Hauptgruppe Liegen also die Ecken- eines Pa-'
. fallelogramms A A A A, auf éiner’ Lemniskate zwelten Grades, so ist
das Punktpaar A,A, oder A;A, eine Hauptgruppe der Kurve. Der- Satz V

enthilt also einen Satz von DARBOUX?) iiber Cassmlsche Kurven und -

damit. einen spezxe)leren Satz von WANGERINB) iiber emzugxge Cassxm- -

sche Kurven,.

§ 6 Das Doppelverhaltms von Polgruppen .einer Lemniskate
Pas Doppelvérhaltnis der Polgruppen . f(?) =2, (k=1,2,3,4)

der ' Lemniskate |f(2)|=R (die aiich. Polgruppen der Lemmskaten .

_]f(z)—Zl——R"smd) ist die Zahl -~

CZy—2Z, Z4Z-ZZ3 ZzZ
: Ly 22 Z,—2Zy  Z,—Z,  Z,— .
, angen die Punkte Z,; Z,, Z, und.Z, auf einem Krexs |Z—-Z |= R”

- so ist Dv reell. Das Doppelverhaltms von behebxgen vier Hauptgruppen

Dy=

- einer Lemmskate ist also immer reell. .

Das Doppelverhiltnis Dv 148t sich durch die "Punkte der’ ersten
(oder letzten) zwei -Polgruppen und durch 1e emen Punkt der anderen
zwei Polgruppen ausdriicken. :

Smd namlnch )

f(z)’—Zl H(Z*—ak) f(z) Z H(Z— by), f(C)——Z U"df(d)— o
. 50 sind -
—=Z,= f(C)——Z H(C—ak) Za fc)—Z2~— H(c_‘bk

24“21 =f(d)_'Zl :‘kl—]i'(d— a,) undZ4“ 2 =f(d)—2??’£{(d—bk). B
| Daraus folgt die Gleichung A '

.. B n c—a, " d—'ak »
D”—ﬂ[c—m]'[d“ 2.

Liegen die Punkte. Zyy Zs, Zg und Z, auf einem f(rels K und-ist.
ihr Doppelverhdltnis - Dv negativ "bzw. positiv, $o st das Punktpaar

Z,Z, von dem Punkipaar A getrennt bzw nicht getrennt, Fur Lem—
‘niskaten gilt der Satz:

VII. Haben die Haupltgruppen ’-.’(fp‘ﬁ) (f=1,2,3,4) einer L Lemni~ L

_skate ein negatzves Doppelverhaltms Dv, so hat jede dteser Hauptgruppen

DA 40,88, - . . L
"% A 2, 0. - : . o i
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je einen Punkt unter- ihren vier auf einem Zykel M von der Cha-
rakteristik x aufeinanderfolgenden Punkten und das Punkipaar der ersten
zwei Hauptgruppen trennt das Punktpaar -der letzten zwei quf M. Im
Falle Dy >0 trennen diese zwei Punktpaare auf M einander nicht. -

Es kann angenommen werden, daB -die Aufeinanderfolge der
Punkte der Hauptgruppe H(p™) beim positiven Umlaufen des Zykels M
o e, ..., ¢ ist. Der Bogen cPcf® (oder ¢cf’, ¢ cf; ..., ¢,¢%) von
M enthélt nach Satz II je einen Punkt der iibrigen drei Hauptgruppen.

Wihrend ein Punkt z von ¢ ausgehend den Zykel M im posi-
tiven Sinne umlduft, geht der Punkt Z= f(2) in der Z-Ebene den Kreis
. vom Punkt Z, ausgehend im. positivem Sinne -mal. um. . Wiahrend .

~ dieser Bewegung des Punktes z auf dem Zykel M verandert sich der
. Winkel des Wurzelfaktors z—z, von f(2) offenbar um O oder um 27,
je nachdem der Mlttelpunkt 2, auBerhalb bzw. mnerhalb des Zykels
M liegt, - L

Wahrend der Punkt z den Bogen c(”c“) beschreibt, 'geht,der.Punkt ) -
Z=f(2) von Z, ausgehend den Kreis K in positivem Sinne einmal um.

[nzwischen tritt der Punkt Z ]eden der -Punkte Z,, Z; und Z; einmal . -

~.iiber, weil die von Zy, Zs. bzw. Z, bestimmte . Hauptgruppe auf . dem
_Bogen ¢c® genau- einen . Punkt besitzt. Die Aufeinanderfolge der
* Punkte der Hauptgruppen H(¢\?) (j=.1,2, 3, 4) auf den Bogen ¢{” ¢/
' (oder ey ..., c®c) stimmt also ‘mit der Aufeinanderfolge der
* Punkte Z,, Z,, Zg, Z, beim positiven Umlaufen des Kreises K iiberein.
~ Daraus folgt- die Rxchtlgkelt des Satzes VIL - -

§ 1. Potenz, Potenzlmie, Potenzpunkte bei Lemmskaten.

_ Dxe Glelchung der Lemmskate |f(2)—Z,| =R labt smh in der Form o
® L(Z)‘[f(Z) Z) [f@)—Z)—R*= 7

_f @ &) — [Z.f(2)+ Zof(z)] —R*=
oder D N
© Lk y>_1[[(x—xk> - y,,)zl—zez—o x

‘schrelben wenn . . . -

f(z)—Z H(z—z,,) z=x+iy und z,‘_.—_x,‘—'l—Aiy,‘
sind.
Der (reelle) Wert L(zo)—L(xo, yo) 1st die Potenz des Punktes

2 =X+ iy, in bezug auf die Lemniskate (8) bzw. (9). Die Potenz
emg:s Punktes 2; der Lemniskate ist.also Null. Liegt 2, au_Berhalb jeder
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Zykel bzw. innerhalb eines Zykels der Lemniskate, so ist die Potenz
L(z,) positiv bzw. negativ. Enthilt -eine Poigruppe den Punkt 2, SO
haben aiich die {ibrigen Punkte der Polgruppe in bezug auf die ‘Lem-
niskate die Potenz L(z,). Die Punkte, die in bezug auf eine Lemni-
skate dieselbe Potenz 'haben, liegen auf einer konzentrischen Lemniskate. -
- Es gilt d1e fo]gende Verallgemeinerung des bekannten Satzes des
Kreises: - !
. VIII. Wird ein Strahlenbiischel durch den Punkt Py .von einer Lem-
. njskate geschnitten, so ist das Produkt der Strecken, die auf Jjedem Strahle’ .
von P, bis an die Lemniskate reichen, von bestindiger Gripe. Dieses
Produkt ist die Potenz des Punktes P, in bezug auf die Lemniskate.

. = Eine beheblge Gerade g durch den: Punkt Py -—(xo, yo) hat die

Gleichungen von der Form -
. Xx=X,-+dcosa . uhd y=Yy;+dsina. _ |
. erd dies in die’ Glexchung (9) eingesetzt, so ergibt sich die
Glei¢hung. ; .
L(xo+dcosa yo+dsma)—d2"+A d®" b 4 As,ad 4 L(x, 9,)=0,
Daraus folgt der .Satz VIII, -weil die Wurzeln d,, dy, .. a’g,, dieser
Gleichung der Relation d,d;. .. d,,= L(x, ¥,). geniigen.
Die Piinkte 2, die in bezug auf die ad]unglerten aber mcht kon-
' zentrlschen Lemmskaten (Z,3=2,).
(10)- Lk(z)—lf(z)-—ZP—Rk f(Z)f(Z)—[Zkf(Z)+Zkf(2)]—R,,—0
: (k*l 2) ‘
glelche Potenzen besxtzen geniigen der Glelchung
(1) L@—LEA=(Z~2)10)+ @~ Z)f(2)+R§'—Rf='0
und-liegen auf der Pofenzlinie der-Lemniskaten L,(2) =0 und L,(2) =0.
Diese Potenzlinie ist eine Kurve n-ter Ordnung, eine Stelloide von E.
Lucas®), das W-Bild einer Geraden der Z-Ebene. Sind namhch
f@)=X+iY und Z2 Z,=R'ée'®,

SO’ léiﬁt sich die Glexchung ¢h)) in der Form
- RE—R}
C2RT . :

schrelben Die W-Bllder der Geraden der Z-Ebene werden adjungzerte
Stellozden genannt Sle smd durch das Polynom f(z) beshmmt_

Xcosa—l—Ysma+ =0

(OS5 BV i)

zugehorxgen Polgruppe Zwe1 ad;unglerte Stel_loxd_en haben eme Pol- :

- 9 Vgl G: LORIA Spezrelle algebrazsclze und transzendente Kurven (Lelpzxg
’ 1910), ‘Bd. I, S. 439 450. . . g
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gruppe gemeinsam. Die Asymptoten einer Stelloide laufen in den Schwer-,
punkt der Polgruppen zusammen und bilden eine n-strahlige Windrose.
) Sind. 4, und 7, reelle Zahlen mit der Summe I, so- bilden. die
Lemniskaten -

(12) I L(Z) =kl (2)+12L2(Z)——
ein Biischel von Lemniskaten. Fiir. jeden Punkt z der Lemniskate (12) ist
L(D): L@ =—hd=1
Der Ort der Punkte, deren Potenzen in bezug auf: zwei adjun-
gierte Lemniskaten ein gegebenes Verhiltnis 4 haben, ist also. eine
Lemniskate des Buschels Das Biischel enthdlt im Falle 4=1 eine

Stelloide, die gemeinsame Potenzlinie aller Paare der Lemniskaten des
~ Biischels. Aus 4 1+ 4=+ u=1 folgt namlich, da ’
ALR) + AL@] — [ Li2) + i L) = (— ) [Ly(2) — La(2))

Es gibt_in der' Z-Ebene einen Punkt (Potenzpunkt) der in. bezug
+“auf drei Kreise die gleiche Potenz besitzt. Zu drei adjungierten - Lem-
niskaten gibt es also eine Polgruppe,’ die Potenzpolgruppe der Lemni-
skaten, deren Punkte in bezug auf die- drei Lemmskaten die glelche ‘
Potenz besitzen. - :

Die W-Abbildung ist konform. Aus bekannten Satzen der elemen-

- téren Krelsgeometne folgen, z. B. die Silze: Die Gruppen der- Mittel- ‘

punkte der Lemniskaten eines Biischels liegen auf einer adjungierten .

- . Stelloide, von der die .Potenzlinie 'in jedem Punkte einer Polgruppe

"orthogonal geschnitten wird. Schneidet eine Lemniskate zwei adjungierte
Lemniskaten orthogonal, so schneidet sie jede Lemniskate des von diesen

" - zwei Lemniskaten. bestimmten Biischels orthogonal (in zwei Polgruppen)

'und 1hre Mlttelpunktgruppe llegt auf der Potenzlinie des Biischels..

§ 8. Durch Polgruppen einer Lemniskate bestxmmte -
Korrespondenzen zwischen den Punkten der Ebene.

"~ Die Polgruppen einer Lemniskate |f(z)]=R n-ten Grades be-
stimmen zwischen den Punkten der Ebene eine (n—1, n—1) Korre-
spondenz. In dieser Korrespondenz entsprechen einem Punkte 2, der Ebene
die tibrigen Nullstellen -des Poiynoms f(2) = f(2,), also - die-iibrigen
n—1 Punkte der z, enthaltenden Polgruppe. Bezeichnet M bzw. M’
einen-Zykel der Lemniskate f(2) = R von.der Charakteristik » bzw. »’
und bezeichnet B bzw. B’ den von M bzw. M’ begrenzten abgeschlos-
senen endlichen Bereich, so bestimmt die (n—-l .n—1) Korrespondenz
zwischen den Punkten :der Bereiche B und. B’ eine (', x) Korrespon-
denz. Ist. x=2, so bestimmen. die Polgruppen zwxschen den- Punkten

des Bereiches B'eine (u—l n-—l) Korrespondenz Dles folgt aus Satzl
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Jede (1, 1) Korrespondenz zwischen den Punkten der komplexen
Z-Ebene ist eine Korrespondenz zwischen den Polgruppen und damit

eine (n, n) Korrespondenz zwischen den Punkten der Ebene. Einem

Punkte einer Polgruppe entsprechen nidmlich die Purkte derjenigen :
~ Polgruppe, . die- nach der (1 ) Korrespondenz der ersten Polgruppe
entspricht. ,

Jede solche Korrespondenz zwnschen den Punkten der Ebene mdu- :
ziert eine (x, %) bzw. (x'; ) Korrespondenz zwischen den Punkten des °
Bereiches B bzw. B’ und eine (%, %) Korrespondenz zwischen den’
Punkten der Bereiche B und B’. '

In der Geometrie der Lemmskaten haben dlelemgen Korrespon- *
. denzen eine besondere Rolle, die aus ‘den einfachsten involutorischen
Abbildungen * der. Z-Ebene, d. h. aus Spiegelungen bezughch eines -
Punktes, einer Geraden oder eines Kreises entspringen. Die enispre-
. chenden (n, n) Korrespondenzen mdgen pregelungen beziiglich einer
Po1gruppe eines ad]unglerten Stelloide bzw. emer adjungierten Lemm-
.skate .genannt werden. ‘

_Jede " dieser Korrespondenzen hat d1e auszelchnende Elgenschaﬁ
daﬁ emem Punkte der Ebene lauter reelle Punkte entsprechen

(Eingegaﬁg_en am 10.. Auéfz.ét 1948.)
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Sur la convergence des séries orthonormales
lacunaires. ‘

Par GEORGES ALEXITS.a Budapest.

1. Soit {g,(x)} un systtme de fonctions orthonormales définies
dans Pintervalle (q, 6). 1l est connu’) que la série orthonormale

M o . Zcrpn(x) ) e

est presque partout convergente si “ZcX(logn)? < oo, Pour obtenir des
résultats plus nets, on peut introduire?) la notion de 4,-lacunarité : la série
(1) est appelée A.-lacunaire, si le nombre des coefficients &, 0, d’indi-
ces compris entre 2" et 2" est O(4) ol {Z } est une suite non-décfois-
sante d’entiers posmfs Cette netion .a. permis de’ démontrer que, si la
série (1) est presque partout sommable (C,1) et 4,-lacunaire, la con-
-vergence de 324, suffit pour 1a convergence presque partout de la
série (1). M. RENYI®) a amélioré ce résultat dans le cas oit 4, est
d’ordre (log n)* avec 1<e<2.
' 2. M. GAL*) a-amélioré considérablement le crltere de convergence
concernant les séries 4,-lacunaires, en démontrant le théoréme suivant:
Si la série (1) est presque partout sommable (C, 1) et 4, lacunarre '
la convergence de ‘

Zcﬁ(logn*

entrame’*“) la convergence presque partout de la série orthonormale .-
Aprés avoir donné une démonstration trés simple de ce théordme, .
nous démontrerons- que ce critére-est, en un certain sens, le meilleur

" possible, parce'que:vnou'g construirons, ‘a toute suite de nombres

1) Voir p. ex. S. Kaczmarz—H. STEINHAUS Theorie der Orthogonalrethen
(Warszawa—Lwow, 1935), p. 164. ’
.. 2 G. ALEexiTs, Sur la convergence des séries lacunaires, ces Acta, 11 (1948),

p 251—253
3) A. Rexvyi, Remarque A la note précédente, ces Acta, 11 (1948), p. 253.
4) I. S. GAr, Sur les séries orthogonales C (1)’sommables et Z(n)-lacunaires,

Comptes rendus Paris, 227 (1948), p. 1140—1142.

48) Si le nombre des coefficients non-nuls d’indices comprls entre 2" et 2"
est borné on pose - Agn =4, =2 pour tout n. ’



Georges Alexits: Séries orthondrmales lacunaires, 15

w(n) = (log logn)2 et w(n)==0[(16gn)?], une série ‘orthonormale 4 -lacu-
. naire et presque partout sommable, mais partout dlvergente malgré la
convergence de la série Jcgw(4,). i
3. De51gnons pour démomrer le théoreme de M. GAL par

50— Z aox)
la n-i¢me somme partielle de la série (1). Comme cette série est, d’apres
Phypothése, presque partout sommable (C 1), la suite {s,()} converge
presque partout*”) Nous n’avons donc qua démontrer que
(2 5 S —sa (y=o(l) © (@<m<2y
,presque'par‘t'out ‘Rappelons nous, a ce but, ‘au lemme suxvants) :

Il existe, & tout systeéme orthonormal {zp,,(x)} une fonction™d,(x)-

. 1elle que pour ls:<1sn on ait

j B
> azp(x)léd(x)

[As.
h‘~t

et
Jé‘*’ (x) dx< C(log n)> Z a (C — conistante absolue)

De51gnons par Cy» Chyy - les coeff1c1ents +0 de la série (1) dont
= les 1nd1ces ‘sont comprls entre 2" et 2"“, en dautres termes’

s,,, (x)— szn(x)f— > Cx, Pr, (x)

. 2k, =m )
Posoﬁs'av—ck'et wv(x)' ¢, (x), alois’ le lemme precédent assure
lex1stence d’une fonction 6,,(x), telle.que . - o
| > o, (S0, (2F <m<2"*')

2"<l,,£m

et, le nombre des ¢, =ay étant O(4y), on a encore

. 2n+1 - .
féQ(x)dxs O[(loglzn)2] Z a’ O[(loglg..)Z] D G= ..
k=241
. n+1 -
-(~0(1) Z C%(logl )2‘
. h k=2"1+1 .
n s’ensuit donc

5 L. c 1), p; 161
&) L.c. 1), p 162,
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ce qui’, entraine la convergence presque partout de la série 2‘6’(x) ,_'
C’est-a-dire : d,(x) =0(1) presque partout. La relation (2) est donc de-
. montrée et C’était justement ce que nous avons eu a faire.

4. A toute suite non-décroissante {w(n)} de nombres. positifs tels
que (loglogn)’s w(n) == o[(logn)z] on peut construire une série orthonor-
“male

G. | - Zcqv,.(x)

jouzssant des propriétés suivantes : elle est 1° presque partout sommable
(C, 1); 2% A,-lacunaire; 3° partout dtvergente 40 Ec?w(l)<oo

N En effet ‘M. MENCHOV7) a construnt une séne orthonormale
' ' 2 a9,
pour laquelie
' Z‘ a2w(r) < oo,
et telle qu’ 1| existe un a>0 et ﬁne suite d indices »,<#,< ..., de sorte qu’on
‘peut attacher,”a tout point x de (a, b), un m(x) >, et <_v,,+1 avec
’ v =1 . . ’
. n+1
4) 2 ayi(x) [za>0.
S ) i= m(x) .

Soit u, le k-itme indice =i=v et dés1gnons par i, Pentier [k'°E"] "Posons
' =a., 9=, ().
Les fonctlons ¢u(x) avec v == i, soient successwement égales aux zp, (x)
~ et posons pour. ces indices ¢, = 0. Démontrons d’abord que la série (3) -
“ainsi définie jouit de-la: propnété 10, Pour cela il suffit®) de démontrer-
. que Zci(loglogn)* <oo Or ~ :
Z’ c: (log logn)? = Z c2 (log log L)} = Z‘ a (I'oglogi )’s

. n=3 n=3

s420’ (loglogn)2£4 202 w(n)£4Z'a W(M,,)<oo

La série (3) jouit donc de Ia proprxété 19, It est évident qu'elle est
A lacunalre mais nous avons besoin, - pour les suivants, d’évaluer 4,.
On voit ]mmédlatement que le plus petit nombre k& pour lequel Klogk >

2" est®)’ 2V® etle plus grand nombre k pour quuel Klogk < 2m+1-ggt Y™
" n+1 V"'H V— 2V—
Entre les- 1nd1ces 27 et 2 11 ya donc a¥wl _olm' 20

— ) termes -
Vn ~

) L c.’'1), p. 167.-

§) L. c. 1), p. 190.-

%) Nous entendons, pour simplifier la notation, par le: symbole “log le loga-
nthme\ de base 2, ce qui ne.change nen
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non-nuls de la série- (3)- Clest-a- dlre qu'on peut poser ﬂn_ZV—IVn

d’oty, .
. 4,< ZVE‘ , .

Nous demontrons mamtenant que la série (3) possede aussi Ja proprneté 4°,

Eun- effet

2 _ 9 - } ‘Il]ogi,. A . ‘
ch(x) Z‘c w(l) Z (2 ). L
Mais tg nlogn, donc’ 2V'°g’"sn par consequent
Zcﬂw(z)sza ‘w(n)gza W) < . ,'

La séne (3) posséde donc les propriétés 19,720, 49, Pour démontrer 39,
il ne faut qu’envisager I'inégalité (4) oit ne figurent que des . (x)="
9, (x), Cest-a-dire que des ¢ (x) avec des coefficiénts ¢, 4 0. La relation
(4) assure donc; pour tout net tout pomt x de (a, b) 1ex1stence d’'un

indice /et d’un indice varlable p(x) > n, de sorte que . -~
3

Z Ck P (%)
k=p(z) -

“Par conséquent, la série (3) est partout dlvergente ce qui achéve la
démonstration. C ,
5. Le théoréme demontré au paragraphe 3 permet dénoncer le -
corollaire suivant!®):-
Si, pour ‘un r>0 quelconque la serze (1) est (Iogn) -lacunaire et

.‘(5) A Z‘ 2(loglogn)2<<>o

n=3 "
la .série (l) est presque partout convergente - C
(En effet, la condition (5) implique la sommabxhté (C 1) presque. 7
partout de la série (1) et, en*méme- temps, (5) constitue, dans le cas-
‘de (logn)- lacunante aussi la deumeme partle des. prémlsses de -notre
.theoreme :

_2_a>0.

~

" (Regu le 23 nove/ﬁ_bre (948)‘

1) L.oc 4, pe 1141,
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Sur la convergence ‘d’une classe de séries
- orthonormales.

Par GEORGES ‘Am-zx-m*s a Budapest.

_ 1. Nous nous occuperons dans les'suivants, des séries ortho-
normales R

oo Zcrpn(x) _
dont les coefficients sont soumis  la condition Ic |>|C..+x| et démontre-

rons’ le théoréme': |
Si [6,]=C0u1] ‘et, pour un >0 quelconque,

o _ .1
’ 2 o Cn = O T o - i |
o o)
la série (1) converge presque partout. - :
2. Remarquons d’abord qu’il suffit de démontrer notre proposmon

- sous ’hypothése restrictive ¢,=¢,,,=0. En effet, soient ¢y ¢, . « . les: '

- coefficients posmfs de la _séne_. (1). Les hypothéses de notre theorémei
e . .
0 et a = O(n 7 (logn)-'-%). Si-nous démontrons- le
théoreme pour des séries orthonormales dont les coefficients sont posi- -
tifs et forment une stite décroissante, alors, en posant ¢, (x) = ¢x,(x) )
et a,==c,, la série Za,y,(x) doit-&tre convergente presque partout.”
La méme chose . est valable pour la série Zb,x.(x) ou b, est le
n-ieme coefficient négatif. de la série (1) -et "%, (%) la fonction @ (%)
,correspondante 4 ce coefficient. La série (1), étant da somme des séries
Ja,y,(x) et Zb,x,(x),” converge aussi presque partout. Nous pouvons
donc suppos€r, sans restnctlon de la generallté que ¢, =€, =0.
3 Désxgnons par :

entralnent Cr, = =" c,.

S.(x)= > c'm(x)
k=1 . ’
la n-ieme somme partxelle de la série (1) et ‘posons-

S @@—zwm

k=1
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Alors, en'supposant c, >'CHHEO on a

sne@—sels ¥ <ck_—ck+x>|@k<x>|+cmn|@ )]+ ol Lo OO

k=n+1
MM GAL et. KOKSMA ont demontre‘) que @ (x) —o(l/Tz (logn)m) presque N
| partout par consequent les deux derniers termes de Tinégalité précé-
- dente sont =o0(1) presque partout en vertu de 'ordre de grandeur (2)
des coefficierits ¢,. Notre théoréme séra donc démontté, dés” que nous -
réussrssons a établir la vahdrté presque partout de la relation ' :

e N (Ck'_ck+1)|®/(x)[_0(l)

o | :k'n+l | | o
J.]d')k(x)[de{deJ@k(x\)dx\r ~VG=ak, a)k
J

et par Lonaequenr,
o S

Z (ck—ck“)lmr(x)ldxsvb—a Z (Ck'—Ck+1)Vk§

k= n+l' . Lo k~n+l

- a

scm V(b—a)(n+1>+Vb—a P Z (Vk+1—Vk)c,,ﬂ .
L —a mA. Cre1
.‘ k%l VE

Vu Pordre de grandeur (2) des coffxcrents ck, on en tire pour un indice 3
N suffrsamment grand ' :

- <c,,+11/(b a)(n+1>+

j > (C:q4ck+1)|4?é(5<)|dx<n’
) k=N+1 . / )
quelque petlt que soit'n >0 donné d’ avance. Desrgnons par A r ensemble. K
des points x auxquels '
Z (c,.—c,,+1)](I>k(x)|>r7

k=N+l1 -
et par [A{ la mesure de l’ensemble A, alors ‘

njA] < j ;_N-l<ck—ck+x)|%_(x-)'ldx-<‘ﬁ?, |

 clest-a-dire: A| <"17' Mais .
| Z (ck—ck+1)|<15k(x)| 2 (Ck—Ck+1)|@k(x)|

k= n+l R k—n+2

l).‘je: tiens cette'conlm_unication de M., GAL. La publication’ p'araitra Sous peue - -
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donc

> @ —an)| )| < -

k=n+1
pour tout n= N et en tout point X exceptés les points de I'ensemble A
de mesure <17, ¢e qui équivaut a la relation (3) et la demonstrat:on '
de notre théoréme est achevée. .

" 4. Notre critere de convergence peut @étre, en certdins cas, le

meilleur des critéres connus, méme s'il sag:t spécialement d’une série
de Fourier - :

+ Z (a,cos nx—l—b sin nx)

En effet, soient ao=0, b,=0et a, le n-iéme. coefﬁment 0, = 0. Posons
i,==[n"%"] et o o
o a, = .
- " Vn(logny+* _

D’apres le théoreme que nous venons de démontrer, cette série est
. convergente presque partout. Les autres cr:teres auxquels on pourrait’
.encore penser, sont les suivants: : 7

10 Zazlogn < oo 2)

; . n =l o .
. 2% Za (logn) <oo 3)
. n=1
30 Z aZ(log 4, )2< oo.‘)

N . "=1 N
1l est évident que les critéres 1° et 2° ne sont pas apphcablea ila série”
considérée. Quant a 3% on voit qu'ayant posé i,= [n‘°“"] on a‘)
logn = O(log 4;,), -par conséquent .

Z‘ a’(log4, )2 = const Z ai(logn)s.

n=1 . n=I1

Cette série {:tant divergente, le critere 3° n’est apphcable non plus.

(Regu le 23 novernbre 1948)

2) A. KoLmoGoroFF—G. SELIVERSTOFF, Sur la convergence des séries ‘de

" Fourier, Comptes rendus Paris, 178 (1924), p. 303—306; A. PrLessxer, Uber die

Konvergenz von trigonometrischen Reihen, Journal fiir Math., 155 (1925), p. 15—25,

- 3) H. RapExacHer, Einige Sitze iiber Reihen von allgemeinen Orthogonal-

_ funktionen, Math. Annalen 87 (1922), p. 112—138; D. MENcHOFF, Sur les séries de .

fonctions orthogona]es (Premlere partle La- conve.gence), Fundamenta Math., 4 (i923),

p. 82—105.

4) Voir 1a note precédente

N



21

‘v.

Veremfachter Bewens des Satzes von Mmkowskl——HaJés. ,

"Von L REDEI in- Szeged

§ 1. Emleltung R

Den beruhmten Satz von MINKowsm——HAJOsl) spreche ich in einer

. neuen, moghchst knappen und sehr eleganten Form folgendermaﬁen aus,
. wobei der Satz als eine Strukturexgenschaﬂ der reelleri Zahlen erscheint

' Satz 1. Bezezchne R, . (n=1) den Modul aller reellen Vektoren
(x)—(x) =(x,, ... X)) mit der (gewdhnlichen) Addition (x)—l—(y)—"
== (x;+ ). Wenn fur einen Untermodul 1 von R, in ]eder Restklasse von
R./0 genau ein Element (x) mit T : .
Sy : o_x,<1 SR (i=l;.r.-‘.,n) s
' Itegt so liegt mindestens ein -Element (0, .. .; 0,-1,-0,..,0) in 1. ‘
- Zusatz. Ausder Annalzme folgz sogar dag 1l n Baszsvektoren hat,.
" die untereinander geschrieben “nach passender Numerzerang der x; eine
-kanonzsche ‘Matrix btlderz S0 nennen wir” eme Ma’mx (mltn Zellen und, :
-Spalten) :

@ ( )
. s : .\l 1

dxe namllch in der Hauptdxagonale lauter 1 und- daruber lauter 0 enthilt.
Der Satz hat eine ganze Reihe 4quivalente Formen, Die drei be-

kanntesten beziehen sich auf Diophantische homogene lineare Unglei-
‘chungen, raumzerlegende Wiirfelgitter, bzw. endliche Abelsche Gruppen;
das-sind wichtige- Sitze von sehr verschiedenen Gebieten, die wir spiter
-unten formulieren und sne bzw. mit Satz la, Ib lc bezexchnen werden
(s. §§ 2, 3 bzw. 9).. : / :

-Satz T hat zuerst MINKOWSKI in der Form la (§2) spater auch'

in der Form 1b (§3)als Vermutung ausgesprochen ihn .aber zu be- -

i welsen umsonst versucht obwoht -er auf ihn einen groﬁen Wert gelegt‘» :

‘1) G. Hasos, Uber emfache und mehrfache Bedeckung dés’ n-dlmenswnalen- '
Raumes mlt einem Wurfelgltter Math. Zettschrtft, 47 (1941), S. 427-—467

S0
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hat?). Nach seinem Tod haben sich viele Autoren®) mit dem ' Problem
beschiftigt, der Gesamterfolg war aber bloS die Erledigung der Fille

n=9, als endlich Haj0s') dem Satz die uberraschende an sich sehr

- wichtige Form 1c (§9) gab und ihn. so bewjes,

Haj)0s kniipft- sienen Beweis  unmittelbar auf die (geometnsch°)
Form 1b des Satzes an und ghedert ihn in die folgenden drei Teile:

Teil 1. Zuruckfuhrung von Satz 1b auf den Fall ,,ratnonaler
Wiirfelgitter. -

. Teil 2. Beweis. der Aqulvalenz mit dem gruppentheoretxschen Satz lc

Teil 3. Beweis des letzteren Satzes.

. Das Studium des Satzes von MiNKOWSKI—HAJOs ist durch den
groBen ‘Umfang und die Kompliziertheit des Beweises- von Hajos sehr
. miihsam. Der Schwerpunkt des Beweises hegt auf Teil 3, den .ich?)
'-neuhch ganz kurz gestaltet habe. Gleichzeitig gelang mir auch Teile
, 2 wesentlich zu vereinfachen, wie das in dieser Arbeit 'steht; beide

Arbelten zusammen énthalten somlt den yolistindigen Beweis des Satzes .

_von MiNkowski—HAJ0s. (Es schien mir gut, die Arbeit ) getrennt zu

verdffentlichen, um auch hlermlt den selbstandxgen Charakter vom Satz -

I¢ hervorzuheben)
- Vollstdndigkeitshalber lasse 1ch dlese Arbelt auch auf den Beweis

der -Aquivalenz der Sitze 1a; 1b- erstrecken, den Mmkowsxl meines -

Wissens nuf fiir n=23 ausgearbeitet hat. Die Aquivalenz von Satz 1 mit

(der Form 1b von) dem Mmkowskl—Hajésschen Satz wnrd sich mit

wemg Miihe auch herausstellen.

- Wie auch schon oben dem Satz 1, so'werde ich den Sétzen 1a,

1b; Ic je einen ,,Zusatz beifiigen, der jedesmal eine verschirfte Form

* des betreffenden Satzes ausdriickt und ‘so seine wahre Natur spiegeit.

. Dig’ Zusiitzeé von den Sitzen la, 1b smd bekannt und bilden -einen orga-
nischen - Teil des Bewelses : - :
_ Beide Arbelten (namllch dxe vorhegende und ) brmgen neben der

- '?) S, hieriiber MINKOWSKI Geometrie derZahIen (Lexpzxg, 1910), S 105.
8) S. die historischen Angaben in der Einleitung der Arbeit 1) von Hasos. Zum

- am. Ende dieser Hajésschen Arbeit stehenden theraturverzelchms tritt noch als weitere -

Literatur hinzu:

PH. FURTWANGLER, Uber Gitter konstanter Dxchte,, Monatshefte fur Math. und
Phys., 43 (1936), S. 281—288. (Hier versucht FurTwineLer den damals noch unbe-
wiesenen Satz von Mixkowski—Hasos auf die Frage der ,mehrfachen Bedeckung
von R, mit einem Wiirfelgitter* zuruckzufuhr.en ein Weg, der ebenfalls nach Hazos 1)
fiir ein- allgemeines n ungangbar ist.)

N. Horrerreg, Gitterférmige liickenjose Ausfullung des R,, mit . kongruenten
Wurfeln, Monatshefte fir Math. und Phys 50 (1941), S. 48 - 64. (Diese Arbelt enthalt
den Beweis des Mmkowskl—Hajésschen Satzes fiir n=1,...,9)

- 4)'L. Répe1, Kurzer Beweis - des gruppentheoretxschen Satzes von Hajés,_

erscheint demnachst in den Commentaru Math. Helvetici.
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erstrebten Vollstindigkeit nur wenig sachlich neues, dagegeri viele inhalt-
liche und formale' Vereinfachungen; wodurch der Satz von” MINKOWSKI—-
Haj0s ganz leicht zuginglich geworden ist. In einer anderen Arbeéit
beabsichtige ich auf den Satz zuriickzukommen, wobei ich mich unter -
" anderem mit weiteren Aquwalenten und Anwendungen beschaftigen will,

wofiir die Grundlagen_ teils schon hier niedergelegt. werden. Ich méchte:
hier auch auf eine iiberraschende Aqulvalente des Satzes aufmerksam .
.machen die FARY neullch gefunden hat). -

§ 2, Satz la ilber Dnophantnsche Unglelchungen

Wir schicken voraus : ‘Bezeichnet A dié Koeffnzxentengnatnx vonn
- homogenen. Linearformen L;(x) mit den-Variabeln x,, ..., x, und wer-
-den die letzteren einer homogenen linearen Subsututlon mit der Koefhzlen- .
‘tenmatrix B unterworfen, so”haben die neuen Formen L! die Koeffizien-
tenmatrix A B. Hat dabei das untenfolgende System (3) keine ganzzahhge
Losung aufer x,=...=2x,=0, so gilt dhnliches auch fir L] (statt L))

. immer, wenn B ganzzahhg und unimodular ist; ummodular nennen wir

“-eine (quadratische). Matrix mit der Determmante +1.°
) -Satz 1 hat MlNKOWSKl als Vermutung in folgender Form’ atisge-
sprochen : :

Satz’ la Es seien L, (x) (1——1 .,n) reelle homogene. Linear-
formen _der x,, .. X, mit der Determz_nante +'1. Wenn das System der
Unglezchungen . LT :
@) o JL(x)I<1 A T i=1. )
keine ganzzahlige Lisung auﬁer n=...=x=0 hat S0 ist mmdes(ens ‘
© ein L,(xy ganzzahlig.

" Zusatz. Aus der Anriahme_ folgt sogar, daﬁ die"L; (x) bet passen-
der Anordnung eine Koeffizientenmatrix-AE haben, wobei A eine kanoni-
-sche Matrix (2) und E eine ganzzahlige ummadulare “Matrix bezeichnel.

Bemerkung. Diese ,scharfe* Form von Satz la 14Bt sich trivial
umkehren denn nach obigem darf dér Faktor £ weggelassen werden,
nach dem _dann zu (3) eine Matrix (2) gehort und dann muB flir eine
ganzzahlige Losung offenbar (der Reihe nach) x,=0, : . ., x,~0 gelten.
" Man. bemerke auch, daf (3) gewiss noch-¢ine ganzzahhge L6sung hat,

wenn in ihm ‘ein. beliebiges ,<* durch ”S“ ersetzt wird - das isteben -

ein Fundamentalsat_z von MINKOWSKI, der spiter auch noch zur Anwen-
-dung kommen wird. Nach Minkowskis Terminologie bilden die L, einen

»Qrenzfall“ (Qemes Fundﬂmenfalsatzes), wenn die Voraussetzungen vom
Satz 1a-erfillt smd und so 1st der lnhalt von diésem- Satz' la. (nebst

5) 1. FAry, Der Aqulvalente des Mmkowskl—Ha]ésschen Satzes in der Theorie™
der topologischen Gruppen, erscheirt demnédchst in den Commentarii Math Helvetici.
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Zusatz und der gesagten Umkehrung) im wesentlichen die Bestimmung

E aller ,Grenzfalle“.

Die Aquivalenz der Sitze .1, la zeigen wir erst im § 6; hier be-
.weisen wir zunichst bloB, daB aus Satz la der Zusatz folgt.

Fiir n=1 ist das richtig. Im falle =2 setzen wir die Richtigkeit
der ‘Behauptung fiir n—1 statt n voraus. Man darf annehmen, dafl eben
L(x)=c,(a,x,+:..4a,x,) gilt mit ganizem ¢, (>0) und -ganzen,
teilerfremden a,, ..., a,. Bekanntlich lassen sich die a, .., a, durch
Hinzunahme weiterer Zeilen zu .einer ganzzahhgen unimodularen Matrix
erganzen. Hierausfolgt, daB die L.(x) durch eine geeignete ganzzahlige
unimodulare homogene lineare Substitution der Variabein x; in gewisse
" Formen L;(x)=L,(y)=L{(y, . . ., ¥.) mit L’(y)_cly ubergehen Dabei
bleiben die Voraussetzungen vom Satz la auch fur die L; (statt L) '
erfiillt, und so gilt noch mehr, daBl

(4) ) ) }L (0 Vs - - ;yn) ) . "(i=2, .. .-, n).
keine. ganzzahligen Losungen aufer y,=.. =y,,—0 hat. Dabei is’t

der Absolutwert der Determmante der n—l Formen in (4) glexch —

1
f

und so muBl nach qblgem Fundamentalsatz. notwendig —Cl—gl' sein,
1

woraus ¢, =<1, also ¢,=1 folgt. Andererseits folgt aus der Induktions- .
voraussetzung, daB die Koeffizientenmatrix dieser n—1 Formen gleich.
A,E, ist, wobei A, E, je eine kanonische bzw..ganzzahlige unimodulare
Matrix - bezeichnét, diesmal fiir n—1 “statt n. Aus beiden ergibt sicl,
dafi die Koeffizienfenmatrix der L;()- gleich dem Produkt -

‘ L /11 O 1]
N K Cw
. C"'- 4

ist, wobei 1, ¢, ... ¢, die. Koefhzlenten von .y, in den L} (y) sind. Der
erste und zweite Faktor i (5) ist kanonisch bzw. ganzzahlig unimodular.
“Einem &hnlichen_Produkt ist dann. auch die Koeffizientenmatrix der
L,(%) gleich, denn beide Koeffizientenmatrizen unterscheiden sich nach
obigem nur in einem rechtsseitigen ganzzahligen unimodularen Faktor.
"+ Das beweist die Richtigkeit des Zusatzes von Satz la (wenn nur selbst

Satz la rlchtng ist).’ :

§ 3. Satz 1b iiber raumzerlegende Wiirfelgitter.

Fortan fassen ‘wir R, auch als emen-n-dlmenswnal_en Raum auf
ausgestattet mit Euklidischer Metrik, und entsprechend nennen wir .
die Vektoren y==(x) auch-die Punkte des R,, insbesondere heiBen
0=(0,...,0unde=(1,..:0),...¢=(0, ..., 1)auch Anfangspunkt
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‘bzw. Emheltspunkte (-vektoren). Die alleremfachsten Grundbegnffe der
n-dimensionalen Geometrie, msbesondere der.- Theorie der konvexen.
Korper, setzen wir als bekannt .voraus.
V(R) bezeichnet das Volumen emes konvexen Korpers K. .
98 bezeichnet den Wiirfel 0 < x; <1. Dies hat 0 zur Ecke und " di¢

. n Kantenvektoren ¢;. Es gilt V(W)= 1.

Einen Untermodul P von R, nennen wir ein Punktgltter “wenn
seine Punkte in keiner Hyperebene (d."h. in keiner. n'—1- dlmensm-
nalen  Ebene) liegen und P keinen Haufungspunkt (im Endhchen) hat.”

% bezeichnet das ynatiirliche® Punktgitter, bestehend aus allen ganz-
'zahhgen Punkten, die’ wir kurz Gitterpunkte’ ( -vektoren) nennen. Es ist
~‘bekannt, daB die samtlichen- Punktgitter nichts anderes sind als die durch
eine nicht ausgeartete Zentroaffinitat- erzeugten Bilder von 9 (»,Zentro-

‘affinitat* heift eine Affinitat ‘mit dem Fixpunkt 0). Mit anderen Worien,- )

die Punktgitter stimmen mit den durch n Punkte erzeugten Untermoduln
s von R, iiberein, die in keiner Hyperebene durch O liegen; diese n
Punkte (Vektoren) bilden -eine- Basis des Punktgitters. Die Punkigitter §
lassen_ sich auf bekannte Weise -auch durch ein (n-dimensionales) -
Parallelotop & angeben, das namlich O zur Ecke hat und dessen von
0 ausgehenden Kantenvektoren eine Basis- von 9 bilden ;. dann heiBt -:
- & ein Grundparallelotop (oder Ba31sparallelotop) von . Riickwirts ist

&£ durch B nicht eindeutig bestimmt, aber V(&) hanvt nur von P ab; ..

deshalb nennen wir V(8) die Invariante von 8 .und bezeichnen es mit -
1 (). (Offenbar haben die und rur die Punkgitter dieselbe Invariante,
" die durch eine volumentreue Affinitat ineinander uberfihrbar sind.)

Fiir éinen Punkt y(€R,) und eine Punktmenge H(CR,) bezeichnet
r+ 9 die Verschiebung von @ um g, d. h. die Menge aller Punkte
-y (HeD): (Ist  ein .Modul, so ist r+ 9 eine Restklasse von R,/9.)
. Fiir einen Untermodul 11 von R, und eine Punktmenge  bezeichnet
U4 die Menge (nicht die’ Vereinigungsmenge) aller Punktmengen
“r+9 (zeW). Ist dabei’ §=§& ein (konvexer) Korper, so nennen wir -
U+ & kurz einen Korpermodul; von besonderer chhtlgkelt wird der
‘Fall sem in dem U= ein Punkigitter ist, ‘dann- nennen wir PR
- ein Korpergltter (In Spezialfdllen von' £ diirfen -wir z. B. iiber Paralle-
lotop- und Wurfelmoduln bzw. .-gitter. sprechen.)

Insbesondere nennen wir %W gelegentlich das natiirliche Wiir-
felgitter. Dieses entsteht auch so, daf mian den Raum mit- allen Hyper- ‘

- ébenen x;=0,4'1,42, . ... schneidet (i=1, ..., n).

Defmltlon 1. Sind 8, &, ....(endlich oder unendlich vnele) -
‘konvexe Korper. pdarweise ohne gemeinsamen. inneren Punkt und mit -
der’ Veremngungsmenge @ so nennen wir die & eine Zer[egung von !{g,
ist dabei @ -R, so. nennen wir die &; raumzerlegend - .
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Als raumzerlegende Koérpelmoduln 14 & konnen .nur Korpergitter
P4 & in Frage-kommen, und eine weitere Vorbedingung ist offenbar,
. daB I (P)==V(R) gilt. Fiir die erste Behauptung ist namlich kiar, daB’

" die Punkte von L nicht in einer Hyperebene liegen dirfen, auch darf 1

" keinen Héufungspunkt haber
Die in der Einleitung erwihnte, ebenfalls von MINKOWSKI vermu- .
- tete Form 1b von Satz 1 bezieht sich in seiner vollen Allgemeinheit
auf die raumzerlegenden Parhllelotopgitte:' B+ & Da aber die raum-
zerlegende Eigenschaft erhalten bleibt, wenn & einer Verschiebung oder
P+ & einer nicht ausgearteten Zentroaffinitit ‘unterworfen’ wird, so
kann man sich ohne Einschrinkung der Aligemeinheit z. B. auf den’
Fall. & 4- 8 beschrénken. Dann lautet die genannte Form 1b von Satz
1 so:

Satz 1b. Es bezetchne B etn " Punktgitter. Ist “das Wurfelgzﬂer‘

P+ raumzerlegend, so enthdlt R einen Einheifsvektor e,. (Das bedeutet,
daf es.zwei Wiirfel in P+ 28 gibt, ‘die eine_gemeinsame Seitenfldche,
d. h. n—1- dnmens;onale -Seite haben, wofiir man' kurz sact daB _das
- Wiirfelgitter” , gesdult* ist.)
Zusatz. -Aus der Annahme folut sogar, daﬁ %3 nach pascender
- Numerierurig der Koordinaten x, n solche Basisvekioren hat, die die
- Zeilen einer kanonischen- Matrix -(2) ausmachen. . (Offenbar entsteht dann
B+ 9B so, daB man R, zunichst mit den Hyperebenen x,=0, +1,+2,.

schneidet und die so erhalfenen ,,Parallelschxchten auf™ passende Art ; 3

.- weiter in Wiirfel zerlegt, weshalb man sdgt, dab das Wiirfelgitter - »ge-
: schichfet ist. Dabel miissen die in- der Hyperebene -x,==0 liegenden
" -Seitenflichen von den Elementen -der ,Wiirfelschicht® zwischen - den
Hyperebenen x,=0,1 wieder .ein raumzer]egendes Wurfe]g:tter von
R,., ausmachen, und "die verschiedénen » Wiirfelschichten“ entstehen
auseinander durch Verschiebungen um’ iq, (i=0,+1,...), wobei aq,.’
~der n-te' Basisvektor von @ is. Durch fortgesetzte Anwendung’ fiir
. f,n—1,...,2 gewinnt man einen vollen Embhck in den 'Aufbau“ dé_r'
--raumzerledenden Wiirfelgitter.) '
- Die Aquivalenz der Satze la, 1b-zeigen wir erst im §4, hier-
zeigen wir bloB, daB aus Satz 1b der Zusatz folgt
Fiir n=1 ist das klar. Im Falle n=2 "setzen wir die Behauptung :
“fiir n— 1" statt n voraus. Man darf annehmen, daB eben e EP gilt. Bilden
wir R, auf die Hyperebene x,=0 ab, die ein R,_, ist, so daff wir
jedem Punkt (x) den Punkt (0,x, ..., x,) entsprechen lassen. ‘Bezeichne
", und 2B, das Bild von P bzw. . Es istklar, dah P, ein Untermodul
von R,_, ist, weiter ist’ I8; der durch =0, 0sx=1(=2..,n) .
" definierte Wiirfel in R, ,. Somit ist das Bild $,+ 8, von %]3-{—51% em-'_
Wurfelmodul m R_. Andererselts 146t sich EB-{-QBm Klassen einteilen,
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so daB man eine " Klasse Jedesmal mlt einem festen g(ESE) aus den_
Wiirfeln (r+keJ+SJB (k=0,+1, +2 ..) bildet. Die .Punkte -aller
Wiirfel dieser Klasse werden auf einen und denselben Wiirfel r, 4+ 98,

abgebildet, wobei namhch r,. das Bild von ¢ ist; es ist.auch klar, daB -

zwei solche n—1- dxmensmnale Wiirfel, ‘wenn sie ver’»chiédénen Klassen
entsprechen, keiner inneren Punkt gemeinsam haben. Folglich ist B, + I8
raumzerlegend (in R,-;), woraus auch folgt, daB (der Modul $§, ein
Punktgitter, d. h) %, ein raumzerlegendes Wiirfelgitter in- R,_, ist.
‘Nach der Vorauscetzung hat dann 5131 eine Basis von der Form

o Bn——l'—' (0 an—-] 1 . l) - Co :
'jedes b; ist das Bild von einein a; (€B), wobei dann a; sxch nur in der . -
ersten Koordinate von b, unterschexdet BezelchneD dasdurche, q,,...,a,_;
erzeugte, Punktgiter .des- R;. Offenbar. gilt QC%F, I(Q)=1(Py=1 und
dies ist bekanntlich nur m1t Q=1 vertraglich.- Da also-e,, e vy Qe
Basisvektoren von B smd und. sie eine kanonische Matrix bxlden SO
haben ‘wir bewiesen, daﬁ aus “Satz 1b der angefugte Zusatz folgt

'§ 4. Bewels der Aqulvalenz der Satze la, 1b.

Wir zexgen _daB Satz" la mit Satz. 1b aqmvalent ist. Die Vor—-
- ‘aussetzung von "Satz. la lafit.-sich so aussagen dali- das Parallelotop -

L) =1 =1, 5

‘kemen Gxtterpunkt (£ 0) im Irinern enthilt. Da dleses Parallelotop das .

Volumen 2 hat, so bedeutet das Gesagte -nach einém: bekarmten Satz
" von MINKOWSKI eben, daﬁ ‘das’ aus dem durch :

|L(x)]s— . . . f(iél,-,...; ny

defmlerten Parallelotop K entsprmgende Parallelotopgitter ‘% - K. raum- - |

zerlegend ist. Daran w:rd mchts g andert wenn man S} von vorrherein B

. durch o : ‘ '
. o ' OSL(x)\I L (t=l n)‘l

"~ definiert, denn das bewxrkt bloB eine Verschlebung von %—}—R Auch_".'
- darf Sﬂ—}—@ der Afhmtat ‘

©®) =L B )

unterworfen werden woben (y)das Bild von (x) ist. Dabei geht & in SIB und .
N in ein Punktgltter 8 iiber. Nach obigem haben wir gewonnen, daB sich _
- Satz 1a (mit Berucksxchtlgung des Zusatzes) so.aussprechen l4Bt: Ist
das Wurfelgltter P4 W raumzerlegend so haben die L,(x) béi passender
. Anordnung’ eine Kosffleentenmatrlx AE, wobei- A; 'E eine . kanomsche
“bzw. ganzzahhge ummodulare ‘Matrix bezexchnet L

-
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Setzt man -in (6) der Reihe riach (x)==¢ (i=1,..., n) ein, so.
“liefern die (») eine Basis von B, diese -besteht dann nach ~obigem aus
. den Spaltenvektoren von AE, d. h. aus den Zeilenvektoren von E'A’
 (bei Matrizen - bezeichnet der Strich ,’“ die Spiegelung an der Haupt-

) diagonale) ‘Das Auftreten des (linksseitigen) Faktors £’ bewirkt bloB
eine’ -Basistransformation (von ), und ist somnt unwesentlich. Weiter
 hat A’ die Form.

. o - -(l. .'.a,,)
| g o 1

Dies un‘tersc-heidet’ sich von einer- kanonischen Matrix bloB in. der
Reihienfolge der Zeilen und (dér Koordinanten, d: h.) der Spalten, wo-
rauf es nicht ankommt, und so spricht sich Satz 1a nach obigem so .
aus: Ist P+ W raumzerlegend, so hat P eine Basis bestehend aus den
Zenlenvektoren einer kanonischen ‘Matrix. In der Tat stimmt dies mit dem
(durch -seinen Zusatz verschirften) Satz 1b iiberein. Bedenkt man noch,
daff in Satz 1a eben diejenigen L,(x) zu beriicksichtigen waren, fiir die
" die Affinitit (6) unimodular ist, d. h. fiir die /() == 1" ausfillt, und das.
andererseits auch im Satz 1b eben nur alle § mit /{f)=1 in Frage
"kommen, so hat man ‘die behauptete Aquivalenz der Sitze 1a, 1b

- bewiesen.

§ 5. Halboffene Pélyedér.

Die im folgenden einzufiihrenden ,halboffenen® Polyeder scheinen
in der Theorie der konvexén Korper im allgemeinen gut verwendbar zu
sein. In dieser Arbeit werden davon nur die halboffenen Paralleiotope
zur Anwendung kommen. Zundchst definieren wir :

‘Definition 2. Man-sage, daB die (endlich oder unendlich v1ele41)
_ Punktmengen 9,, 9,,... eine Punktmenge [5) schhcht iiberdecken, wenn
jeder Punkt von $ in genau einem. §, liegt.. -
‘ -Man bemerke, ‘dafl die 9; mit § zusammen auch ]ede Tellmenge
‘von  schlicht liiberdecken.

' Fiir uns wird ein wxchtxges Beispiel eine (volle) Schar paralleler
Geraden, diese iiberdeckt den Raum schlicht. .

' Definition 3. Bezeichne & einen konvexen Korper mit inneren
Punkfen und durchlaufe g alle Elemente einer gerichteten parallelen
Geradenschar, die zu keiner Seitenfache von & parallelist. Man nehme
alle (gerichteten) Strecken, die beim Schneiden von g durch & entstehen,
behalte’ von .den beiden Endpunkten nur den ' Anfangspunkt und bilde
die Vereinigungsmenge ' & dieser’ halboffenen Strecken Man nenne &
ein halboffenes Polyeder. - :

e
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Bemerkung. Man konnte in dieser Definition auch den Fall von’

- Zu einer Seitenﬂéiche von R parallelen, Geradenscharen zulassen mdem

dann dle Grenzpunkte von & mit je einer passenden Multxphzltat ver-

sieht >(Ig_—_0, 1,...), so daB dabel de_r ~unten folgende. Satz 2 gultig

- bleibt. Auch konnte man die ‘Definition” auf die nichtkonvexen Polyeder

~ -erStrecken.’

Zu jedem & gehoren endhch viele halboffene Polyeder R
umgekehrt wird durch & ein & emdeutlg bestimmt.

Insbesondere entstehen aus.einem Parailelotop $ alle halboffenen -

Parallelotope & offenbar auch so,-daf man von der Begrenzung von §
alle Seitenflichen'entfernt, die einer festen Ecke von & gegeniiberliegen®);
ihre Zahl ist somit 27, jedes von ihnen ist durch & und seine (emzrge)
Ecke emdeutlg bestimmt.

Ist B ein Punkigitter oder em Untermodul von R, und & -ein

‘halboffenes Polyeder; so nennen wir P K ein halboffenes Polyeder+

gltter bzw. eifien solchen Polyédermodul und. beweisen den folgenden
‘Satz 2. Ist das Polyedergtlter EB—I—R raumzerlegend, so iiberdeckt .

jedes halboffene Polyedergttter B+& den Raum schlicht.

* Bemerkung. Die Umkehrung von Satz 2 ist trivial auch r1cht1g :

. In dieser Arbeit. wird Satz 2 bloB die Rolle eines Hllfssatzes erfiillen,.

aber er scheint uns mit Recht ein ,Satz* genannt werden zu diirfen?).

. Zum Beweis von Satz 2 betrachte man eine gerichtete Gerade g,
die zu keiner Seitenfliche von & parallel ist. Schneidet man g ‘mit den -
Polyedern des B4- &, so entsteht eine Zerlegung von g in’ gerichtete

.Strecken. Die aus- ihnen mit dem Beibehalten des Anfangspunktes ent-

standenen halboffenen Strecken iiberdecken g offenbar schlicht. ‘Beriick-
sichtigt man gleichzeitig-alle Elemente der zu g parallelen und- gleich-
gerichteten Geradenschar, so ‘iiberdecken die so entstandenen lialboffe-

~ nen Strecken den Raum schhcht Fafit man also Jedesmal diejenigen . -
halboffenen Strecken zusammen, die einem Polyeder von $ -+ & angehtren.
- und bildet ihre Vereinigungsmenge, so bekommt man - wieder eine

schlichte Uberdeckung von R, Anderersexts sind-diese Verexmgunsmen-

‘ ‘gen nach Definition 3 eben die Elemente eines halboffenen Polyeder-

- gitters P4 & ; dabei darf & behebxg gewahlt werden, denn das kommt
blof auf die passende Wahl von g an. Damxt haben wir Satz 2 bew:esen

6} Das 1st’d1e‘ublxche_Dehmtlon der halboffenen Parallelotqpe.~_ A .
7) Insbesondere fiir ein ‘Parallelotop & kommt Satz 2'auch bei friiheren Autoren
vor, aber- einem -Beweis konnte ich in der Literatur nicht auf die Spur kommen.

- Mir scheint, daB_der oben folgende Beweis auch fiir diesen Spezialfall -der denkbar

einfachste ist. Ubngens lieBe sich Satz 2 fiir ]ede (nicht. nur- , gitterférmige*) Zer—

" legung des Raumes verallgeméinern .ohne éine Andetung des- Bewenses
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§ 6. Bev_véis der Aquivalenz der Sitze 1, 1b.

Hier verwenden wir Satz 2 zunichst, um die Aquivalenz der Sitze
1, 1b nachzuweisen. Man kann Satz 1b wegen Satz 2 so aussprechen :

Uberdeckt - das halboffene Wiirfelgitter P+ %8 den Raum schlicht, so
enthdlt P einen Einheitsvektor ¢;. Die Voraussetzung dieses Satzes
besagt daf jeder Punkt von R, eindeutig in der Form a+(x) (ac%,
(x)EQB) schreiben 14Bt. Dabei war gleichgtiltig, welchen der zu 8 gehori- .
gen halboffenen Wiirfel T man gewdhlt hat; stillschweigend definieren
wir & immer durch (1) (so daB also' ¥ die Ecke 0 enthilt). Dann
lautet -die vorige Voraussetzung so: In jeder Restklasse von' R/§P liegt
ein einziger Punkt (x) mit ‘der Eigenschaft (1). Dies stimmt mit der
Vorausétzung von Satz 1 iiberein, denn in diesem Satz 1 kommt offenbar
- nur ein solcher Untermodul 1 von R, in Frage, der ein Punktgltterlst
In der Tat jst also Satz 1b #dquivalent mit Satz ]. '
/ Aus dem- Zusatz von Satz 1b folgt dann auch der Zusatz von .
‘Satz 1.

v Zusammenfassend haben wir bisher bewne<en daB alre drei Satze -
1, la, 1b &quivalent sind und aus xhnen auch dle ihnen angefugten’_
Zusatze folgen.:-, .

§ 7. Zuruckfuhrung von Satz 1b auf ratlonale Wurfelgitter.

" Als Vorbereitung zeigen wir: Ist U ein durch endlichviele Elemente
erzeugter Untermodul der reellen Zahlen mit mindestens einem 1rrat10na—
len Element, so zerlegt sich. U in eine direkte Summe - ’

m o O U=U® ~
von zwei Untérmoduln- U, (9), wobei U, alle rationalen Elemente von U
enthilt,-9 eine irrational€ Zahl ist und (%) den aus allen 13(1_0 + ...}
bestehenden ,eingliedrigen* ‘Modul bezeichnet. '

Bekanntlich 148t sich- namlich U in eine -direkte Summe U=
=U,+.. AU, (r=1) von emghedngen Moduln U; zerlegen. Hieraus
folgt auch, dad der Untermodul aller rationalen Elemente von U ein-
gliedrig -oder-0 ist, und so 1aBt sich bekanntllch voraussetzen daf U,
alle rationalen Elemente von U enthilt. -Gewif llegt in_ U, kein rationa-
les Element (& O), denn dann miite U,= U,, also r=1, U= U, sem )

- . und das ergibt den Widerspruch,’ daB ein emghedrlger Modul eine -

ratxonale Zahl '(£0) und -auch eine irrationale Zahl enthalt. Folglich ist
=U+...+U,._,, (9)==U, eine gewiinschte Losung von (7). )
er behaupten den folgenden®)

) Hxlfssatzl hat. zuerst Tr. SCHMIDT bewnesen (s. hieriiber HAJOS 1)). Hasos ),
bewies einen allgememeren -Satz {iber ,mehrfach raumbedeckende Wurfelgltter"
obwer Bewexs ist kiirzer und gilt auch fiir diesen Hajésschen Satz <~
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Hilfssatz 1. Ist Satz \b fir rationale Wiirfelgittet richtig, so ist
er allgemem richtig. . ‘

. Betrachten wir ein mchtranonales Punktgxtter 8 mxt den Elementen
(8)‘ T . .: .l _: a——(al) <. ), ) .
w‘ofiir. das Wﬁrfelgifter P+ W raumzerlegend ist. Man darf énnehmen,
daBl eben der Modul U aller g, nicht rational ist. Dann gilt fiir U eine -
Darstellung (7), und. so laﬁt sich (8) in der Form™ A
“(9) S .a~(a+k&,a2,..-.,an) _— (@elo k=0,+1,...)
~ schreiben, wobei a upd.k-.durchﬂa eindeutig bes’nmmt sind. :

" _Eréetzen wir 9 durch’ eine reelle Variable # und schrejben dann
a(f) fiir a, so folgt aus'dem gesagten sofort, daf auch die a(f) bei
jedem festeri Wert (=}=O) von t einen Untermodul- von R bllden, den
" wir entsprechend mit SB(l‘) bezeichnen. - -

- Von. dieser Bemerkung machen- wir erst spater Gebrauch, jetzt '

betrachten wir weiter das ursprunglnche $. Die'a in (9) mit festem k=

fassen wir in eine Menge P, zusammen ; diese B, (k—O +1 ..) bil- '_
den eine Klassenemtellung von . - "
' Nach Saiz 1 iiberdeckt EB—I—QB den Raum schllcht Bezelchnet also
~h eine Gerade parallel zur Xx- -Achse, so wird . ]edenfalls auch h durch
PB4 T uberdeckt Das bedeutét, daf .die Gérade # durch die sie
schneldenden a4 (aeP) in lauter halboffene -Strecken vén der Lange .
1 zerlegt wird, die namlicti h ebenfalls schlicht uberdecke_n ‘Dann’
mhiissen die ‘ersten Koordinaten @, in ¥(8). der entsprechenden a-eine volle
Restklasse mod 1 ausmachen. Die Differenz "von zwei solchen:aq, ist
-dann also (ganz) rational.”-Nun ist nach (9) die Differenz der ersten
Koordinaten von zwei Vektoren a‘aus verschiedenen Klassen %, gewif
von der Form . a,+k3 (a,€U,; k =;=O), also nach (7) ]edenfahs nicht
ratlonal Nach- dem .vorigen. bedeutet .dies, -daB diejenigen a (€P) in’
eine feste Klasse 9, gehdren miissen, fiir die die Gerade h durch die

~'zufvehongen a—{—SIS (schlicht) tiberdeckt w1rd
Wenn man nun 9 =={ variieren 14Bt, so bedeutet fiir jedes %, nach -
(9) eine Anderung von ¢t blof eine Verschiebung parallel zur x,-Achse,
~und so bleibt 7t durch d1e vorherbetrachteten a4 nach wie vor dieser
- Anderung schlicht tiberdeckt. Das bezieht sich auf alle Geraden £ parallel -
zur x,-Achse, und so haben wir bekommen, daB P(t)+ B den Raum
fiir jedes ¢ (= 0). schlicht iiberdeckt, d. h. B()+W raumzerlegend ist.
, (Nebenbei bemerkt mufl das aus Stet1gke1t<grunden auch fiir =0 gelten.)
‘Aus diesem’ Resultat -folgt auch -daf der Modul () notwendlg ein
Punktgitter sein. mu8f. - .
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. Um endlich' den Beweis von. Hilfssatz I zu gewinnen, nehmen wir
an, daB Satz 1b fiir das betraclitete @ falsch ist, d. h. daB P kein e
enthdlt. Wegen- der Annahme folgt aus Stetigkeitsgriinden, daB es ein
rationales ¢ gibt, wofiir P(f) ebenfalls kein e; enthilt. Da nun $(t)+ B
raumzerlegend ist, so muB wegen der Voraussetzung des Satzes 1b
P(¢) nichtrational sein, -und dann 146t sich das Verfahren mit 3, = ()
statt P8 wiederholen.- Es bestand aber dieses Verfahren. darin, daB man
das irrationale ¥ in (9) durch ein passendes rationales { ersetzt hat, und
da die a, in (8) bei ]edem i einen durch endlich viele (nimilich .durch
hochstens n) Basiselemente erzeugbaren Modul bilden, so ist es Kklar,
daB man in endlich vielen Schritten. frotzdem bei einem rationalen

Punktgitter ankommen mub. Dleser Widerspruch beweist den Hilfs- = -

satz 1. R .

- § 8. Zuordnung eines endhchen Moduls zu einem rationalen
Punktgltter

Eine iiberaus w1cht1ge Wendung des Bewelsverfahrens von HAJOS‘
besteht nun darin, daf man jedem rationalen Punktgitter {8 einen end-
lichen Modul” zuordnen kann, in dem sich die (uns mteressnerenden)
Elgenschaften von P gliicklich spiegeln. Mit Beibehaltung seiner Grund-
ideen~ verfahren wir viel kiirzer und gruppieren die beziiglichen Tat-
sachen. in leichterer Zusammenstellung in den unten folgenden Hilfs-
sdtzen 2,- 3

Wir fangen es mit folgender Definition an :

Definition 4. Ist M ein endlicher Modul (=}=0) und smd
a, ..., a, solche Elemente von M da8 die

-(10) ket .. +ka, (h=0,...,6—1;¢22, i=1,...m).
alle- verschiedenen Elemente von M smd, $O nennen w1r vdle a; ein
-Ha]ossches System (fiir M).

In diesem Paragraphen bezeichne £ das (rationale - »achsenparallele“)
Punktgitter mit den n Basisvektoren

(1 =
wobei die ganzed Zahlén g,(=2) beliebig sein durfen

Hilfssatz 2. Zu jedem rationalen Parzktgztier B gibl es ein
Q0 %B) Man setze' M = Q/,
(12) : e —t + R, .
wobei dann M ein endltcher (Restklassen )Modul und aeM ist. Wetter
gelten :

Dann’ und nur dann ist das Wurfeloztter EB +§IB raumzerlegend wenn -

die « _ein Hajossches Sysiem bilden.”
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Dann und nur dann gilt e,eR, wenn e,e;=0 ist.

Hilfssatz 3. Ist M’ ein endlicher Modul mit dem Hajosschen
Elementensystem @, ..., e, und den ,zugehdrigen Zahlen“ e, .. .,e,,
gibt es einen Untermodul P von Q, wofiir der Restklassenmodul M = Q/P
isomorph zu M’ und dabei t+€]3 und o, (z_I ., ) je ein entsprechen-
des Elementenpaar ‘ist. :

- Da %} eine endllche Basis hat so lassen sich die i-ten Koordx— ’
naten seiner Punkte mit einem Generalnenner e, schreiben, wobei man
~ e,=2 annehmen darf, und so ist die elste Behauptung von Hilfssatz 2
richtig. o

Man be,zelchne mit & das Parallelotop

0§xi;,—2— - (=1,...,n).

Aus (11) folgt, daf die Paréllelotope ) - - o
(it L) ER T (=0, ..., e—1; z~_1 on)
eine Zerlegung von SIS bilden. Folglich ist EB—[—QB dann und nur dann

- raumzerlegend, wenn di¢jenigen 4§ eine Zerlegung von R, bilden, in
denen alle Elemente der Punktmengen .

. (13) itk oAb t)+B . (=0, —1; 1—1 ., 1)
" durchlduft. Andererseits ist & ein Grundparallelotop vor Q und so ist Q—]— f

- einé Zerlegung von R,. Aus beiden folgt, daf 8 4-28 dann und nur dann

raumzerlegend ist,. wenn die genannten ;-8 (dié ja alle in O+ &
gehoren) eben Q4 & ausmachen, d. h. wenn die Punktmengen (13).
paarweise fremd sind und O zur Vereinigungsmenge haben. Mit anderen
Worten heifit das, daB (13) allé verschiedenen Restklassen von (M=)
Q/P liefert. Mit der Bezeichnung (12) nimmt (13) die Form (10).an,
und so ist die Rlchhgkelt der zwexten Behauptung im Hilfssatz 2 be-
statigt worden. :

Wegen -(11), (12) schreibt sich- e, ESB als ,6tePB, d. h -als

e;e;= 0, womit wir Hilfssatz 2 bewiesen haben.

Zum Beweis -vom Hilfssatz 3 bilde man Q homomorph auf M’ ab

so daBb man dem Element . , : :
AT (k,-:b,i],...;i:l,._..,n) :

von Q das Element’ ’ a
ae . - ket +kﬁan
von M’ zuordnet.-Man- bezeichne mit 1 den Untermodul der auf die O
abgebildetén  Elemente. Dann besteht zwxschenﬁ)/ll und M’ eine Iso-
morphie, wobei t, 411 und e; einander entsprechen (i=1,...,n). Aus
der Endhchkext von M’ folgt auch, daB U ein (ratlonales) Punktgltter' '
P ist, womit wir Hxlfssatz 3 bewiesen haben

so .
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§ 9. Satz 1c von Haiés iiber die endlichen Abelschen Gruppen,

Aus den Hilfssitzen 1, 2, 3 wird leicht eine weitere dquivalente
Form der Sitze 1, la, 1b entstehen, wobei-es sich nur noch um einen
endlichen Modul handeln wird. Das werden wir den Satz von HajOs
nennen,_der ihn aufgestellt und bewiesen hat; und diesen spdter -unten
‘(multiplikativ geschrieben) mit ;,Satz 1c* bezeichnen. Da nun Satz Ic
insbesondere mit Satz 1 dquivalent ist, so wollen- wir, schon im voraus
betonen, wie das interessant sei, daf sich die im Satz | ausgedriickte
Struktureigenschaft des unendlichen Moduls R, einer ebenfalls struktu-
rellen Eingenschaft aller endlichen ‘Moduln (Abelschen Gruppen) gleich-
kommt. Als eine zweite grofe Uberraschung des ganzen Fragenkomp-
. lexes bleibt noch ubng, daB sich -auch" dieser scheinbar emfache (,, nd-
liche“) Satz 1c fiir sehr tiefliegend erwies.

Wir zeigen, daf Satz 1b mit folgender Behauptung A aquwalent :
ist (dieses A wird in multlpllkatwer Form eben-der Satz Ic von Ha]os
s. unten).’ S

_ A. Sind die ‘ . : .
4 head...dke,  (G=0,..., &—176=2;i=1,...,1)

_ alle verschiedenen Elemente eines - end/tchen Moduls M, so gzbt es ein .
oa; mlt e,aq,=0. o : )

Bemerkun g Wegen der Voraussetzung gilt ke, &0 (k =1,.
e,—1), und so bedeutet 6.2, = 0% dasselbe wie ,a; hat die Ordnung er.
Nehmen wir zuerstan, daB A richtig ist. Dann folgt aus Hilfssatz 2 sofort
~ die Richtigkeit von Satz 1b fiir jedes rationale Punktgltter %, also wegen
Hilfssatz 1 auch allgemem

Nehmen wir umgekehrt an, " daB A falsch 1st Dann gnbt es einen
_endlichen Modul M’, fiir den die Voraussetzung von A (mit M’ statt M)
erfiillt ist, und e;e; 5= 0 (1_1 .,n) gilt. Nach ‘Hilfssatz 3 bestimme

" .man ein rationales Punktaltter SE (CQ) so dal M= D/SB und M

isomorph sind und dabei t,+ P und e, (i= ., n) einander entsprechen.
- Hiernach iibertrdgt sich das vorige auf M-——'D/‘B so: Die f,--% bilden
.-ein Hajossches System (ftir M) und jedés et - P=e,-- P ist von der
Hauptklasse P verschieden (i=1, ..., n). Wegen Hilfssatz 2 148t sich statt
dieses sagen: P+ W ist raumzerlegend und kein ¢ liegtin P (i=1,...,n).
Dies besagt, daf Satz 1b falsch ist, womit wir dxe Aquxvalenz von Satz
1b und A bewiesen haben.

Um nunmehr A gleich eine elegante multlpllkatlve Form zu geben
(die sich auch-dem ‘Beweis gut anpaﬁt) verembaren wir uns in den
folgenden.

Bezelchne G eine” (mu]tnphkatwe) endllche Abelsche Gruppe mit



. Untergruppe von G sein darf.

)

- ‘Satz vom Minkowski—Hajés. . » B

dem Einselement 1. Es werde stets G 41 angenommen. Kleine gne-~
chische Buchstaben bezeichnen Elemente von G.- - -
O(x) bezeichne die Ordnung von x, wobei x ein Element oder eine

s

A Einen Komplex von der spe21ellen Form - : :
(15" . . lel=1,q, , et (O(a)>e>2)' : -’

nennen wir ein (e gllednges) Slmplex Dabei sind also die Elemente
1,..., a7 stets verschieden (insbesondere muf « + 1 sein). Es. ist klar,

daﬁ das Simplex (15) dann und nur dann eine Gruppe ist, wenn O(a)=¢e
gllt Einfachheitshalber schreiben wir auch- [] fiir- [e],, wenn aber zwei
[«], [ﬁ’] nebeneinander verwendet werden, so soll das kemeswegs bedeuten

-daf§ die Ghederzahlen gleich sind. ’

Schreibt man nun (14) multiplikativ, so entsteht offenbar das Produkt -

. -~ der Komplexe [e]=][a].. Folglich lautét nach A und der diesem angé- *

fiigten . ,Bemerkung“ der schon oben angekiindigte, mit Satz 1b aqux-'
valente gruppentheoretische Satz von Hajés so:

‘Satz lc. Gilt fur eine endliche Abelsche Gruppe G eme ,,St/n
plexzerlegung“ '

e - G=[a]...[a)

" so ist einer der- Fakforen eine Gruppe (Man henne (16) vauch eine

Hajéssche Zerlegung:) -

‘Zusatz. Aus der Annahme folgt sogar, daﬁ bez passender Nume—- '
rierung der a,, . . ., a, die Ordung der durch die a,, . . ., @, erzeugien Gruppe -
g_leich e...elist (t= 1,..., n) wobei e, die Gltederzahl von [a] bezeichnet.

' Bemerkung Dlese ,,scharfe“ Form von Satz 1c-1dft sich.tri-

" vial umkehren. Der Zusatz (von Satz 1¢)lieBe sich sehr leicht beweisen,

wir niehmen aber ‘davon Abstand, weil wir uns, mit ihm .in einer ande-.
ren Arbeit ausfiihrlich beschaftigen werden wobei unter anderem eme
weitere Verscharfung“ von -Safz- 1¢ entstehen w1rd '
Ich verweise wieder auf meine Arbe1t4), deren emznger Inhalt der.
Bewels von Satz 1c ist, womit sich dann auch der Beweis der Satze
, 1a, 1b schheﬁen wird. : ‘

- (Eingegdrigen am 10. Nq‘verﬁbéf 1948)



Uber den Mischalgorithmus- der Mxttelwerte. ,'

Von STEFAN FENYO in Budapest

-~

1. . M(x,, - . . X,).. ist ein Mittelwer't.‘ (oder"_eine . Mittelwertfunktion,'v -

kurz ein Mittel), definiert im Bereich a<x=<b (i=1,2, .. .,‘ 1), wenn
er den folgenden Bedingungen geniigt:

a) M(xl,.. , X;) ist stetig und streng monaton in samthchen Va-
‘riabeln, d: h. es ist_ S ,
lM(x,,...,.xk_l,gk, xk+1, x ) M(xl) , X )l<£ fa”S iE —-Xk|<6

und , L.
M(x,,..ﬁ,x,,_l,E,;,x,,;l,'...',x,_,)<M(x1,...,x,,,.,l,x,,)‘falls :E,,<x,, o
' S ' A k=1,2:..,n);
b) M(x,x,...,x)=Xx; - R
. ¢)-M ist symmetnsch in- seinen Vanabeln
d) minx,<M(xy, ..., %) <maxXx. .

Im folgenden soll die Existenz -der partlellen Ableltungen erster ’
und zweiter Ordnung vorausgesetzt werden. T

Ein Mittelwert wird . quasiarithmetisch genannt, falls eine stetlge
und monotone Funktlon @(x)- existiert, so daf die Beznehung

M(x x )_____ Q)—l gD(xl)'}'- "+@(xn) ’c,l
13 o0y Aa) . -~ n - K

ftr. simtliche Werte x, aus (a, b) zutrifft. Hier bedeutet @' die" Um- .
kehrfunktion von @(x). Diese Funktion ®(x) wird die zu dem Mittel
M gehorige K-N (KOLMOGOROFF—NAGUMO-) Funktion genannt‘).
- 2, Die Mittelwerte . L -
M("(xl,.. X,), M(z’(xl,.. ix), ... M"”(x,,.. L x.)
seien gegeben und wir- betrachten den folgenden Algonthmus wobei

- / .

. 1) A, KOLMOGOROFF, Sur-la nogion de. Ia znoyenne, Atti dell;Accademza dei

Lincei, Rendiconti, 12 (1930), pp. 388—301 ; M. Nacumo, Uber eine Klasse der Mxttel-
_werte, japanese journal of Math., 7 (1930), Pp. 71—79
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xlo;xl,'xgo—xg,..., x,,'o—x,,,- beliebige Ausgangswerte bezeicﬁnen'
'(asx,osb i=1,2,...,n): ' . -
T T Y (f{z}:'z e
'Es 1aBt sich lelcht bewelsen daf die- Grenzwerte
lim X

. koo
fiir i=1,2,.. .', n existieren alle den gleichen Wert X haben, und daB '
" die durch M(x,,..:; x )—X definierte . Funktion eine Mxttelwertfunktlon

der Variabeln xl,xg,...,x im Berelche a<x,<b. ist. Dieser Algo- .

rithmus wird als Mischalgorithmus -der Mittelwerte MO My

bezeichnet. Die durch den stchalgonthmus gewonnene Funktlon M
ist offenbar die einzige Mlttelwertfunktlon dle eine Losung der Funk—
tlonalglexchungz) . :

'(1)_M(xl,..,x) . , o : : :
M(M(”(xl,.L,.,x,,); MPG, . x);. o MPx, %),
3. Nun w1rd dle Frage gestellt' welchen Bedmg‘unge’n'dle ‘Mittel- -
" werte M® unterworfen sein miissen, damit M quaswnthmetxsch ist?
Ist M qua51ar1thmetlsch $0° gllt deflmtlonsgemaﬁ

(ORI LA S
n -

fT’[M(xl, Ch X)) =

Andererselts gxlt nach Glelchung (1)

DM DU
- _

 OM(x, .. x)] =

Wir differenzieren die Glelchung ’ .
@ oMUt +MMW—@WJ+ +wa>
beiderseits zuerst nach x,, dann nach X; (1:}=/) W1r setzen zur Ab-' .
kiirzung - .
amM¢ (xl,...,x,,')_

ox, o

62M(""(x ‘. . .,'x,, k) . 13
o) ), )= WY
0RO -

2‘1

G k=1,2,...,n)

M®x,, ..., x,,)4= M"";

ﬁg‘)(xlf DR ] xﬂ)=M£:‘)’

-2) Fiir analytiéche Mittelwerte s. G. Aumanx, Uber- d_en Mischalgorithmus - - -

analytischer Mittelwerten, Math, Zeitschrift, 39 (1935), ‘pp. 625—629. Fiir nichtanaly-
tische Mittelwerte: I. FENYG, #A,' kozépértékek . elméletérdl (Inaugural-Dissertation,
- Budapest, 1945). D Co :

o
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und gewmnen SO
Q"[M(U]M(UM(])—{- A Q;rl[M("llM(")M(ﬂ)+
| ' + @' [MUIMEL + D UM, =0,

- Es sei nun x,=x,==...=Xx,=X, dann besteht wegen?) "
. - 1-
Mi?(x,x,...,x):; .

die Relation o

3) as"(x)+n[M“’ (5 X) o MEL(x, L, D] O (X) =0,

- Wenn also die Funktion @ ex1s'uert dann soll sie der D1fferent1al-
- gleichung (3) geniigen, d. h. soll

@(x)—fexp{ nJ[M“’ .,t)+...’+M£:‘lj(t, t)]dt}d';__
o =@ A®-. e
- sein, wo R | |

@ f=epl—n M., 0dt] (k=120

..Setzen wir zur Abkﬁrzung

S E(x)—Vfl(x)fz(x) yAEN
" Da @’ () = E(x), so folgt aus (2). offenbar -
) E(M“’)M“’+E(M_‘”) MS,?+_...+E,(M‘"’)M‘"’ E(x)

tir 1=l 2,.. : - ' /
‘ - Wir behaupten “daB dle Bedmgungen '(5). zugleich hinreichend
sind dafiir, daf die Integralfunktlon @(x) von E(x) d1e K-N Funkhon

-des’ Mlttelwertes M ist. ,
- Es folgt namlich -aus (3). fiir- die Funktnon

d(x, . .., X,)= w_(M“’)+. DU — D5 ... — D),

dafl .
od C :
A L a—x—o (f—])2)t'\’:n)! )
also ist -d(xi; e x,) konstant. Setzt man . x,=x,=...=Xx,, so folgt

%) Denn aus’ MP(x,..., x) =x folgt, dab
M D FME X D) +M£’,‘,’ (x,... V=1,
: und wegen der Symmetrie st . .
MO, ..., %)= M,‘,ﬁ'.)(x,a. X
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" aus b), _daﬁ diese . Konstante gleich Null ist. Also hat man’

QM)+ .+ M) = D(x)+. . .+ D(x,).
Die quasxanthmetlsche Mlttelwertfunktlon
’ ! [— @)+ o, ))]
geniigt also der Funktlona]glelchungen (1), folgllch ist 51e glexch'
M(xy, ..., X,). ) ‘
Damit haben wir ‘unsere Behauptung bewxesen

Wir bermerken noch, daB, wenn M®,...; M™" quasmnthmetlsche' '

Mittelwerte sind, so sind die unter (3) aggegebenen Funktionen die
Ableitungen der K-N Funktionen der Mittelwerte M®, M@, ..., M™, %)
- Also ist in diesem Falle die Ableitung .der- K-N Funktion des.. Resul- °
~_tates des Mischalgorithmus, das geome'tnsché Mittel der Ableitungen
der. K-N.Funktionen der Mittelwerte M“) ., M7, Wir erliielten_also
- den folgenden

Satz. Dafur -dap das Resultat des. Mischalgorithmus der Mittel-
werte M“) M2, M(") ein quaszarzthmetzsches Mittel sei, ist noz‘wendtg
-und huzrezchend daﬁ o 3 -

_ E(M“’)M "+ +E(M‘"’)M‘"> E(x)
fiir i% L,2,...,n gllt Dabet 1st

. :
E(x)=exp{ f s +M<: q(t L0jdr]

o (p,q—l 2,...5n belzebtg, pPF9)-

Zusatz Smd MY, ., M quasiarithmetische Mittelwerte, ‘sind .

weiter die Ableitungen ihrer monoton wachsenden K-N Funktionen gleich

F{(x),..., F;(x), so ist die Ableztung der K- N Funktzon von M (falls
sie exzsttert) glezc/z

v

E(x) VF’(x) F,f(x)'._:_‘ o

. 4. Wir miissen noch eine Frage klaren. Bei der Bildung der Funk-
tion E(x) betrachteten .wir die zweiten. partiellen ‘Ableitungen der ge-.
gebénen Mittelwerte nach x, und x, und wir bezéichneten mit pund ¢q
beliebige ganze Zahlen (D={=q) zwischen ‘1 und 2. Es wire nun denk-
bar, dab die $0 defmlerte Funktion E(x) nicht emdeutng ‘bestimmt iSt,

4)] ACZEL-——S'I‘ FENYO, Uber die Theorle der Mlttelwerte d:ese Acta, 11
(1948), pp. 239-=245. . :
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Dieser Fall ist mit unseren Annahmen unvertraghch Aus der Symmetne
der gegebenen Mittelwerte folgt namlich '

' M,E';’(xl,.v. x)——M”"(x Koy oo Xuy oy X,)
anferenzneren wir belderselts nach X, " (q<£p), so ergibt snch

3
,ﬁllq(x‘, cey X)) —Mim (xp, R S :g,,).

- Ist hier ,xl%x2=.;.=x =t SO nst '
'Uf)a?q(f 5 1) —Méﬁ’z,,(t )k pg= 1,2,...,n0).
Aus b) erhilt man ‘

° - ' O . l
_ . Mﬁ(:lx‘)(f)-‘- "Jt):—ﬁ_). .
" woraus sich S ' ,
ML D MO O MO D=0
erglbt Nun ist nach der vongen Feststellung ' .
| MO D= (=) MO ..ot
und éihnlich gilt ’ : ’
| ML) = =1 ML )
u:s.w. Also ist ' : o
MUt e ) = (a—= V)M (s . ., 1)

‘von i,p und ¢ unabhingig, womit unseére. Behauptung' bewiesén ist.

-5. Schlieflich betrachten wir einige typlschen Beispiele, welche" '

auf manche" mteressante Erschemungen hmwelsen ' - : -
L Es sei

M )(xnxa)——A(x,, xg)_; xl‘l'xz . MO(x,, Xz)——H(x,, %)= 2$§2 :
A und H smd quasxarlthmetlsch ihre K-N Funktlonen smd -

| Fy(x)=x und 'F,(x): —
und es gllt CoL

CF)= ﬁ(x)—l Fg(x)—fg(x)—.—xl (x)z,]/

Nun st E(A)Axl—}-E(H)HIL'———E(xl), also ist das: Resultat»..des



y Mischalgo'rithmus der Mittelwerte. " 41

-Mischalgorithmus .von A und H quasiarithmetisch; seine K-N Funk- -
tion ist - : '

D(x) = JE(x)dx—logx a

Die Umkehrfunktlon von @(x) ist e, also ist
' Jogarlogs, - -
Mt 1) =Gt x)=e ° =Jxxn
Der cesuchte Mittelwert ist -also das geometrlsche Mittel von x, und x,.

In diesem Falle waren die urspriinglich angenommenen Mittelwerte und
auch des Resultat quasmnthmetlsch -

II. Es sei
C2X,%y

1—|-X2’

L0 - . . 2.'_ . .
M (5 3) = H(s, 30) — MO (e, 1) = K, %) = 215
. . S X, - Xy

. Hier 1st

i _fl(x') —_—;5; fo(x) =exp [—4J Kxxxg(t,:.:,t) dt]=_x2; E(x)=——1/%.x2‘= l..
Also gilt . - ' SR ' S

Coxrc o ax2 Lo
2 == =1=E(x).
oty T T gmy, T B

Das. mit . dem Mlschalgorlthmus ‘gewonnene - Mittel - ist also auch
,quasmnthmetlsch und zwar ‘ist es’eben das anthmetnsche Mlttel von

X, und. X;. Denn es 1st

E(H)Hxl—}—E(K) le _

Xy X
20 7
Das merkwurdxge an dlesem Beispiele 1st daB obzwar einer der
gegebenen Mittel — das antiharmonische — mcht quasmnthmetlsch ist,”
das Resultat doch quasiarithmetisch wird. . .- 7
IlI. Es kann auch vorkommen, daf obzwar keiner der gegebenen,
Mxttelwerte quasnarxthmehsch ist, das durch den Mlschalgorlthmus ge-.

(D(x) = JE(x) dx—x also M(xl, xg)—

" wonnene Mittel doch quasmnthmetlsch ist.” Z. B.

ilx—;—gx_ll_-—i_—iﬂ M(Z)(xli xﬁ) - xli§2 ) M(xU x?) l: Vxl xZ'

IV. Als letztes Belsplel zeigen wir die Umkehrung dleser letzten,
Behauptung. Das durch den Mnschalgonthmus gewonnene Mittel kann
namlich auch ein mchtquasmnthmetxsches seif, selbst werin dle Aus- -
gangsmlttel quasiarithmetisch sind. Z. B -

m(-xu Xy)=

X X ’ )
M(I')(xl’xﬂ)=,*4-(xux2)~ ‘+ 2, M‘z’(xl,xs)——G(xI,xa)—Vﬁ;
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Dann ist f,'(x)=1,f2(x)=—;c—, E(x)=—l—, und

Vx

V2 1 1 X,
EA)A,+E(G)G,, = e =
. ( ) Vx, 4+ x 2 ]}R 2Vx2

_ist von x, nicht unabhdngig, also ist das aus A und G gewonnene

Mittel nicht quasiarithmetisch. Da -aber -dieser Mittelwert eben das

Gaussische Medium arithmetico-geometricum ist, so erkennen wir die

- bekannte interessante Tatsache, das dieses wichtige Mittel nicht quasiarith-
metisch ist. : T

(Eingegangen am 21. januar 1948.)
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The extensmn of the notlon “relahvely pnme” "

By LADISLAS FUCHs in Budapest

1. Introduction. The 'coﬁc‘ept of relatively 'prime ideals has‘ for
. its origin E. Noether’s fundamental work “Ideaitheorie in’Ringberei- -

chen”!). Since that time another definition has been given by W. KRULL
in his classical paper “Idealtheone in ngen ohne Endlichkeitsbedin-
gung”?). Krull’s definition always coincides with ‘Noether’s for elements,
but not necessarily for arbitrary 1deals ‘however in rings with maximal
condition the two definitions are equivalent.

In a-previous paper’) I have made an extension of the Noethenan‘
‘notion - “relatively prime”. to the concept of “relatively primary”. In the
present note | defme this concept on the basis..of Krull’s definition’ of

“relatively prime” and I shall. show then that the results which were .

proved in my. cited - paper merely for rings 'wi‘th' maximal condition,
- may be proved for the most general rings in a much more, 51mphf1ed
form. The method is based upon_ the fundamental concept of. isclated

«'prlmary component -which will occupy an -important position in our

present. subject. With the aid of thé new defmltlon and - formulation -

one may easily define even the kernel of an ideal.

Our primary aim.here is to- contmue to develop this part of ideal-

theory by presenting and discussing a new concept, called “almost
relatively prime”, being a- specialization of the notion “relatively pr_i-
mary”, but still remaining a proper géneralization of the notion “‘r

latively prime’ “An’ mterestmg result is theorem 4 which ‘presents in-

1) Math. Annalen 83.(1921), pp. 24— 66

2) Math. Annalen, 101 (1929), pp. 729744, Most of our fundamental concepts
are here defined: p is a minimal prime ideal of a, if p, but no proper_prime mul-
tiple of p divides a; p* is a maximal prime ideal of a if p* contains no element
prime to a but each proper divisor of p* contains at least one. The isolated primary
component 1)‘of a associated with a minimal prime ideal p consists of all elements
whose product with a properly chosen ‘element not belonging to p lies in a. The

kernel f of.a is the intersection of all isolated primary components of a. The ra-. -

dicai © consists of aii elements. of whlch a power belongs to a.

- %) On relatively - ‘primary 1deals, Det Kgl. Norske Videnskabers Selskabs For-
) handlmger 20 (1947), pp. 25—28. 1-have given a far-reachmg extension.in my paper :
Further generahzatlon of the notion of relatively prime 1dea]s, BuII Calcutta Math
Soczety, 39 (1947), pp. 143«—146 :

’

\
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~ formation about the case when for an ideal -a, the concepts “prime
to o and “almost prime to o” are equivalent. In rings where no ideal
has an infinite number of minimal prime ideals, one may characterize
the quasi-primary ideals?) with the help of the new concepts in two
different ways, and in-addition, in rings with maximal condition one
is able. to define the quasi- pnmary ideals as well as the pnmary ideals
by a negative property.

The main interest of these . last ‘characterizations lies in the fact -
that they are relative ones, .concerning one ideal relatively to another:

2, The mnotion “relauvely primary”. We shall say that & is
relatively prtmary fo o) if bc€a implies - c€r where r denotes the ra-
dical of a; further, b is called prlmary to a if b contains at least one
element prlmary to a. '

Theorem 1. bis prtmary fo a zf and only if tt belongs to no -
isolated primary component of a.

If .no isolated - primary component of a contams b then bec€a
implies that ¢”must belong -to-all mrinimal prlme ideals assoc1ated with
q,-that is®), c€r. Conversely, if b is primary to a,and & would, belong
to the isolated primary component y associated with the minimal prime
ideal -p, then we could find an element ¢ not in p such' that bc€a.
Hence we should get ¢€r, a contradiction to ceyp. :

X 3. A new definition of the kernel. Theorem, 1 asserts ‘that if
“two ideals have the same isolated primary components, then the same’
.elements are primary.to them. As KRULL .has: .proved”), the isolated
primary components of the kemel of a coincide with those of q, there-
~ fore, the same’ elements are primary to an. ideal a and to its kernel £
The kernel of a is clearly thé maximal ideal with this property, hence
the kernel may be defined as follows:
" Theorem 2. The kernel of a is the maxzmal ideal to whtdz the
same elements are primary as to a. Coe
4. The notion ‘almost relatively pnme”. We. say that b is
" almost -relatively prime to a if b is prime to the.radical.y of a, that is, ~
if-beer implies c€r. We call the ideal b almost prime to a if it con-
tams at least one element dimost prxme to a.

- 4) The quasi-primary 1deals are defined in my paper “On quas1 primary
.1deals” these Acta, 11 (1947), pp. 174—183. An ideal q is quasi-primary if ab€q
implies that some- power of a or of b belongs to q An equivalent dehmtlon is that
‘its radical is ‘a prime ideal.

5) For the sake of brevity, when there is no rnsk of amblgulty, the term

“relatively” will be neglected.

8y The radical is the mtersectlon of alt mmlmal pnme 1deals of a; cf Krull’s
cited paper 2). : _ ) . - . .
7) Loc. cnt 9, Satz 8 ) ’ o DU
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_ If b is prime to a, then so.is d" too,. consequently, bCEl or
b"c"€a implies.c"€a, c€r. Thus the notion “almost prlme to o’ may
be regarded as an extension of, the notion “prime to a”. The extension
is in general a proper one, for in the po]ynomxa] domam of x and y
with rational coefficients, b=x%--xy is almost prime - to the .quasi- .
primary ideal q—(x-y,y ) with the radlcal (y) but b is not. prime to o
- g, namely, by€q without yeq. =~ = .
5. The connection between the fwo notions. It is of some
1nterest to exhibit the connectlon between the two concepts “pnmary )
to ¢” and “almost prime to . ~ . - - '
, Theorem- 3. bis almost prtme fo a zf and only if each power - -
~of bis przmary foa. .
_ If all powers 4" are- prxmary ‘toa, then beer, _or; _what is the
same, b°c’€a implies that ¢"€r, cer in accordance with the hypothesis.

On the other hand, if & is almost prime to a, and if b'c€q, then bc€r ~

and hence, by hypothesis, we may conclude that c€r, q. e. d. _

We now prove an’ interesting fact: b is aimost prime to « if and
only if the -radical 5 of b is prime to the rad1ca1 r.of a. Indeed, if b
contains an element. prime to r, then the ‘same ‘holds for s a fortlon
-and if b€g is prime to 1, then so is b"€b-too.

6. Ideals for 'which “prime to” and ‘“almost prime to” are
,equlvalent From theorems 1and 3 itis evident that. b is- almosl prime. "
to a if and only if it belongs to no minimal prime ideal of o. Hence it
is clear that & is prime to or only almost -prime to a according as b
belongs to no maximal prme ideal associated' with a or only to no
minimal one. = - - o '

If we were merely consxdermg rmgs in ‘which. every prlme ideal
is divisorless, i. e., has no proper- divisor other than the unit ideal,
the maximal and minimal ,prime ideals associated with a would coincide,
'consequently, there would be no difference between the- concepts “prxme' B
- to a” and ‘““almost prime to a” '

But even in most general rmgs there .are. 1deals for whxch these
two concepts “coincide :

Theorem 4. All elements almost’ prime to a are przme to a tf a
is identical to"its kernel. : : '
I E denotes the kernel of a, then a——f xmphes that each element
' contamed in no minimal prime ideal must be prlme to all 1solated ’
~ primary components and so necessarlly to a. S
"In -particular, when a i§ a quasi- pnmary ‘ideal, we'get' from
theorem 4 a necessary condition that.a quasi-primary ideal q be pri-
mary, viz. that -each element almost prime to it be prime to it. =~ .-
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7 Two fheorems on quasr-pnmary ideals. In this_section let
.us confine our discassions to rings in which every ideal possesses only
- a finite number of minimal prime ideals and so only a finite number
of isolated primary components. In such rings we may characterize the
- quasi-primary ideals by -the following two theorems®).

Theorem 5. q is a quasi-primary ideal if-and only if the ele-
ments not primary to it form an ideal. This ideal is then the unique
primary component v of q. ' _

* On account of theorem 1, we have only to prove that if q has
more than one isolated primary component, '1)1, c.u b (k>1), then the
elements which -are not primary to q cannot form an ideal. Let q;
(j=1,...,k) be such an element of a,=wn,n...NY,,,0Ysan...00,
which ‘does not. belong to y;. Such an gq, necescarrly exists, for ;o, asso- -
ciated with y; divides y; but not q;. Now a=aua,4+...4a, is primary
to g, since each term a, except a; belongs. to y,, consequently, a be- '
longs to.no isolated primary component of q. Hence ‘it follows that q
is either quasi-primary or fails to possess the stated property.

The other -theorem on quasi-primary ideals reads as follows.

Theorem 6. q issquasi-primary if and only if the elements not
almos!t prime fo q form an ideal, namely, -its prime radical. )

If g with the stated property had more than one minimal prime
ideal, v, ...,p, (k>1), then-we could choose a; in p,n...np;_;n
NP4 N...0 P, but not in p,. Now a=a,4...Fa, must be almost
prime to g, for a belongs to no minimal prime ideal p;:

8. A negative characterization of quasi-primary ideals, Now
we impose a further restriction on the ring: henceforth we shall limit .
our discussions to rings with maximal condition.

An ideal that cannot be represented as the mtersectron of certain
of its proper divisors almost prime to each other is called almost-prime-
mdecomposable This definition enables us to formulate a condition for
quasi- primary ideals, one whrch ylelds a negatlve characterrzatron of

~ quasi-primary ideals.

Theorem 7. The necessary and sufficient condttlon that an tdeal '
be almost—przme-mdecomposable is that tt be quasz-przmary")

8) It is an open questron whether theorems 5 and 6 are valid ‘in rmgs w1thout
any condition or not.

9) That a quasi-primary ideal has always the stated property is a fact whrch
is true in general and is seen from the first part of the proof. We can however
assert nothing about the converse when the ring does not satisfy the maximal con-
dition. But, at any rate, the almost-prime- mdecomposable ideals may be regarded

as a common generalrzatron of quasi-primary and of irreducible 1deals :
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If g=¢n...n¢, is'a quasi-primary ideal; under p as pnme rad1cal
then at Jeast one of ¢, say ¢;, must have p for its radical’®). The radical
1; of ¢, divides p and so it divides ¢, consequently, ¢, is not prime
to. t,, ¢; is not almost. prime to q,.

On the- other hand, if q is not quasi-primary, then it may .be
represented as the shortest intersection’of a finite set of quasi-primary
ideals, =0, n...nq (k> 1) with the prime radicals p,, ..., p, respect-
ively. Since no quasi-primary ideal is here divided by a prime ideal .

p. with the trivial exception of its own radical, the quasi-primary ideals
q; are almost prime te each other. ThlS completes the proof.

9. A negative characterization of primary ideals, ‘We now -
deal with' the problem as to which-ideals possess the property to have
. no representation -where at- least one of two irredundant components!?)
is almost prime to the othér. These ideals will be called semi-almos!-
prime-indecomposable ideals. ' We now proceed to prove .

Theorem 8. An idea! 1° semr-almost—przme-mderomposab/e if and

only if it is primary'?). - : I

First we prove the necessuy If ais not- prlmary, then in a shortest :
primary decomposmon of aq, a=1,n...0n1,, the asseciated prime ideals
are different, and therefore at least one of two rad1cals is- prime to the
other. : : : '
- To prove’ the sufficiency, it is plainly enough to show that if Y
is primary with p as associated pfime . ideal, then in y=c¢n...n¢
‘each component has either the radical p or may be simply’ omrtted
‘Indeed, replacing each ¢; by one of its shottest primary representatlons ;

we have: presented y as the intersection of a finite number of primary: -~

ideals, and we know that here the primary components associated w1th'
- a prime ideal different from p must be redundant®?).. :
10. A remark. The method used to prove the last theorem may
,uccessfully be applied to the mvest1gat1on of those ideals which.cannot
be resolved into components, any two of which have the property that
at least one of them is prime to. the other. In this case not only .the
proof but also the enuntlatlon remains the same, notwrthstandmg that
~ “almost prime to «” is a more general notion than “prime to a”. :

.~

(Recezved May 29, 1948. )

) 10) Frin- .nYe==p is prime, then T...7%Cyp 1mphes that p dwrdes and
50 equals one of r.. o

. 1) The irredundance is a .cqu.rement which is not omisgible, for in the

* contrary, the prime ideal (x) = (x) n (x, y) would be semr-almost—pnme decomposablel
12) Again, the sufficiency holds-even in the most general rings ; cf. footnote 9).
13) The intefsection of irredundant primary components assocrated with diffe-

rent prime ideals is never. pnmary' See e. g. B L. VAN DER WAERDEN, Moderne

Algebra, vol, 2 (2nd ed., Berlin, 1940), p. 32. .



Sur les. fonctions. internes, .non-monotones.
- Par Akos CSASZAR A Budapest. .

jal mtrodult dans ma’ Note précedente mtltulee ,Sur une classe
des fonctions non mesurables“ [l] la notlon de fonction znteme se]on
. la définition ‘suivante: .
La fonctlon f(x) est dlte interne dans Pintervaile (g, b) si pour
) A<x<y<b
on a

min [ () f(v)lsf("” < maxts o, 0

le signe dégahte n’étant“valable que si-f(x) =75(y).
Toute fonction, strictement monotone dans I’ mtervalle (a, ) y est
_interne; par contte, toute solutlon dlscontmue de I’équation fonctlon-
nelle

f(x+y) f(x)+f(y)

(dont lgx1stence a été -démontrée par G. HAMEL [2]) est interne sans f
étre monotone. En tout cas, les fonctions mtemes non monotones sont
_ fort singuli¢res, comme.le montrent les theoremes sulvants démontrés
» dans ma Nofe citée ci-dessus: ~ :
f(x) étant.une fonction interne, non monotone dans (a by
A) pour tout point @ (a<a<b), les ensembles E[f(x)>f(a)]
et E[f(x) <f(«)] sont partout denses dans (q, b),
B) f(x) n’est pas mesurable sur (a,6). -
- Dans larticle present je démontrerai la genérahsahon sulvante ‘de
{a proposition B): :
Théoreme. f(x) etant une fonctwn interne, non monolone dans
l mtervalle (a, b), f(x) n’est mesurable sur aucun sous-ensemble mesu-
rable de (a, b) de mesure positive. A
La démonstratlon sera basée sur la proposmon A) ‘et surle lemme
su1vant .
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- Lemme. Soit f(x) une fonction interne, non monotone dans lin-
~tervalle (a, b) etsoita < e'< f < b. Désignons par E le sous-ensemble de
" (e, B) dans_ lequel la. valeur de f (x). est située entre f(a) et f (ﬁ‘) La

mesure intérieure') de Eest alors 0.

. Démonstration. Bornons -nous pour le moment au cas ou on -
aa<a<ﬂ<2ﬂ—a<b : » .

Supposons pout fixer les idées que f(@) <f(ﬂ) et sort 51 un sous- .

* ensemble mesurable arbitraire de E, de sorte que . '

-  f@<f(<f(@) . - pour x€E,. o

‘Supposons que |E;| >0; cette supposrtron .conduira a une contradrctron
Car en désignant par 1 un -sous-intervalle ‘intérieur de (@, 8) tel que.
’|Elll >0 et par E; I'ensemble symétrique & E,— E, par rapport au
point 3, E; appartlent encore a l’mtervalle (a,b) et on a -

_ FO>F®) pour x€E;.
Deargnons Jpar- {,49} une suite-de nombres fels que

f(/é’)<f(a) et §,>8 pour n->oo;

une telle suite existe en vertu de la’ proposition A) ‘Soit E le symétrrque
" de E, par rapport au pomt p’ On a alors pour tout entrer n suffrsam- .
ment gtand - : ;

f(X) <f( )<f(a) pour xEE"
Mars on vort aisément que- les proposrtrons )
X€E, et x+2(8,— /S‘)EE

.sont equrvalentes de sorte- que E; se produit-de Eo par une translation
infiniment pehte De I résulte en vertu d’un théoreme de M. H. STEIN- »
HAUS?) -que : : :

- EyEY =]=O pour. 7 suffrsamment grand
Mais Cest rmpossrble puisque =

j{63) <f(a) pour - xEE et'f(x) > f(a) - pour X'E 52 '

de’ sorte que les ensembies E2 et E4 ne. peuvent pas. avorr des pomts
en commun.
Dans le cas genéral -on chorsrra les nombres a, de sorte qu 1ls
satrstassent aux inégalités
28-=b< e < et f(a) <f(a),
2a,—b < o <20,—B et fa)>f(6), -
2e,—b< a3 <2a—f et f(a) <f(a) :
1) Nous appelons la mesure intérieure d'un’ ensemble E. Ta borne supeneure _
" de la. mesure. des sous- ensembles mesurables de E.
2) Vorr {3], une demonstratron directe est esqmssee dans [4]
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etc., ]usqua ce que pour n=r—1 on ait
a<a, < FE,
on choisira’ enfin un npmbre «, tel que

a<a <o < I ot 1) > 14);

- la pOSSlblhlé de ces choix étant garantie par la proposition ‘A). On
emploiera ensulte ‘la- partie déja établie du lemme aux intervalles
e, B) (az,al) (e, @), (@,@,) ‘qui -satisfont évidemmient a la
. rastriction que’ nous avons faite au commencement ‘

Pour démontrer le théoréme, supposons que f(x) soit mesurable
SUr ‘un .sous- -ensemble .mesurable E “de (a, b) et que |E|>0 Selon un
théoreme connu de N. LUsIN, F(x) est alors continue sur un ensemble .
mesurable E, CE, [E|>0 Soit @ un pomt de densnte de El et soient

d<e<e 'f(a;)<f(a) S
: a<B<b - fBY>](o). . :
. De51gnons par ‘/ Uidtervalle (¢, 8).* Tout point xEE assez voisin de‘e
~ .appartient a- ’ensemble /. E[f(al) <f(x) <f{(8,)], de sorte que celui-ci
~ 4 une mesure.- intérieure positive,’ en contradiction, avec le lemme, -en
vertu duquel la mesure mterleure de 1 ensemble I E[f(p’l) <f(x) <flew)]
_est nuile. - .
‘ Corollaire. (x) étant une fonction mterne, non monotone dans
Lintervalle (a, b), [ (x€ /zes! approxzmatzvement contmue en aucun pomt:
de cet mterval[e : : '
Ouvrages cités: -
, [1] A CsiszAr, Sur une classe des fonctlons non mesurables Fundamenta
Math., sous presse. '
- 2] G. Hamer, Eine Bas:s aller Zahlen und die unstetlgen Losungen der
’ Funktlonalglelchung fx+n=fx+f (y), Math. Annalen, 60 (1905), pp. 459 462,
en particulier p. 462.
{3] H. StemnsAUSs, Sur les distances des pomts des ensembles de mesure

" positive,- Fundamenta Math., 1 (1920), pp. 93—104.
[4] A. Zye,mumu Trlgonometrtcal series, (Warszawa Lwow, 1935), p._143.

(Regu. le 10 Septembre 1948)
\ . : R



Dne Abelschen Gruppen ohne engenthche
Homomorphlsmen. o

Voq L. S,ZELP_AL‘ in Szeged.

~ Im folgenden bestimmen - wir -alle- Abélschen Gruppen!) @, .die" f
keine eigentlichen homomorp'hen Abblldungen gestatten d. h folgende
Exg\.ns\.haf‘ E, haben:

-E.: Jedes howomorphe Bild U#{O} 2) von .G tst zsomorph 2u .
v Dlese Bedingung ist offenbar gle1c11wert1g damit, daB jede Faktor—
gruppe (it mehr als einem Element)-von @ isomorph zu @ ist.

Fiir endliche . (nicht . notwendig kommutatlve) Gruppen ® ist E,
-'aquwalent mit der Einfachheit von &: Daher kann eine Gruppe @ von
der Elgenschaft E1 auch. halbemfach“ genannt werden o

"Unter den: endhchen ‘Abelschen Gruppen sind bekanntlich nur die
(zyklischen) Gruppen 3(p) vor - Prxmzahlordnung P einfach, . also atich
‘halbeinfach. Dage,qen gibt es unter den unendlicher” Abelschen Gruppen
auch halbeinfache Gruppen,-.cie nicht’ einfach sind. ‘Ein Beispiel fur
_ eine solche” Gruppe liefert die multiplikative. Gruppe samtlicher p-ter,’

o p- ter, p3-ter, . komplexe1 Einheitswurzeln (p Primzahl), dié-offenbar
Aauch als dxe durch die Elemente Ay, Ay, A, .. von dex Eigénschgft-
(]) o Alz‘:o pA =0, pAz—An pAs—‘Az;--- .

erzeuate (addmve) Abelschie Gruppe.definiert werden kann. Dxese Gruppe
"bezelchnen wir mlt S(p )3) Man sieht unmlttelbar daf die Gruppe

1) Dlese schrelben wir addmv - o - ’
‘ 2) {'} bezeichnet die durch die emgeklammerten Elemente erzeugte Gruppe.
Insbesondere soll {0} d1e aus dem Nullelement allein béstehende ‘Gruppe bezeichnen.
'8) Diese Bezelchnung rechtfertlgt sich duich folgende interessante Eigenschaft: -
" ‘von 8(p ), die Herr Prof. L. REper bemerkt hat: B3(p%) ist dze einzige Abelsche
Gruappe, die, aber keine echfe Untergruppe von inr, aile- zykllschen (;ruppen 3¢ p°) der
Ordnung pﬂ (e==1,2,3;...) als Untergruppen enthdlt. (Es ist. keineswegs trivial,
~ daB die Gruppe 3%y auch in dieser Weise definiert werden kann, denn es gxbt
Abelsche Gruppen, z. B. die unendliche _direkte Summe 3(p)-r—3(p9)—|—8(p3)+
die alle 3( ) enthalten ohne auch 8(p°°) zu enthalten) Die Richtigkeit -der. Be-
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3(p”) die Eigenschaft E, hat, denn die echten Untergruppen dieser
~Gruppe sind mit den zyklischen Gruppen {A,} von der Ordnung p”
n=1,23,..) erschopft und es gilt-3(p%)/{A.} 2 3(p°). ,

Nun zeigen wir, daf die angegebenen Beispiele schon alle halb-
einfache Abelschen Gruppen sind. Es gilt namlich der

Satz: 3(p) und 3(p°) (p=2,3, 5 7 .) sind -alle Abelschen
Gruppen von der Etgensclzaft E,.
- Diesen Satz werden wir sehr einfach, mlt Hilfe des foigenden
Satzes von BAERY) beweisen: Gilt fiir die Untergruppe  einer Abelschen
Gruppe & die Gleichung n9==9 mit jeder natiirlichen Zahl n, so. ist
.9 ein’ direkter Summand von &. Nach diesem Satz ist 3(p”) ein direkter
Summand von ®, falls.3(p") €@ gilt. Es ist namlich: n3(p*)=23(p").
Die Richtigkeit dieser Gleichung ist nach (1) fiir n= p® klar. Da alle Ele-
“mente von 3(p”) von p-Potenzordnung sind, so.ist auch m3(p”) =3(p") "
mit p A m offenbar richtig. Fiir ein ‘beliebiges n=p°m,_ (p*m) folgt

hieraus in der Tat: n8(p~ )—mp 3(p°‘)——m3(p )—S(p ).

Sei nun @ eine Abelsche Gruppe mit der Eigenschaft E,. ' Belm ,
“Beweis des Satzes unterscheiden wir folgende zwei Félle: o
. Erster Fall: Es gebe eine " natiirliche Zah! -n mit n®=+®. Dann -

.gibt es offenbar :auch eine Primzahl p mit der Eigenschaft p@==®. In
diesem Fall hat die Faktorgruppe ®/p® mehr als ein Element, folglich”
“muf sie isomorph zu & sein. Da.aber in der- Faktorgruppe ®/pG alle -

Elemente #%0 von der Ordnung p’sind, so zerfallt ® in die direkte.
Summe von Gruppen 3(p). Es kann aber nicht ® = 3(p)+ &, & +{0}
sein,. denn ‘daraus folgte &~ 3(p) im Widerspruch mit der voraus- -
. _gesetzten Eigenschaft E,. Folglich erhalten wir in diesem Fall: & = 3(p).
Zweiter- Fall: Es gelfe fiir alle n die Gleichung n®— . Sex F
die. Untergruppe von & bestehénd aus samtlichen Element endhcher
Ordnung. Zuerst ze1gen wir, daff F=1{0} ist. Wiirde namllch & aus
lauter Elementen von unendhcher Ordnung bestehen so folgte fiir ein
Element B0 aus (CRN . S

G~® {23}

merkung vori REDEI laBt sich nach einer freundhchen mundllchen Mlttenlung vonHerrn T
SzELE so zeigen: Enthilt die Abelsche Gruppe ® simtliche Gruppen B3p)e=123,..),
- so gilt dasselbe. offenbar -auch fiir die Untergruppe p® (bestehend ~aus alleri Ele-
- menten pX mit X e ®). Ist auBerdem-noch & eine minimale, Gruppe .dieser Elgen- .
schaft, so muB p® =6 gelten. Das besagt aber, dal jedes Element von ® in der
" Form PX (X €@) erscheint. ‘Folglich 1458t sich eine ‘Folge Ay, As, As,... von Ele-
menten in ©. bestimmen, die die Eigenschaft (1) hat.- Wieder wegen der Miriimal-
eigenschaft von & muB "dann @& mlt der~ Untergruppe {AI,A&),A3, . }_B(p“)
iibereinstimmen, w. z..b. w. ‘
T *’4) R. BAER, The subgroup of the-elements of finite order of an abehan group,-
Annals of Math 37 (1936), S. 766 —1781 (Theorem 1.1, S. 766)
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was ein Wlderspruch mxt E, ist; denn” @/{ZB} hat ein Element 2-ter -
Ordnung, mithin "kann diese Gruppe nicht isomorph zu @& sein. Nun °
* folgt aus der Eigenschaft n@—=® auch nF—=g fiir alle n.. Denn
n® =@ besagt, dab jede Gleichung nX=G€® in ® eine Losung X
hat: Fiir ein. GE%S muﬁ diese. Losung X auch in.§ liegen, so daB -
“n§—=F gilt. - Sei nun A; ein Element von Primzahlordning p aus §.-
‘Dann folgt aus. pF=g die Existenz einef Foige von Elementen A,,
Az, . .. in§ mitder Elgenschaft(l) Diese Elemente erzeugen eine Unter-
. gruppe 8(p ) von § d. h.-auch von @, die- nach- obxgem ein direkter
" Summand Von @ ist. In & =3(p®)+G" mub aber nach E, der Sum-
mand & (wie oben) verschwmden womit & =3(p”) also auch der.
Satz bew1esen ist. : S : "

To

(Eingegengen am'.29.. Oktober 1948) - >'
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Die Abelschen Gruppen ohne eigenthche :
‘ Endomorphlsmen. :

Von T SZELE in Debrecen (Ungarn)

In der v‘orangeh_enden Arbeit von Herrn l'.. SZELPAL‘) wurden alle
- Abelschen Gruppen bestimmt, die keine eigentlichen homomorphen Ab-
bildungen gestatten Ein analoges- Problem ist, sdmtliche Abelsche
Gruppen®) & zu bestimmen, die keine eigentlichen Endomorphismen
“(d. h, homomorphe Abbildungen in sich) gestatten d1e also folgende A
Elgenschaft E, haben: h

E,: Jeder vom szlloperator verschledene Ena’omorplusmus von G
1st ein Automorphismus. ' -
: Unter den endlichen - Abelschen Gruppen sind offenbar nur. die

Gruppen 3(p) . der Ordnung. p (= Primzahl) ven -dieser Eigenschaft.
(Ich spreche iibrigens . die Vermutung aus, dafi die Eigenschaft E, fur -
endliche Gruppen mit der Emfachhent gleichwertig ist®):)

Ein Beispiel fiir eine ‘unendliche -Abelsche Gruppe, die nicht ein--
fach, aber von der Eigenschaft E, .ist, wird durch die additive Gruppe
- Rt samthcher rationaler Zahlen angegeben Man swht namlich unmittel-
‘bar, dab die ,multiplikativen® Endomorphismen von $* (die also jedes
Element auf sein r-faches abbilden, wobei r eine feste rationale Zahl
bezeictinet) alle Endomorphismen erschopfen. Wir beweisen den folgenden

Satz: 3(p) und R* sind alle Abelschen Gruppen von der Elgen-
’ sclzaft E,.

HIL SZELPAL, ‘Die Abelschen Gruppen ohne elgenthche Homomorphlsmen,
diese Acta, 12 (1949), S. 51—53. .
?) Diese schreiben wir additiv.
8) Aus der Einfachheit von ® folgt offenbar E,. Dle Moghchkext der Umthrung
macht die folgende Uber]egung sehr wahrscheinlich. Ist -eine endliche Gruppe &
nicht-einfach, fillt sie sogar mit ihrer "'Kommutatorgruppe nicht zusammen, so gilt

auch E, nicht fiir ®. Denn ® hat dann einen Normaiteiler von einem Primzahlindex . -

p und zugléich auch eine Untergruppe der Ordnung p, worauf sich & homomorph
abbilden 146t. Folghch kann : die obige Vermutung nur durch eine endliche nicht-
“einfache Gruppe, die ihre eigene Kommutatorgruppe ist, mderlegt werden.
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‘Bemerkung. Auf'Grund der Analogie beider Probleme kann
-dieser Satz -als der ,dual- entsprechende“ des Satzes von SzELPAL in' |
" der vorangehenden Arbeit betrachtet werden: Die Gruppen 3(p”) und- .
R+ erscheinen in. der Gruppentheorle oftals-.,Zwillinge*. Z. B. B(p) .
und R+ sind alle maxnmalen Abelschen Gruppen ersten Ranges?). )

'Sei nun. @ eine Abelsche Gruppe von der Eigenschait E,. Da die -
Abblldung X>mX (X€®) - fir jede (feste) 'ganze Zahl' n' ein Endo-
. morphismus von & ist, muB wegen E, fiit’ jedes -n entweder n® = ¢,
'oder n@={0} gelten Demnach unterschelden wir zwei Félle,

.Erster Fall: Es. gebe ein n mit n@~—{0} Dann muf die kleinste

" solche- positive: ganze Zahl-n=p eine.Primzahl sein, denn aus n—uv“_ X

(w,v<n), 1@ =vG— (ijolgtn(Sj—_uv(Sj——u@ ®. Wegen p(S}—{O}" _
‘hat aber jedes Element +0 von © die Ordnung 2 folglich zerfallt &
in die direkte Summe von Gruppen 3(p).” Aus. ©= B(p)—}—@‘ folgt nun .

"nach E, G = {0}, dehn gegenfalls. hitte ) einen ezgentllchen Endo-

* morphismis, der namiich jedem Element von @) seine - 3(1)) Kompo—
nente (gemaB der Zerlégiing ¢ = S(p)—{—@*) zuordnet In dlesem Falle
" haben wir. also & =23(p) bekommen. - ‘
_ Zweiter Fall; - Es -gelfe fur Jedes n die Gletchung n(S 6. Zuerst_
zeigen. wir, daB in diesem Fall die Gruppe ® rein-unendlich ist, d.-h.
kein Element :l:O von- endlicher  Qrdnung. enthilt. Aus n® =@ und A
. E, folgt namlich, daf die Abblldung X->nX (X€B®) ein- Automorphls-_ _
mus von & ‘ist, so daﬁ nX=0 nur fiir X=0 gelten kann.

. Sei riun A==0 ein festes Element der rein- unendlxchen Grippe &, -

fiir die nach der - Voraussetzu'lg nG=— (S (n—l 2,3,.:) gilt. Dann
st die Glexchung E SR ‘
(1 T nX=mA~ o

ftir ]edes Paar , n#O von ganzen Zahlen in @ Iosbar und zwar hat
" diese Gleichung’ ‘genau ‘eine Losung. X-in G, da diese Gruppe rein-
unendlich ist.. Aus- demselben Grunde sieht man, dab X in (1) nur von

der ratlonalen Zahl —n— abhangt Ordnet man also- dem Element Xin’

(/(1) von @5 dxe Zahl T’ zu, SO entsteht offenbar eme ememdeut:ge-

: 'Abbxldung einer Teilmenge von (8 auf die addmve Gruppe R+ samth-
_cher ratlona]er Zahlen Diese Abbxldung st ein Isomorphxsmus denn

"4) Unter_einer Abelschen Gruppé ersten Ranges versteht man eine -kommu-
tative Gruppe, in‘der .jedes Paar.von Untergruppen = {0} einen Durchschnitt {Oa :
~ besitzt.” ,Maximal“ soll bezeichnen, da8 die angegebene Elgenschaft kemer echten
-Obergruppe der betrachteten Gruppe zuknmmt S -
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aus (l)_.'und:r;',X’=m'A folgt
Jnn' (X4 X')=(mn"+-m'n) A,

) coomn’'4+m'n . .om

[

nn’
® eine zu R+ isomorphe Untergruppe enthalt,. die also mit Rt be-
zeichnet werden kanr. Dann folgt aber aus dem in der vorangehenden
Arbeit zitierten Satz von BAER®) (im Falle §=%R): '
S G =Rt46", o o

da namlich offenbar ARt =R+ (n=1,2,3,...) gilt. Hier mub "(wie
‘oben) nach E, der Summand & verschwmden womnt &= §R+ also
_auch der Satz bewiesen ist:

7. Wir haben damit bewiesen, da

(thgegangen am 29. Oktobéer 1948.)

T

5) Siehe die Bemerkuné 4) in der vorangehenden Arbeit.
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On some apphcations of Brun S method‘)

By P. ERDOS in Syracuse (N.Y,;U.S.A)

Denote by P(k, 1) the least prime in the arithrnetic progression .
" kx+-1 Subsequently we shall -always assume - 0<I<k (LK)=1.
- TURAN?) proved that under- assumption ‘of the’ generalised RIEMANN hy-
pothesrs we have for every fixed positive-e - | ' . :
- P (k, ) <K (log k)z+e ' _

except possrble for o(gp(k)) progres=1ons He also remarks that it -

-. . immediately’ foliows from .the prime number theorem that Pk 1) <

<(1—e) (k) log'k does- not hold . for almost all progressrons sirice
-the number of primes not exceeding (l—s)go(k) logk is less than

(l—%)q)(k) -(almost all’ w1|1 mean throughout with, the exceptlon of

. 0(p(k)) values of ). It seems’ very . hkely that for any constant C
Pk, 1)< Co(k) log k does not hold for almost all progressions. But at
. present I cannot even. disprove- the existence of infinitely many k-so-

" that P(k, I) < <p(k) log k holds for almost all values of 1 On the, other:

hand, I carf prove the following weaker - .
- Theorem 1. There -exists a constant c,>0 and m/znrtely many
' mtegers k, such that ’

Q) Pk 1)§(1+Cr)¢(k) lovk
does not hold for dlmost all [ In other words, thére exists a- constant
¢ and infinitely many values of k so that P(k I)> (14-¢) (k) logk
for .more than c,p(k) values of [

Further we’ shall prove -
- . ~ Theorem 2. Let c3>0 be any constant Then for cgp(k) values
Cof I (54—‘:4(53)) _
) D TPk l)<c,q>(k)logk

-

\ 1) Recently A SELBERG deduced (and sharpened) some results of BRUN ina -
surprisingly simple way.

. %) P. Turix, Uber die Primzahlen der- arrthmetrschen Progressronen, these
Acta, 8. (1937), p. 226 235. :

—



58 S P. Erdds

Remar‘l'r It easrly follows from the pnme number theorem that _

Pk, )=o0(p(k)log k) can hold onfy for o(p(k)) values of L Thus
Theorem 2 is in some sense ‘the best possible.
Next we investigate a different - questron Since the integers

- -n'+2 ,nl4n " are all composite, it follows immediately that

lim sap (pM —p,) =oo. SIERPINSKI®) proved that lim sup (min (g;,;—p,,
"Pa—Dn-r)) =00, by usmg Dirichlet’s theorem according to which every
arithmetic progression whose first term and difference are relatively
prime contains .infinitely miany pnmes In other words, as SIERPINSKI
puts it, there are infinitely many’ primes “isolated from both sides. By
uamg Brun’s method we-shall prove the following sharper :
Theorem 3; Let ¢ -be- any consiant and n sufﬁczently large Then

there -exist a constant c6—c6(c5) [cs log rt] prlmeo P<Prar<...<

<p,,,,, <n, r‘-—{c6 log n], so that
. pk+.+1_pk+.>“5» ) 1—0 ] .-.,f—‘l
One fmal remark In a prevrous paper4) I proved that

@ ummfi’L”"q.
, logn |
By the same method we can show that for any r
(4) s hm mfp—"*l'—.g&<8 8(r)<1

We do not, grve the detarls of the proof, smee itis qurte srmrlar to that_.

of (3) It can. be con]ectured that ™ o
i N Lo, . . ’ pn+r pn —
(_5) ' R lim lnf log 7. <l—g

, where cis a constant mdependent of r. (m fact it is'IVery"likély that'
" the hm inf in (5) is-0). R
Proof of Theorem 2. (it ‘is more convement to prove Theorem 2

first.) Denote x—csqa(k) logk;. py, pay- - will denote the sequence of .
consecutive primes. Further A (k) denote the number of solutions of.

the congruence '
e B S 0 (mod k), p.<p,£x

"B . (&, 1) -denote the number of prrmes p=2 in the anthmetlc progressron

- kxA-L Clearly _ .
©® - A<k)—22<3(k1><3<k 1)—1)

a) Ww. Srznpmsrn Remarque sur la répartrtron desmombres premrers ColIaqumm -

‘Maih., 1 (1948), p. '193—-194.
‘4 P. ErDOs, The dlfference of consecutrve pnmes, Duke Math joumal 6
: (1940),p 438 -441. . L . .
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- .If Theorem 2 is not true, " then for ‘a suitable’ sequence 'k, of in- -
. tegers B (k,, )=0 for all but 0((p(k)) values of l. Let ky<k, <

be such a sequence.. Thé number of integers [ with B,(k, [)3=0 we . - ’

denote by & @(k;), where lim &,=0. We have by the theorem-of CHEBISHEF' '
(n(2) denotes the numgr of prrmes ot .exceeding z) |

N0 L c7(p(k)> B(k,,l)—-n(x)——w(k)>csq)(k)

where »(k;) deriotes the number of prime factors of k ('v(k) <clog k).
Further from (6) and (7) .

A(k) = Z B,k 1) (B, (k,,l>—1)>—mx>+ 2.(3,(&.,.4))_2 ;
and applying Schwarz 'S mequahty |

- (Z’B(k.,z)f S
(8) A(k)>—7r(x)—|— __'_ﬁ_ A C7¢(k)+(ft(32c)sq)(¢;((;<)) >
By (ki, DHzh -

, c7¢(k)+—9v(k)>—¢>(k)
Now we shall prove that for . every k|

L) R ' A (k)<cmw(k)
which contradrcts (8), and this contradlctron completes the proof of - -~

Theorem 2.
Denote by C.(r) sthe number of solutrons of

p-——p—kr 1<p,<p]\x

-

vvCl'early 4 B
w0 =3, -1,_s°§f‘”°<’j){—ﬂ.

Denote by C'(r) the number of pnmes pi=x so that p,—}—kr is also a

. <prrme vadently o . .

(ll) T C(r)sC(r)

We obtam by a result of- SCHNIRELMANN?) that 4 :

' ‘ pa)

0 € <e gz I [1+5 L) <e ek pg(w 1.

-Thus from (10), (ll) and (12)" L S
A= 3 cln<e o® 5 l](1+ ) e

l<'< logk <:c plEr
k =k.

(T HLH- 5)

1
og plk L

. 5) E. LANDAU, Die Goldbachsche Vermutung und der Schmrelmannsche Satz
] Goltmger Nachrtchten, 1930 p 255—276. e :

'
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. Now rp(k)ﬂ(l—{— ) [(1——)<k Thus

p]l. k

k- k<& x7 - ,

AR < g ouF 1;2< I \1+ ( )< € Tog k2 Td < P,
k : . . »

- which proves (9) ,and completes‘ the proof. of Theorem 2.

. Proof of Theorem 1 (in -one or two places we will suppress some
of the details of ‘the proof). Let n be any large integer. We shall prove
‘that between n and 2n there exists always an integer. & which satisfies
the conditions of Theorem 1. Let 6 be a small but fixed number (in-
dependent of n). Put y=4dnlogn. As in the proof of Theorem 2 A (m)
: denote the number of solutions of the congruence . .

p;—p;=0 (mod m), p<psy. -
First we are gomg to" esnmate from below '

(13)_ "_.’A ZA
'Denote by D (r) the number of solutlons of

~_ p_—rm p,<p,sy, nsms2n
 Clearly .

(14)' AZZD (r) l<r s;{i . (or rg%logn) =
First we estxmate D, (r): Let p,<% be an arbntrary prime. It nmmedra-

_ tely follows by a simple. ‘calculation ‘from the: results of PAGE®) on the .

primes. in an anthmetlc progressron that the number of pnmes of the
form- .. : : -
p,—{—rm nSmSZn Lo

'1s greater than cu] g -also these pnmes are all =y Thus from -

(y)>c151 y >c1¢6n we' obtam

Ny ogy . .
a9 __’9 o D,(1) > ¢,id Io’;n_
and from: (14) and (15) (rs-‘-’-logn) |
ae L A>c,ad2n2

. ‘) Ar PAGI, The number of pnmes -in-an arithmetic progressmn, Proceedxngs
London Math. Soaety, (2) 39 (1935), p. 116-141. o s
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- On the other hand as in the proof of (9) we obtam for nsm< 2n :

o i .
(17) A (m)<c19( (m )) tp(m) C1o0 _(’%”;)—::Czod HW’

é
we obtam (17) by puttmg énlogn——c“,0 m (m), and ‘use the same

rp(m)

"method we used in proving (9)."
Hence from. (17)

(18) - - A, (m) < cyo2n ' :
(18) 3 Am) < co Z o |
»where the dash mdlcates that the summatlon is. extended over the m

' satlsfymg nsms= 2n

T 18 S
= 36 <m>) 2H ( )'“. o

-~ v(d) -
l pIII(l+ ) —Zl <Cﬂl ) AN
‘ Thus ‘we have from (19) by a srmple argument (puttmg 2An=u) S
(20 S _m - <c6m |
Hence from (18) and (20) (msZn)
C@2n - . Z'A (m)<e,aaan% _
- Thus from (16) and (21), if 9 is suffrcrently small,
22) Y Z’A (m)> Clsaznz
| From (22) we obtam that there exrsts an mo, n§m0s2n (m".) —16— 'x' 4
f0r Whlch ) T . . N L . R ,ﬂ
(23) I A (m0)> Cls ' |
“Now. we ‘show that m0 satisfies the condrtrons ot Theorem 1-In
_ other words we shail show that T o . . ;.
e - - P(m,, 1)£(1+cl)¢(mo) log m, - '

does not hold for c,cp(mo) values of 1 where C and c2 ‘are surtable
constants- G=c(). , : : :
“We shall prove that (24) is true for ¢, —cA—62° Put
z=(1+49%) q’(mo) log m,. ‘
We have from the pnrme number theorem
(25) - o ﬂ(z)<(1+262°)¢(mo)

L
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Thus to prove our assertion i will clearly suffice to. show that there
are. at least 36%°¢(m,) progressions my,d--{ each of which contain more
than one prime not exceeding z (i. e. it immediately. follows from (25)
that there are at least 6°% g (m,) progressions mod + I for which P(m,, [) > 2).
. We have by the detmrtron of mo, ¢(m0)246m0 T-hus y<z
" Hence by (23) ' : '

@) ’ A,(m0>—%‘f6fn. '

” Next we prove

on ‘L}— Z(B (’Z°’ ”) <y 50" _

Suppose that (27) is already proved - Then we prove Theorem 1 as
‘follows We have by (6) and (26) .

C(28)- - B(mo,o(B(mo,t)—l)—A(mo>>c‘e

Thus if there would be less-than 352°q>(m0) values of [ with B, (mo, I) > 1
(in fact with B,(m,, {)=4), we would obtain from (28) by a simple -
- “calculation, using Schwarz’s mequahty as in (8) and usmg qv(mo)>~‘,
' >46m0>4c¥n ' :

Lo B;(m, I 1Y, o
(29),.. .. Z( (40 ))>C25(d ) é2 O‘P(mo)>026615 .
- .- . , 4 2 . .
whrch for sufhcrenﬂy small- ¢ contradrcts (27) and thus completes the
proot of Theorem 1. :
' Now ‘we only have "to prove (27) _Denote by F(rl,r2, r;) the
number of prrmes pi 50 that

. pirimy, P,+f2mo: Pr+rsmo
~are all’ prrmes not exceedrng 2. Clearly

Sen VTZT Fi T a)—Z(@%"’). |
~ Further SR '
@y F.(r., r2, 1)< F(f, 13, 13)

where F! (rl, r,, ;) denotes the number of primes p,éz so that '

B C - p.+r1mo» p.+r2mo: p.+r3mo _
are also primes. We obtain by Brun’s method”) that

‘H" | (1+%) .

Pl'"o"x'ﬂ'a("z*"r) (fa- 1) (rz-12)

(32) N "' (rli ri: f3) > L27 (log z)4

7) P. ERDOS On the easier Warrug problem for powers of prrmes, Proceedmgs
. Cambridge thlosophu:al Socrety, 33 (1937), p. 6 12, lemma 2, p 8. :
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Hence_,by the definition ‘of z ard m, (H(l—l— ) %) '

plmy

(logn)3 511 (‘+ )

‘where in ][ p runs through the d1v1sors of r,rgra(r2 rl) (r3 rl) (r3~ rs).
From (33) we evidently have . :

@) L?sn.j__evl,rg,rsk?;’ (,(;gn), ZT[(1+ J

g

T (33) F(rl,rl,rs)<c29

Now by a simple argument we obtam from lemma 1 of my paper o

“On the easier Warmg s problem for powers of prlmes”B) that

(35) | 2 ]I(1+ )<c30(1oan)s
Thus finally from (33) (34) and (35) we obtam (27) Wthh completes"~
‘the proof of Theorem 1. '
-~ . Our proof ‘of Theorem.I: very strongly used the specxal prOpertles-~

' of the primes. Perhaps- the followmg questlon would be of some inter- o

: Let g, s, .. be a sequence .of mtegers -so - that the number of . -
no n- T
q s, not exceedmg n,. equals logn - o0 (logn) (k l) ——l ,;}md»

Pk, ) denote the least g in'the’ arlthmetlc progression kx+1. Is it true
“that there ex1sts an infinite sequence of integers k; so that

: : _P(k,,l)<(1+c1)tp(k)logk

does not hold for C2(p(k) values of 1? Perhaps some assumptlon like .
(q., q;) =1 mxght be necessary.

.Proof of Theorem 3. It follows from the result of SCHNIRELMANN 5

that the number of solutions of . "
: pm-l-l pm<c51 pmén ’

-ls less, than c31 Thus smce n(n) >c32 lo’; we 1mmed1atQ1y

(l )'2..
- .obtam.Theorem 3. :
(Recevied January 12, 1949, -

& L.oc ).
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Arnaud Denjoy: Lecdns sur le calcul des coefiigents d’une

‘'série trigonométrique. XIV 4714 pages, Paris, Gauthier-Villars, (Partles

I—IIT) 1941, (Partie V) 1949. . o

Les idées développées dans ces ]egons, ensengnees a lUmverSIté Harvard
en 1938— 39, ont été publiées dans cinq notes aux Comptes Rendus en 1921 sous
une forme extrémement condensee ‘Dans cet ouvrage, 'auteur présente ses méthodes

. sous uie forme suffisamment détaillée pour les rendre compréhens:bles a tous qu1 '

s’intéressent 4 ce sujet.
L’auteur se pose le probléme de calculer les coefficients d’une série’ trigono-

. métrique convergente €n connaissant sa somme. On calcule ces coefficients a Paide

des formules de Fourier pourvu que la somme de la.série soit intégrable au -sens

) de LEBESGUE. Mais la somme d’une série tngonometrlque convergente peut neé pas -

étre intégrable par aucun procédé d'intégration quj renferme Pintégrale de RiEMANN.
Par contre, la somme d’une telle série est toujours la dérivée seconde (généralisée)
d’une fonction continue, somme de’la série deux fois intégrée formellement. Pour
résoudre. le probléme proposé, on a “donc A chercher. ine méthode . pour calculer
une fonction continue en connaissant - sa dérivée seconde généralisée..” En effet si

"Pon connait la somme d’une série trigonométriqie, on calculera d’abord 1a fonction

o

continue dont elle est la dérivée seconde généralisée, -puis .on calculera Ta série de
Fourier Ue cette fonctiori et on en obtlendra la série trlgonométnque cherchée par )
deux dérivations formelles, -

Les méthodes employees par\lauteur a calculer la- pnmmve de deuxiéme
ordre sont analogues a celles qui jouent un rdle prmc1pal dans le procédé. d'in-

- tégration qu’il appelle totalisation. Pour calculer la primitive de deuxiéme ordre de

la fonction finie f(x) (nous la désignerons par F(x)),-nous désignons par S; I'en-
semble des points de lintervalle (a, b) dans le voisinage desquels f(x) n’est pas
intégrable au sens de LEBEsGUE. S, étant toujours fermé, on calcule la variation
seconde de F(x) par deux intégrations de LEBESGUE pour trois points quel¢conques
situés ‘dans un méme intervalle contigu a §y. Clest ce que l'auteur entend par
“résoudre le probleme (U) contigu a I'ensembie S,”. De trés simples passages a
la limite .permettent alors de résoudre le probléme (U) contigu au.dérivé S; de §;
(C’est I'ensemble des points d’accumulation de S;). On voit bien- que par une répé-
tition transfinie de. cette opération on arrive a resoudre le probléme (U) contigu au
noyau’ parfait P, de S '
L’auteur réussit maintenant, par l’apphcatlon des résultats d’une étude appro- .
fondie des ensembles parfaits linéaires, & résoudre le probleme (U) contigu & un
ensemble fermé S, c P; non dense sur P;. En recommencant les calculs sur S, au
lieu de §;, on résofit le-probléme (U) contigu .au noyau parfait P, de S,, puis le
méme probleme contigu & un ensemble 83 c Py, non dense sur Py, et ainsi de suite
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Les ensembles Sy qui résultent de la répétition transfinie de-ces opérations, consti-
tuent un systeme bien ordonné: d’ensembles fermés, chacun étant 'non dense sur'les .
précédents. On amve donc pour un-indice « de puissance dénombrable & un Se’
vide, et alors on ‘connait la varlatlon seconde -de F(x) pour trois points quelconques
" de Pintervalle (a, b), c'est-a- dlre on connait la fonctlon F (x) a une fonctlon lméalre
additive prés. .

L’auteur - terminé son ouvrage par la construction des fonctions dont le -

développement trigonométrique exige toutes les opérat:ons décntes, ne donnant lieu
4 aucune _simplification. - ;

Au. c6té de la résolution de ce probleme fondamental “Pauteur donne une
discussion détaillée de la totalisation snmple etdela totahsatlon compléte, de méme
_que l'esquisse d’une théorie abstraite de la totalisation. = -~ '

Cet ouvrage: excelient montre dans une clarté extraordmau‘e la fecondxte des’
. 'methodes modernes dans Ies problemes classxques de lAnalyse

S " Akos Csaszar.’

J J Burckhardt Die Bewegungsgruppen der Krlstallo-“
Graphle, 186 S., Basel, Verlag Birkhduser, 1947. '

D1e Systematxslerung der Krlstallen ist eine alte’ Aufgabe der Knstallographxe,
-die. zuerst von SCHONFLIES (1891) gelbst wurde.. Schon nach dem Gesetz von STENO
der Winkelkonstanz der Begrenzungsebenen handelte- es sich um ein mathematisches
Problem, das in der . Beschrelbung der. Symmetrlegruppen und der damit verbun-

" denen (digkreten) Bewegungsgruppen . besteht die die. Gruppen der Decktransfor-_
., mationen der Punktgitter sind..-Erst nach Lavzrs Entdeckunﬂ der gltterformlgen,

Struktur der Kristailen, drangen die Punktgitter als lebende Wirklichkeit in die

Kristallographie ‘hinein und ist diese -sozusagen ein Stiick der reinen Mathematlkv R

geworden. ' Diesem entsprechend heifit eine Kristallklasse -die Gruppe der Deck-
transformationen eines  Punktgitters; die einen Fixpunkt haben. Ndch einem kurzen' -
- einléitenden Kapitel tber die notigen analytischeri Hilfsmittel, das das Studium auch -
fiir Nichtmathematiker ermdoglicht, gliedert sich dag Buch in zwei grofie Kapitel, die .
sich mit den .Kristallklassen bzw. den Bewegungsgruppen beschaftxgen Das Problem’

der Krlstallsysteme fithrt - zur geometnschen ‘Aquivalenz der -Kristallklassen, . dabéi. o

ist ndtig (um die Beznehungen zu den Bewegungsgruppen in helleres Licht zu setzen)
auch die feinere, arithmetische Aqulvalenz zu_betrachten, beide Syslematlslerungen“. »
. werden sowohl fiir die Ebene als auch im Raum durchgefuhrt ‘nicht nur 'mit- den -
-fiblichen Mitteln, sondern. auch nach dem- geometrisch- zahlentheoretlschen Verfahren
von MINKOWSKL (Zwei ersta}lklassen heifen geometnsch,bzw arithmetisch dquiva~
lent, wenn' ihre Gruppen iibethaupt bzw. durch eine unimodulare ganzzahlige Sub-
stitution ineinander transformierbar sind:) Die- Kr1stallsysteme werden nach SCHONFLIES

I , bezelchnet Aufler der Bestxmmung der Bewegungsgruppen der Ebene und desRaumes

wird auch das- Problem _der’ (diskreten) Bewegungsgruppen des’ n- -dimensionalen '
Raumes ‘in "Angriff . genommen Das Buch behandelt alle Probleme von-rein mathe-

matischem’ Standpunkt aus und-ist so als .erstes in Seiner” Art zu begriiffen. Fiir die. -

fHerstellung des’ Zusammenhanges mit der physnkafxschen Krlstallographle emerselts,
- nind den benachbartén mdihemahschen Unter a\.hmg\.n andererseits,- sorgén die.am
‘Endé des Buicties angefugten wérlvollen Anmeﬂ(ungen und theraturhmwelse“ Die
JuBerliche- und innere Eleganz des Buches machen .dem Léser seine Arbeit lelcht,
und dle vnelen Anregungen spomen 1hn zu welteren Forschungen an,

B T
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Jean Chazy, Cours de Mécanique Rationnelle, tomes I—II,
V-}-482 et VI+4511 pages, Paris, Gauthier-Villars, 1947/48.

Voici la troisieme édition de Iexcellent ouvrage de M. Cuazy.

Tome I embrasse la dynamique d’un point matériel. Apres un chapitre in-
troduisant au calcul vectoriel, on discute les axiomes de la mécanique et les théore-’
mes généraux du mouvement, puis on passe a 'analyse mathématique du mouvement
" rectiligne et curviligne. Dans les -chapitres survants, P’auteur montre, comment il est
possible de traiter non seulement des mouvements qui sont des cas-limite idéalisés
(p. ex. la chute dans le vide) mais aussi des phénoménes ayant lieu dans la réalité.
Un chapitre est consacré au mouvement -sur la surface de la Tesre. '

Tome I traite de la.dynamique des systémes matériels. Aprés la démonstra-
tion des théorémes généraux, on passe 4 I'étude du mouvement d’un corps solide.
autour d’'une axe et autour d’un point, et ¢ela s’appuyant sur dés raisonnements.
géométriques et analytiques dans la méme mesure. Les chapitres suivants sont con- °
-sacrés au principe des travaux virtuels et aux -équations de LAGRANGE - et

d’Hamintox. Le théoréme de DIRicHLET et les petits mouvements d’un systéme au .

" voisinage- d’une posmon d’équilibre ‘sont étudiés dans un chapitre particulier. Aprés

la théorie des chocs et des percussrons, sorgneusement élaborée et pourvue

d’exemples, suivent ’hydrosfatique et. lhydrodynamrque Le dernier chaprtre résume
les éléments de la théorie du potentiel. .

On peut reécommander .cet ouvrage trés v1vement a tous ceux qui de51rent

sapprofondlr dans la théorie classrque de la Mécamque .
-R. Pauncz.

, Haris Hahn—Arthur Rosenthal, Set functions, 1X 4324 pages,
- Albuquerque (New Mexico), The University of New Mexico Press, 1948.
’ When Hamx died. in 1934, -all mathematicians regretted that the second
~ volumeof his book ,Reelle. Funktionen®, . the first volume of which appeared in
‘1932, has not been published by him. RosentHAL has been asked to write the
second volume by .naking use of Hamx’s manuscript. He finished the German
manuscript in 1942, but the war Hindered. him in publishing it. Fmally he pub-
_lished a part of his work in English in the present book.

This work gives a very clear and systematlc development of the theory of
‘'set- functions and shows the classical result of this theory as well as the problems
" of moré. modern investigations. The domain of the discussions is - like in the |
_book of HaEN — mostly a quite general abstract space which is only specrahzed
.as much’ as needed.

After a short introduction contammg the results of the theory. of sets used
in the book, chapter | discusses — e€ssentially following HAmN's , Theorie der
reellen Funktionen® (appeared in 1921) — the basic properties of set functions.
Some luckily chosen symbols are uscd hcrc, e. g. the symbol = _ for the abbre--
yiation of equal neglecting a set E with ¢ (E)=0%. The discussion of regular
and -singular set functions is facilitated by - an axiomatic definition of these mo-
tions. — Chapter- 11 develops . the theory of measure . functions including the .
classical theory of CaraTHEODORY. Some special theorems concerning- -euclidean
spaces (non-measurable sets étc.) are also mentxoned here. —- Chapter III follows
again the book of Hamx mentioned above, dlscussmg the theory -of measurable
~ functions, asymptotical convergence, the theorems of EGoroFF and LusiN. — Chapter
- IV begins with the definition of the integral. The author — like HaEN in his paper .
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appeared in the Anzeiger of the Vienna Academy” 1929, No. 2, —. defines first the
indefinite integral as a set’ function satisfying to some.formal propeities and shows
_-only later that it can be repreSented as the limit of Lebesgue or Riemann sums.
He develops’ after ‘the fundamental ‘theorem of Rabpox and Nikopyy the theory of
mean convergence and of . multlphcahon of set functions, considering also non-
“monotone set-functions. At the end of this Shapter we find the theorem of Fusixt
on iterated integrals. — Chaptei V deals with the derivation of set functions. This’
is the most modern part of the book, collecting the results of recent mvestlgatlons
Different kinds of derivates are defined with respect. .tho the system of sets on .
which the quotient of two set functions" is. formed (Vitali, p paving, tile denvates etc.),
dlscussmg at the same time the mutual relations. of.the different deﬁnmons The
-density theorems -and’ the theorem on the transformation of mtegra]s are also .
mentioned at thls place.” The work: finishes with ‘interesting own researches’ of
_ RosentrAL on the extension of interval functions. .
) The discussions are prec1se and' clear, the blbhography and the references

are very detailed.. Ref. "'would mention perhaps as the only fault of the book that

it does not discuss some special theories related to euchdean spaces (Burkill theory, -
Lebesgue Stieltjes mtegral) Wh]Ch would st111 complete thls excellent work.
e ) - Akos Csaszér

Louis de Broglie, Mécanique ondulatoire du photon 'et théorie

quantique des champs, Vi— 208 pages, Pans Gauthler-Vmars 1949,

M LOUIS pE BroGLIE reprend daris cet’ ouvrage les résultats de la mecamque‘
ondulatmre du photon exposés-ddns ses ouvrages .précédents, pour les approfondir
--et les compléter, de fagon & bien mettre . en évidence. ce qui- distingue cette mé-.
--canique ondulatoire du photon de la théorie quantique des champs électromagne-
fiques telle qu'elle est usuellement exposée.

Dans la. theorle non superquantifiée il - souligne - l’1mpo;tance du fait que‘
les équations de - prop‘xcatxo'l étant du premier . ordre ‘par rapport au temps.
réntrent seules dans le schéma ‘quantique général. Contraxrement aux vues de
certams auteurs, des particules neutres doivent étre représentees egalement.par des
. fonctlons d’onde complexes, lexnste'lce d’un quadrivecteur. densité-flax n ’entrainant
- pas- cellé .des densités de charge et de courant électrique dans, le cas d’une.
particule de charge nulle. Il expose la théorle -de la particule "de spin’ maximum 1,

.avec une fonction d’onde. 3 16.composantes, théorie développée par.. adteur depuls S

1934 comme macanique ondulatonre du photon. Les équations.de la théorie sont
" .généralement acceptées comme équations des mésons des forces nucleaxres, celles
-du type maxwellien décrivant un méson pseudo-scalalre de spin 0. Pour le photon .
.avec une masse . propre g ==0 on retrouve les équatlons classiques’ de Maxwell, )
tandls que pour un photon de masse extrémeiment petite (# <10-% gramme) mais
© mon rngoureusement ‘nulle on a une théorxe reposant sur des équations essentielle-
*.ment  différentes. L’auteur donne ung analyse détaillée des ob]ectlons contre I’hy-
‘pothése p = =0 et de ses avantages B
En passant de la théorie, d’une seule partlcule ala theorle superquantmée
' par ia. méthode de ia seconde: quantification, on--peut faire voir plus c]alrement le
.sens. physique du formalisme de la- théorie quantique des champs. .
L’ouvrage se d1v1se en trois parties, traitant des. théories fion Superquantnhées,
Jes theones superquantmées et lcs mteractxons entre matlére et _rayonnement. »
) . : ) J ‘G Valatm
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~ Hermann -Athen, V'ektorrechnung (Biicher der . Mathematik
- - und Naturwissenschaften), 90 S , Wolfenbiittel und Hannover, Wolfen-
~ biitteler Verlagsanstalt 21948: - g

Dieses gut geschrlebene Lehrbuch. ist eine Emfﬁhrung tur ‘Anfénger, ein -
Nachschiagebuch fiir ‘Fortgeschrittene und ein Handwerkszeug fiir Anwendungen in
der Mathematik, Physik und . Technik. Es enthilt je éin knappes Kapitel iiber
- Vektoralgebra, Vektorfelder und Differentialoperatoren, Aufbau von Vektorfeldern.
mit Beziehungen zur Pofenzialtheorie, Tenscren. Gut gewahlte Beispiele uad
_ Aufgaben mit ihren Losungen erginzen das- Buch. )

S ' o Gy. Sz. N.

|
I

lnternational Congress of Mathematrcnans.

An lntemahonal CongreSs of Mathematicians will be held in Cambndge,.
Massachusetts, from August 30 to” September 6, 1930, ‘under the auspices -of the
American Mathematical Socxety It is the sincere hope of the American Maihemattcal N
“'Society that this gathermg will be a truly international one, with all’ countnes well
represented. The Council of the _American Mathemancal Socxety has voted unani- -

) mously to hold a Congress whnch wnll ‘be open to mathemanc‘ans of all national”

. and geographical groups. ° . ,

The Congress: will include Conferences in several fields: Followmg cstabllshed ’
" custom, . there will -also be a number of invited - -hour addresses by outstandmg
’ mathemat1c1ans In addition, sectional meetmgs for the presentation of contrnbuted
papers not included in. conferenice programs ‘will be ‘held in the folloewing fields:.
1, Algebra and Theory of Numbers; I, Analysis; IlI, Geometry ‘and Topology,
.1V, Probability and Stattsncs, ActuanaIScience, Economics ; .V, Mathematical Physics
and Applied- Mathematics; VI, Logic and Philosophy’; i, History and Edication. .

The official languages will be English, French; German, Italian and Russian..

The plans for~the Congress are under the supervision of an Organizing.
: Comm:ttee which was elected by the Council of the ‘American Mathemancal Society
in February, 1948 The Chairman is- Professor GARRETT BIRRROFF of Harvard-
University and the Vice Chairman is "Professor - W. “T. MARTIN of Massachusetts.
Institute of Technology Professor J. R: Kuike- of the University "of Pennsylvama
has been named Secretary of the Congress. »

“Harvard- University has offéred the use of its dormxtones and dmmg rq,oms
for mathematicians and their. guests’ for the period of the Congress. The. Orgamzmg
" Committee hopes that it.will be possible to furnish board and room without charge-
" . to all mathematicians from outside the North American ‘contment who are members
-of the Congress. Congress membership fees will be announced” well in" advance of
the opeéning of the Congress. Every effort will be made to facilitate the travel at
reasonable cost of foreign participants while in the United States.

Detatled mformat]pn will be sent m due course' to mathematlcal socneues
and academies for commumcatlon to “their membershnp Individuals inferested in
receiving information may file the:r names in the offlce of the American Mathema~-
fical Society. Communications- should. be addressed to the Amencan Mathematlcab
Socnety, 531 West’ 116t Street, New York City 27, U. S. A. :

: . The Organlzlng Commlttee.
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Adresse postale : Acta Scientiarum Mathematicarum, Institul Bolyai de
LUniversité, 1, Ady-tér, Szeged, Hongrie. Toute espéce de correspondance ainsi que
le montant des abonnements doivent étre envoyés A cette adresse.

Prix d’abonnement du volume courant (3 256 pages au moins): 4 dollars
-{U. 8. A.), ou des ouvrages mathématiques du méme prix, parus pendant ou aprés
la guerre. '

Nous signalons et autant que possible nous analysons les ouvrages envoyés
-par MM. les auteurs et les éditeurs.

Les Sociétés savantes et MM. les rédacteurs de journaux scientifiques qui
désirent entrer en relation d’échange avec nos Acta, sont priés de s’adresser a la
‘Rédaction.

Les auteurs recoivent de leurs ouvrages 100 tirages 3 part é titre gratuit.

Postal address : Aeta Scientiarum Mathematicarum, The Bolyai Institute
-of the University, 1, Ady-tér, Szeged, Hungary. All communications as well as sub-
scriptions, shou!d be sent to this address.

Subscription price for the current volume (of 256 pages at least): 4 U. S. A,
dollars, or mathematical works of the same price, edited during or after the war.

Books sent on for review by the author or pnblnsher are announced and as
‘far as possible discussed.

Learned societies and editors of scientific periodicals desiring to.exchange
their publications with these Acta are requested to apply to the Editors.

Authors receive 100 reprints of their papers free of cost.

Postanschrift: Aeta Scientiarum Mathematiecarum, Bolyai-Inslitut der
Universitit, Szeged, Ungarn, Ady-tér 1. Zuschriften jeder Art, wie auch der Be-
zugspreis sind an diese Adresse zu senden.

Der Bezugspreis des laufenden Bandes (wenigstens 256 Seiten): 4 U. S. A, —
Dollars oder wihrend des Krieges oder nach dem Kriege erschienene mathematische
‘Werke vom selben Preis.

Die von Verfassern oder Verlegern eingesandten Werke werden angezeigt und
‘tunlichst besprochen,

Die Gesellschaften und Redaktionen der Fachzeltschnﬂen,' die mit unseren
Acta in Tauschverkehr treten wollen, werden gebeten, sich zu .diesem Zwecke an
«die Redaktion zu wenden.

- Die Verfasser erhalten von ihren Arbeiten 100 Sonderdrucke unentgeltlich. Ei



Sz. Nagy, Gy. Merkwiirdige Punktgruppen bei allgemeinen Leﬁmiskaten .

INDEX — TARTALOM.

Alexits, G. Sur la convergence des séries orthonormales lacunaires.
Alexits, G. Sur la convergence d’une classe de séries orthonormales. .
Rédei, L. Vereinfachter Beweis des Satzes von Minkowski~—Hajos.
Feny6, St. Uber den Mischalgorithmus der Mittelwerte. . . .
Fuchs, L. The extension of the notion of “relatively prime”.
Csdszdr, A. Sur les fonctions 1nternes, non monotones.

Szélpdl, 1. Die Abelschen Gruppen ohne eigentliche Homomorphlsmen
_Szele, T. Die Abelschen Gruppen ohne exgenthche Endomorphismen. .
Erdds, P. On some applications of Brui’s method. . . . . .

Bibliographie. .

. . . . . . . . .

lnternatlonal Congress of Mathemat1c1ans. .

PRINTED IN HUNGARY

SZEGED VAROSI NYOMDA ES KONYVKIADO R. T. 47—10}
Felel6s nyomdavezetd : Kias Istvén igazgaté

17
14
18.
21
36-
43

. 51

BRGE



