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Sur une généralisation de la notion de dérivée.
Par AKOS CSASZAR a Budapest. '

1. Il s’agira dans cette note d’une généralisation-de la notion de déri-
vée qui se rattache a la notion de continuité sous négligence des ensembles
appartenant a une famille % d’ensembles, famille qui doit remplir quelques
conditions simples. Cet ordre d’idées de négliger les ensembles 9, déja clas-
sique et di 3 R. BAIRE, m’a conduit & m’occuper dans deux ouvrages anté-
rieurs [1,2] des fonctions localement monotones sous négligence des ensem-
bles en question ;- dans la note présente, j’appliquerai les mémes idées a défi-
nir une sorte de nombres dérivés sous négligence des ensembles N et & exa-
miner les propriétés de ces nombres dérivés généralisés et des fonctions qui
sont dérivables sous négligence des ensembles .

_Aprés. avoir défini les notions en question, je. m’occuperai dans le § 3
d’une généralisation aux nombres dérivés généralisés du théoréme bien
connu de DENjoOY, trditant des nombres dérivés de Dini. La voie la plus
' commode qui nous conduit a cette généralisation, c’est d’établir d’abord une
généralisation analogue du théoréme de KOLMOGOROFF et de VERTCHENKO
sur le contingent des ensembles plans, d’olt on parvient, par une légere modi- -
fication du raisonnement qui fournit le théoréme de DENjOY & partir du thé-
oréme de KOLMOGOROFF et VERTCHENKO, a la' généralisation en question,
tandis que la généralisation mentionnée du théoreme de KOLMOGOROFF et
VERTCHENKO se démontre’ comme conséquence immédiate du méme théoréme.

Les résultats du § 3 nous permettent au § 4 de donner une condition
nécessaire et suffisante pour qu’une fonction soit dérivable sous négligence
des ensembles 9t en tous les points d’un ensemble.donné E, exceépté ceux
d’un ensemble % et d’'un ensemble de mesure nulle. Cette condition consiste
en ce que la fonction doit &tre de variation bornée généralisée sous négli-
gence des ensembles 9t sur un ensemble qui ne différe de 'ensemble E qu’en
un ensemble qui est la réunion d’un ensemble. M et d’'un ensemble de mesure
nulle. Dans le. méme ordre d’idées, nous ,examiﬁ‘erons les propriétés des
fonctions & variation bornée généralisée sous négligence des ensembles 9.

Dans § 5, nous nous occuperons enfin d'une généralisation du théoréme
de - HASLAM-JONES sur les différentielles extrémes d’une fonction & deux
variables, généralisation qui se rattache a une généralisation parallele du

A 10
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-

théoreme de F. ROGER sur le contingent des ensembles dans I'espace; tout
cela s’obtient par une modification des methodes dues & S. SAks de la méme
facon que les résultats du § 3. '

2. Cons;derpns une famille héréditaire et-o-additive .d’ensembles linéaires,
c’est-a-dire une famille 3 de sous-ensembles de lazdroite Ry= E[—co < x < -- ],

famille qui remplit les conditions suivantes :
2.1) Si AeNetsi BcA ona BeN;

2. 2) Si Ai€N (i=1,2,..), on a > A€
1=l

- Désignous -par Ux I’ensemble composé des points x,€ R, tels qu'on
a (Xo, Xo+0)EN et (xo—J, x))EN pour tous les nombres d > 0. On démontre
par un raisonnement facile') la proposmon suivante : :

(2.3) On a R—Us=N-+D, oit N¢% et lensemble D est dénombrable.

Un ensemble Ec R, et une fonction f(x) réelle et finie, définie pour
x€R,, étant donnés désignons par supg f(x) la borne inférieure (finie ou
‘xE€E -

- —infinie) -des-valeurs y telles que

2.4 E[f(x)>y,er]€9t

et par infy f(x) la borne supérleure des valeurs y telles qué
©€E : o

(2.5) | EU@<pxeElen.

On constate en utilisant les conditions (2.1) et (2 2) que V'ensemble. des y '
_satisfaisant a (2.4) est identique a Vintervalle [M, + 0], et que celui des y-
- satisfaisant a (2.5) est 1dent1que a lintervalle [—oo, m], ot M—supgz f(x),

'-m——mh f(x). Au cas o % ne contient que l’ensemble v1de supm f(x) et

infq f(x) coincident respec’nvement avec les bornes supérieure et mféneure
z€E
au sens classique de la fonction f(x) sur Pensemble E, tandis que si M dé-

signe la famille des ensembles de mesure nulle on parvient a vrai maxf(x)
et vra1 mm F(x). e

On a pour E'CE, en vertu de (2 1),
(2.6) sup«z fx)= supg; ), mfg‘ () = mfg; f(x).

A étant une autre famxlle heredltaxre et a—addltlve la relation V*Jt’c?i'
entraine ev1demment que '

@n supn f(x) /‘supu f(x), mf f(x) = mf). f(x)

1) Cf. [2), th. (3. 1).
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(2.8) Si E€9, on a supy f(x)=—co, infa f(x) = +co. Si EEN, on a
. : T xER 3 .

+ ~o =k infy f(x) = sups f(x) = — .
cCE zE€E

Démonstration. La 'premiére assertion s’ensuit de ce que, pour E 69},.' '
tout y réel satisfait a (2.4) et a (2.5). Réciproquement supg f(X) = —oo
. i TEE
entraine
E[f(x)>—n,,er]est (n=1,2,..),

donc en vertu de (2.2), E€N. Un raisonnement analogue sapphque au cas
ol mfng(x)— +oo Enfin, si on avait . :

M= sup«.,.- F(x) < infy f(x) =m,
aECFE
.on awrait pour M<y, <y <m
E[f(\’) > i, X €E}eN et E[f(x) <Yy, X € E] €N,

donc, d’apres (2.2), E €.
On a evndemment d’apres (2.1) et (2 2)

@9 supn‘[f(r)+g(x)]<suprf(x)+sup».g(X)

G0 R+ W] = i /) +inte ().

(2.11). ' igr;,w[c-f(X)]éc-:§ggmf(x), miggw[c-f(x)]:'c-jgflgef(x) (c>0)
et _ o |

2.12) Sup\. f(x)]——mf‘. f(\)

Comme généralisations des limites extrémes unilatérales ordinaires, intro-
duisons les notations suivantes:

(2.13) , ’ llmrf(x)—— lim  supn ]f(x)
- >t >0+ rolelagth

(2.14) ' hmg;f(x) = hm infp . f(%);
. T>zgt h—>0+ gl /a"{,+ B

les limites en questlon (finies ou infinies) exnstent puisque, d’aprés (2 6),

* supa f(x) ‘est'une fonct:on non-décroissante, et -infy f(x). une fonction
aglaL gtk gl agth

non-croissante, de la variable £ On définit de facon analogue les limites
- extrémes généralisées du cOté gauche. Si les quatre limites extrémes unilaté-
 rales. génerahsees sont egales on de51gnera leur valeur commune par limg f(x).

. )
Au cas o la famille 1% ne contnent que lensemble v1de on retrouve évidem-~
ment les limites extremes unilatérales ordinaires.



140 A. Csaszar

Les propositions suivantes découlent de celles (2.7) a (2. 12):
(2.15) Si WH, ona
Timg f(x) = limy f(x), limy f(x) = limg- f(x).

T> Tyt : et T-rxet e

En particulier, en posant W= ‘O,-,

2.16) . llmnf(x)< llm f(x) limy, f(x) = lim f(x).

>yt e o

(2.17) On a pour x,€ Uy
hm)‘f(x) = llmuf(X)

'r->'ro+ w-rTy

(2.18) On a
hmr[f () +gx] = llm).f(¥)+ hm»g(X)

lima[f(x)+ g(x)] = limy, f )+ limg g (x),

B e frig e o aT»Tut

pourvu que les termes des seconds membres ne soient pas infinis de szgnes
. contraires. :
(2.19) On a pour ¢ >0

llmm[c f(x)]—c hm)‘f(x) limy[c-f(x)] =c- hmng(X)

R = ""'o“‘ e

(2:20) On «
llm»[ J®)]=— llmﬂf(x)

]

A laide des limites extrémes unilatérales généralisées, nous définissons
les nombres dérivés géneralisés par les formules

fr (x)—llm f(x) f(x°) f(X)~llm f(x) f(xo)

f(x)——hm f(x) f(x") f(X)—llm f(x) f(xo)

" Si ces quatre nombres dérivés sont égaux, on désigne ‘leur valeur commune
" par fa(x). Au cas ol la famille % ne contient que P’ensemble vide, on revient
Aux nombres dérivés de DINI. On déduit des propositions (2 15) a (2.20)
des propnetesranalogues des nombres. derlves generahses

3. Nous allons démontrer qu’ une generahsatlon du ‘théoreme classique
de DENJOY sur les nombres dérivés d’une fonction quelconque, s’applique -
aux nombres dérivés généralisés. Comme nous I'avons dit plus haut, nous
déduirons ce théoréme d’une généralisation parallele du théqréme ‘de KoLmo-
GOROFF et VERTCHENKo, concernant le contingent des ensembles plans, par
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“une modlfncatlon _de la_méthode due a HasLAM-JONES et SAKs) Pour " pou-
voir férmuler’ Ia generahsa’uon mentlonnee du theoreme'éu'l"le contmgent con-
venons des définitions qui vont suivre.

Considérons une famille M héréditaire et o-additive des sous-ensemb-
les du plan R,. Une demi-droite fermée L, issue du point z € R,, sera nom-
mée demi-droite tangente généralisée & un ensemble Ec R,, si on a pour
tous les secteurs circulaires ouverts S, ayant z pour sommet et dont L passe:
par Pintérieur, ES¢ M. ‘La réunion des demi-droites tangentes ~généralisées
a E, issues du point z, sera appelée le contingent généralisé de E au point z,
et on le désignera par contgm(z, E). Au cas oit M=={0}, on parvient a la
notion du contingent ordinaire contg (z, E). On connait que cette notion pos-
séde les propriétés exprimées par la proposition- suivante, dont la premiére
partie coincide avec le théoréme de KOLMOGOROFF et VERTCHENKO, la seconde
avec un théoréme de HASLAM-JONES et SaAks?).

(3. 1) Pour tout ensemble E < R,, on a une décomposition E = E, - E, -
+ E;+H, oit contg (2, E)=R, pour z ¢ E,, contg(z, E) égale un demi-plan
fermé pour z ¢ E;, contg (z, E) Se compose d’'une droite pour z € E;, et on peut’ "
couvrir Pensemble E—E, avec une suite dénombrable de courbes rectifiables,
-tandis que pour couvrir Pensemble H, on peut choisir ces courbes de facon
que la somme -de_leurs longueurs soit aussi petite que Pon veut. Si, pour tous
les points z d'tin’ ensemble P E, contg (z, E) n’a aucun *point commun avec
un demt-plan ouvert, délimité par une droite paralléle a une droite donnée D,
la projection orthogonale de P sur une droite D, perpendtculazre a D, est de
mesure linéaire nulle.

Nous allons démontrer le théoréme suivant sur les contingents généralisés :

(3. 2) Pour tout ensemble E cR,, on a une décomposition E = E, -

+Es+E;++H+M, ot contgwn (2, E)==R, pour z € E,, contgn(z, E) égale un
demi-plan fermé pour z € E,, contgw(z, E) se compose d’une droite pour z € E,>
on peut couvrir lensemble E,-+E,-+- H avec une suite dénombrable de courbes
rectifiables, tandis que pour couvrir lensemble H, on peut choisir ces courbes
de fagon que la somme de leurs longueurs soit aussi petite que I'on veut, et
on a MeM. Si, pour tous les points z d’un ensemble PcCE, contgw (2, E)
n’a aucun point commun avec un demi-plan ouvert, délimité par une droite
parallele a une droite donnée D, on a P=P,--M,, oit M, €M et la projec-
tion orthogonale de P, sur une droite D', perpendzculazre a D, est de mesure
linéaire nulle.

Pour- demontier 3. 2), . c01131derons lensemble Eu:. compose des pomts
2€ R, tels que, pour ‘tout cercle ouvert C ayant Fe pour ‘centre, on a CEQ M.

2) Cf. [3], [4] et [5], pp. 269 & 271.
%) Cf. [6], [3], [4] et 5], pp. 266 et 267.
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On a
(3.3) ’ E—Exn €M,

pulsque tout point 2 € E— Exn est ceritre d’'un cercle C. tel que E-C.€ M, et
qu'un systéme dénombrable de ces cercles couvre, d’aprés le théoréme de
Lindelof, I'ensemble E—Egy. On voit aisément que

(3.4 _ Contgw(z, E) = contg (2, Ew).

En effet, si I'on a pour une demi-droite -L, issue de z, L < contg(z, Em), cela
veut dire qu’a l'intérieur S de tout secteur circulaire, ayant z pour sommet
et dont L passe par l'intérieur, se trouve au moins un point de Esx, et on
a alors évidemment SE& M, donc Lccontgm(z, E). Réciproquement si
L contgm(z, E), on a pour. tout secteur .circulaire .S du type envisagé
SE¢":. La relation (3.3) a pour conséquence que SEw=F0, donc que
L c contg (z, Ew). Or, en vertu de (3 3) et (3.4), (3. 2) découle 1mmed1ate—
ment de (3. 1).

Pour passer 4 la geénéralisation du théoreme  de DENjOY, cqns:deron’s
une fonction réelle et finie, f(x), et une famille 9N - héréditaire et o-additive
des sous-ensembles de la droite R,. Nous démontrons d’abord la proposntlon

* suivante, généralisation d’un théoréme bien connu®):

(3.5) Si 'on a pour tous les points x, d’'un ensemble E ou bien
Timy, f(x) == limg f(x), ou bien limy f(x) == limy, f(x) lensemble E est dénom-

x>zt 2>y

brable.

a->argt L

Démonstration. Considérons par exemple l’ensemble.E " des points xer
oll llmng(x)< limp f(x), et, en outre, celui des points x, € E ou Von a

T>irg- ek

limpf(x) < r < limg f(x) pour un nombre rationnel r donné. En désignant
T->x0- x>zt

cet ensemble par E;, on a évidemment E’WZE,".' Or, pour x, € E/, on a
pour un J >0 convenable ’

E[f(X) > 7, X—0 < X< Xx) €N,
donc, pour x,—o0 < x, < X,,
Elfx) >rx< x<xo] 3

d’out il s’ensuit que llmg,f(x)<l donc que YIEE' ‘Aucun point de E;

T et . -
n’étant pomt daccumulanon bilatéral de E,’, cet ensemble est denombrable
ce qui implique la dénombrabilité de E’.

1 Cf. (5], p. 261.
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Pour pouvonr apphquer le: théoreme (3 2) consxderons dans le plan
(x, y) image-de la fonction f(x), c’est-a- dire I'ensembie
. B=Eb=/W}
et désignons par i la famille des sous-ensembles de B dont la projection
- orthogonale sur l'axe. des x appartient a la famille %. La famille. 9t étant
héréditaire et o-additive, -celle M jouit évidemment des mémes propnetes
On peut -alors démontrer la. proposition suwante

" (3.6) Si le nombre dérivé généralisé f«)} (x) est fini en tous les pomts X
dun ensemble E, on a une décomposition E— E,+ N~ Z, oii lon a S ()=
——sz (%) pour x€E,, on a Ne % et lensemble B E [x€ Z, y=f(x)] peut

(e, w)
étre couvert avec.une suite de courbes rectzfzables dont les longueurs ont une
somme aussi petzte que ['on veul.

De51gn0ns par Ly(x,) et par Ln(X) respectwement les demi-droites
Ly (x0) = E [y =7 = m(x—-xo) X = x,)

(=, 9)

et
Lm (X)) = : Ely—f(x)=m (x—jx(,), X=X,

e, 1)

étposons encore 4 ' ‘ _
L) =La()=E [x—x,y = ),
LEg(x)) = Liw(X) = E, [ =20, ¥ = f(x)]-

. Nous comiengons par Ia démonstration de deux lemmes.

(3.7) Légalité f]?“(xn);.——m(.<+.oo entraine les propositions
a) Tima /() = fx), o

b) contg;;.(zo, B) (ou 2= (X, f(xo)) ne contzent pas Li(x,) pour ml,<
<m< o0,
©) L (x) < contgw(zy, B), si m, est fini.

De méme, fy (X;) =m, > — oo entraine -

a’) m‘» f)=f (xo)

b'). contgm(zo, B) ne contient pas Ln(x)) pour —c~g m < m,,
¢’) L, (x,) c contgw(2,, B), si my est fini. '

| Il suffit de-démontrer. la:premiérexpartie’ de ‘I'énoncé. Or, fif (x,) étant
égal & m,, a un m' (my<m' <+ o) quelconque correspond un d,>0 tel
que, pour 0 < d < dy,

@68 g[f(x)~f(xo)>zn’(x-—x(,), x0<x<.gn+d‘]é9‘c;
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en poéant & =¢ pour m' =0 et & =min (6, mi) pour m">0,0n a la relation

E[f(x)‘”f(xo)>‘"’;xo<x<x04*()']C
CE[f(X) f(xo)>m (x—2o), X < x < X+ O]em,

donc limaf(x) =< f(x,) = et, & >O étant arbitraire, on a la proposition a).

Pyt

La relation (3.8) étant équivalente & celle -
3.9 B Ex<x<X+0, y>f(xo)+m'(x—x)] € I,

(2, 17)
on voit sans peine que L (x;) n'appartient pas a contgu(z,, B) pour m'<
< m < -oc, d'olt s’ensuit la proposition b). .
Enfin, m, étant fini, si Ly, (x,) ne faisait pas partie de contgsm(zo,B)
on pourrait trouver des nombres &> 0 et 0, >0 tels que
B(E)[xo<x<xn + 0, f(xe) + (my—2) (x—x) =y <f(ro)+(mw+) (A—— Xp)] € M
x,y

soit valable pour 0 < d < d;. En tenant compte de (3. 9), valable pour m’'—
=m,-+¢, il s’ensuivrait pour 0 < d < min(d,, J,)

B- E[xo<x < x40, y>f(x(,)+(mﬂ—.s)(x—x(.)]e “l,

. R ('r ¥
donc

El FOO—F(x) > (my—s) (x—x,)), X< X< xoh O] €9,

d’'oti découlerait fif (x,) = mo—=. Cette contradiction montre que la proposi-
tion c¢) est, elle aussi, valable. » :

(3. 10) m, étant fini, les hypothéses

@) llmJ‘f(x) = f(xo),

#) contgm(z,, B) ne contient pas Ly(x,) pbur my<m=+ co,‘
7) L, (%)  contgm(z,, B) : : '
impliquent fy (%)) =m,. De méme, les hypothéses

«’). mﬂ: (x) = f(xo),

8) contgm(zo, B) ne contient pas Li(xo) pour —ee=m < M,
7) Liny(x,) = contgm(2,, B) '
impltquent S (x) = my,.

~ En se bornant 4 la démonstration de la premiére partic de I’énonce,
on voit d’abord que, en“vertu de"(3.7), f)-exclue la possibilit¢ de 1égalité
fr(x)=m pour my<m< oo et que y) rend impossible la méme égalité
pour —eo=m<my. Or, L75(x;) ne faisant pas .partie de contgs(z,, B), on
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peut trouver des nombres finis m'>0 et ¢ >0 tels que
B E x> xg,f(xo)'i‘m (x—x)) <y <f(xo)"‘€] €M,
(x, %) -
donc que _ ‘
E[x > Xg, M’ (X —X,) <f(x)—f(x0) <sglen.

En “choisissant a cet &, d’aprés «), un d >0 tel que
E[f(x)——f(xo) =g X, < X< X, -0] €N,

on a . )
Elf (x)-4f (%) > m’(x——xo), Xy < X < Xy 4- 0] €,

ce qu1 montre 11mp0551b111te de fi (xo)—+oo ce qu’il fallait encore dé-
montrer. .

Passons a la démonstration de (3. 6) Il s’ensuit de (3.7) que pour
X, € E, contgy(z,, B) n’est pas le plan entier, donc, en vertu du théoréme
(3.2), la partie B’ de B dont la projection orthogonale sur P’axe des x coin-
cide avec E, se décompose en un ensemble B, en tout point z' duquel
‘contgn(z, B) est ou:bien-un.demi=plan. fermé, ou bien une-droite, en un en-
semble .M € 9i et en un ensemble H qu’on peut couvrir avec une suite de
courbes rectifiables de longueur totale aussi petite que I'on veut. Désignons.
par E, la projection dc' By sur l'axe des x, et par E, la partie de E, com-
‘posée des points X, oit limy f(x) = limx f(x). D’aprés (3. 5) I'ensemble E,—E,

Lot Ty~

‘est dénombrable. ,
- Considérons un point x,€E, et soit fii (xo)_m0 (fini). En vertu de

- (3.7), contgw(z,, B) est ou bien la droite y—f(x,))ﬂmn(x X,), ou bien le

demi- plan fermé
(E [.V'_f(xo) = ”lo(x“xt))]

. %, Y) R .
délimité par cette droite. Dans I'un et Pautre cas, Ln,(x,) appartient
a contgn(2y, B), mais La(x,) n’en fait pas partie pour —oo=m<m, Comme
d’ailleurs llmgz f(x)~— llmm f(x) = f(xo) d’aprés (3 7), il découle de (3.10) que

fJ? (Xo) = m, —fﬂ‘ (Xo)-

En désignant par N la projection sur Faxe des x de lVensemble M et
par Z la réunion de E;—E, et de la projection de H, on parvient donc ala
décomposition- dont P’existence a été affirmée en (3. 6). v

(3. 11) Si I'on a en tous les points x, d'un ensemble E

JO)—f(x)

=t oo,
X—X,

(3'. 12) ’ limy 5.

ZrxG+

ona E=N+Z oit NcR et |Z]=
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Démonstration. Avec les notations de la démonstration précédente, on
apour 0<m <+ oo et ,€E

[ ) —f(x)

X—X,
pour un 0>0 convenable, donc la demi-droite L7 (x,) n’appartient pas a
contgm(2,, B) pour |m|<'m’. Par conséquent contgn(z,, B) n’a aucun point
commun avec le demi-plan x > x,. D’aprés (3.2), la partie de B dont la pro-
jection sur l’axé “des x coincide avec E, est de la forme M+ H, ou M €
et la projection de H est de mesure nulle. En désignant par Z cette projec-
tion et par N celle de M, on.obtient la proposition & démontrer:

En résumant nos conclusions, nous parvenons i la généralisation sui-
vante du théoréme de DENjoY sur les nombres dérivés: ‘

>, x0<x<x(,+c)] N

(3.13) Excepté les points d'un ensemble % et d’un ensemble de mesure
nulle les nombres dérivés généralisés d’une fonction f(x) quelconque remplls-
sent an moins une des conditions suivantes-:

1°) fif () =fi () =Jar (X) = fa (%) =fini,
- 2°) L (x)=/f () =fini, fa ()= o0, il (x) = —ox,
13°) fof () =fit (x) =fini, Jif (x) =+ o, fii (x) = —os,
4°) ﬁf(x) = fa (X) =+ oo, fi () =fir (X) = —

Démonstration. Puisque fy (X)) = —oo ou fii(x;)=+ o= implique I'éga-
lité-(3.12), on a d’aprés (3. 11) fo'(x) > —oo et fir(x,) < 400, excepté les
points d’un ensemble du type envisagé dans I’énoncé. Par raison de symétrie, _
on a encore fr (X)) > —oo ‘€t fi (x,) < -+ oo, I'ensemble exceptionnel étant du
méme type. En faisant toujours abstraction d’un ensemble exceptionnel du
type en question, fif (x;) <+ oo implique donc, en vertu de (3.6), fi(x)— '
—=f3 (x;), et par raison de symétrie, la méme égalité s’ensuit de fy (xp) > —o0,
tandis que fir (x) < +-oc ou fi (x,) > —oo entraine fir (X)) ==fii (x,). On peut
encore supposer d’aprés (2.3) que x,€ Us, et alors, au cas ou tous les
quatre nombres dérivés généralisés -sont finis, on a en veértu de (2.17)

Fof (o) = for (%) = For (xe) = it (o) = for (o),

ce qui termine la démonstration.

Il faut avouer que, pour certains choix de la famille 9¢, -il peut arriver
que le théoréme, (3. 13):-n’affirme- rien;- ¢’ ‘est -le. cas -notamment-si- la-droite
R, se laisse décomposer en réunion d'un ensemble 9 et d’un ensemble de
mesure nulle. Considérons par exemple un ensemble N de premiére catégorie
dont I’ensemble complémentaire Z est de mesure nulle, soit g(x) une fonc-
tion monotone croissante dont la dérivée (ordinaire) égale 4-o en tous.les
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pomts de Z, soit'a € Z, b==g(a) et posons:
g( ) pour x ¢ Z
fx)=)

pour x ¢ N.
On voit sans peine qu’en desngnant par 9 la famille des ensembles de pre-
miére catégorie, on a _ff(x):—l-oo pour x¢Z et pour x¢N, x>a, et
fir (x)= —oo pour x€ N, X<a, de sorte qu’aucune des conditions 1°) i 4°)
de (3.13) n’est remplie en aucun point. Il faut remarquer encore que, "
dans notre exemple, 'ensemble Uy coincide avec la droite entiere.

4. 1l s’agira dans ce paragraphe des conditions nécessaires et suffi-
santes *pour qu’une fonction .soit dérivable au sens généralisé en tous les
points d’'un ensemble donné, abstraction faite d’un ensemble exceptionnel
convenable. Une généralisation des fonctions a variation bornée jouera un -
grand role dans ces conditions.

Convenons d’abord des notations suivantes:

@1 supi(f; e ) =max([f(e), £8), supxf(],
(42 infii(f; ¢, §)=min [f(c), f @:a\igﬁz J(),
4.3) wu(f; ¢, f)= supﬁ;(f' «, B) — infa(f; e, £).

Il faut remarquer que la différence dans (4 3) ex1ste tougours puisque,
d’aprés (4. 1) et (4.2), on a toujours '

supn(f: &, £) > —oo, infi(f; ¢, ) <+ oo
'En posant [e, §] = 1, nous écrirons quelquefois sup(f; 1), infa(f; 1) et ox(f; 1),

On constate immédiatement d’ apres les définitions que les megahtes sulvan-
tes sont valables:

@4 infi(f; e, §) = f (), f (P‘) = supi(f; @, B),
donc v ‘
4.5) wa(f; ¢, 6) = |fB)—f()| =0

Nous dirons que la fdnction f(x) est a variation bornée sous négli-
gence des ensembles N sur Pensemble E, ou brigvement qu’elle est (VBy)
sur E, si une constante K existe telle que Yon a

Z waz(f; L) = K,

. toutefois que les mtervalles I; n’empiétent pas les uns_sur les autres et que
. leurs .extrémités - appartlennent‘ a E..On.dira: que. f(x). est a variation-bornée
généralisée sous négligence des ensembles % sur E, ou quelle est (VBGy)

sur E, si I'on a une decomposmon E ZE telle que f(x) est (VBgu) sur
chacun des ensembles E;. '
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Il est évident que si la famille 9% ne contient que I'ensemble vide,
sup(f; 1), infx(f; 1) et wa(f; I) coincident respectivement avec les bornes
supérieure et inférieure et l'oscillation (au sens classique) de la fonction f.x)
" dans lintervalle fermé /, tandis que les fonctions (VBy) ou (VBGg) sur un
ensemble E sont identiques aux fonctions (VB,) ou (VBG,) selon le cas®).

Les inégalités (2. 7) entrainent évidemment que, si W cN est une se-
conde famille héréditaire et o-additive, on a

(4. 6) sup(f; 1) = sup¥(f; 1), inf&(f; 1) = inf3. (f; 1),
donc | . :
@“n - on(f; 1) = ow (f; 1)
On conclut des relations (2.9) a (2.12) que

(4.8 Suph(f+-g; 1) = supi(f; 1)+ supi (g ; 1),
4.9) infa(f+g; 1) = inf5(f; 1)+ infi(g; 1),
(4. 10) on(f4-g: 1) = wn(f; 1)+ oa(g; 1),
(4.11) suph(cf; 1) = c-supi(f; 1), infa(cf; )= c-inf5(f; 1)
pour ¢ >0, v . .
(4.12) U suph(—f; )= —infi(f; 1),
(4. 13) oy (cf; 1) =lcl-ou(f; ).

Il s’ensuit de la définition que, f(x) étant (VBy) ou (VBGy) sur E,
elle I'est sur tout ensemble E'c E. L’inégalité (4.7) a pour conséquence que,
si f(x) est (VBy) ou (VBGy) sur E et si 'on a W N, f(x) est (VBx) ou
(VBGy) sur E, selon le cas. (4. 10) et (4. 13) entrainent enfin que, f(x) et
g(x) étant (VBy) ou (VBGy) sur: E, ¢, f(x)+c.g(x) l'est aussi.

Nous allons démontrer la généralisation suivante du théoréme de DENJOY—
LusiN sur la dérivabilité presque partout des fonctions (VBG,)"): ‘

(4.14) Si la fonction f(x) est (VB G;ﬁ) sur Pensemble E, on-a .une dé-
composition E=E,+N+Z, oit NER,|Z|=0 et fi(x) existe et est fini en
tous les points de E,. _

Démonstration. On peut évidemment supposer que I'ensemble E est
borné: Ec|a, b], et que f(x) est (VBy) sur E. Posons alors

M(x) =sup > wx(f; 1),
=1 .

en -considérant toutes les suites finies d’intervalles /; non -empiétants-et- dont -
les extrémités appartiennent & E-[a, x]. La fonction M(x) est finie et mono-

5) CL. [5], p. 228.
¢) Cf. [5], p. 230.
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- tone non-décroissante dans l’intervalle [a, 6], et on a pour ¢, B€EE
" (4.15) wn(f; ¢, 8) = M(B)—M(a),
puisqu’on peut ajouter le terme wa(f;«, ) a toute somme figurant dans la

définition de M(«), pour en obtenir une somme figurant dans la définition

de M(B).
Désignons par E* lensemble des pomts de E qui appartlennent a Uy,
qui sont points de densité extérieure de E et en lesquels la fonction M(x)
-est dérivable. D’aprés (2.3) et en vertu des theoremes classiques, on a
E=E*+N,+Z,N €N |Z,]|=0.
Considérons un point quelconque xOEE‘ et choisissons un nombre
0 >0 tel que I'inégalité x,< x < x,--0 implique l'existence d’un &€ E situé

entre x et x—}—%‘(x—'xo) et que celle x,<x < Xx,+20d entraine -

(4. 16) ME)—M(x) < (M (x) + 1) (x— %) = C(x—x,).

X, étant point de densité extérieure de E et M(x) étant dérivable en x,, un
Jd>0 de ce type existe toujours. Posons

¢y :xo+§; (” :07 ]_) 2:" . -); €y <".&n < €y +E,(,)+_l < X0+2(), gn €E.

On aura

M(An) M(X(,) < C(C,,—xo) < C 2,“ 17

_.Vdonc,_ X, et & appartenant 2 E, d’aprés (4. 15)

@ (i) <C ot

La relation x, € E* < Uy entraine encore (x(,, ;,1)6591, on a par conséquent en .
vertu de (2.8) et (4. 1) a4 (4. 4)

Fx)—ox(f; %0, &) = mfﬂ(f Xp, En) = mfﬁ (x) =

wgle<én

= supx f (x) = supj‘(f Xo, wz) f (xn)+(1)3)(f X, &n)-

’7'o<’1«< n

En tenant compte de (4. 17) on en tire

” f(x)—f(x0)>C%)x0<x<§n‘l€9l‘:.

E[feo—rtm) < —C 5t m<x<slen
donc — ' ‘ -

E [|f(?f)—f(x(»)( > C—2% X, <X < gn] e %
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A plus forte raison, on aura pour n=0,1,2,...

T SX)—f(xo)
=

< E[l100—F)1 > 4C s, v < x< ]«

>4C Cusy _x<an]c

< E |~/ > Com<x<B] €

et par cofiséquent, eu égard a 2 2),

[ f(x) f(xo)
i (ko) = 4C, | £ (xo)] = 4C.

X—X,
X étant un point quelconque de E*, on en conclut d’apres le théoreme (3 13)
que E*=FE,+N,-+2Z,, ot N,¢ R, |Zq|-—0 et fi(x) existe et est fini en tous
les points de E,. En posant N N +N,, Z=2,+Z,, on obtient 1a propo-
sition a démontrer.

Les deux théoremes qui vont suivre généralisent des théorémes connus
sur les nombres dérivés. ordinaires”).

> 4C, xn<x<xn+d €N

On a donc

: . (4.18) Sion a fil (x) <+ fq‘ (x) <+ oo .pour x€Ec U,., la fonction
' ,f(x) est (VBGy) sur E. ’ _

_ Démonstration. Soit E, (n_l,z, 3,...) Pensemble des x EE tels: que
fa () < n, fr (x) <n; soit Eum (m==1, 2, 3,...) P'ensemble des x € E, telsque

[f(x) f(x")>nO<}x x0|<1]€9t,‘

et posons . )

' —F |_P_ PE1
- E11711P_E)1|n [m+] ’ m_]__lJ'
On a évidemment

E: Z 2 Z Enmp--
a==l m=1 p=-o .
Consnderons deux points ¢ € Eumy et 8 € Eunp, ¢<g. On a
(4 19) ' E[f(x)>f(a)~;n(x——a), e« <x< B EN,
-~ (4.20) - Elf®<f@—ni(—x),«< x<Blen

D’aprés les relations ¢ € Eympc Ec Uy, on a ((:,./5’)@9?, il existe donc un x,

%) Cf. [5] pp. 234 et 235.
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situé entre « et 2 pour lequel aucune des relations (4.19) ni (4. 20) n’est
remplie, c’est-a-dire que '

fx)=flo+ ’l(xl—a), f(xl) = f(ﬁ)—'”(ﬂ—xx)
F(8) éf(“)"f‘ n(@—e), f(«) éf(ﬂ)—_n(ﬂ——(e).

(4.19) et (4 20) ont encore pour conséquence que

supx f(x) = f(a) Fn(f—a), inty f (x) =f(B)—n (ﬂ—«)

< m<

d’ou

Oﬁ a donc
supx(f; «, 8)= max[f(«), f(8), fgfgﬁf ()] = fle)+n(F—c),
infi(f; ¢, 8) = min [ f(), f(8), aigfﬁﬂf(x)] = f(B)—n(B—ea)

: (})9z(f; «, 8) = fl@)—f(®)+2n(8—a).
En prenant deux points a € Eymp, b€ E,,mp, a<b, on a pour a=a, < e, <
< s < - < ), == b «; € Enmp

S on(f @) = X [l ~(@) + 2n(e—e ) —f(@) —f(b)+2n<b——a> =

de sorte que Jf(x) est (VBy) sur I'ensemble E,,mp [a,b] et (VBGq?) sur len-»
semble Em,u, ce qui montre qu’elle I'est sur lensemble entier. E.

NCE 20) Si Pon’ a —eo< fn (x) = fn ()< + oo’ pour x €E, la fonctton J(x)
est (VBGy) sur E.

Démonstration. L’hypothése implique d’aprés. (2.8) que Ec Uxn. Soit
E, (n=1,2,3,...) ensemble des points x € E pour lesquels - '

—n<fHE)=f(x)<n,
soit E,. (m=1,2,3,...) 'ensemble des points x € E, tels que
[ J)—f(x0)

X—X

> n, xo<x<xn+'%] €N,

- . . 1
et posons Enmp:. """I2mp+] ’ 2l’7n_:_l

.Eb Z Z Z Enmp

n~l m_l p=-o -

}. On a évidemment

Considérons deux pomts @€ Eump, BEE . mp, @ < ,8 On aura
.21). . ;»‘zEllf(X)—f(a)l >n(x—a), B<x<f+(B—a)c
< E[lf(x)—f(@)]| > n(x—a), e <x<28—c] €N,
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2

)é- 2m+1

- Elf@)—f@)1>n(x—F), #<x< B+ (B—e)| €.

puisque 23—eae)—e=2(f—« <%; on aura pareillement

Les relations g€ E..py < Ec Uy impliquent (&, 28—e) ¢, il existe donc un
x, situé enfre § et 28— et tel que

|f(x)—f(e)] = n(xl—a) | fCx)— —f(®)] = n(x.—#),
par consequent que :
B —f(@)] = nlx—c)+(a—BF)] < n2(f—e)+ (F—)|=3n(E—a).
'(4 21) entraine encore que

supn /() = 1() -+ n(3—0),_infy /() = fl@)—n(F—c),
.donc que
S sup$i(f; ¢, ﬂ) = f(e)+ 3n(f—a),
: ~infa(f; e, 8) = fle)—3n(8—c)
et que

ox(f; ¢, ) =6n(F—a). |

' Cette inégalité a poux -conséquence que f(x) est (VBy) sur Enmp, donc qu’elle
est (VBGq) sur E, ce qu’il fallait démontrer®).
Le théoréme suivant est la consequence de (4.14) et de (4.20):

- (4.22) Les deux pzoposztzons suivantes. som‘ équivalentes :

a) E=E,+N,+Z, oit No€ R, |Z,|=0 et fa(x)-existe et ~est fini en
‘tous les points de E;

b) E= E.+Ni+Z, oit N,€WN, |Z,|==0 et f(x) est (VBGy) sur E1

Tout comme nous I’avons remarqué a propos du théoréme (3. 13); pour
certains choix de la famille %, les théorémes (4. 14) et (4. 20) peuvent deve-
nir banaux, les ensembles exceptionnels qui y figurent pouvant coincider
avec la droite entiere. Les propositions. qui vont suivre ont pour but d’éli-
miner cet inconvénient en réduisant I’ensemble exceptionnel en un ensemle
. de mesure nulle, en faisant naturellement quelques restrictions dans les
hypotheses

8) Nous avons demontre un peu plus que (4.20), a savonr que’ les hypotheses de

(4. 20) 1mphquent lex1stence d’'une décomposition E = Z E; telle que f(x) satlsfant sur

i=1
chacun des -ensembles E; a une condition de Lipschitz generahsee, C'est-a-dire qu’on a
on(f; 9,6 §Ll(ﬂ—a) pour «, € E, et pour.une constante L,. Ce n'est que cette propo-
sition plus précise qui généralise le théoréme cité sous 7).
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(4. '23) Si f(x) est (VBy) sur Pensemble fermé Ec Uy, la dérivée geéneé-
ralisée fi(x) existe et est finie presque parfout sur Pensemble E.

‘ _Déﬂionstration. Soient [y, == (ax, bx) (k=1,2, 3.. ) les intervalles conti-
gus a4 E et posons : .

’ - M= sups f(x), my== infy f(x).
- rEIE .. ISy I3

Considérons les fonctions M(_x) et m(x), définies sur le plﬁs petit intervalle 7
{fini ou infini, mais toujours fermé) contenant E, par les formules

{ () pour x € E, J(x) pour x € E,
m(x) =

M( )_ M. pour x€ Iy, my,  pour x ¢ [,.

Les fonctions M(x) et m(x) sont & variation bornée sur /. Considérons’
- en effet une suite finie dmtervalles (a:, ) ({=1,...,n) tels que e« €1,

Bi€l, = i, et evaluons par exemple la somme Z]M(ﬂ) M(e)|. Sie;

et §; font partie d’'un méme mtervalle I, on a M(ﬂ,) M(e)=0. Si Yon
a ¢ €F, ﬁlEE 1lsensu1t : o

IM(@)~M(“Z)! —|£(5) —f(az)l = wn(f, ¢, ﬁ’z)

‘Si 'un des points «; et §&; appartlent a E et autre: a [—E, disons, si ¢;€ E -
et & ¢/, on a

M) — M) = | sups Fo—Fa)| = f@) —f(m)l +
A +w92(f, a, by) = wm(f ai, ai)-{-w)z(f, a, bl.)
Enfm si 1 on. a o E L, 8¢, k:f:l on trouve

IM(/?,) M(e)] <If(al)_f(bh)|+w9}(f,ah,bh)+w).(f @, by =
= wﬂz(f, a., bk)—f‘w?z(f, b, al)‘f“w.h(f’ a, bi)

En addltlonnant toutes ces megahtes on obtlent une megahte de la forme

: g lM(ﬁz)'—M(Ch)l = gl,‘pz.wm(f; ]1), )

ol les intervalles /, n’empitent pas les uns sur les autres, leurs extrémités
appartiennent & E et-le coefficient p, ne peut prendre que les valeurs 1 ou2.
La fonction f(x) étant (VBy) sur E, le second membre reste borné, ce qui
~démontre la proposition. '

Ceci établi, on en conclut que M(x) et m(x) sont dérivables (au sens
ordmalre) presque partout sur E. Soit E, I’ensemble des points de E ou
M'(x) et m (x) existent et sont finis et qui sont points d’accumulation de £;
= 0. Considérons un pomt xOEE0 On a pour y>M'(x,) et

A1}
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pour des 4 >0 suffisamment petits,Avu I'égalité M(x;) = f(x,),

F [f(x) f(x°)>y,xo<x<x0—i—6]c

X—X

c 5[M(x) M(x5) > (X —Xo), Xo < X < X+ 0]+
_ —i—E[f(x)>|M(x),x0<x<x0+o‘]=
(4. 24) = E[M(x)—M(xo) > y(x—Xa), Xo < X < Xo+ 9]+
(4. 25) Ylf(x)—M»,xea-(xo,-xow)]ew
car Pensemble (4. 24) est vide et les. termes de (4.25). appamennent a N par
définition de M. Il s’ensuit que fi(x)=y et, y>M'(x) étant arbitraire,
‘que. for (x,) = M’(x,). Un raisonnement analogue fournit _sz (xo) = m'(x,). Le
point x, étant point d’accumulation de £ et M(x) coincidant avec m(x)' sur
E, on a M'(xj)=m’ (xo) D’apres x, € Ec Ux, on a encore I'inégalité fm (xo) =
=fi (xo) de sorte que : :

_ fv (o) =fi (X0)=M'(x)) =m (XO)
~On parvient de la méme fagon i I’égalité

for () =Fi () = M’ (xo) = ' (xs),
ce qui démontre ’énoncé. '

(4.26) Sz J(x) est (VBx) sur l'ensemble mesurable Ec Uy, fsz(X) exzste
. et est fzm presque partout sur E. .

Démonstration. On peut poser £= Z—{—Z EL, ot |Z|= O et chacun
des ensembles E; est fermé, et apphquer (4. 23) a E '

(4.27) Si f(x) est mesurable et (VBGy) sur lensemble mesurable
Ec Uy, fi(x) existe et est fini presque partout sur E.

- Démonstration. Posons E :ZEL-, ot f(x) est (VBy) sur chacun des. .
. ) i=1 | :

ensembles EL D’aprés (4.5), elle est alors (VB) sur E;, -il existe donc une

fonction f;(x) qui est a variation bornée sur toute la droite et qui coincide
avec f(x) sur E;"). Désignons par E! '’ensemble formé par les point d’accu-
mulation bilatéraux de E; et par E{’ I'ensemble E[f(x)=fi(x),x € E]. L’en~

semble E; étant mesurable (puisqu’il ne differe de la fermeture de E; qu’en
un ensemble dénombrable) et E{’ Iétant évidemment, il en est de méme pour
Pensemble S/= E/E!. D’aprés E;CE;’ et puisque E;—E; est dénombrable,

%) Cf. [5], p. 221
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. Pensemble E;— S/ — (E:— E{)+(E:— E/"y— E.—E{ est dénombrable, donc
S;=E; + S8/ =(Ei— S)—{—S est mesurable. On a évidemment E— ZSL

i=1

de sorte que (4. 26) pourra etre appliqué a4 S; et fournira 1’énoncé dés que
nous pouvons démontrer que f(x) est (VBy) sur S.. ’
' Considérons & ce but une suite finie (ax, bx) (k=1, ..., n) d’intervalles .
non empiétants et ayant des extrémités qui appartiennent 3 S;, et choisissons
des points «, f: € E;-de fagon 4 ce que @ = ax < by = 8 et quie ni les inter-
valles (a, 8:) correspondant aux indices & pairs, ni ceux correspondant aux
indices k impairs, n’empiétent les uns sur les autres, ce qui est possible
daprés S, Ei+E/. On a alors

sup); fx) = supu (x) = flen) + wa(f; ﬂ,,.)?

fla) = f(m:) +1f(@) — A,
fbr) = flen) +1£(0r)—F(e)],
- d’ol
SUPS(f; @i, b1) = f(r) + on(f; e, B) + If(a: ) —f(e)| +1f(br)— —f(e@)i-
Un raisonnement analogue fournit
infl (fs @i, by) = f(az)—w).(f aup’;)—lf(az —f(“r)|—|f(bz) f(“z)|
donc
(4.28) ox(f; @, bi) = 20x(f; auﬂk)+21f(a/) — Fle)| 4 |f(be) — ()]
En additionnant les inégalités (4.28) pour les indices & pairs et pour ceux -
impairs séparément et en tenant compte de ce que f(x) est (VBy) sur E; et

(VB) sur Sic £/, on constate que la somme > wy(f; ar, by demeure bornée,

ce qui termine la demonstratlon
Une conséquence 1mmed1ate de (4.18) -(ou de (4.20)) et de (4.27) se
formule comme suit:

(4.29) f(x) étant mesurable sur lensemble mesurable E c Uy, les deux
‘ propositions suivantes sont équivalentes :

‘a) E=E,+Z, ou.|Z|=0 et f(x) est (VBGy) sur Ey;

by E=E+2Z', ot |Z'|=0 et fi(x) existe et est fini-partout sur E;.

Remarquons encore qu’une analyse des démonstrations de (4. 23), (4. 26)
et (4.27) montre que, f(x) etant mesurable et (VBGqx) sur Ec Uy, on a une

deuomposmon E= Z—{-Z E;, ot |Z]==0 et chacun des ensembles ‘E; est

mesurable et tel que f);(x) est égal, partout sur E;, & la dérivée (ordinaire)
de f(x) relative a E;. De 1a, on conclut en vertu de (4. 29) que
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(4. 30) f(x) étant mesurable sur Uensemble mesurable Ec Uy, si fa(x) -

existe et est fini presque partout sur E, on a presque partout sur E [égalité
Ja(x) = fap(x).

5. Dans ce dernier paragraphe, nous allons reprendre les idées et les
méthodes de § 3, pour généraliser le théoréme de ROGER sur le contingent
-des ensembles dans l’espace, tout comme nous avons généralisé le théoréme
de KOLMOGOROFF et VERTCHENKO sur le contingent des ensembles plans, et
pour, en déduire par une modification de la méthode dé SAkS une générali-
sation du théoréme de HASLAM-JONES sur les différentielles extrémes.

En conséquence des analogies entre les raisonnements du présent
paragraphe et ceux de § 3, nous pouvons nous borner a énumérer les noti-
ons nécessaires et 4 énoncer les résultats qui s’y rattachent.

Considérons une famille M héréditaire et o-additive d’ensembles dans
Pespace R,. La demi-droite fermée. L, issue du point u ¢ R;, est appelée
demi-droite tangente généralisée & un ensemble E < R;, si 'on a pour tous
les secteurs sphériques ouverts S, ayant « pour sommet et dont L passe par
I'intérieur, ESE M. A Vaide. de ces demi-droites tangentes generahsees on
définit contgw(u, E) de fagon analogue que dans le plan.

En partant du théordme de ROGER™), on parvient par les mémes mé-
~ thodes que nous avons employées pour démontrer (3 2),.au théoréme suivant: .

(5. 1) Pour tout ensemble ECR,, on a- une décomposition E = E, +
—}-EZ—I—EO—}-H—{—M ol contggn(u E)=R; pour u€ E,, contgn(u, E) égale un -
demi-espace fermé pour u € E,, contgy (1, E) se compose d’un plan pour u € E;,
lensemble E,-+ E;+ H est la réunion d’une suite dénombrable d’ensembles de .
mesure 2-dimensionnelle- de Hausdorff finie, I'ensemble H est de mesure 2-di-
mensionnelle-de Hausdorff nulle, et on a M <M. Si, pour tous les points u
d’un ensemble .PcE, contgy(u, E) n'a aicun point commun avec un demi-
espace ouvert, délimité par un plan paralléle ¢ une droite donnée D, on a
P=P + M, oit M,€M et la projection ort/zogonale de P, sur un plan per- -
pendiculaire d D est de mesure plane nulle.

Considérons ensuite une famille 9N héredltalre et o-additive densembles
du plan R,, désignons les points de Ro par (x,y)=1, et la distance -des
points ¢ et ' par |{—t|.

Nous définissons Tensemble Uy comme’ lensemble des points tERo-
tels que, pour tout secteur circulaire ouvert S ayant f pour sommet, on’ ait
S¢N. En s’appuyant sur le théoreme. (3. 2), on trouve le théoréme suivant™):

(5.2) Si a tout poiht t d’un ensemble Ec R, correspond un secfeur cir-
culaire ouvert S:, ayant t pour sommet et lel que ES;€N, on a E=N+K,

10) Cf. [7] et [5], pp. 304 & -300.
-~ 1) CE [8], th. (2.4).
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oit NeN | et I ensembleA K peut étre couvert avec une sujte dénombrable de
courbes rectifiables.

D’oit 'on parvient a I'analogue sulvant de (2.3): .
(5.3) On a Rr—Uy=N+K, ot Nc et l’ensemble K peut etre cou--
vert avec une suite dénombrable de courbes rectifiables.

Un ensemble Ec Ry et une fonction f(x, y)==f(t), ‘defime pour {€ Ry, -
“étant donnés, on définit, comme les notions analogues dans § 2, supgxf(t) _

et mfs);f(z‘) et on constate qu’elles ]oulssent des propnetes analogues a celles.
2. 6) a (2. 12). : C
Con51der0ns ensuite un domaine angulalre ouvert AcCR,, délimité par

- deux demi-droites issues du point f, désignons par A, le secteur circulaire
ouvert E[z‘ €A, 0< |t—t,| < h] et introduisons les. notations suivantes:

hmng(t) = lim sup;. f(f)

t—>t, D04 tC A
tE.A )
limg f(¢) = lim infy f(2);
>l h->0+ t€ 4
tea :

“les mémes limites correspondant a A= R,—{t,} seront desngnees par llmg.f(t)

et limy f(¢). Si ces deux limites extrémes sont egales on désigne leur valeur
' =N

commune par llm)‘f(l) ou llmg.f(f) selon le-cas. On établit sans peine des
te4 ’ e ' :
propositions -analogues 4 celles (2 15) a (2. 20)
On-démontre la proposition suivante, analogue a (3.5), par un raison-
nement semblable -2 la démonstration- de (3.5) et en s’appuyant sur le théo-

réme (3.1) de KOLMOGOROFF -¢t VERTCHENKO®):

(5.4) Si atout point t, d’'un ensemble E < R, correspond un domazne angu- .
laire ouvert A, ayant f, pour sommet et tel que

hmﬁf(t):}:hmﬁf(t) ou lxmyf(t)#hmggf(t)

X >t . ooty
‘EAz teAO, 0

on peut couvrir l’ensemble E avec une su1te dénombrable de courbes rectzfz—
ables. -

. Désignons par B I'image de la fonction f(x, ), ¢ est-a- ~dire posons

B=FE [2—f(x M

@y 2

et désignons par M la famille (évidemmeént - héréditaire et o—additive) des
. sous-ensembles de B dont la projection sur le plan (x, y) appartient a 9.

12) Cf. [5], p. 310.
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Appelons le couple de nombres finis {A, B} différentielle supérieure
généralisée™) au point #,= (X, y,).de la fonction f(x, y), si, en posant z,=
=f(%, ¥o) €t tty=(Xo, Yo, 20), l& plan '
(5.5) z—2z,=A(x— x(,)+B(y Yo)

appartient 4 contgu (t,, B) et si

Timy f(x W —f(x0, Yo) — A(x—X,) = B(y — o) =0,
t>t, lt_tol T ‘

Un raisonnement semblable & celui des démonstrations de (3.7) et (3.10)

" montre que ces deux conditions sont équivalentes aux suivantes:

a) llm‘nf(f) = f(t),

b) contg)y(u(,, B) n’a aucun pomt commun avec le -demi-espace ouvert
2—2y> A(x—x) -+ B(y—0), '
c) le plan (5.5) appartient & .contgw(u,, B).
La définition d’une différentielle- inférieure généralisée étant semblable, on
--constate que si f(x,y) posséde au point £, € Uy en méme temps une diffé-
_rentielle supérieure et une différentielle inférieure généralisées, ces deux diffé-
renitielles extrémes généralisées sont égales et elles fournissent une différen-
tielle généralisée a f(x, y) au point ¢, c’est-a-dire qu’on a
limy L0 — 1o, yo)EA(txl—xa) B(y—y)
t—>t, . — to

En s’appuyant sur les résultats énumérés, on déduit du théoreme B.1),
par une modification légére de.la méthode due 4 S. Saks™), la generahsatlon ‘
suivante du théoréme de HaSLAM-JONES™):

=0.

(5.6) Si a tout point t,€E correspond un domame angulazre ouvert
- Ay, ayant t, pour sommet et tel que

“mmgg) — )] _

C B, ( ”—tol
t€dy

on a E N+Z oit NeN et |Z|=0. Sia touz‘ point tOEE' correspond un
Ay, ayant t, pour sommet et tel que :

+oo,

}HP f(|)t f(lfo) <t oo,
= R

ona E=E+N+Z,0u0 N¢X, |Z'|=0 et f(x,y) posséde une dszerentzelle
supérieure geénéralisée en tous lqs points de E Si a tout point t,€ E” cor-

13) Cf. [9] et [5], p. 309.
Yy Cf. [5], pp. 311 et 312.
) CL [9].
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respondent deux domames angulatres ouven‘s At et Ai, ayanf t, pour sommet
et ftels que .

i JO=1®) ‘f(t) —ft _

ttgtoo I —tol . tte_;t’o l _tol

ona E'=E/+N'+2Z", 0it N'€NX, |Z'|=0 et f(x y) posséde une diffé-
rentielle généralisée en tous les points de Ej.
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Uber ein spez1elles Rédeisches schiefes Produkt
in der Gruppentheorie.

Von F. RUHS in Roslock.

1. In einer groBen Arbeit ([1]) zeigi REDEI, welche Rolle das- schiefe
Produkt in der Gruppentheorie spielt und behandelt insbesondére ausfiihrlich
das Schreiersche schiefe Produkt G 1 I" und das Zappa—Szép-Produkt G= T,
definiert durch die Multiplikationsgesetze .(vgl. auch [3]) -
G:1I': . (a, @) (b, B)=(ab, a’«®p) - -
und ’ _ ' - :
G21I": (a, @) (b, )= (ab®, &’ B),

Zugleich sagt REDEI, dafi es wiinschenswert sei, einen Vorrat an schiefen.
Produkten zu haben, mit deren Hilfe moglichst viele Gruppen mit befriedi-

gender Einfachheit dargestellt werden konnen. So haben insbesondere auch L

REDEI und A. STOHR folgendes Produkt untersucht ([2]):

GeTI: (a, @) (b, 8) = (aPb, «*B)..

Dabei zelgt sich, .daff die Gruppen G2 I” eine echte. Tellmenge der Gruppen

G2 I bilden. Vergleicht man den Bau der Multiplikationsgesetze, so ist- G2 I"
" symmetrischer als G2 I". Wir zeigen, daf% eine nochmalige Symmetrisierung’

die Gruppenbildungen noch weiter einengt, indem wir das in ({1]) unerledigt
- gelassene. schiefe Produkt

M - Gea: (@, ) (b, )= (a°b%, 8"
untersuchen. Unser Resultat ist der

Satz. Das schiefe Produkt (1) liefert im wesentlichen') nur das direkte
Produkt der Gruppen G und T, ldBt also im wesentlzchen nur dte triviale
Losung a®*—=a, «* =« 2u.

_ Wir beweisen unseren Satz.auf zwei Arten, einmal indirekt, indem wir
-nachweisen, daf (1) zwei zu G und I" isomorphe Normalteiler besitzt, deren
Durschnitt das Einselement ist (und die miteinander vertauschbar sind), zum
anderen - direkt, indem wir (]) transformieren.

1y D. h. bis auf Transformatxonen II ich verdanke diese scharfe Formuherung ‘des
Satzes ‘Herrn L. Reper. :
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2. Es sei g =G®I erklért durch
Q) (a,0) (b, =©"b","8). - (a,b,d",b"€¢G, 38 ”“EF). -
Ferner seien e und ¢ die Einselemente von G resp I'. Wir zeigen zunichst:

Jede Gruppe G® I ist zu einer solchen Gruppe G@F 1somorph die
‘(6,#) zum Einselement hat.

Bewels Sei II die Permuta’non AT
S - @ (gtan, /“mz) . (&h€G,pmeD);
dann ist - - ' _

II_I | (a a)—»(gah , renh).
Definiert man nach REDEI ([1]) in der Menge  der Paare (a, ) eine’ neue:
.Multiplikation durch _
(@, @) X (b, )= 11(11"" (@, @)-11"' (6, B)).
— 11((gak™, yer)(gbh™, 787))

= 1((gan™ Y (gbh Y ey Gy

= (g (gak” Y (gbh Y e Y™ sy ),
dann entsteht eine zu g isomorphe Gruppe gl Auf der rechten Seite steht (1),

nur dafl statt -afb* dafi ahnlich gebaute Funktionenpadr g~ ‘(gah")”ﬂ” "
(gbh™ )" 'h steht; entspr. fir «’#% Ist nun (u,2) die Einheit von (1), so-
lassen sich g,h€ G, y,n € I" (auf mehrere Art) so bestimmen, dall g-'uh=e,"
v iln=¢ 1st Dann hat g, wegen des lsomorphlsmus g =g, das’ Emselement:
(e, 9. .

Aus (a, «) (e, &) = (aﬁe“, &)= (e, ¢)(q, a) = (e“as,'sffcc");(a, «) folgt nun
2) , et =e"at=aq, @wE—=¢a"—ca
fiir alle a € G und alle « € ['; d. h. es muf} ‘'sein: e* =r fiir alle a¢ G sowie
=0 fiir alle @ ¢ G. Dabei sind rund o feste Elemente aus G- resp. I :
Insbesondere folgt aus

(e, 8) (e, &) ==(r*, 0)) = (e, &):

rP=e, ¢*=¢; d. h. r.und o haben die Ordnung zwei. -

~ Nun sind in (1) die vier Funktionen a®, b%, ", 3 nicht eindeutig be- -
stimmt, sondern lassen sich durch resp. a’u, u™'b® «”4,47' 8" ersetzen; wihlt
man insbesondere u==r, A =¢, so wird e*=r durch r*=e¢ und &* =9 durch.
o*=g¢ ersetzt. Wir konnen uns also auf den Fall beschrinken, dal
@1y . : e*=e, &=z -
fiir alle a € G, « € I’ ist. Dann liefert (2) ferner fiir alle .a’¢ G €l
3.2) o af=qa, «"=c
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Die Assoziativitit bedeutet nach (1) das .Bestehen der Gleichungen
(4) ’ (aﬁba )‘ycab_s" _ aﬂcyb (bycﬂ )a’ (abﬂq)c _/aﬁb“ _ am/ cﬂ(ﬂc ;,b)u'

Wegen der vollkommenen Symmetrie der'Form'eIn werden wir in Zukunft nur
die den Elementen aus G entsprechende ableiten. (4) ergibt fir a=c=e
unter Benutzung von (3), sowie fir a=b==e und b statt ¢ geschrieben:

(5) ‘ (ba)y —_ (b‘Y)" — bﬂy — bya, (,3")’: _ (‘3':)« _ ﬂnc — ﬂcu' .
Fir «e=vy=¢ und b=-¢ liefert (4)
{6) . . & =d*d, o '/b‘i‘ = y

Hieraus und aus (4) folgt nun fir c—e, ¢« —g—2¢:
%) @by =a"'t"=a"p",  (eB) =B =8

Setzt man ‘schlieBlich in (4): a=e und 8=¢, so erhdlt man' bei Benutzung
von (7):
| b = (B e) = 6™
d. h. .
- S = fir alle v €I
® . .
l ;/“ :;/”. fiir alle CE G'.
Daraus folgt insbesondere

¥ ¥y (e y)" «8nB (ab)-g
’y e

(9) c ;/l’ = Y = C 5 / )

sowie aus der sogleich abzuleitenden Formel (11):

b

: ' S ety by-1 W1 6,1
(10) T = e :c(“_> ,/(b_ ) _:y(a) .

. . _ B
Nach (7) ist (671 b =(b7'6)" =e“—e sowie 6°(b")" = b" (b7)" =
= (bb™')* —e* —e. Es existiert also ein zu b inverses Element:
(l‘2

1 ey =0 @Y =E""
Um das zu (a, «) inverse Element zu bestimmen, setzen wir
T @a)=09nH=0"8.
‘Dann folgt aus a=~0°, ¢ =g’ nach (11) .
= = =0T, =@ =6,
und daraus nach (5): -

b-l _ (a—l)(l_l, »‘13)~1 _ ((‘—l)(l_l’
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und wieder nach (11):

b= a(“'])“_I, B == a(";l)av
(a, «). 1abt sich also eindeutig in zwei Faktoren épalten:
(12) _ (a, .a)____.(a(a—]‘)a»"l, o) (e, [é(a'l)a—l).

Setzt man etwa a@™" " =r, «™* " —o, so bilden die Paare (r,¢) und (e, 0) .
fiir sich Untergruppen von g, die zu G resp. I’ isomorph. sind: Nach (1).ist

namllch

) (r, &) (s, &) ={(rs, s) C (60) (e, 0)=(e 00);
“daraus folgt, daf3. : : .
(r, &) = ("', 8), o) =)

Daher ist nach (12) das zu (a, ) inverse Element:

(13) (@ ey =(e @) (@), o).
Die Darstellung (12) zeigt, dafi jedes Element v¢€gq darstellbar ist durch
=g, §€G, yel. _ _
Um zu zeigen, dall g das direkte Produkt aus G und 1" ist, geniigt
es noch. nachzuweisen, dali die Elemente der beiden Untergruppen G und I’
mxtemander vertauschbar sind. In der Tat ist

(14) | (a,¢) (e, &)= (e, «) (a, e) == (a% «").

Ebenso einfach zeigt man, da G und I’ Normalteiler von g sind. Benutzen
'wir.die obige Darstellung :

@)=, CH (@ =809,

wobei 67 = (@), 57 = ()" ist, so erhalt man wegen (e, 8) {c,£) (¢, ") =

==(c, &): o _ ‘ :

(a, @) (c; &) (@, &) " = (bcb ™', #).

Dasselbe gilt fiir 1. ' ~ '

' Damit ist unser Satz bewiesen. _
Um nun unseren Satz direkt zu beweisen, miissen wir eine passende

Transformation finden. D1e Struktur von (14) legt folgende Permutation nahe:

Es sei

I (a,¢)— (@ <), } ' *

dann ist o : :

, A I (g, @)— (@« ¢,
Dann wird jetzt A
(a, @) X (b, ,9)_11(11 (a,@)- 117" (b, ) = II(a 2 b f”" gy =

“1pb 1a -1,8 e
__(a 4 bﬁ(ﬁ ) “b b: ‘3”(1' ))
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Wir beweisen dies etwa wieder fiir die Elemente aus G. -Wegen (8) kann
man nach dem zweiten Exponenten abbrechen und erhéit nach (9) und (11):
@ oP=) e 1398 -1y bP Yoy _,—_(a"ﬂ” T R s LR

’ o ﬂ—lﬂbbﬁ(ﬂ-l)a

Damit haben’ wir eine zu Gor: 1som0rphe Gruppe g1 gewonnen mit dem
* Multiplikationsgesetz

. -1gb -la -l
am: (a, @) (b ﬁ)=(a" PpfE™" "), A
Das Einselement (e, &) bleibt nach (3.1) bei der Transformation I7 erhalten.,

Beschriankt man sich wieder wie oben auf den Fall daB e*=e, &*=¢, so

~erhdlt man auch (3.2): ¢ =a, ¢*=«c.
Dagegen liefert die Assoziativitat die sehr unbequeme Beznehung

-1,8

1 1ya
(aﬁflﬂ” b.ﬂ(ﬁ‘l)")v‘ e Cv(v‘l)“‘i 8h4867H - ai.‘ # b,

in der

1Y (e Y8 ’ -1,c ~1\b
Z:ﬂrcyf(c), y=b" vcv(v)’

die sich adber fir c=e wegen (3. 1) und (3. 2) sofort auf die Gleichung -

a5 PO BN e e

reduziert. y==5"" liefert schlieflich
~-1gb -1ya
aﬁ B bﬂ(ﬂ ) ab;

die linke Seite ist aber gerade der Ausdruck, der im ' Multiplikationsgesetz
steht. Berufung auf die Symmetrie oder direkte Ausrechnung erglbt fiir den
F—Antell dasselbe som1t ist

© (a, e) (b, ,(?)—(ab ap‘)
und damit G@® I'>q, das d;rekte Produkt der Gruppen G und T
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. Dle Verallgemelnerung der Theorle des Gruppenproduktes
von Zappa—Casadlo. ‘

Von L. REDEI und J. SZEP in Szeged.

Unsere Arbeit enthalt die Losung' des folgenden Problems. Zu zwei
gegebenen Gruppen G, " sind die .simtlichen Gruppen & zu bestimmen,
fiir die ‘ '

o - = G’T’
ist und die I's'omor'ph_ien o :
?) ' . G=G I'aT

gelten. Wir meinen dleses Problem in der vollen Allgememhelt 50 namhch '
daff der Durchschmtt _ _

3) ' anl” .

eine beliebige_Un-tergruppe von & sein darf (die also natiirlich isomorph mit -
je einer Untergruppe von G und I" sein muf}). ZAPPA") und’ CAsADIO?) haben
diejenigen Losungen angegeben, fur die (3) das Emselement bzw. 1rgende1n
Normaiteiler ven & ist:

Kleine lateinische und grlechlsche Buchstaben bezelchnen beliebige Ele-
mente von G bzw. I'. Insbesondere bezeichnen e und ¢ das Einselement von
G bzw. I Stets wenn die Rede von einer Untergruppe G, oder I', von G .
bzw. I sein wird, S0 sollen a, und e, belleblge Elemente von. G, bzw
1" bezeichnen. :

Zu unserem Zweck betrachten wir em Funktlonenpaar

“) . o a® €0, « (E I),
- stets unterworfen den ,,Anfangsbedmgungen“ _
(5) ‘ ‘ =aq,e"=e¢ «=ge, & =¢ -
Wir definieren dann in der Menge der FElementenpaare
© ' . (a, )
. )G VZAPPA, Sulla construzione dei grubpi prodotto di due déti sottogruppi permu-
tabili tra loro, Atti Secondo Congresso Unione Mat. Italiana, Bologna 1940, 119—125.-

2). G, Casapio, Construzione -dei gruppi come prodotto di sottogruppi permutabxh
Rendiconti di Mat Univ. Roma, 2 (1941), 348—360.
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die Multiplikation®) _ ‘
m . - ' (a, &) (b, 8) = (ab", Bc’)

und bezeichnen mit 9 die so entstandene (multiplikative) Struktur, die natiir-
lich nicht assoziativ zu sein braucht. Offenbar hat M wegen (5) das Eins-
element (e, ¢).

Im allgemeinen bezeichnen wir die einer kompatlblen Klassenemtellung
C von Dt zugehorige Faktorstruktur mit M/C. Das hat nach BOURBAKI') den
Sinn, daff die C zugehorige Aquivalenzrelation, die wir mit ,=* bezeichnen,
_eine Kongruenzrelation ist, d. h. die Exgenschaften)

® @ f’)—(b B =N @)=(7) (6,8), (@, ) (e, /)—(b £) (e 7)
hat, und in Di/C die Multlphkatlon

© . o @ @) (b 3) =@, «) (b, )

zu Grunde gelegt ist, wobei (r, 0) die durch (r, 9) represenherte Klasse bezeich-
‘net. Unter den so definierten multiplikativen Strukturen 9/C kénnen auch
Gruppen vorkommen (sogar auch dann, wenn selbst 9 keine Gruppe ist).

Wir werden bekommen, daB die simtlichen Losungen unseres Problems.
(bis auf Isomorphie) mit géwissen speziellen M/C iibereinstimmen, die ndm-
lich so entstehen, daB man das Funktionenpaar (4) und die Klassenemtellung
C passenden weiteren Einschrankungen unterwirft. Und zwar gilt der folgende :

Satz. Man bezeichne mit G,, I, zwei isomorphe Unlergruppen von G

*

bzw I, gebe zwischen ihnen einen Isomorphzsmusﬁ)

(10) G,=I, (a,—Sa,)

‘an und definieré in M die Aquivalenzrelation®)

(11) (@ e)=(b,p) <= S(aib)—=cp

deit_diese eine Kongruenérelation und die zugehorige Faktorstruktur M/C
eine Gruppe ist, ist notwendig und hinreichend, daf3 (4) (auper (5)) die fol-

53) Man konnte mit. dhnlichem Erfolg
(@, (b,)=(ab" a"p)

setzen, fiir uns wird aber hier die obige Definition (7) bequemer.
4) N. Boursaki, Algébre 1 (Structures algébriques) (Actualités sc1ent1f1ques et indus~
trielles 943, Paris 1942), 1165, insb. S. 45.
.3) ,==>“ bezeichnet ,hat zur Folge“.
6) Mit (10) bezeichnen wir, dafl S eine 1somorphe Abb)]dung von G, auf T, ist.
Dabei bezeichnet Sa, das Bild von g,. .
- 7) ,<=> bezeichnet ,ist glelchbedeutend mit“. — Mit Sr=o oder r:S‘_lg meinen
wir stets den Inbegriff der drei Aussagen: r€G,, o€ T, Sr=o. ‘
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genden Bedingungen erfiillt :

(12) ’ - S@)=a'S., a%,

(13) A Sy =a'Saa™,

W S @ =G0 E e,
(15) S (") (@)= (b)) b,
Diese Gruppen

(16) | . GB=M/C

sind (bis auf Isomorphie) die simtlichen Ldsungen unseres Problems. Und
zwar bilden in der Gruppe (16) die (a, &) bzw. (e, &) je eine Untergruppe G, I"’
mit den Eigenschaften (1), (2). Dabei ist der Durchschnitt (3) isomorph mit
G, (also auch mit I',), und zwar sind die (a,, ) die simtlichen verschiedenen
Elemente dieses Durchschnitfs. :

Bemerkung. Man sieht, daf (12), (13) zueinander dual- sind, worun-
ter wir verstehen, daB sie ‘mit Vertauschung von G, I" und Ersetzung von S
durch. S”' auseinander hervorgehen. Ebenfalls sind (14), (15) dual®)

Zum Beweis des Satzes stellen wir zundchst die Bedingungen der Exis-
tenz von 9/C, d. h. die der Kompatibilifit der durch (11) gelieferten Klassen-
einteilung C auf. Nach (11) lassen sich zwei beliebige 4quivalente Elemente
von M in der Form (@, «), (aa,, «Sa,) annehmen. Werden diese zuerst von
links, dann von rechts mit (b, §) multlphzlert so erhdlt man nach (7) die
Produkte
' (ba ,eg), (baa,)’, aSa,-p’"’*)
bzw. , . E

) (ab®, '), (aa, b, 8(¢Sa,)").
Wegen (8), (11) existiert also M/C dann und nur dann, wenn

amn - S[@® " (@a )] = (8)"' Sa,-8°",
(18 , S[(b“)‘.’a,b"“f] ="y (e Sa,)”
gelten.

_ Indem " wir (17), (18) voraussetzen wollen wir jetzt die Bedmgungen
aufstellen, damit 9/C assozm’nv ist. Hierzu ist nach (7) und (9) notwendng
und hinreichend :
(aba, ﬂa") (c, -/)E(a, a)l(bc , ‘/,L?c),
d. h.
(@b*e’, y(Y) = @), 78°d).
Nach (11) schreibt sich hierfiir

a9 S[Eed)) 0 =

beb

)8 (8’

%) Obige Dualitdt wiirde eine weniger -einfache Form annehmen, wenn man die
~ Multiplikation in M nach?) (statt (7)) definiert.
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’Setzen wir hler voneinander unabhingig b=e, bzw. g-=¢ ein, so entsteht
wegen (5) zuerst (14), dann

(20) S[((be)y " 0" ='(a“>"‘<a”>”.

Wendet man umgekehrt (20) mit ¢ statt ¢ und (14) mit «® statt ¢ an, multi- -
pliziert man die erste dieser zwei Gleichungen von rechts ‘mit der zweiten,
. so ergibt sich wegen der Homomorphieeigenschaft von S eben die Gleichung
(19). Hiernach besteht die "gesuchte Assoziativititsbedingung aus (14) und
(20). Wir bemerken auch, daff (20) mit (15) iibereinstimmt. Somit driicken -
(14), (15) die Bedingungen der Assoziativitit aus. Bisher haben wir gewon-
nen, daf M/C dann und nur dann (existiert und) assoziativ ist; wenn (17)
(18), (14), (15) gelten.

Wir beweisen, daf diese Bedingungen mit (12) bis (15) aqulvalent sind.
‘Wir machen das so, daB wir (14), (15) voraussetzen und dann d1e Aquiva-
lenz von (17), (18) mit (12), (13) zeigen.

Einerseits folgt aus (17) fiir a=e (unter Berucksxchtlgung von (5)) die
‘Glelchung (12). :

Anderseits folgt aus (15) fir b=a, c=a, (.=16’ (mit Vertauschung
-der Seiten) :

((aa, )"") ‘el =S (B ()™}
Aus (12) folgt, 'daB der dritte Faktor der linken Selte (also auch das Pro-
.dukt der ersten zwei Faktoren) in G, liegt. Somit entsteht durch Anwendung'
“von S
S S[((a,a)")'laﬂ]'S(a,- )= () ()"
Aus (12) folgt o -

. S(aﬁa — (ﬂtl)_lsa*'(ﬁa)”*-
Aus dlesen zwei Gileichungen folgt

Sl((@a)y ' = (") "-Sa;" "

Nach Ubergeheri zum Inversen stlmmt dies mit (17) iiberein.

Wir haben gezexgt

(17) <=> (12); (12), (15) <> (17).

Wendet man S~' auf .(18) an (und vertauscht die Seiten), so sieht man,
-daB (18) das Duale von (17) ist. Folglich entsteht aus vorigem nach Duali-
snerung

(18)<=>(13); (13), (14)<*>(18)

Beide. miteinander beweisen die obige " Behauptung, daB namlich die
* Bedingungen (17), (18), (14), (15) mit (12) bis (15) dquivalent sind. -
Bisher haben wir gezeigt, daf 9i/C dann und nur dann (existiert und)
~ .assoziativ ist, wenn (12) bis (15) gelten.- Dies geniigt aber auch schon, damit-
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9i/C eine Gruppe ist. Da namlich (e, ¢) das Einselement von 9 ist, so ist
(e, ¢) das Einselement von 2t/C. Ferner gelten nach (5), (7)

1) E ' (a a)—(a &) (e, «),
(22) ‘ - (@, &) (@t e)=(e, s), (e, a)(e, «t) = (e s)

Wenn also n/C assoziativ ist, $0 folgt hieraus

(@, @)(e )@, 5)=/(e 9),
d. h. die Existenz des Rechtsinversen von (g, ). Wir haben béwiesen, daB
SJI/C dann und nur dann (existiert und) eine Gruppe ist, wenn (12) bis (15)
gelten.
' Betrachten wir nunmehr die Gruppe (16). Es ist’ wegen (21), (22) Klar,
daf die im Satz definierten Untergruppen "G’,I"” von & existieren und fiir -
. sie (1), (2) gelten. Bezeichnen wir mit D den Durchschnitt (3). Dieser be-
steht aus denjenigen Elementen (a, £), die swh auch als (e «) schreiben lassen.
Da nach (11)
(23) R (a,a)m(e,a)< >Sa—crl _ _
gilt, so folgt hieraus wegen (10) offenbar, dafi D aus den Elementen (a,,e)
besteht und daf diese Elemente auch schon verschleden smd Das ergibt
- wegen (7) auch die Isomorphie D = G,.
: “Wir haben nur noch zu zeigen, daB umgekehrt jede Losung ® unseres
Problems (bis auf Isomorphie) unter den im Satz angegebenen Gruppen 9i/C
vorkommt. Indem wir G und I" auf Grund: der Isomorphlen (2) in © ein-
betten, konnen wir G in der Form

@ . ®=Gr - | |
annehmen wobei also G I jetzt Untergruppen von G smd Wir setzen _
(25) - =Gnr.

Wegen (24) erscheinen allé Elemente von & in der Forfn_")

(26) ' ' : . ae.

Offenbar gilt dabel die Regel : .

@n L ad =bf <=>ab=a"8¢G,. )

Wegen (24) 146t sich jedes Produkt «~'a auch in der Form b3 schrei-
‘ben. Obwohl dabei fiir 4, 8 (nach (27)) méhrere Moglichkeiten vorliegen, so
steht doch nichts im Wege, daB man fiir jedes Paar a,« ein zugehoriges
Paar ‘b, ¢ irgendwie festwahlt, wodurch &, 8 nunmehr (eindeutige) Furiktionen
von a, « geworden sind. Diese nehmen wir in der Form (4) an. ~.Dann‘gilt'

9) Unser Verfahren daB wir die Elemente von © in der Form ga- statt ae-anneh- -
men, 1st natiirlich unwesentlich und steht- damit in Zusammenhang, daB wir die Multlph—
kation ‘in ‘)Jt nach (7) (statt‘l)) definiert haben. -

A2
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«'b=10b"(¢")"", also auch

28) . ac ' bp™ = ab” (Be") "

Da insbesondere - r‘a—ae", ele=ec! ist, so diirfen wir auch (5) anneh-
men. Da (4), (5) gelten, so existiert die zugehorige "multiplikative - Struktur -
WM, wie wir diese bei (6), (7) definiert haben. Hierfiir gilt wegen (7), (28)-
" die Homomorphie =

(29) We~6G (@, ) —>ac).

Bezeichne C die zugéh()rige (kompatible) Kiasseneinteilung von M, in der
namlich diejenigen Elemente von 9t eine Klasse ausmachen, denen vermoge

(29) ein gemeinsames Bild in & zugeordnet ist. Kraft dieser Klasseneintei-
‘lung gilt also fiir die zugehorige Aquivalenzrelation : : :

T (e, 0)=(b, 3) > ae™t =b8 " <= gc'lﬂ.

Hiernach haben wir es mit einem Spezialfall von (11) zu tun, wobei ndmlich
in (10) I', == G, gesetzt und fiir S die identische Abbildung von Gl (auf sich) -
~ genommen wurde. Da ferner aus (29) die Isomorphie

. © ~ M /C
folgt, so haben wir hiermit den Beweis des Satzes beendet.

Bemerkung. Die in unserem Satz begriindete Theorie zeigt viele
Anhnlichkeiten mit der Theorie der Schreierschen- Gruppenerweiterungen auf.
. Vergleiche hieriiber.unsere Afbeit.”?). Nach,dem.dortigen:Muster. 1aBt: sich-auch

das- Transformatlonsproblem der Gruppen (16) behandeln. ‘Man siehe noch
- unsere friihere Arbeit."!) Wenn insbesondere G,=e (also I',==%¥) ist, so ist
nur a, =-e, «,==¢ moglich, weshalb jetzt (12),.(13) identisch erfullt -sind,
ferner besagen (14), (15), dafi stets
(B)=cbe, = (Pey=—pca?’
() = e, (be)® — bc’

ist. Das sind eben die bekannten Bedmgungsglelchungen von ZAPPA, 1)

(Eingegangen am 12 Juli 1955.) .

) L, REDEI Die Anwendung des. schiefen Produktes in der Gruppentheorie, journal
fiir die reine und angew. Math., 188 (1951), 201—227.
1) }. Szep and L. Reper, On factorisable groups, diese Acta, 13 (1950), 233—238
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Métrische -Pualitiit 'der allgemeinen Riume. -
Von ARTHUR MOOR in Debrecen.

' Einleitpng; .

In der neueren Entwicklung"der Geometrié, sowie in der Physik haben
Variationsprobleme von der Form

oy om,\ )dt—0

eine grundlegende Bedeu'tun0 ").. Diese Vanatlonsprobleme kann man sowohi
vom Standpunkt der Funktionentheorie, wie vom Standpunkt der Geometrie

~ untersuchen. ,
- A. L. UNDERHILL bes’ummte zuerst die Invarianten des Vanatlonsproblems
'(0 1) in seiner Arbeit®) {15] mit .analytischen Methoden. Die geometrische
Charakterisiering ‘des Variationsproblems (0. 1), die- zuerst - systematisch von
P. FINSLER durchgefiihrt wurde, ist zum Ausgangspunkt der Theorie der all-
gemeinen differentialgeometrischen Rdume geworden. (Vgl. [8] und [4].) Diese
. Theorie. wurde in vielen Abhandiungen behandelt, und neben dem Varia-
tionsproblem (0.1) hat man bald auch Variationsprobleme mit mehreren -
Veranderlichen ,geometrisiert“. In erster ‘Reihe kommen hier die Variations-. -
probleme von der Form '

©.2) S J EO5U) gyt g1 —0
- . (” 1) n .
in Betracht, wo die u; die Bestimmungszahlen der Hyperﬂachenelemente
bedeuten. Die funktionentheoretische Untersuchung des Variationsproblems
(0. 2) hat zuerst L. KOSCHMIEDER durchgefiihrt und die zu (O 2) gebundenen
Invarianten bestimmt. ”)
Die Entwicklung der geometrischen Theorie des Variationsproblems'

(0.2) haben E. Cartan und L. BERWALD in den _.Abhandlungen [1] und [3]

1) Wenn es nicht anders gesetzt wird, bedeutet x immer die n Koordmaten
xt,x2, ..., x» einesPunktes imin-dimensionalen:Raum.: Entsprechendglst X==X1,%2, .. ., xn
) Dxe Zahlen in ecklgﬁn Klammern deuten auf das Schrlftenverzelchms am Ende
unserer Arbeit.
' 3) Vgl. fur die. Untersuchunoen L Koscmumgm das Schnﬂenverzexchms von [6].
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“durchgefiihrt. Diese Geometrien lassen sich.dadurch kennzeichnen, da8 ihr
Grundelement das Hyperflichenelement (x, u). ist, und dab durch eine Funda-
mentalfunktion F(x,u) die Oberfliche in diesen Réaumen fiir Hyperflichen
definiert ist. Von F(x, u) ausgehend kann man einen metrischen Fundamen-
taltensor g definieren, und dann mit Hilfe von gx die Lange der. Vektoren,
und alle charakteristische Grofen des Raumes bestimmen. Diese Réume nennt

-man- Cartansche Réaume, wihrend die durch (0. 1) bestimmten Riume die
Finslerschen Riume sind. Die letzteren sind dadurch gekennzeichnet, daB
ihr Grundelement das Linienelement (x, x) ist, und da8 die metrische Funda-
mentalfunktion F(x,x) die Linge der Kurven :

X == x(1), ce=t=p
zwischen den Grenzen ¢, 8 bestimmt. Der metrische Fundamentaltensor und
die weiteren grundlegenden GroBen des Raumes sind — wie im Cartanschen

‘Raum — auch aus F(x, X) ableitbar. In diesen Rdumen spiélt ein kontrava-
rianter Vektor bzw. eine kovariante Vektordichte eine fundamentale Rolle.

. Bei der neueren Entwicklung der Geometrie der allgemeinen R&ume hat
man einen einheitlichen Gesichtspunkt dadurch erzielt, da8 ‘man'f_iir ‘das .
Grundelement eine Vektordichte vom Gewicht p gewihlt hat. In dieser Ver-
‘allgemeinerung sind dann sowohl die Finslerschen, wie die Cartanschen
Riume enthalten. In den Arbeiten [14], [6] und [5] wurden die Fundamental-
tensoren, und. mit Hilfe des invarianten Differentials die- Parallelubertragung
in diesen-aligemeinen- metrischen Raumen bestimmt.

Das Ziel unseres Artikels ist die Untersuchung der metrischen Dualitit
der allgemeinen Rdume. lhre ‘genaue Definition ist in § 2 angegeben. Wir
~ erwdhnen hier einleitend nur so viel, daB es sich um eine umkehrbar ein-
deutige Zuordnung der Grundelemente beider Raume handelt, fiir die die
metrischen Fundamentaltensoren in entsprechenden Elementen {ibereinstimmen.

Falls die Grundelemente der dualen Riume Kkontravariante bzw. kovariante
Vektordichten sind, behandeln wir das Duahtatsproblem mit Hilfe des osku-
lierenden Riemannschen Raumes.

Die Konstruktion des oskulierenden Rlemannschen Raumes 1st -an sich
eine interessante und wichtige Methode, da mit- Hilfe des oskulierenden Rie-
- mannschen Raumes die Struktur des allgemeinen Raumes lings einer Folge
der Grundelemente einfacher wird, als im allgemeinen Fall. (Vgl. [16], [11],
- [12] und [13].) Als wichtigstes Ergebnis bekommen wir," daf man durch die
Dualisierung die Fundamentaltensoren . des einen Raumes aus denen des
. anderen gewinnen kann. Demnach existiert zwischen dem kontravarianten und
- kovarianten Fall kein prmzzpzeller Unterschzed Diese Ergebnisse haben wir

- in .Satz V.bzw. VI formuliert.
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§ 1. FundamentalgréBen der allgemeinen metrischen Riume.

In diesem -Pragraphen werden wir die Fundamentalbegriffe und die Fun-
damentalgroBen der Geometrie der allgemeinen metrischen Rdume zusammen-
stellen. Die vollstindige Entw1cklung dieser Theorie befmdet sich m den.
Arbeiten [5], [6] und [14].

"Ein allgemeiner metrischer Raum %, ist eine Manmgfaltlgkent von Kova-
rianten oder Kkontravarianten Vektordichten vom Gewicht —p . bzw. +g¢q
— sie sind die Grundelemente des Raumes — fiir die eine Grundfunktion L(x; ¢)-
“existiert. Die Grundfunktion L(x,f), — wo # bzw. # die Komponenten der
Vektordichte - bedeuten — soll in den f positiv homogen von erster Dimen-
sion sein und aufierdem nach ihren- Argumenten mindestens viermal stetig
differenzierbar sein. 4
, Im folgenden bezeichnen wir die Grundelemente des Raumes 3N, falls sie
~ kovariante Vektordichten vom Gewicht —p sind, mit u;, und falls sie kontravariante
Vektordichten vom Gewicht -I- g sind, mit +“. Bei einer Koordinatentransformation
o Xi=X(x), _

_die umkehrbar und eindeufig sein soll, transformieren sich also die Grund-
elemente nach den Transformationsgesetzen : =

(1a)  a=a7 Xy, @by m=—at 0%
‘ ax" : axk

wo x“
d=Det|—= 0

die Substitutiohsdeterminante der Koordxnatentransformétion bedeutet.
Aus der metrischen Grundfunktion kann man den metrischen Grund-
tensor g;. aus den Gleichungen (np=3=1, ng==1) '

. 2(% LZ) . ’ . ‘ : . 32 (% L.’)
) P np np-1 7 : L memt __N< S
(] 2) gh=a du; o ’ (1. 20) gr=0a vt ok
bestimmen, wo~a in ‘den beiden Fallen o _
1 e _ 1 L

(@) a=Detl|a¥|, a¥=

' (b) Q= Detla.,;f[, a;jf

2 qwou;’ 2 0vigvs

bedeutet*). Durch die Forme]n

i gy V1, wenn i=#k,
BB 0= )O wenn ==k,

4) Wir definieren a im kovarianten Fall anders, als E. T. Davigs in '|6] die entspre-
chende GroBe definiert hat. Setzt man im kovarianten Fall a=a-1, dann erhilt man die
. Bezeichnung von E. T. DAVIES Dies kommt auch in der Formel (1.2a) im Vergleich zur Gleichung .
(1.4) von [6] zum Vorschein. Unseére Bezeictinung wird auch von L. Berwarp in seiner
Arbeit [1] fiir den Fall p==1 beniitzt. : : :



174 . A. Moor

kann man in beiden Fillen die rein Kontravarianten bzw. die rein kovarianten .
" Komponenten des metrischen Grundtensors  bestimmen. Mit Hilfe des metri-
~ schen Grundtensors kann man die Tensoren in gewohnlicher Weisé mit kova-
rianten oder kontravarianten Komponenten darstellen.

Bilden wir die Determinante

g = Det|ga|,

so haben wir eine wichtige GrundgroBe des Raumes i, erhaiten. Aus der
Transformationsformel der g, folgt namlich, dab Vg eine Skalarendichte vom
Gewicht --1 ‘ist, ihre Transformationsformel lautet also:

(‘)X‘

(1.3) ir 4= Det| 75

Diese Gleichung zeigt, daf das infialtsmaf’ in 9%, mit Hilfe von Jg definiert
werden kann, allerdings nur in bezug auf eine ausgezeichnete Folge oder
ein Feld der Grundelemente. Ist /g nur vom Orte abhingig, dann existiert
im Raum ein Inhaltsmafi im gewdhnlichen Sinne (vgl. [2], § 1 und [11],
S. 358).

Die Grundfunktion konnen wir mit Hllfe des - metnschen Grundtensors
in der Form:

(1.49)  LP(x,1)=grgiuiy, (1. 4b) L:-’(x,7,~)='0‘flgr1~,-v;"'v-/

darstellen. Aus den Formeln (1.2) kann man sofort feststellen, daff die g.
und somit auch g in den u;, bzw. +* homogen von nullter Dimension sind.
Wir bemerken jetzt, dal mit Ausnahme der Grundfunktion alle tibrigen den
Raum charakterisierenden Grofien. in den u; bzw. +* homogen von nullter
Dimension sind.

Die Komponenten des Emheltsvektors der die Rlchtuno seines Grund-
elementes hat, sind in den beiden Fillen:

- , Vg .1 oL

.92 e X
, i — gL

1.5b : . J — Vg1 S

( 5) [ Ll@_b’ [ Vgl v -

. Wir fiihren die Bezeichnung

L of

@ feolk=gZg

©  fewl=Ltlgd

efn, wo f eine homogene Funktion bedeutet. Offenbar ist die Operation |*
bzw.. || eine tensorielle Operation, die auch.den Homogenititsgrad der Funkti- -
onen nicht dndert. Mit Hilfe dieser Operation 146t sich der Torsionstensor
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durch die Formel

" . . . . 1
(1. 6a) Al = — % gulr, (1.6b) . Ap= "Q’gij”/;
festlegen. Durch Verjiingung erhdlt man aus (1.6) den Torsionsyektor
(1.72) A'=A,"= (log Vo, (1.7b) - A= A" = (log Vg)|:
bzw. ' .
(1.8a) A", = .1—(n~1)p}A (1.8b) "Au" ={1—~(n—1)q} A

Der Torsionstensor ist in seinen ersten beiden Indizes symmetrisch; aus (1.72)
folgt aber, dah er nur im Falle p=0, bzw. ¢=0, oder falls a nur von x'
abhingt, in allen Indizes symmetrisch ist. Bezeichnen wir die Kontraktion mit’
dem Einheitsvektor [, wie gewdhnlich, mit ,0“, so wird

(1.9a) A=A =pl'A, (1.9b) A=Ay = q1 Ay
und nach. (1.6) ‘
(1. 10) A" =0, A"=0

. in-beéideir. Fallen. Ddbei 1st es:offenbdr: alelchgulhg, ob die- lnd;zes oben-oder
unten stehen. o
Die Ubertragungsparameten der Parallelversclnebung sind :

(].lla) . ].1 ]_4 1A+bJ)I[A m[((j]"'_l lh)dm_*_
: + Ku:(ll.- .:)LL_AI.'mn)(l +pAs)]] + [l: /',k] } 71(: .

bzw. ,
(1.11b) 1=y g A (=L ) gt
+ K2 (5 On— A Y 8o+ g0, A) + 16, 1, K]} 7,
- wo |
e\ )
is. Wir setzen voraus, daf der Tensor
(1.12) L HI=0+ALA

vom Range i ist -und daher der zu 1hm reziproke Tensor K. existiert, fiir
‘den also

(1.13) ‘ HiKi=HiK) =0, .

besteht. Das Symbol [i, r, k] driickt aus, dab in (1.1 lAa) und. (1. 11b) noch zwei
weitere Glieder auftreten, wo aber i,r, k zyklisch vertauscht sind und im

letzten Glied noch das Vorzeichen geandert wird. (Vgl. [5] Gleichung (1.7).)
In (1.11) kann man nach der Gleichung (1. 9a) bzw. (1.9b)

(1. 14a) pA"=A.., bzw. - (1.14b) gA,=Au,.
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setzen. Die Hauptkrimmungstensoren siﬁd:

: ~ . oIy . .

(] ]53) Rm,jk =0axk’ B m 1” rrok 'T‘Im jFr I.—[jlkly v
- ’ T - ¢ 0]":,’ ~* *)p

(] 15b) ijk :)th —I ” Fo I.+ mJ r I_Ulk]

wo das Symbol '[jlk] den ganzen vorigen Ausdruck .mit vertauschten Indizes
J und k& bedeutet.

§ 2. Zuordnung der Grundelemente der dualen Riume. .

Es seien %, und %, zwei allgemeine metrische Réiume') mit den Grund-
elementen (x, z) und (x, 2*), wobei (x,2) und (x, z*) entweder eine kovarlante
oder eine kontravariante Vektordichte bedeutet.

Definition. . und R, werden als duale Riume bezeichnet, falls
~eine ein-eindeutige Zuordnung S

2 1 fxiExi’ a¢,’ . 0
( . ) . 1 2 = gpi(x, 2%), 52% | T
" der Grundelemente existiert, fiir die

(2.2) S ga(x, 2) = gi (x, 2°)

besteht, wo g bzw. g,z die entsprechenden Grundtensoren der Raume R, bzw.
ﬁ; bedeuten. Dabei werden die Funktionen «i(x,2*).entsprechend den drei
mdglichen Fillen spezzelle Formen haben, die wir im folgenden angeben
werden.

Der Fall A). Wir nehmen an, daf die Grundelemente von X, kovari--
ante Vektordichten vom Gewicht —p, die von R} hingegen kovariante Vek-
tordichten vom Gewicht ——q sind. Bezeichnen wir die Grundelemente von
R, bzw. R mit uL bzw ui, dann sollen u; und u} durch die Relationen

(2 3) “‘(" (x7 ) P+<1u” == Det lglll

zusammenhangen Wenn noch (2.2) besteht, dann sind %, und ‘)t,l duale.
Raume. Die Re]atlonen (2. 3) sind invariant in bezug auf eine Koordinaten-
transformation, wie das nach (1.1a) und (1. 3) sofort bestatlgt werden kann.
Aus (2. 2) folgt noch sofort, daB

(2.4) g(x, u)=g"(x, u")
besteht. - ' :

5) Die GroBen von My werden wir immer mit einem Stern kennzeichnen.
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* Der Fall B). Die Grundelemente von %, bzw. N seien jetzt kontrava-
riante Vektordichten vom Gewncht g bzw. s. Die Zuordnung (2.1) soll jetzt. -
von der Form: _ :

(2.5) - e (Vgr?(x, ) |
sein. Die Relation (2. 5) ist nach (1. 1b) und (1. 3) wieder koordinateninvariant..
Der Fall C). Das Grundelement u; von %, sei eine kovariante Vektor— .

dichte vom Gewicht —p, das von %} aber eine kontravariante Vektordichte
+*%) vom Gewicht +g¢. Die Relation (2.1) ist in diesem Fall von der Form:.

(2.6) | =g 7)) g (x, vl
Die Umkehrung der Relationen (2.1) ist in diesem Falle durch
@n - r=(EE D) e au

_ angegeben, da nach (2.2) offenbar auch g"‘(x u) =g"*(x, v) folgt. Offen-
- sichtlich sind die Gleichungen (2.6), (2.7) invariant in bezug auf eine Koor-.
dinatentransformation. Das folgt sofort auf Grund der Gleichungen (1. 1)
und (1. 3). :

Die Ubereinstimmung der - Grundelemente und der Grundtensoren be-
stlmmen die Dualitdt; im nachsten § werden wir aber zeigen, daB diese .
Zuordnung nur dann moglich ‘ist, wenn entweder der Torsionsvektor ver-
schwindet, oder die Gewichte der Grundelemente in den Féllen A) und B)
einander gleich sind, wihrend im Falle C) die Gewichte von u; und +* ent-
gegengesetzt gleich sind. In den Fillen A) und B) bedeutet aber die Iden-
_ titit der Gewichte nach (2.2) und (2.3) bzw. nach (2.2) und (2. 5) die Iden-

.. titdt von R, und N;. Nur im Falle C) gibt das eme neue  Moglichkeit.

Bemerkung. Aus (2.2) folgt, daB wenn ein “Tensor. von N, in kova- _
rianten Komponenten mit einem Tensor von 9N, uberemstlmmt diese dann.
auch_ in kontravananten Komponenten iibereinstimmen.

§ 3. Ubereinstimmung der Grundtensoren.

Im vorigen. §-en haben wir die Dualitat der :allgeméinen metrischen
Raume definiert, jetzt wollen wir dle Identitdt von weiteren charaktenstlschen
Grofien bewelsen :

 Der Fall A). Aus (1 4a) folgt nach den Gleichungen «(2.2) und (2 3)
- (3.1) o L(x, u)——L‘(x u)

wo L und L* die entsprechenden Grundfunktlonen der Raume bedeuten Nach

© %) Da kein MiBverstindnis vorhanden sein kann, schreiben wir statt +* nur vi.
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-der zweiten Gleichung von (1. 5a) wird wegen (3.' 1):
‘ I/gl' au; ou;

Aus (2.3) und (2 4) hat man aber .
_a_”a__ . —\o-19 Iog V§ A Py
== V" —="= ;4 (Vg)" ;.

Diese Gleichung kann man nach (1.5a) und (1.7a) in der Form:

=) "(p—q)A L+ ;]

schreiben ; es wird also aus (3. 2), wenn wir die zweite Glelchung von (1 5a)
beachten (in diesem Falle aber fiir die GroBen von R)):

3.4) C T=(p— A1
Aus - den¢ Gleichungen (2. 3), (2. 4) und (3. 1):folgt-aber-aif Grind von (1. :)a)
unmittelbar, daf
~(3. 5) U u)y=1"(x, a*)
besteht. Somit wird nach (3.4) entweder p—g, oder A'=0.

Die Gleichung (3. 3) bekommt also die Form:

3.3) g ”J

| 0 i

(3.6) - G —(/e)""d.

Aus den Gleuchungen (2.2) und (3.6) erhalten wir nach (1. 6a)
Aijk:—’-!-‘ L* Og‘uai':A*“ﬂ,

2Vg"r ou ou

Wie am Schlub des zweiten § bemerkt wurde, ist auber deh trivialen
Fall p=gq eine Dualijtit zwischen Rdume von kovarianten Vektordichten nur
«dann moglich, wenn die Torsionsvektoren verschwinden.

Der Fall B). In diesem Falle konnen wir ganz ahnlich verfahren wie
im Fall A). Nach (2.5) und (1.4b) bekommen wir sofort

3.7 : L(x,v)=L*(x,v")
und aus (2.5) und (1.5b) wird wieder:
3.8) A E(x,v)="I"(x, 1,)

Mit der vorigen Methode erhdlt man auf Grund der zweiten Gleichung
von (1.5b) daB- entweder. ¢ =s, oder A*=0 besteht. Aus (2.2) kann man
auch jetzt unmittelbar -

3.9 A (x, v) = Ajw(X, v ),

@.10) B e 2
herleiten. ‘
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Der Fall C). Beachten wir in diesem Falle noch die Glelchung

(%, g™ (x, )=},
die nach (2. 2) offenbar besteht, so bekommt man aus (2. 7) nach der Iden-
titat (1. 4b) unmittelbar die. Relation:

@E.11) L u)=L'(x,v)
und somit wird aus (2. 6)
(3.12) . L(x, u)==1[(x, v).

, ‘Die Herleitung der Formel fiir —Z—ZT’ ist eiwas léinger.-' Aus der Glei-
chung (2. 6) bekommt man nach (1.5b), (1.6b) und (1.7b):
L — (T8Y™" " [—(p+ ) AL+ 2400+ g1
Nach (1. 9b) bekommt man aus-dieser- Glelchung
@13 S eyria—p A gl

Differenzieren wir .]etzt (3.11) nach %, so wird nach der zweiten Gleichung
“von (1.5b): ", ' '

.y 0L du
n=Vgr TR

 Setzen wir in diese Glelchung den Wert Z—J aus (3.13) ein, sO muﬁwegen

{(2.2) und (3. 12) entweder p=ygq, oder Ai;=0 bestehen. Aus (3 13) wird
jetzt: ' .
- 0u, -y
3.14) | %@;—(V )™ ‘bu A
Nach (2 2) und (3.14) bekommen wir fur die Torsxonstensoren der

Raume
. A= A'a'jl::
es ist namlich:

2 gu“ g»’ ul

Unsere blshencren Resultate konnen wir im folgenden Satz zusammen-
fassen: :

Satz 1. Fiir die Dualitit der allgemeinen metrischen Rdume 3, und
Ry ist notwendig, daff entweder das Gewicht -der Grundelemente bis auf das
Vorzeichen einander gleich sei, oder daf der Torsionsvektor A* verschwinde.
Im Falle A) und B) stimmt das Vorzeichen der Gewichte iiberein,. im Falle C)
ist es aber nach (1. 1) verschieden.

Wir werden im folgenden sehen, dab diese Bedmgungen schon hin-
reichend sind, wenn noch die metrischen Grundtensoren in. entsprechenden
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Grundelementen- iibereinstimmen ; vgl. d'a_zu den Satz V. der eben diese Tat-
sache beweist. Offensichtlich folgt aus dem Satz I, nach (1.7) der

“'Satz L. In den dualisierbaren Rdumen mit p=t=q existiert zmmer ein
Inhaltsmaf im gewdhnlichen Smne

(Im_Falle A) und B) sind die Gew1chte, wie schon. bemerkt wurde,
immer verschieden.)

Die Finslerschen Riume, fiir die A;=0 und L(x,X)>0 besteht smd
_aber nach einem Satze von. A. DE(CKE (vg] [7]) mif den Riemanuschen
" 'Raumen identisch Ist ein allgemeiner Raum mit p=:0 zu einem Finslerraum
dual, dann ist nach Satz I fiir beide Raume A;=0. Somit hat in diesen
Riumen. der metrische Grundtensor die' Form:

G135 . , == Lu(%).

. Dxese Riume sind also im wesentlichen auch Riemannsche Riume: Laﬁt man
~ die Bedingung L(x, u) >0 oder L(x,v) >0 fallen, will man also nur solche

Raume beriicksichtigen, deren Metrik nicht positiv definit ist, wie sie z. B. in~ ~

der Relativitatstheorie benutzt-werden (vgl. etwa [10]), so folgt aus A;=0
nicht, da der Tensor gi. die Form (3.15) hat. Ein Belspxel fiir einen solchen
‘Raum befindet sich in L. BERwWALDs Arbeit [2], Fufinote 39 .auf Seite. 161.-
Vom geometrischen Standpunkt aus ist es zweckmidBig in diesen Ridumen
unsere Betrachtungen auf solche Teilbereiche der Grundelemente beschrinken,
in denen L >0 besteht. Offenbar kann man in diesen Riumen, ebenso wie
in der Relativititstheorie, den ,,Nullkegel“ konstruieren. (Vgl. [10] S. 252—254.)
Die Konstruktion wollen wir aber ]elzt nicht durchfiihfen, da dlese in erster
Reihe ein physikalisches Interesse®hat. v

Das zitierte Beispiel von L. BERWALD kann man leicht auf allgememe
Raume iibertragen. Das beruht auf der Tatsache, daB falls F(x,2,...,2")
eine Funktion bedeutet, die ebenso]che Eigenschaften hat, wie die Grundfunk—'
- tion L(x 11) dann -
' &= Det|fx]| —F"”F

mit N )
C PF 19F
1 PF 1 . |aziazFigzr
fm*—z“ 0292’ Fl——”FDet OFO
gzt b

-ist. Es.sei jetzt F(x,2)=L(x,u), so wird, wenn wir 2= u; setzen (da es
jetzt um eine rein formale Rechnung handelt, kommt die Stellung der Indnzes

- nicht in Betracht):

0°L 'aLl :
V ' ] QU Iu-
(3. 16a) L,f—FDet “‘(j-l:m_iu_m'" .
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Entsprechend ist im kontrévaria_nteh Fall:

: Lo eL el
SN R 60‘61}'0@
@16b) L g Det|EERSLST,
, - 0|
- Es ist also in beiden Fillen G
. ' a=L"1L,
und nach’
@ g=ami, (). g=a
wird '
o akl 1 _ : ) nt1 1.
@B.172) . g=LwIL,  @.1Tb) . g==LTWL,

Ebenso wie in der Cartanschen Geometne ergeben die Grundfunktionen

’ 1 : 1
(@) . L(x u):(u1u7 o )", ) L(x, U):(c‘v' L) .
solche Raume, fiir die A;=0 besteht .wenn nur n ungerade ist. In beiden
Féllen w1rd L, die Form .

| lew(n)L"”"
haben. Man kann im allgemeinen einen Raum 9, mit A‘=0 dadurch charak-
terisieren, -daf_seine Grundfunktion die L()sung der partlellen leferentlal-
gleichung ‘ o
@18 - Ll_cp(x)L‘"‘l'

ist, wo L, durch (3. 16a) bzw. im kontravarlanten Fall durch (3. 16b) ange-
geben ‘ist.

Zum Schiuf dieses Paragraphen bemerken wir, daﬁ in den Fallen A)
und B) aus

fxuy=Fou), fx0)=F& v)
nach (3 6) und- (3. 10) die Idenhtaten ‘
@19 flF=rf B9y Fle=F"lh

folgen, wenn fund f* 2wei GrofBen der- Raume R, und RN, sind. Im Falle C)
“folgt nach 3. 14)

(3 20) - : . . | . f* “I; :ggil.?f”r;
wenn ' ‘ , : :
- Fxv)=fkxu

- besteht... . o
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§ 4. Identitit der Ubertragungsparameter
und der Kriimmungstensoren.

Die Fille A) und B). Aus den Definitionsgleichungen (2.2) der
dualen Riume kann nach einer leichten Rechnung gefolgert werden, daf die
Ubertragungsparameter und die Krimmungstensoren der dualen Rédume in
einander entsprechenden Grundelementen -identisch sind. Aus (2.3) bzw.
(2. 5) folgt namlich:.

4.1a) 1% _(q—p) 2818 og |2, @) 2 2 — (g gy ilogle”

9 x* axt Y ax .
Sind nun f(x, #) und f*(x, u*) zwei Grofien, fiir die die Relation '

| - fo )= (x, ")
besteht, und betrachten wir x, u} als unabhéngige Verdnderlichen, 50 “folgt,
wenn f in den u; bzw. f* in den u} homogen von nullter Dimension ist, daf

4.2) 5 - o of

, ax ax:
besteht. Nach (4. .1a) besteht' ndmlich’ auf Grund der Eulerschen Relation
itber homogene Funktionen :

of oui _
Tou; gx¢

In enisprechender Weise -folgt die Gleichung (4.2) auch im Fall der kontra-
varianten Vektordichte als Grundelement.

Aus den Gleichungen (4.1) und (3.19) folgt nun die Identitit der
.Ubertragungsparameter und der Krummungstensoren :

In dem Falle C), wo es sich also um die Dualitit eines Raumes mif
kovarianter Vektordichte zu einem ‘mit kontravarianter Vektordichte handelt,
werden wir die Identitit der Grundgréfen mit Hilfe der ,oskulierenden
Raume*“ durchfiihren kénnen. In den ndchsten Paragraphen konstruieren wir
deshalb den oskulierenden Raum; wir werden aber keine Einschrankungen iiber
den Torsionsvektor A° machen. Im folgenden werden wir schon die Bedingung -
Ai==0 fallen lassen und somit wieder den allgemeinsten Fall -untersuchen.

. § 5. Der oskulierende Riemannsche Raum.

(a) Riume mit kovarianter Vektordichte als Grundelement. Bevor wir den
oskulierenden .Riemannschen &Raum eines  allgemeinen metrischen Raumes R.
mit kovarianter Vektordichte -als Grundelement konstruieren, werden wir die
Formel des Ubertragungsparameters also (1.11a) etwas umformen. Uber-
schieben wir (1. 1Ta) mit Z;, beachten wir “die Gleichungen (1 9a), (1.12)
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und (1. 14a), so erhalten wir fiir die Ubertragungspara'meter die Formel:

ai n

(5 1) ryk_‘ ik "L'Aumrmol +Aj’ F:zm Ay -r'n*zol)
‘die man noch in der Form

(5 2) P:]l = "ijl~+ Aijm nok + Ajl'm]-jmoé “_Ail.:m Fmaj

schreiben kann, wo fiir F o die’ Relation

I- iok = I ol : AOLMI’moI = l ol pl Amrmol

besteht. (5.2) stimmt dann mit der Glelchung (3.9) (a) von [6], S 246
iiberein.

Nach diesen Vorbereltungen gehen wir zur Konstruktion des oskuherenden.
Riemannschen Raumes iiber’). Es sei eine Folge der Grundelemente

(5.3%) xt=x(t),
(5.3 _ u; == u(f),
die wir Grundfolge nennen wollen, angegeben, wo die auftretenden Funk-
tionen im folgenden immer hinreichend oft stetig differenzierbar seien. Durch
jedes Element von (5.3) legen wir nun_eine Hyperfliche hindurch in der
Weise, daB diese Schar von Hyperflachen einen n-dimensionalen Teilbereich
3 um (5. 3) schlicht bedecke. Dabei betrachten wir -die Hyperflache als den
Ort ihrer Grundelemente. (Vgl. [6] S. 252.)
_ Ist namlich einexHyperfldche in.parametrischer.;Eorm. durch :

xt=x¥(0", 0% ..., 0"
aﬁgegeben, so kann man in jedem ihrer Punkte die Grofen
(’r:_l,...,{—fl,i+1,...,lz)
’ k=1,2,...,n—1 :

bestimmen. Die p;(0) bilden eine kovariante Vektordichte vom Gewicht: —1..
Diejenigen (xi, u;), fiir die das Verhéltnis der «; mit dem der p; iibereinstimmt,
werden wir als das dem (x;, p;) zugeordnete Grundelement bézeichnen. Somit
erhalten wir unsere Hyperfliche in der Form:

pi(0) = (—1)* DEt

x"—‘x"'(o' o’ .., 0", w=o(X)u(o’, 0‘“’ ., 67,

Nach_ unserer vorigen Konstruktion haben wir erreicht, . daf .in 3 zu
]edem Punkt x* eindeutig ein Grundelement u;(x). zugeordnet ist, nimlich .
dasjenige Grundelement, das von der durch den Punkt x' hindurchgehende
Hyperfliche unserer Schar bestimmt wird. In den Punkten der Kurve (5.3%)
sind diese Grundelemente nach der Konstruktion offenbar ‘eben die durch
(5. 3**) angegebenen u;. Offenbar gilt” fiir 'die in den Punkten der Kurve

. 7) Die oskuherenden Riemannschen Riume sind in Speznalfallen in den Arbeiten [13}
und {16] untersucht worden. In [13] ist p =1 bzw. in [16] ¢ =0.
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(5- 3% aeﬁnierten (5. 3*%)
ut) =ui(x(®)).

" Fiihren wir jetzt die ut(x) in den metrlschen Grundtensor ein,” so be-’
kommen wir- einen eindeutig bestimmten. Tensor

(5.4 7 (X) =g (X, p(x)) = gan(x, u(x)),
der allein von den x' abhdngig ist, also -einen Riemannschen Raum darstellt.
Diesen Raum’ wollen wir den oskullerenden Rlemannschen Raum in B
- bezeichnen.
- Wir wollen jetzt eine Annahme iiber unsere Schar von Hyperﬂachen
machen. Wir wihlen einen Punkt X' aus 9B, und einen Punkt x(f) aus (5.3%
-so, daB

(5.5) L ¥—x()<s (& fesh)

bestehe wo ¢ eine beheblg vorgegebene GroBe ist. Der Einheitsvektor, der
die Richtung von u;(x) hat, ist /;(x). Unsere Annahme lautet nun:

F). Der Vektor I(x) soll im oskulierenden Riemannschen Raum in den
beiden Punkten X' und x'(t) parallel sein, wenn Groﬁen hoherer als erster
Ordnung in ¢ vernachldssigt werden. -

Die anschauliche Bedeutung dieser Annahme betreffs des Vektors 7;(x)
ist die folgende: liegen die Mittelpunkte x* der Grundelemente u;(x) in einer
schmalen Umgebung von (5.3*), so sind die zu diesen Grundelementen.
gehorigen Einheitsvektoren im oskuliereniden- Riemannschen Raum in erster

* Anniherung parallel.

Wir geben jetzt die analytlsche Formulierung unsérer Annahme. Wnr

legen durch die Punkte X' und x‘(¢#) die Kurve

: x‘—x‘(t)—l—o(xl—xl(t))
(5. 6) _ 0=o=1. (t fest)
Offenbar besteht fiir die Punkte von (5.6) die Unglelchung (5.5). Nach
unserer Bedmgung soll /; langs (5.6) .in dem durch (5. 4) bestlmmten Rie-
" mannschen Raum parallel sein. Das ergibt die Glelchung

fali @ dx:
(’(W FL’\ ” "d“‘_‘o_ —0,

@ : ' .
wo I7%(x) die aus ‘den v, gebildeten Chnstoffelklammem bedeuten. In Hm—

sicht auf (5. 6) bekommt man

ax*

© E ) ’ ' o,
(,? _, I sollen in (5.7) alle langs der Kurve (5. 6) gebil-

BT " | (013._(0?;",,"1";)(:?’-‘..—&"(1‘)):0.

Die Grofien [,
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det werden Verwenden wir jetzt den Mlttelwertsatz der Dxfferentialrechnungﬂ)
(o)
auf die Grofien Im, oax und 77, und vernachlas51gen wir die Glieder in ¢

: hoherer Ordnung, so bekommen wir eine Gleichung von der -Form (5.7), in
der. aber die genannten GroBen lings x(t) (¢ fest) zu - bilden sind. Wegen
der Willkiirlichkeit des Punktes X’ bekommt man aus. (5 7) '

. 0[ (o)
ax, Frml 1/71 - O
Diese Glelchung besteht -also nach unserer Forderung lings - (5. 3*) Die

Glelchung (5.8) konnen wir noch nach der Relatlon (1.5a) in der Form

0 u@ " L ‘ (O) l/gl)

(5 9) ‘ : W:@ Loor fllle,~. (l (')XI lOg

G.8)

L)

angeben Das Glled frus wird im folgenden keine Bedeutung haben da der.

Ausdruck , immer in Relatlonen von der Form
' T au,
Tou, 0x"

auftreten wird, -wo T(x ‘u) in den i; homogen von nullter Dlmensxon ist.
Nach der Eulerschen Relahon iiber homogene Funkhonen ist aber . '

Bllden wir Jetzt die Chrlstoffelklammer aus dem Tensor (5. 4). Es w1rd

o © P ¢ 0l T . U
G.10) . Ta—ryn+-o Vg ( T -+ A o A oxf)
- WO - :

» LY p— (Og” _{___ Ogjl . agﬂ-‘) --
SR = ‘ 2 63("‘ ('?X‘ _0xf

dist.- Dabei haben wir die aus (1. 6a) folgende' Formel

' : N ‘ A17 = 2 g'JH ‘
benutzt Nach (1 9a) ‘und (5 10) wird : .

( ) ) ’I r ) d ¥ ’I r y .
'(5 11) } Fsol ﬁ/eok"*‘ ] (pl A Ou _I_ dl;s _Asl. . g;l] l]) .

8) Aus l,,,(x(o)) wird z. B.:
l,= I,,.(x(t)) 4 G(XI——XI b
wo die Argumente von % sind: ‘ o
x-<t)*n9a(x—v(t)) Co<e<y
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Nach (5 9) und (5. 11) wird:

ou, b - L
o g
Aus der aus (1. 12) folgenden Relation -

A'Ah.ﬂl e ‘:l—- (H:l _()\:{l)
p

/:oo+ _—_U ‘—foll,

(5.12) oY

folgt wegen (5.9), (5.11) und (5. 12) nach 'Uberschiebung mit A™:
. n Ou”l L . m mn ) .
(6.13) AL pl =T [Ai Vior— (H.- ~dr>ymooJ-

Wir bemerken jetzt, dafi man im Falle p=0 (5 12) unmittelbar in d1e
‘Glelchung (5. 11) einsetzen kann, was ‘wegen (5. 2) :

. (0)
- (5 14) . . Fsol — L :ul;

. ergibt. : '
Diese Gleichung werden wir aber auch im allgememen Fall, also fur,
14 #O herlelten Uberschleben wir die Gleichung (5, 13) mit
. Ks (()z_l_plLA ),

so wird man nach (1.13) und nach der Relation
(5. 15) - ’ K =1,

~ (vgl. etwa [5] S. 296; nach (1.12) und (1:13) kann man aber die - Relatlon
(5. 15) sofort verlflzxeren) die Gleichung .

1 .
A /L)l . m )m moo l
o =0 011

n aum _
_OXL Vgl)
erhalten, wo [---] solche Glieder bedeutet, die im folgenden ausfallen werden.’

" Nach (5.9) und (5. 11) wird die Gleichung.

s Ol

S AL L r Oul - r Ollr. ¢
14.1‘/ Oxk _Alj (V? /eol +pl)A xS Asl (’)xt [)

-(5.16')’-, A ;K

bestehen. Setzen wir in diese. Gleichung die Werte aus (5. 12) und (5. 16)
-ein, so erhalten wir nach einigen leichten Umformungen

A‘*a”;; Loaire.

o 0 x* Vg? ‘

Setzen wir diese Werte in (5 10) ein, so erhalten wir unmlttelbar dxe wich- .
tige Relation :

G.17) - ' f,,-,;(x) = It (x, u),
die ldngs der Grundelementfolge (5. 3) besteht. :
Wir konnen diese Resultate im folgenden- Satz zusammenfassen :
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Satz Ill. Ldngs der Folge von Grundelementen stimmen die Uber-
tragungsparameter des oskulierenden . Riemannschen Raumes und die des allge-
~meinen Raumes Jt, iiberein. '

: Bemerkung. Aus (5.17) folgt. sofort die Gleichung (5. 14); aber es
gilt auch, daB aus (5.14) nach (5.9) und (5. 10) die - Relation (5. 17) folgt.

Nach (5.17) konnen wir die Glelchung (5.9) in der Form
_ du,
‘(o. 18) 3 V = — i
schreiben. Mit Hilfe dieser Glelchung konnen wir sofort den folgenden Satz
beweisen : :

Satz IV. 'Ldngs der Folge von Grzmdelemenie’n stimmt .das invariante
Differential eines Vektors & im oskulierenden Raum mit dem des Vektors & im
allgemeinen Raum X, uberem

Beweis. Das invariante leferentlal von & im oskulxerenden R1emann-

schen_ Raum lautet : . -
. ) (O (O N

(5.19) , DE —d& + Il Eax".
Langs (5. 3) ist nun ‘

' : ous
Fra
. somit wird nach (5 10) und (5. 18)

. @ -

(5. 20) o Thdx = Cldu - Tdy
wo . , :

a’x’ =du,,

Pt g i i Js V Js
. A[VL'k:Iji IJ_AL' -I-jsqk:-lybk_Ai Fsul, C g A

“bedeuten. Setzen wir nun (5.20) in (5. 19) ein, so bekommen wir eben den

- Satz IV. (Vgl. etwa [6] S. 246.)

: Wir wollen noch darauf hinweisen, daf man mit Hilfe des oskulieren-
den Riemannschen Raumes das invariante Differential in diesen allgemeinen
Raumen ebenso einfiihren konnte, wie im Finslerschen, Raum das von Herrn
- 0. VARGA  durchgefiihrt wurde (vgl [16] F[ir den Cartanschen Raum vgl.
[13D). . 3 -

(b) Riume mit kontravarianter Vektordichte als Grundelement. In diesen
Raumen konnen wir bei der Konstruktion des oskulierenden Riemannschen
Raumes in ungefihr analoger Weise verfahren wie vorhér, doch werden wir

~der Vollstandigkeit halber die Konstruktion auch jetzt durchfiihren; wir wol- -
len aber in_erster Linie diejenigen Uberlegungen - ausfiihren, die -von dem -
vorigen Fall abweichen. o
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(1. 11b) konnen wir in die Form:

(5 21) : F,'j}; = ‘}’111 A,Jm['om;. ——‘A',Am I’,,,,,, —l— A,;,m om} ~ A
“umwandeln.
Es sei nun eine stetige Folge
(5. 22%) : xi = xi(t),
(6.22* , v =1i(f)

der Grindelemente, die Grundfolge angegeben. Durch jedes Element von
(5. 22) legen wir eine Kurve hindurch, und wir betten die Kurven in eine
Kurvenschar ein, so dafi diese Kurvenschar einen - n-dimensionalen Punkt-
bereich B um (5. 22%) schlicht bedecke. ' :
Gegeniiber der vorigen Konstruktion beniitzen wir hier statt der Hyper--
ﬂachenschar Kurvenscharen, da zu den Punkten emer Kutve-
Xt=xi(s) -
ein kontravarianter Vektor in naturllcher Weise zugeordnet lst namlich der
»‘Tangentenvektor B
i dxl
, - ds’
_ Der Tangentenvektor in einem Punkt bestlmmt aber emdeutlg im Raum N,
'4 ein Grundelement o .

=y (s)
wo das Verhaltms der v mit dem- der x'* tibereinstimmt. Somit erhalten wir '.
fiir eine Kurve unserer Kurvenschar die Darstellung

xt=xi(s), = U=1/(s)

" Zu jedem Punkt x' in 9 ist also eine kontravariante Vektordlchte vi(x) |
zugeordnet, niamlich dasjenige Grundelement, das durch diejenige Kurve
bestimmt wird, die eben durch x* passiert. Lings (5. 22%) gilt natiirlich

H(O) =i (x(®)). |
Fiihren wir jetzt die z,’(x) in den metrischen Grundtensor em S0 erhalten
wir den Tensor :

(5. 23) - ym(x)Egm(x v(x)),
der den metrischen Grundtensor des oskulierenden Riemannschen Raumes
darstellt.

Wir stellen auch in diesem Falle iiber den Einheitsvektor li(x), der die
Richtung seines Stiitzelementes hat, die folgende Forderung: .
' F’) Wenn %' aus B und xi(t) aus (5.22*%) gewdhlte Punkte sind, fiir die

| X —xi(t)| < & (¢ fest) , :

* besteht, dann soll li(x) im oskulierenden Raum in den beiden Punkien X' und
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xXi(t) parallel” sein, wenn Gripen hoherer als erster Ordnung in & vernach-
lassigt werden Damit haben wir die konstruierte Kurvenschar spezialisiert.

, Aus dieser Bedingung konnen wir leicht die der Gleichung (5. 8) ent-
sprechende Relation . ableiten. (Vgl. [16] ‘insb. die Herleitung der Glelchung
T (2, 18) auf Seite 172.) Es wird:

- - : ’ . 01 ((:)S lll-_._‘
G24) . =0,

das man-nach (1.5b) auch in der Form:

. . ’ v.s ® .
(5 25) g;k :'—Lngrm/l +ﬁ (1

‘- schreiben kann. -
Die Chr:stoffelklammer geblldet aus dem. Tensor (5 23) ist:.

9 9v°
L V——- ( iJs Ox, +A_;l.a _'Ail.'s g ) .

(o)
(5.26) - | 1,,;,— it e X KES

) Aus den Glelchungen (5. 25) und (5 26) erhalten wir in Hm51cht auf (1. 9b)

(Oi+2ql A, )— V~"/oo+qA gf“rfov*

6,\1 :
Uberschleben wir diese Glelchung mit

: - ,(o_,.—zqz‘As),

.80 wird N
2t

. Zbk 1-.V_’"_ngq/oo+qA (7X] gf‘—{—l‘[ ]—{—fobt

Aus (5 25) und (5 26) bekommt man noch wegen

(5. 27)

AsAk r : e (Hln gkr), Hor = lr
nach Vefwendun_g vbn (1. 13)4 o

. YU ] S » ,
(57 28) A»z’((),]—-bx_t'z_LV—_qm [A /ul _(gk'r_Hkr)}’oo:I+lt["']-
Bemerkung. In unseren Betrachtungen konnen .wir immer q:}:O
“bedingen, da der Fall ¢ =0 in [16] schon vollstindig entwickelt ist.
‘Wir konnen jetzt die in (5.26) auftretenden Grofien
‘ v
) AfjsW

‘berechnen. Nach (5.25), (5.27) und (5.28) wird .

G.29) | Aijs%;—LVTA,,logh
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- (Bei der Herleitung von (5.29) haben wir.noch zur Vergleichung
(5. 30) | A" Lo |

aus (1.11b) berechnet) Nach (5.26) und (5. 29) folgt in Hinsicht auf (5. 2])
daf} langs der Grundelementfolge (5.22)

(5 3]) V ) ) i : lwijk (X) == IWI;I:(X:‘ 1")
.besteht. Damit haben wir die Giiltigkeit des Satzes [Il auch im Fall de'r,

kontravarianten Vektordichte bewiesen.
Beniitzen wir nun die langs (5. 22%) giiltige Relation

0 = ¥,

"so kann man auch in diesem Falle den Satz IV beweisen. Aus (5 19) und
(5. 26) bekommt man. namlich

. (9
(5.32) 0 Dhdxr = qud@ 4 dxt,
WO . . )

. ’ I “IWt] +AII¢I‘:<-) Clic_“ IQ

ik i : LV-—
bedeuten. Setzen wir (5.32) in (5.19) ein, so bekommen wir eben den Satz
IV im kontravarianten Fall. (Vgl. [6] S. 246.)

".Bemerkung. Offenbar ist . '
Lo=L gl AL,
und wegen Al,=0 konnen wir noch fiir 17, die Relation
Y= Ih— Al

aufschreiben, dié¢ mit der von E T DavigEs angegebenen Formel vollstandw
iibereinstimmt. (Vgl [6] Gleichung (3.9b).)

*
* *

Geometrische Bedeutung der Annahme beziiglich 1'(x). Die Annahme, - -
die wir fiir den Einheitsvektor /'(x) in beiden Fillen vorausgesetzt haben, ist
analytisch durch (5.8) bzw. (5.24) angegeben. Uberschieben wir diese
Gleichungen mit dx*, so folgt, dafl ldngs der Grundfolgen das invariante
Differential des Vektors (x) im oskulierénden Riemannschen Raum ver-
schwindet. Nach dem Satz IV verschwindet aber dann das invariante Diffe-
rential von l(x, u) langs der Grundfolge der Grundelemente auch im allge-
meinen metrischen Raum 9N,. : 3

Das bedeutet aber, dafi die einzelnen Hyperfidchen bzw die einzelnen
Kurven der Scharen, mit denen wir den oskulierenden Riemannschen Raum
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konstruiert haben, mindestens langs der Grundfolgen yautoparallel“ sein
 sollen. :
Autoparaliele Hyperflachen, oder Hyperebenen existieren nicht in jedem
~ ... Fiir die Existenz solcher Gebilde hatL BERWALD im, Cartanschen Raum
{p=1) die Bedingung :

(5. 33) * Ru=0

abgeleitet (vgl. [1] S 235— 236) Autoparallele Kurven ex1st1eren dagegen
. immer in den Raumen N, und sind-im-Falle :

Awi =0

mit den Extremalkurven 1dentxsch (vgl. [6] S..257—258 und [9] S. 77)

_ Wir betonen aber, dafl die einzelnen Elemente der Scharen nicht in
allen ihren Punkten geoditisch zu sein brauchen. Vgl. noch dazu die FuB-
note™) in [16] auf Seite 170.-Nach dieser Bemerkung geniigt also zur Mog-
‘lichkeit der Konstruktion, daf. die Flichen- bzw. Kurvenschar lings der
Grundfolge eine Schar der autoparallelen Flachen bzw. Kurven oskuliere, d. h.
dall ‘unsere Konstruktxon auch in Rdumen giiltig ist, fiir d1e (5 33) mcht
_ besteht :

§ 6. I1dentitiit der Ubertragungsparameter und Krummungstensbren
~der dualen Riume mit kontravarianter bzw. kovarianter
Vektordlchten als Grundelement

Bedeute jetzt wieder i), einen allgememen metrischen .Raum mit kontra-
varianter Vektordichte, 9, einen solchen mit kovarianter. Vektordichte als
Grundelement. Nach den Resultaten von § 3 muf. also fiir die Dualisier-

barkeit von N, und N, entweder der Torsionsvektor A verschwinden, oder

= 'q sein. Die Grundelemente von N, und. . sind einander -durch (2. 6)
und (2.7) zugeordnet.. . :
Es sei eine Grundfolge

_ X' =xi(f), v =it _
in N} angegeben, zu der wir mit der im vorigen Paragraphen angegebenen
Methode den oskulierenden ‘Riemannschen Raum konstruieren. In emem Teil-
bereich 3 von ?)I.I ist dann

(6.1 ) : . S vt=v(X) '
und nach (2.6) wird auch S
6.1) o ;= ui(x)

~ bestehen. Aus (2.2) hat man noch die Identitat:
6.2) gi(x, u(x))—g,,(x v(x)) = (),
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wo 7;(x) den metrischen Fundamentaltensor des oskulierenden Riemannschen
Raumes _bezeichnet; (6.2) bedeutet nach (6. 1), daB zu dem oskulierenden
Raum von R,; automatisch ein Riemannscher Raum zugeordnet ist, von- dem
wir sogleich nachweisen, dafl er ein oskulierender . Riemannscher Raum von
N, ist. Dazu miiflen wir nun zeigen, daf die Forderung F), die sich analy-
tisch durch (5. 8). ausdriickt, fiir 3%, giiltig ist.

Zufolge der Gleichungen (2.6), (3.12), (6.1%) und (5 24) wird aber der
“zu (6.1) gehorige Einheitsvektor /;(x) die Gleichungen (5.8) ldngs der
- Grundfolge befriedigen. Daraus folgt nun, daB der zuvor erwahnte Riemann-
sche Raum ein oskulierender Raum ist.

Die Gleichungen (5.8) und) (5.24) sind iibrigens tensorielle Relationen,:
und sie driicken aus, dafl das kovariante Differential des Vektors '/* im osku-
lierenden Riemannschen Raum-lings der Grundfolge verschwindet.

Nach Satz Ill ist aber lings der Grundfolge

" (6.3) - Pn(x) = T, v(x»—zuk(x u(x)),

wo wir mit. Y, den Ubertragungsparameter von R, bezenchnet haben Zu
jedem dualen Elementenpaar

(x, z:), (x,u) -

der Rdume M} und 9. kann man aber einen gemeinsamen oskulierenden -
Riemannschen Raum konstruieren. Dann folgt aus (6. 3)

6.4) S il v =Lux, u);

diese Gleichung driickt aus, daf die Ubertragungsparamétér ‘der dualen W,
und ‘R, iibereinstimmen.
Aus (6 2) und (6. 4) folgt selbstverstandhch auch

(6. 5) - F(x, o) = L7, ). ,
Wir bewelsen jetzt die ldentitdt der Kriimmungstensoren (1. 15a). und. (1 15b).
Nach (3. 20) und (6.5) folgt:

ol i.jk

. ad [vi‘jk ol i'jk aque

axm + Out 0 Xx™

(6. 6) i*jk“,-ru‘rm: gr'f T‘] “ Fo my
‘dabei haben wir xi, v als unabhingige Verinderlichen betrachtet, wihrend
u; von x,v* gemaB (2. 6) abhangt Die Glexchung (2 6) schreiben w1r nun in

der Form:

6.7 . w=(/g* )_M g,‘,(x, u) v’
Wegen (3 12) und :

ij' S =2(02) AT —2p(lf )"*“IA
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bekommt man aus (6. 7) _
- au l Og)t r

= U m X Ll L r— )
0x1n 4 ( 7)+ Vgll o x™
" wo (X, u, o) eine Funktion der Argumente x, u, v -bedeutet, dne man aus.
(6.7) leicht explizit bestimmen konnte, die aber fiir die folgenden unwesent-

lich ist. Setzen wir (6 8) in (6. 6) ein, so wird wegen der Homogemtat null-
ter Dimension der 11 . in den wu, die Relatlon ' - :

oI oy F (ag,t o )
. ! [ m ro m
(6 9) . 0 xﬂl N H l a x?)l “ xﬂt ) ] t

bestehen Nach (5. 1) wird wegen der Identxtat (1 9a)

' (6.8)

Oi:,t l _l otm Ftom 2p1tA me

Setzen wir das in (6.9) em S0 w1rd in Hinsicht auf die Homogemtat von -
nuliter Dimension der 157 in den Uyt
OFI k Ril *, _ _0-[1:].1. .
. (6 10) axm X l i kHrro m = axm
Aus den . Relationen (6. 5) und (6. 10) folgl dze Identitiit der I(rummungstensoren
der dualen Rdume.

_ Aus der Relation (6.5) kann noch eine weltere fundamentale Identltat )
bew1esen werden Wenn fiir ein Vektorpaar &, & die Gleichung '

: Ex, v)==E(x, 1)
.. in den emander entsprechenden Elementen besteht dann folgt
@1y T EE k= gl
Der Bewels kann analog zur Rechnung gefiihrt werden, die aus (6. 5) zur
Gleichung (6. 10) filhrte. Statt I3, steht hier &.

Wir_konnen also unsere Resultate iiber die dualen Raume im folgenden,
Satz zusammenfassen : '

IWT‘}A “é["fin.u . ‘

Satz V. Die- Grundgroﬁen der dualen allgememen Raume stimmen in
‘den einander entsprechenden Grundelementen iiberein. Die. Grundoperationen®). -
ergeben -aus iibereinstimmenden Grifien wieder iibereinstimmende Grifen.
' Sind die Rdume R, und N, dualisierbar, dann ist entweder P=q oder
es verschwindet identisch der Torsionsvektor A:. _

Aus. dem letzten Teil dieses Satzes folgt, daf die Ridume R, mit kovarian-
ter Vektordichte als Grundelement mit den Rédumen R .m'it kontravarianter

9) Die Grundoperationen sind: 1) das invariante Differential, 2) die kovariante Ablei-

tung und 3)-die Operation | bzw. [[;. Die Indentitét der invarianten Differentiale der

. dualen, Ridume folgt unmittelbar aus Satz IV, da die oskulierenden Rdume -von .9, und
N* gemeinsam sind. :
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Vektordichte als Grundelement gleichberechigt sind, falls das Gewicht der
‘Grundelemente die Relation p =g befriedigt.") '

Zum Schluf bemerken wir noch, daB in den Raumen mit A'=0 ein
“Rauminhalt im gewohnlichen Sinne existiert. Nach (1.7) ist ndmlich g von
u; bzw. unabhangxg, somit ist :

(6. 12) o V= [Vgdx dx:...dx

‘ () _

ein Maf} des Rauminhalts. Ist A’==0, so kann man mit Hnlfe der Formel
(6. 12)-den Rauminhalt erst in bezug auf ein Feld

w;=u;(x), bzw. i ==17(x)
‘berechnen.

§ 7. Die Dualisierung eines allgemeinen Raumes.

In vorigem betrachteten wir immer zwei Raume N und M, die wir als
dilale Raume bezeichneten, falls die metrischen Grundtensoren in einander
entsprechenden Grundelementen iibereinstimmtén. Jetzt wollen wir zeigen, dafl
zu einem Raum N, dessen Grundelemente kontravariante Vektordichten sind,
-immer ein dualer Raum- %, konstruiert werden kann, dessen Grundelemente
kovariante Vektordichten sind. _ v

Bedeutet 9 mit der Grundfunktion }L‘(x,.v;) einen allgemeinen Raum,
und ist das Gewicht der Grundelemente p, so gilt der

Satz VI. Besitzt die 'Gleichuag o

(7. 1) a ui=(g*(x, v)) " gli(x, v/ .
mindestens eine,, in.den u von erster Ordnung homogene Losuna ok == gt (x u),
“so kann zu N ein dualer N, konstruiert werden™)

‘ Bemerkung. Die Gleichung (7.1) ist- mit (2.6) 1dentxsch falls in
. 6) p =g gesetzt wird.

Beweis des Satzes Vl Bestimmt man + aus (7 1) in der Form
o* = v*(x, u) und substituiert man diese Werte in die Grundfunktion L*(x, %), so -
erhdlt man eine Funktion L(x, u) und es wird :

L*(x, v)=L(x, u).
Aus dieser Glelchung erhalt man nach partieller: Ab]e:tung nach + in Hin-

10) Vgl. auch den Satz VL.

1) Die Forderung, da #(x, u) in den u;von erster Ordnung homogen sei, ist keine
einschriankende Bedingung. Ist nidmlich u; = p;(v) ein Gleichungssystem, wo die ¢; homo-
gen von erster Ordnung sind, und existiert die Losunar vk = @ (u), so ist auch P* wegen

©yk(ou) = (e (v)) = VH (P (o0)) = ovh = oy (1)
eine homogene Funktion erster Ordnung.
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sicht auf (7. 1) : _
- . P Lt-z _—0 L2 ——

(7 2) : 01’, - au, g g-m .

Offensn:hthch kann (7.2) nach (1. 5b) in der Form

.3) , N g’“ _ 2Vg*PL’l*"

geschrieben werden. Nun folgt aus (7.2)

* d_ef_l_ 02['*2 L s g* D o _1__(?_5__&_ L Sy U
a”‘"_ J i g "—a ugsl + 2 au 01/] g gr'l)'

(1. 4) o '.;= g "”g,,qu, |
. mit o ' o
: als_— oﬂLl
2 9wdu,’

Nach der 'Multiplikationsrége] der Determmanten Wirgi: aus (7.4)
(7 5) Lo . . ) q* ___Qg:—‘2np+2
Nach (1. 2b) (7 4) und (7 5) erhidlt man

[I

g:l' == lajsgngsk
"Nach Uberschiebung dieser Glexchung mit g*ig* wird in Hinsicht auf (1 2a)

(1.6) . g (x, 1) =g (x, ).
~ Betrachten wir also L(x, u) fiir die Grundfunkhon eines Raumes .,
«dann drtickt die Relatxon (7 6) aus, dafl ‘)ln und Ny duale Raume sind,
w. z.'b. w.
SchiieBlich bemerken wir noch, . daf der Satz VI umkehrbar ist, d. h.
es laft sich mit der angegebenen Methode auch zu einem N, ein dualer Y,
konstruieren. .
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Elne Verallgememerung eines Satzes von M. Deuring.

Von ANDRZEJ MOSTOWSKI in Warszawa _

: Es sei K ein Korper, L eine endliche normale Erweiterung von K,
G(L/K) die Galois-Gruppe von L nach K, R(L/K) der Gruppenring von
G(L/K) mit K als Koeffizientenbereich. Es ist wohlbekannt, dafl L und R(L/K)
(aufgefabt als K-Moduln mit G als Operatorenbereich) miteinander operator-
isomorph sind.") Dieser Satz wird hier auf den Fall einer unendlichen.algebra-
“ischen Erwelterung von K verallgemeinert, allerdings unter der einschrinkenden
" Voraussetzung, - daB -die Charakteristik von K Null ist. Der Beweis, der hier
© gegeben ist, funktioniert auch unter einer schwicheren Voraussetzung, daf fiir
jeden endlichen Zwischenkorper M (K< M < L) der Grad (M/K) von M iiber
K prim zur Charakteristik von K ist. Es ist sehr wahrscheinlich, daff der
Satz auch im allgememen Fall gnlt doch konnte ich mcht entschexden ob es
dem wirklich so ist. -

- 1. Wir bewelsen zunédchst ein Lemma, das s1ch auf den Fall einer
endlichen normalen Erweiterung F/K bezieht. Es seien M,, M, .., M, end-
liche normale. Erweiterungen von K (KcM;,cF fir j=1,2,...,5). Wir
bezeichnen mit gnechxschen Buchstaben die Elemente des nges R(F/K)
und setzen : .

1 ¢ N
) 0{:8'—‘ i‘, — 1 2
(F/M]) §eg/v) o i d .
wo ¢ das Einselement von G(F/K) ist. Die Elemente oj und of (j———l 2,..,8) .

sind beide idempotent und gehdren dem Zentrum von R(F/K) an.

Ein Element b, ¢ F wird normal (oder genauer normal in F/K) genannt,
falls -es samt seiner Konjugierten eine Normalbasis von F iiber K bildet. Fiir
ein normales b, gelten offenbar die folgenden Aquivalenzen;

@Gy - eb e M) <> [ojea=1c], : .
(1.2 [(cbo ist normal in F/K]<=>[Ee=0 >E~0 fiir jedes EeR(F/K)]
' Wenn gje=« und b, normal in F/K ist, so gilt ferner

(1.3) [eeb, ist normal in MJ/K] <> [fe=0=>E0; == 0 fiir ]edes 3 € R(F/K)]

1) M. Deuring, Galoissche Theorie und Darstellungstheorie, Math Annalen, 107
(1932), 140-—144.
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Denn bedeutet & den Automorphismus von M;, der auf M; mit & iiberein-
stimmt, so stimmt R(M;/K) mit der Menge aller & fiir &€ R(F/K) iiberein.
Folglich haben wir [c ist normal in Mj/K] <==> [Ec=0=>E=0 fiir
jedes &€ R(F/K)]. Da nun Ec=Ec fiir c € My, Eby=0 <=>Ec =0 und
E—0<=>£0,=0, so folgt (1. 3) aus der zuvor gegebenen Aquivalenz durch
Substitution ¢= «b,.

Ein Element aeR(F/K) nennen wir eine gememsame Erwelterung von
Elementen ¢, ..., «;, falls ’

(1. 4) ga=q; fir j=1,2,.
Wenn es eine solche gemeinsame Erwelterung glbt S0 gllt offenba1 '
(1.5) o =q;, O;¢;=0.¢; fir l=k<j=s -
Wir beweisen nun die Umkehrung: gelten die Glelchungen (1 5) SO
ist das Element }
(1. 6) (z:ccl+0{cca+0{(f-§a3—{— —}—(I’loé----(Zé.lczs—{—o{---(i;(‘) (o beliebig)
- eine gememsame Erweiterung von «,, ..., @,. '

Zum Beweis zeigen wir zunéchst, daﬁ es fur Osk<j= s ein Element
uj € R(FIK) gibt, so daf :
(17) ) C’:€{1+01(£7+ +01 ()'/(C/—{—O']l/;\}

* Fiir k=/—1 geniigt es namlich _
Ui, =01 051 (Gt F O a0 - Ofa 0L s+ Oy 0%0)

zu setzen. Gilt (1.7) fiir ein £ (0<k <)), so setzen wir w.y, =+
+ 01+ --0j-1e: und erhalten nach leichter Rechnung die Formel (1. 7) fiir die
Zahl k—1. (1.7) gilt also allgemein. Nun setzen wir in (1.7) k=0 und
erhalten ¢ = «;+ vy, woraus nach (1.5) ;¢ = 0;¢;=«; folgt. Also ist «
eine gemeinsame Erweiterung von «, ..., «.. :

Wir kénnen nun das Hauptlemma dieses Paragraphen formulieren:

(1.8). Ist b; ein normales Element von F/K und sind «, by, ..., e b,
~normale Elemente von M,/K, ..., M/K, fiir welche die Formeln (l 5) gelz‘en
so gibt es eine gemeinsame Erwezterung « der Elemente «,, ..., s, so da3

b, ein normales Element von F/K ist.

Beweis. Wir setzen o=+ in (1.6) und erhalten eine gemeinsame
. Erweiterung « der Elemente «,, ..., «.. Um zu zeigen, daf «b, normal in
F|K ist, ‘haben wir nach(1.2) zu zeigen, dafi ¢ = 0=>&==0. Es sei also
E¢=0. Wir multipiizieren diese Gleichung mit o{---0/.,0; und erhalten
Eoi- -0} Ia,a,—O da nach (l 5)

‘ (01 0i1ar) (01~ 071 0) =0

fiir k== 1st Da «;b, normal in M;K ist, so folgt daraus nach (1.3)
£0i---0}.10;==0. Nun multiplizieren wir. die Gleichung £« =0 mit of---0¢ und
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" erhalten Eo1---0;=0. Durch Addition bekommen wir also
E(or + 0102+ -+ 010l 0-F 0l - - o)) =0,
also £=0, da die Summe in Klammern gleich & ist.

. 2. Wir wenden nun das soeben bewiesene Lemma auf eine behebxge
normale algebraische Erweltelung L von K an. Es sei ) die Klasse aller

normalen. Unterkdrper M — L, fiir welche (M/K) endlich ist. Die Buchstaben ‘ .

M,N, P, ... mit oder ohne Indizes bedeuten immer Elemente von R. Wir
setzen S ' :
1 5 E

“(M/M0N) gen(wvn o

Die Operatoren Oyyy  gehoren den . ngen R(M/N) an und ‘haben
folgende Eigenschaften :
2.1 . PcM und be Nc M=> 0\/1)(b)~m,,p(b)
(2.2) b€ M>DNDP=> gy oy (b) = 0sp (b).

Eine Funktion 1', die jedem M aus )i ein in M/K normales Element 1 1[-'
zuordnet, nennen wir eine konsistente Auswahlfunktion, wenn

(2 3) ’ FMQN = OJ[/"\"(.FJ.[) fur M, NE :)1‘

Lemma (2.4). Es gibt eine konsisterite Auswahlfunktion.

o 11/ N

"Beweis. Eine Klasse 9, 9% nennen wir voll, wenn Nc M€ R,=>
N¢N,. Eine auf 9, erklirte Funktion I, die jedem MeN, ein in M’K'“
normales Element zuordnet und aufierdem die Bedingung (2.3) fiir M, N € R,
erfiillt, nennen wir eine konsistente Auswahlfunktion. aus ,. Um (2.4) zu
beweisen, geniigt es (nach dem Lemma von Zorn) zu zeigen, daB, falls 9,
" voll ist -und M, € R—9N,, jede konsistente Auswahlfunktioh aus N, sich auf
die kleinste %, und M, enthaltende volle Klasse erweitern 14Bt.

Es sei also 7" eine konsistente . Auswahlfunktion aus 9; und b, em'

normales Element von My/K: Wir bezeichnen mit M,, ..., M, Unterkorper von - -

M;, die zu N, gehoren, und mit My, ..., My, die tibrigen Unterkorper von
M,. In R(M/K) gibt es Elemente «,, ..., ¢, so daB «; bO—FV flir
j=1,2,...,s. Wir setzen zur Abkiirzung ;== 0urr, und erhalten aus (2 1)
und (2.3) die Gleichungen !

.o, by == (7]1 M, = 0'11,/1[ (/ 1[,) = r‘ll N 11,

Durch Vertauschung von k& und j erhalten. wir daraus die Gleichung
O tjbo= Iy Folglich gelten die Gleichungen (1.5), was nach (1.8)
beweist, dafy es eine gemeinsame Erweiterung ¢ von «,, ..., «; gibt; die zu
R(M/K) gehort und der Bedmgung gentigt, daf} (fbo normal in MO/K ist.
Wir setzen nun

F*uo Cébo, ]“1,

s+l

0)[0,/41['%,1 (lvjrﬂ) flir =1, 2, R §
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und erhaiten somit eine Funktion, die auf der kleinsten $i, und M, enthal-
- tenden vollen Klasse N, erklart ist und jedem M€ N, ein in M/K normales
Element zuordnet. '

Wir wollen ]etzt zeigen, daB die erweiterte Funktnon I'y die Gleichung
{2.3) fiir M, N¢ R, erfiillt. Da dies laut Voraussetzung fiir M, N ¢ 9, -gilt,
geniigt es folgende drei Fille zu betrachten : '

Fall 1 M—=My, NETo (h=1,2, ..., Da oy

liefert die Definition von Iy,

wz —O-Vsi-:/"eﬁn‘v’ ‘
'(2- 5) » ' UM/N(F_ M) =0 /Mg, NN U;\IU/J{_S+,,(F )IU);
also nach (2.2) v

_ 0)1,/.-\.'(11 n) = Oaryfatg,, N ~(I" MO)- _
Nun ist aber My NN ein Unterkorper von N, also ein Element von 9%, das

in M0 enthalten ist. Es glbt also ein j=s, fiir welches M:LhnN M;. Wir
-erhalten also

O‘M/g\'(ry) == 01110/3[].(11110) = (T_j(FMO) =0 b(, : ajbo = F)[j = Fﬂ[n N
Fall 1L MR, N=Mu (h=1,2,...,8. Da Oux= Ouurizx—

= OMry,, (I ‘und da’ My nMcER, ist, so erhalten wir aus der Voraus—
setzung, daf (2. 3) fir M, N¢ 9, gllt die Formel

- OM/) ()= Gﬂllﬂlerh (') == Oty N M(F )y =1 NI, A= Iyp Mgy == I N- o

Fall 11l M=Mu, N=M.; (h,j=1,2,..., 8. In diesem Fall gilt
die Formel (2. 5) mit N==M,;; und wir erhalten nach (2.2)

OxjN (r M) = 0110/ Moy N, (F 1[0)

s+j

Falls nun’ MH;LnMHeﬂlO, so haben wir Mq+nnMs+J—M, fiir ein k<s N

_und folghch

= Iyn~-

O, H/A‘(F u) = Ory/m,, (raro) =0opab, = arby=1T, iy, == =1 "s NPT

" Falls Mgu.nM,; non e%o, SO glbt es ein 1<t so daf '.Ms+7;nMs+j:
= M, und folglich :

Oaix (L 'y) = Oiig, ;i(r ) = F Moy

Dies schlieft ab den Beweis von (2.4).

=1y +hﬂM rMﬂ\

s~L]

3. Es sei wie zuvor L. eine normale algebraische Erweiterung von K.
Wir bezeichnen ‘mit G(L/K) die Galois- Gruppe von L nach K, betrachtet als
eine topologische Gruppe. Wir fiihren in K die diskrete Topologie ein und
“bezeichnen mit M den K-Modul bestehend aus allen stetigen Funktionen,
" die G(L/K) in K abbilden. Fiir jedes f¢ M gibt es also einen Korper M € R,
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'so dab fiir beliebige y,, 7 € G(L/K) .
@y AlIM=y:| M=> f(7)) = f(72).»)
"~ Wir bezeichnen weiter mit D die Darstellung von G(L /K) in o deﬁmert
durch die Formel '
. [Df =gl <= >[g(s)—f(7 §) fur jedes &€ G(L/ K)]
" und mit 4 die Darstellung von' G(L/K) in L definiert durch die Gleichung
dy,(a)==7y(a) fiir jedes aeL ‘

~Satz 3. 2) Die Darstellungen D und A .sznd aqtuvalent

Beweis. Es sei fe M. Wir wahlen einen Korper M¢ R fur'welchen
3. 1) gilt. Jeden Automorphismus v € G(M/K) erweitern wir beliebig zu
~ einem Automorphxsmus 7€ G(L/K) und setzen

G(M/K)
wo [” eine beliebige aber ein fiir allemal fest gewahlte konsistente Auswahl-
funktion bedeutet. Nach (3. 1) 1st T(f) von der Art, wie y zu ¥ erweitert wurde
~unabhangig.- :
. Wir zeigen jetzt, daf T(f) auch von M unabhingig ist. Nehmen wir -
zu diesem Zweck an, dafi M, ein anderer Korper ist, der (3.1) erfiillt und
bezeichnen mit N das Kompositum’von ‘M und M,. Ferner setzen wir

und zerlegen. G(N/K) in Nebenklassen.nach der Gruppe G(N/M):
G(N/K)-— U tG(N/M)

, Fassen wir in- (3 3) alle Gheder zusammen, fiir die o€ EG(N/M) mit
einem festen §¢/ gllt so erhalten wir -

T =0y s HE@Eo Ty -

E€ET 0e&v)
Wegen (3.1) und MCN gilt fEw) =71 fur gel und w€ G(N/M)
Also kommt

AT'(f)=(Tl/K—)§f(§)E(QEZ o) =

» GOND : o v‘
— Ry VO (I Eonin (1] = @ TRy 2 2 FOEWn).

?) Das Symbol y|M bezeichnet die auf M beschrinkte Funktion v, d. h. eine Funk-
tion, die auf M mit » iibereinstimmt und auBerhalb von M nicht ‘definiert ist.

A4
'
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Jedes 7 € G(M/K) 14aBt sich zu einem und nur einem £€/ erweitern
und- sowohl f(§) als auch &§(/"y) hdngen nur von §|M ab.. Aus der zuletzt
gegebenen Gleichung folgt also 7(f) = T'(f). In dieser Gleichung kann man
nun M diberall durch M, ersetzen und kommt so zu der gewiinschten Unab-
“hangigkeit von 7(f) von M. '

Jedes b€ M hat die Gestalt - (M/K) yeu\;‘m) ayy(l's), wo ay € K. . Setzt
man f(E)=a§[M, so erhilt man eine Funktion, die auf G(L/K) definiert ist
und die Formeln (3.1) sowie auch T(f)—= b erfiillt. Also bildet 7" den Modul
Wt auf ganz L linear ab und diese Abbildung ist eineindeutig, da aus 7(f)=0
folgt f(7)=0 fiir v¢ G(M/K), also wegen (3.1) f=0. Um den Satz zu
beweisen, brauchen wir also noch die Gleichung. 7D =4T zu beweisen.-

‘Es sei also fe M, £€ G(L/K) und es sei M ein Korper; der (3.1) fiir
die Funktion f erfiillt. M erfiillt dann'(3 1) auch fiir die Funktion D:f, da
aus 7, | M — y,| M offenbar (£ ") M = (& y;)lM und folglich f(s 1,) =FE ),
d. h. D¢ f(71) == D f(y) folgt. Also ist

o 1 _ S

€6GM/E)

- 1 S -1 2N 1 " ( ST «--1—';~1 ) -
_ FE"' DA = ———c & & y)e (-

IR et & D7D = Gy 5|/ € E U0,
_ wo § =E|M gesetzt ist. Bezeichnen wir mxt J das Element &'y, so lauft 0
zusammen mit y iber ganz G(M/K) ‘Da &% eine- Erweiterung von ¢ auf
.G(L/K) ist, konnen wir &'7 =0 setzen. Auf diese Weise erhalten wir

Vrmm—aNﬁ—4wnwzbw

4. Der Modul 9 kann in einen ng umgewandelt werden, mdem man
den Mittelwert von f als :

@n - S(h= &ﬁ)(wm%%mﬂ%
definiert und die Multiplikation fx g —#h durch die Formel
(4.2) =8O gE @)

erklart. M bedeutet dabel einen Korper, der die Bedmgung (3 1) fur die
Funktion f erfiillt. Man" zeigt leicht (ahnlich wie im § 3), daB (4. 1) von der
Wahl von .M nicht abhéngt. Der von DEURING®) festgestellte Zusammenhang
zwischen den Korpern L'.mit K< L"c L-und’ rechtsseitigen Idealen von Mt
besteht auch im . unendlichen Fall.-Denn ist L’ ein Zwischenkorper, so setzen
- wir o - ,
B = Menge aller f€M, fiir welche 3 € G (L/L")=> D,f=.

3) M. Deuring, a. a. O., Satz 2, S. 142,
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-B ist ﬁatﬁrlich ein Modul. Die ldealeigenschaﬁ von P ergibt sich wie
folgt: Ist fe B, g€ M, y € G(L/L") und h==fX g, so haben wir nach (4.1) .
und (4.2) : -

Dyh(@) =1 )= SefQLE" 7 V=S, 1G7 e )=
Sy f() g (’) = h(a), :

wobei wir die Gleichungen Sf(g)—S JSER) und D, f=f benutzt haben.:
. B ist gleich der Menge aller f fiir welche 7(f).€L’, denn -

(4-3) [T L)<= [y e GU/L) = yT()=TN <= .
br € GIL/L)=> TDy ()= T(N <=>[r € GL/L)=> Dy(f)=fl <=>fe¥%-

Auf diese Weise ist jedem Zwischenkorper ein Rechtsideal eineindeutig
* zugeordnet. Ist-umgekehrt 8 ein Rechtsideal, so bezeichnen wir mit G die
Gruppe der y, fir welche f¢€$=>D,(f)=/f. Diese Gruppe ist im Raume
G(L/K) abgeschlossen. Denn ist D, f(&)==f(&), d:h. f(71&)==f(&), und
erfiillt M die Bedingung (3.1),.so folgt aus y|M=y,|M, da f(y'&)=
= f(y;'&) also Dy, f==f. Die Gruppe G bestimmt also einen Korper L', fiir
welchen die Formel G(L/L)==G gilt. Aus (4.3) folgt nun, ‘daB P das durch-
T vermittelte Bild von L’ ist.

Wir bemerken zum Schluf, daB, genau so wie im endlichen Fall*) die”
Darstellung D beschrankt auf 9 (d.i. die. Darstellung D|$) &dquivalent der.
durch die identische Darstellung -von G(L/L’) induzierten Darstellung. von- -
G(L/K) ist. Der Beweis folgt sofort aus der Definition der induzierten
Darstellung. *) B : : : :

(Eingengangen am 19. Juni 1955)

‘4)' M. Devring, a. a. O., Satz 2 S. 142
_ - 3) Vgl G. W. Mackey, On induced representatxons of aroups, American journal of
Math., 73 (1951), 576. .



- Generalization of a theorem  of Alexandroff and .Urysohn.
By G. FODOR in Szeged. '

ALEXANDROFF and URYSOHN [1] proved the following theorem. If to
. every ordinal number ¢ of the second class there corresponds an ordinal
number u(e) such that w(e) < e, then there exists a non-denumerable set of
ordinal numbers ¢ of the second class such that the corresponding u(c) are
. all equal. BEN DusHNIK [2] proved the following more general result. If to
every ordinal number «< ,. there corresponds an ordinal number g(e)
such that u(e) < ¢, then there exists an ordinal number £ such that the equa-
tion pe(e) = B has .N,.: solutions. ERDOS [3] proved that the following gener-

- alisation holds. If w, is not confinal. to » and - to every ordinal number .

« < w, there corresponds an ordinal number p(e) such that u(e) <e, then
“there exists an ordinal number #< w, and a subset N of W(w,)={e¢: ¢ < vy}
such that N is confinal to W(w,) and u(e) = p for every ¢ € N.- Novik [4]
-proved the following theorem. If M is a closed subset of the type w, of W(w,)
and to every element « € M there corresponds an ordinal number g (e) such
that w(e) < e, then -there exists a non-denumerable set.of .ordinal numbers
« €M such that the corresponding u(e) are all equal. NEUMER [5] proved
the following more general result. Let 4> be a regular ordinal number of
the second kind and M a subset of W(A). If W(4)—M does not contain
a closed subset. similar to W(4) and to every element ¢ ¢ M there corres-
- ponds an ordinal number u(e) such that w(e) < e then there éxists a set of
ordinal numbers ¢ € M sxmnlar to W(4) such that the correspondmg p(e)
- are all equal. '
In the present-paper we shall prove by a modification of the method .
“of DusHNIK and NOVAK a theorem which contains all the precedmg theorems

Theorem. Let 4 be an ordinal number of the second kind which is not
confinal to w . and M a subset of W(Ady={e: a < A}. Suppose that to every
element. « € M there corresponds an ordinal number f(e) such that f(«)< e.
If W(A)—M does not contain a closed subset confinal to W(A)"), then there

exists an ordinal number 7t< A and a subset N of M such that N is confi-
-nal to W(A) and f(e) = = for every « € N.

H A subset R of W(4) is czilled closed if the limit of aﬁyfundamental sequence
of elements of R belongs to R whenewer this limit is smaller than 4. We call a subset S
of W(A) confinal to W(A) if for every »€ W(A) there is a # €S such that z > ».
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Proof. Put D={f(«)}acun (W(4)—M). We shall consider two cases :
1) the set D is not confinal to W(),
2) the set D is confinal to W(). -

, Ad 1): Since f((')<(' for « € M, to every element ceM there corres-
“ponds a natural number n(g) such that

- f(n(a)) E D )

Let @ be the smallest « for which 4 is confinal to , and- M’ a subset of the
type @ of M confinal to W(). As A is not confinal to w,. therefore there
_exists. a natural number m and a subset {7y of M’ such that

o)
=@ and f(v':p

It is obv:ous that {y,} is confinal to W(/I) Consujer now the sequence -

f((w'/")» (”:"37 fg'n;’ cee

: By the condmon D is not confinal to W(). The set {. ((3'))} is not confinal

© to W(d), because { foh < D. It follows that there emsts a smallest natural
‘number m, = m such that the set { f‘}'ﬁ"}} is not'confinal to W(). Let N={ f(”'0 by

: and s¢ thé smallest ordinal numbers # for which 8> f",”“)’, for every 1< @.

Ad 2). Suppose that the theorem is false. Then to every « €M there
exists an ordinal number (&)< 4 such that for ¢’ = p(«), f(¢') > c. Let
now- M’ be the set of those « € M, for which f(cf)efM Since D is confinal-
, o W( /1) and f(e) < e for every ¢ €M, therefore the set M’ is confinal to
_ W(A). We define by transfinite induction a set {¢;; of elements «€M’,
arranged in their natural order, in the following manner. Let cf0(> 1) be an
arbitrary element of M’ and suppose that the elements aqéM' are defined -
for every n<B(<A). such that -

fleq) > ax i

for every '/, <.1). If there is an ordinal number « €M such that «,<e for
every 77 < 3, ‘then let ¢ be the smallest such ordinal niimber, if # is an or-
dinal number of second kind and- let ¢"=«, if 8=v-11. We define ¢; as
the smallest « € M’ for which ¢ = ¢(e’). In the opposite case we do not
define ‘«g. By the definition the set {«,} is confinal to W(A).

' Since W(A)—M does not contain any closed subset confinal to W (),
there exists an ordinal number of the second kind x and a fundamental sub-
sequence {u, Je<. Of type z.of {e,} such that '

lim f(c:ué),e M.

DI fG V€M, then f(( is the ordinal number correspondmg to f&0.
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Put ¢" = lim f(c:,,g). It is obvious that
§<
¢’ =lime,
g<x
since by the definition of .c.,, .
« <f(cf,) <o < f(a,) <y .
Since f(e'y <, there exists an ordinal number & such that

fle) < g -

This is impossible, since ¢* > Uy, 11 = = (p(c:, ) and by the definition f(¢") > iy -
The theorem is proved. S

Remark. The theorem can not be improved by weakening the assump-
tion that W(d)—M does not contain a closed subset confinal to W(4). (See
the proof of theorem 4-of [5])

Added in proof. BACHMANN [6] proved the following theorem. Let // be an_
ordinal number of the second: kind which is not confinal to » and M a clo-
sed subset of W(A) similar t0 W(A). If to every « € M there corresponds
an ordinal number w(¢) such that w(e) < e, then'there exists an ordinal
number 8 < A and a set N of ordinal number ¢ € M such that N is- confinal to
W(A) and u(e) = g, for every ¢ € N. (This is contained in our theorem See-
the theorem 2 of § 7 and theorem 3 of §9 in [6].)
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" On primitive "perniutation groups.

By NOBORU ITO in Nagoya (Japan). -

1. Let G be a (not necessarily finite) group. Let U be a .subgroup of
G such that.the largest normal subgroup U of G contained in U is equal
to the identity subgroup. Then G is faithfully represented as a group of per-
_ mutations of the left (or right) residue classes by U in G. In these circum-

stances we call a pair {G, U} a permutation group. : :

A permutation group {G, U} is called primitive, when U is a maximal .
subgroup-of G, and further {G, U} is called simply transitive, when there .
exists no element g of. G such that G=U+UgU. A permutatlon group,
“which is not simply transitive, is called doubly transitive.~ :

A doubly transitive: permulation group {G, U} is primitive. In fact, let :
U be not maximal in G and let 7 be a proper subgroup of G containing
U properly. Then 7 and 7gT cannot be disjoint with each other and there-

fore. 7= TgT. This shows that T = G, which is a contradiction.
' Let {G, U} be doubly transitive: G=U-+ UgU. Put V-==UngUg.
‘Then the pair {U, V} is a permutatzon group. In fact, let V be the largest
normal subgrouo of U contained in V. Now any element of G not contained

~in U -has the form ulgu) where 'ul and u> are elements of U. Therefore

~ since mguUus' g™ iy =111gUg Ly, any conjugate- subgroup = Uof Uis
of the form ugUg-! u-'. Therefore V is contained in. any con]ugate subgroup
of U and consequently VE U==1.

{G, U} be a permutation group and let A be a subgroup of G
such t_hat G UA. Then we call A a transitive subgroup. If A is abelian, |
then necessarily AnU—=1. In fact, since G==UA, any conjugate stbgroup
of U is of the form ala?, where a is an element of A. And. since A is-
abelian, AnU is contained in the intersection U of all the conjugate.sub-. -
groups-of U. Therefore ANUS U=1.

Remark. Let {G, U} ‘be a prlmmve permutatlon group. Then we omit |
the case U==1 from our considerations. In that case G is of prime order.
Now ‘if A is of order 2, then U is normal in G, and therefore U= U=1.

2. From now on we assume that the order of G is finite. Now the
structure of primitive permutation groups is very complicated, because most
primitive permutation groups are .insoluble and we know: less, at present, of
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the structure of such groups. Such a complicacy does not diminish even if

" - we restrict our considerations to such primitive permutation groups that con-

tain abelian transitive subgroups. Let {G, U} be a primitive permutation
- group with an abelian transitive subgroup A. Now, in 1900, BURNSIDE [1]
proved the following celebrated theorem: If A is of prime order, then either
G is metacyclic or {G, U} is doubly transitive. This result has been gener-
alized by BURNSIDE, SCHUR and WIELANDT. The best is due to WIELANDT
f1]: If at least one Sylow subgroup ==1 of A is-cyclic and A is not of
prime order, then {G, U} is doubly transitive. Further KOCHENDORFFER [1]
- and D. MaANNING [1] obtained (at about the same time and by quite different .
methods) the-following result:- If A-is of type (p<, p¥), where p is a prime
and a and b are distinct nataral numbers, then {G, U} is doubly transitive.
Now the results of these authors show: If there exists a primitive permutation
group {G, U} containing an abelian transitive subgroup A of a suitable type,
then such a {G, U}. must be necessarily doubly transitive. Therefore the fol-
lowing question may be natural: To what type of an-abelian group A’, does

- there exist a primitive permutation group {G, U} containing an abelian trans-

itive' subgroup A isomorphic to A’? In this direction RITT [1] proved the

following theorem: If A’ is cyclic of not prime order and if there exists a

~ soluble primitive permutation group {G, U} containing an abelian transitive -

subgroup A isomorphic’ to A’, then A" must be of order 4. Further in this

case actually there exists one and only one permutation group of this kind,

that is, the symmetric group 8,={G, U} of degree 4, where, for instance,
= {(123), (12)} and A=1{(1234)}.

The present paper is a contribution in the same dlrec’uon Thereby the
result of RITT is not assumed but proved as a special case of our results.
Now in our considerations the solubility of the group G is not -assumed.
(In fact, if we assume solubility, the contents may be vacant in essential

except the result of RirT.) But to avoid the occurence of incomputably deep ==

difficulties we assume, a priori, ‘the following condition on G:

S) G contams an abelian normal subgroup N==1.

- Now since U is max1mal in" G and since U=1, we have G U-N.
. Therefore, as we remarked above, we have UnN=1. These two equalities
“show us that N is the only one abelian normal subgroup =<1 of G. In fact,
we have two equalitiesG=UM and Un M =1 for every abelian normal sub-
- group. M(3= 1) of G. Then every abelian normal subgroup =='1 of G is minimal.
To see this, let M and M’ be two abelian normal subgroups ==1 of G such
that M contains M’ properly. Then we have from the first equality the following
factorization of M: M= Mn U-M'. Then since M &= M’, Mn U== 1. This contra- :
dicts the second equalxty Now if there exist two distinct abelian minimal normal
subgroups of G, then their join, as the direct product of them, is not a minimal
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one. This is a contradiction. In particular, N is of type (p, ..., p), where p is.
a prime. Let A be any abelian fransitive subgroup of {G, U}. Thén G=UA. -
and UnA = 1. Therefore the orders of N and A are the same. .

3. Let A’ be an abelian group of order o and of type ,....,0)=+=().
We verify the existence of primitive permutation groups with abelian trans-
_itive subgroups isomorphic to A’. This may be done without much difficuity.
In fact, let U be an irreducible matric group. with coefficients in the prime:
* field of characteristic p-and let A be its representation module. Let G be
the splitting -extension of A.-by U in the sense of Schreier. (This can be
constructed as a subgroup of the holomorph of A.) Then the permutation
group {G, U} is a required one. In fact, U/==1, because an element of U
must be commutative with all the elements of A and therefore it must bé a -
unit matrix, . and further U/ is maximal in G because, 0therw1se U must be,
redumble : :

Example 1. U may be the general linear group GL(n,p)..

Example 2. We can choose U as a soluble group. In fact, GL(n, p)
_contains an irreducible cyclic subgroup Z= {X} of order p»—1. To see this
let us consider a generator X of the multiplicative group of the finite field
of p* elements. Since the finite field of p* elements may be considered as.
the n-dimensional vector space over the prime field, X satisfies an irreducible
equation of degree n over the prime field: X"—e X" ' —...—¢, =0, where-
’ ‘ (C15€y v vy Cuniy Car
{ E 0 )

>

¢’s are elements of the prime field. Then the matrix X =

where £ is the unit matrix of ‘degree n—1 and- O is the null matrix of type
(n—1, 1), is of order p*—1 and of degree n. Further all the characteristic
roots of X are algebraically conjugate, because of the irreducibility of the
equation. Now if Z = { X} is reducible, then some power of X==1 possesses
the characterlstxc value 1. Therefore Z-={X} must be irreducible.

_ 4. Let A’ be an abelian group -which is_not of type (p,..., p). Then,.

as it can be understood from the result of RITT cited. above, we have not
always a primitive permutation group satisfying the condition (S) with an
abelian transitive subgroup isomorphic to A’. .

Now let {G, U} be a -primitive permutation group w1t11 an abelian.
transitive subgroup A isomorphic to A’. Then G admits the following factor--
ization: G=UA and UnA =1. Further by the assumption (§) G also-
admits the following factorization: G= UN and UnN=1, where N is the
~ only one abelian normal subgroup of G. Put P=AN. Then P admits the
factorizations P= U,A, U,nA==1 where U, is an abelian p-subgroup of
U and also, since UnN=1 and A and N are of the same order, P== U, N,
U,nN=1. Clearly the centralizers of A and N in P coincide with .A and



210 . N. Ito

N themselves respectxvely Now a p-group.with such a factorization. cannot'
be too simple in. its structure. In fact, we prove the followmg

Lemma 1. Let P be a p-group and let P admit the Jollowing factori-
zations: P=NA and P=UA, UnA=1 and P=UN, UnN==1, where
- A is abelian, not of type (p,...,p), N is abelian of type (p,..., ), normal
and coincides with its own centralizer and U is abelian. Then we have

(i) P is irregular in the sense of Hall,

(ii) Let p» be the order of the subgroup of A conststmg of all t/ze.
elements of A with order not greater than p- Then w = p—1.

- Remark. Under this condition the centralizer of A necessarlly comcxdes '
with A. In fact, otherwise, since P==A U, there exists an element wu,(% 1)
such that u, is commutative with every elemeht of A. Now since NEAU,
every element of N can be written in. the form of a product cu, where @ and «
belong to A and U respectwely Therefore, since U is abelian, z, is commut—
- ative with every element.of N. .

Proof. We prove these assertions by an induction argument with
“respect to the order of P. :

(i) Let Z, and Z, be the centre and the second cenire of P. Put
U,=UnZ,. Let us consider the subgroup U, Z,. Naturally U,Zl is normal
in P. Let us consider the factor group P/U.Z, and its factorizations :
PIU,Z=U-U,Z,|U.,Z-N-U, Z,jUs Z, and P/U, Z,=U- U, Z,) U, Z,- AU, Z, | U, 7 ...
‘We show that P/U,Z, satisfies the same conditions as P except the fact that
A U:,Z]/U,Z1 is not of type (p, ..., p). First it-is clear that U.-U.Z, = UZl,'
N-U,Z,=U,N, A-U,Z,=U,A and therefore UU,ZnNU,Z,=U,Z
AUZnUUZ, = U,Z,. Secondly if N-U,Z,/U,Z, is distinct from its owri
centralizer, then there exists an element x of U— U, such that [x, N|S U.Z,
Since N is normal, [x, NJSN and therefore [x, N]S U, Z,nN=2, and
~further since U is abelian, we see that x belongs to Z, Thus x belongs to
Us, which is a contradiction. _

. Now if AU,Z/U.Z, is not of type (p,.. ,p), then, by the induction
‘hypothesis, we see that P/U,Z, is irregular in the sense of Hall. Then, a
fortiori, by the ‘definition of regularity of Hall, P is irregular in the sense of
- Hall, too.. So we may assume that AU,Z,/U,Z, is of type (p,...,p). Now, ..

since An U1 Zl Zl, by the second isomorphism theorem, AU.Z,/U,Z,: =~ A/Z
Further, since An N=Z,, U= A/Z,. Therefore U is of type (p, ..., p). Hence
" P can be- generated by elements of order p. Therefore if P is regular in the
sense ‘of Hall, then, by a theorem of Hall, P must be of.exponent p, that is;
all the elements of P except 1 are of order p, which contradicts the
assumption on A. Thus P must be irregular in the sense of Hall [HaLt, 1].
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(i) Let us assume w< p—1. Then we want to derive -a contradiction
from this assumption: Now, let C be a central subgroup of order p. We
shall denote the subgroup of P which consists of the centre of P/C by
Z,(P—-C) and let Z,(P - C)/C be the centre of P/C. Put U,=Un Z,(P=-C).
Naturally U,C is normal in P. ‘Let us consider the factor group P/U,C and its
factorizations: P/U,C=UC/U,C-NU,/U,C=UC/U,C-AU,/U,C. We show that
UCnNNU, = U,C,UCnNAU,= U,C and the centralizer of NU,/U,C ‘coinci-
des with N U,/U,C. Since P==NU=AU, NnU=1,AnU=1, the former
is evident. If the centralizer of NU,/U,C is. distinct from NU,/U,C, then
since P—=NU, Nn U==1, there exists an element x of U—U, such that
[x, N]E U,C, which implies, since N is normal, [x, N]< U,Cn N = C. Since
.U is abelian, x belongs to Z,(P—+C) and therefore to Zi(P--C)nU=U,.

. This is a contradiction. If AU,/U,C is not of type (p, ..., D), then by induc-

_ tion hypothesis, we see that the order .of the subgroup of AU,/U,C= A/C
consisting of all the elements of’ order not greater than p is not smaller than
. pP-1.-Then, a fortiori, by the fundarmental theorem of abelian "groups, the.
same holds for A itself, which is a.contradiction. So - ‘we may assume that -
in the opposite case AU,/U,C~A/C is-of type (p,...,p). Therefore since
U=A/AnN and AnN=2Z,DC, we see that U is of type (p,..., D).
Further A is of order not greater than pr-' and of type (p* p,...,p). Let a
be an element of A with order p*. Let us consider the subgroup {a}N and
put {a)N=V-N, where V is-a subgroup of U. Since a? is contained in-
CCS N, the order of {a}N is at most pr. Thus, by a theorem of Hall, {a}N -
is regular in the sense of Hall. On the other hand, V-N can be generated
. by elements of order p. Then, by a theorem of Hall, all the elements of
V.N are of order at most p (HALL [1]). This contradicts the fact that the
order of a is p> Hence the order of the subgroup of A consisting of all the
elements of A with order at most p is not smaller than pr-'.

. Remark The proof of (i)- holds aiso crood if we replace Z, in that
" proof by C as in this proof.

Now. we can generalize the second part of the preceding lemma as
follows

Lemma 2. [In the same notations. as in the preceding lemma, zf
oo

P —

W<, then: p™ cannot occur as an invariant numbel of tlze abelzan ,

group A. (The case m==1 coincides wnth the second part of the precedmg
lemma. Therefore, in the following, we assume m = 2.)

Proof. (1) Let P(n,p) be a p-Sylow subgroup of the n-dimensional
general linear group over the prime field of characteristic p. Further let us
assume 7 = p”. Then we show that the order of any element of P(n, p) is not
greater than p. In fact, as is well known (SCHREIER [1]) P(n, p) is isomorphic
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to'the matric group consisting of all the matrices of degree n-and of the form
1 kIIQ R/ T ) o
g - Let X be any matrix of such a form. Put X=E} Y,

L, Un-lin ) . -

where E is the unit matnx of degree n. Then Xp =FE - Y” for e=1,2,.
Further clearly :

»
————,

~[o0
y":lA h
0

Therefore if n=p», then y”" =0. This proves X" —=E.
(2) Let V, be an n-dimensional vector space over the prime field of .
. Characteristic p. .We may consider P(n, p) as an automorphism .group of
V.. Let P, be the extension of V., by P(n,p) as a subgroup of the holo-
morph ot V,. Assume n < p”. Then we show that the order of any element
X,
_ of P, is not greater than p™. In fact, let x—| : ) be any vector of V,.
' : : X -

Then an'y element of P, can be represented as a product (m P;) Xx for -

some X € P(n,p) and some xe V., where. XxX} ~X ox. (o denotes the
ordinary ma’mx multlphcatlon) We want to show (Xx)” =1. Now (Xx)" =
= XxX7- X°x X7 L XT e X @M X0 e x ™ since XP"=1. Therefore

-1 .

to show (Xx)*"= 1 we have only to prove that (E+ X+ --- + X" )ox==0,

where O is the null vector. Now E4+ X4 ... 4 X X . ==0, where O is the nulil
matrix of degree n. In fact, put X= E + Y Then

.E+x+-.-+xf'”'-1:_5+(5+sf) A EFYY LYY
It g [
| i() ~+(+ NERIes
+(p— ) 3
p

Here since > 1 (i)—}—+(lr)+ m_}_(p”‘i—l) (lin])_,o (mod p) for
i< p"—1. Further by assumptnon y?" ' -0: This proves E-X---
- X"""'—=0. Therefore (Xx)*"=1, as we required.

N _ 1
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(3) Now we repeat in the same notations the proof (by induction. on
‘the order of the group) of the second part of the preceding lemma.. We
assume that p"*! occurs as- an invariant number of the type of A. If pm+!
occurs also as an invariant. number of the type of AU,/U,C = A/C, then, by
mduct10n hypothesis, the*order of the subgroup of A/C cons:stmg -of all the

.elements of order not greater than p is not smaller than’ P m_l. Then,

a fortiori, by the fundamental theorem of abelian groups, the same holds for

A itself, which contradicts the assumption w < i mm I

. So we may assume
that p»+ does not occur as an invariant 'numbey of the type of A/C. Then,

_since w<p’"m—1’ A/C is a subgroup of an abelian group of order

) : 1):il 1 . : . .
’"( m ) and of type (p"' .., ") and, therefore, the order of A is at most .

p'm -1
—_— 1)1 _,ppazz_,,,

equal to p ( ” . The same holds for N. Now the group P
~can be considered as a subgroup of P, for n =< p»—m. Therefore any ele-
ment of P possesses- the order. at most equal to p, as we saw in (2). This
contradiction proves our assertion completely.

ht .

Remark. The bound P T maywnot be the best poSsible one. But,

at any rate the result of Ritt cited- above is a special case of our lemmas

5 In this sectlon we construct an example of a primitive permutation
group {G, U} with an abelian transitive subgroup A not of type (p,...,p).
In fact, we choose the p-dimensional general linear group GL(p, p) over the
prime field of characteristic p as a U, the p-dimensional vector space V,
over the prime field of characteristic p as an N and the splitting - Schreier
extension of N by U as a subgroup of the holomorph of N as a G. Natur-
~ally since U i$ irreducible for N and’ clearly U does not contain a normal
subgroup =1 of G, {G, U} actually defines a primitive permutation group.
Therefore we have only. to verify the existence of an abelian transitive sub-
group A not of type (p,...,p). To do this, first put B,—=E- > e; for

. -1y
r=12,...,p— where E is the unit matrix of degree p-and e;’s are the

mafrix units:

i

e:j:;('--{'“)v (hbj=1,...,p).

First we prove that {Bi, Bs,...,B,1} is abelian of order pr-! and of
type (p,...,p). In fact, put B,—E+W,. Then B,B;=E-+ W,+ W.+



+ W, W,, where W,W,= - |. Since the matrix W, W, is
0 o

symmetric for r and s, we have W,W,= W, W,. Therefore B.B;=B;B,.
- Further By =E+ WY. Since.clearly W7 =0, BY==FE. Last let us assume
Bi...B1'=E, where O0=e;<p (i=1,...,p—1). Then (E+Wy)"...
AE+ W, )ri=E and therefore (E+eWi+..) - (E+ep 1 Wy-1+--)=E.
Now the coefficient of e in (E4+et Wi+ ---) --- (E4ep-1 Wy ---) is equal
to ;. Therefore e,—0. Thus Bs*...B?:;'=E. Therefore (E+e: Wat---)- -
- (E+ep-1 Wyt ---)==E. Now the coefficient of e;3 in (E+eWoat---)---
- (E4-e, W, y+4+---) is equal to es. Therefore es=0. Similarly
e3— .- =¢, 1=0. Thus By, ..., B,.: are linearly independent.
(9
- 0 ‘ .
Secondly put x,= _(1) r for r=1,2,...,p, and put A, =x, B, (this is’

S 0 S
a product in G!) for r=1,2,..., p—1. We prove that {4y, As,..., Ay} is
abelian of order p? and of type (p* p, ..., p). Now the equation A, A;,= A.A,
is equivalent to the equation x, - B, o xs=Xx;-+ B; o x,, where o denotes the
ordinary matrix multiplication. Further the equation X, B, o X ==X; 4 B; 0 X»-
is “equivalent to the equation W,ox,— W,ox,.. Therefore we show
W, ox;=W,ox,. Now if s-+r>p, then W,ox,=0. If s-+-r-+i=p, where
i is-a non-negative integer, then W,ox,=e -+ ---4ei1. By symmetry, we
have W, o x,= W;o k.. Now similarly as in the second step of the proof of
Lemma 2, we have AY= --: = A} {—E Further A’ = (x1B1)’ _xllelBl
x1Bi=B"x:Bl - Bi" P x,BF" ... Bi*x,B} - Bi'xBi. Here (Bl''+-- +
+BI+E)ox1—x,, Therefore Af —~x,, Clearly Ay, ..., Ay are linearly .
independent of each other. . )
Last we prove that AnU=1. Now since an element belonging to
AnU must be commutative with x,, ..., X,, it must be the identity. This pro-
ves the assertion. ' ' ' '
Thus A is transitive and not of type (p, ..., D).

Remark. Such a construction may be executed for every i = p.

6. Before proceeding further, we Tefer to KOCHENDORFFERS method of
the construction of 'simply transitive, primitive permutation groups with ab-
elian transmve subgroups ina htﬂe generalized form. (In this section G may
be infinite.) _



On brimitive permutation groups. . ' 215-

Let {G, U} be a primitive permutation group with an abelian transitive:
subgroup A. Let {G;, Ui}, and A; (i=1,2,...,r) be the r copies of {G, U}
and A, where 7 s a natural number > 1. We denote the isomorphism bet--
-ween G and G; by g<>g: (g€G, g.€G) for each i (i=1,2,...,r). Put

* = G, X -:- X G, (the direct product of G,, Gs, ..., G,). Let S be the auto--
morphism of G*. such that gi=g;., (&..,=&) Let G be the splitting .
Schreier extension of G* by S, which can be constructed as a subgroup of
the holomorph of  G*. Put U"*—(U1 -XU,) {S} and A* = A, X --. X A,.
Now we prove that tlze pair {G**, U“*} is a.simply transitive, pnmztzve per—
mutation: group with an abelian transitive subgroup A

Clearly G*=U*" A" and U™ nA"™=1. Assume U** ==1. Transforming
an element of U** by an element of U*=U,X---XU,,we sce U*nU*==1.
Therefore U™ nG*==1. Clearly this is a normal subgroup of G* contained -
in U*. Since U*==1, this is a contradiction. Now we prove the maximality
~of U™ in .G*™. Since G™=U"A", if U* is not maximal in G", there -
exists an element a==1 of A™ such that G* =& +={U*" a}. Put a=aq,---a,,.
where each a; be]ongs to A (i=1,2,...,1). Then there exists at least one i,
say 1, such that.a;==1. Therefore we assume a,==1. We consider the ele--
ments u; aur‘—u,a,u1 ay---a., where u, runs over all the. elements of U.
Since {U,,a,} =G,, and since Uy=1, there exists an element a, such that
ma,ura;’- does not belong to Uj. Then" {U*, a} contains ar element =1
~of A,. Therefore {U**, a} contains G, and coincides witti G**. This is a con--
tradiction. Next we prove that {G*, U**} is simply transitive. Since G** =
L=y A", if {G™, U™} is doubly transitive, there exists an element a = 1
of A such that G* = U*+U*aU". Put a=a,---a,, where each a; be--
longs to A; (i=1,...,r). Let a’==1 be any element of A*™. Puta ==aq;---a;,.
" where each a; belongs to A, (i=1,...,r). Let I(a’) be the number of i’s
"such that a/==1 (I(a’) is a natural number). Now to prove the inconsistency
of the equation G*==U""+4-U™aU", we have only to show the following :
i UTaU™=Ua' U™, then [(a)=1(a"). Now U™aU"™ = U"a' U* implies
that there exist two elements « and «’ of U™ such that va=a'v’. Put
u' =u, - u.S", where each u} belongs to U; (i=1,...,7), and put a’vs}---u, =
=u}--+uya”, where each u; belongs to U; (i==1,...,r) and a” is an ele- '
ment of A*™. Since M;A;= A:M; and M;nA;=1 (i=1,...,r), we see im-
mediately that [(a")=1[(a"). Put a”S*=S8"a", where a’” is an element of A**. .
Since S permutes A,, Ao, . ., A, cyclically, we see 1mmed1ately that [(a”) =l(a"").
Since U™ nA™ =1, we have a=a". This proves “the - assertion. Here we:
refer to.the following -

Corollary. If there "exists a. primitive permutation group with an
- abelian transitive subgroup of type (plu,.. , i), then there exists a simply
transitive, pnmmve permutation group with. an abelian transitive subgroup
of tvpe (pou---pin, ..., powt - - pie') for every s> 1.

\_/ S
s 5
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7. Now we treat the KOCHENDORFFER—D. MANNING case satisfying the
condition (S). In consequence of Lemmas 1 and 2 only the following four
cases are to be considered as the type of the abelian group A: (4, 2), (8, 2),
(9, 3) and (8, 4). In this sectlon we take the first three of these types into .

“-our consideration.

Existence. For the type (9, 3) we have.already constructed an 'example
of such primitive permutation groups in §5. Now for the types (4,2) and
(8, 2) the same method of construction as in §5 can be -applied. Therefore

we have only to tabulate the necessaries with the same notations-as in §5:
Type (4, 2) U=GL@3,2), N=V,, G=GL(3,2)V,

N ©{111)(0 101)/0 (1Y)
A={A, A}, A—=|011]|{0], A,=|010 );A'i:Ag o]. . .
oyl . o/l o

Type (8,2). U=GL(4,2), N=V,, G=GL(4,2) V.

1111\ (0
111 0
A:{ADAE:AS}'-; Al:- 1 1 Q s
| 1 1/ .
101 1)\ (0 100 1\ (0
. 101 0 100 1}.
1 0 1 0,
1010 1 1
2 101 1 . 0 . e
Al— 1 O 1 ’ Al“—‘ O —Az, A2A3_A1
1/ \0 0

Insolubility. We show that: Let {G, U} bea primjtive permutation
group with an abelian transitive subgroup A of type either'(4,2) or (8,2) °

or (9,3). Then G is insolube. Thereby we do not use the result of KOCHEN-
- DORFFER and MANNING.

, First ‘'we supplement the second part of Lemma 1 and Lemma 2 as -
4 'follows

Lemma 3. In the same notations .as before let p® be the order of z‘he
subgroup of U conszstmg of all the elements of U with order not greater

than p. If v< p

then p’““ cannot occur as an invariant number of the
type of the abelzan group A.

Proof. We repeat .in the same notatnons the proof (by mductxon on
the order of the group) of the second part of Lemma 1. We assume that
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prttooccurs as an invariant number of the type of A. If p™! occurs as an
invariant number of the type of AU,/U,C==A/C then, by induction hypo-
thesis, the order of the subgroup of UC/U,C==U/U, consisting of all the

=1 Then a for-
m

elements of order not greater than p is not smaller than

tiori, by the fundamental theorem of -abelian groups, the same holds fof U
pm 1
m-

itself, which contradlcts the assumptlon v < . So we may assume that

p1 does not occur as an-invariant number of the type of A/C. Then C coin-
cides with the subgroup of A generated by all the p™-th powers of elements
of A. If the centre Z of P is distinct from C, then, since Z= N is of type '
(p,...,p), Z contains a central subgroup C’ of order p different from C.
Repeat the same argument by C’ in place of C. Then, since p™*! occurs as
an invariant number of the type of 4/C’, we can apply the induction hypo-
thesis and obtain the conceived contradiction. Therefore we may. assume that
pr—1
m

Z=C. Now since clearly U=¢ A/Z and, by assumption v < , the order
. ) m(p—m—_—l—l)#l m_
of A is at most equal to p * ™ = p»" 7, The same holds for N. Now
~ the group P can be considered as a subgroup of P, for n = p™-—m. There-
fore any element of P possesses-the order at most equal to p”, as we saw
in (2) of the proof of Lemma 2. This contradiction proves our assertion.

Proof of insolubility. First some remarks of general character:
(1) Let N be of order p*. Then we may consider U as a subgroup of
GL(n, p). (2) U does not contain a normal p-subgroup ==1. In fact, let L
be a normal p-subgroup of U. Then LN is normal in G. Let N, be the
centre of LN. If N,dz N, then U contains a normal subgroup ==1 of G,
which contradicts U =1. Therefore Ny N. Since N is minimal normal in
G,N,=N. Then LN= L X N, which implies that L is normal in G, which
contradicts U=1.

Now we treat each case separately. _

Case of type (4,2). Assume the solubility of U. Then, as it is well
known, since GL(3,2) is simple and not abelian (DicksoN [1}), U=k GL(3, 2).
We denote the order of U by (U). At any. rate, (U)|2°3-7=the order of
GL(3,2). Assume 7|(U) and let U: be a 7-Sylow subgroup of U. If U is
not normal in U then we see, by SyLow’s theorem'), (U)==2°.7. Since U
does not contain a normal 2-group, {; must be mnormal in U, which is
a contradiction. Therefore U, is normal in U. Then since 2|(U), we see, by
SvLow’s theorem, U; must be normal in GL(3, 2), which contradicts the
simplicity of GL(3,2). Thus 7 (U), and (U)|2°-3. If 2*|(U), then U must

1) The number of p-Sylow subgroups is congrllent to 1 mod p. Cf. H.-Zassennaus,
Lehrbuch der Gruppentheorie 1 (Berlin—Leipzig, 1937), p. 100.
' ' o A5
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contain a normal 2-group ==1, which is not the case. Thus (U)=2-3. Let
U, be the 3-Sylow subgroup of U. Since U is irreducible for V,= N, Uj is
completely reducible (cf. FROBENIUS [1]). Therefore since the degree of the
representation is 3, U, must be irreducible. On the other hand, by SyrLow’s

- theorem, U, is not maximal in U;N. This contradiction proves our assertion.

Case of type (9, 3). Assume the solubility of U. As above, U== GL(3, 3).
At ‘any rate, (U)|2>-3*13=the order of GL(3,3). By Lemma 3, 3|(U).
Assume 13|(U) and let U,; be a 13-Sylow subgroup of U. If U,;is not nor-
mal in U, then we see, by SyLow’s theorem, (U)=2"3*13 or =3"13.
Since U does not contain a normal 3-subgroup==1, the latter case does not
occur. In the former case clearly U, is not maximal in U and this implies
that U, is normal in U, which is a contradiction. Thus U,; must be normal
in U. Then, we see, by SyLow’s theorem, U,; must be normal in GL(3, 3),
because 3*|(U). Thus 13 ¥ (U), and (U)|2°-3*. Let R be the largest normal
nilpotent subgroup of U. Then, since U does not contain a normal 3-sub-
group, R is a 2-group. If R is reducible for V;—= N, then, since R is comp-
letely reducible and the degree of the representation is 3, R is of diagonal
form. Then the order of R is at most equal to 2°. Further the subgroup R,
of R consisting of all the matrices with determinant 1 is of order. at most
equal to 2% Since 3*|(U), this implies that U contains a -normal 3-subgroup
==1, which is a contradiction. Thus R is irreducible for V,. If R, is not of
type (2, 2,2,2), then, as above, U contains a normal 3-subgroup ==1, which
is a contradiction. But if R, is of type (2, 2, 2, 2), then R, cannot be irredu-
cible for V, (cf. HUPPERT [1]). But if R, is reducible for V,, then the order
of R, must be at most equal to 2°. This contradiction proves our assertion.
: Case of type (8, 2). Assume the solubility of U. As above, U = GL(4, 2).
At any rate, (U)|2°-3*5-7=the order of GL(4,2). By Lemma 3,2°[(U).
Assume T|(U) and let U, be a T-Sylow subgroup of U. If U, is normal
in U, then U; is completely reducible for V,==N, because of the irreducibi-
lity of U (cf. FROBENIUS [1]). Now U: cannot be irreducible, which is easily
seen by considering U-N and using SyLow’s theorem. Further U, cannot be
reducible. In fact, otherwise,. since it is completely reducible, U;-N= U, x N,
which is clearly a contradiction. Thus-U: is not normal in U. Let R be the
largest normal nilpotent subgroup of U. Then, since U does not contain
a normal 2-subgroup, R is of order prime to 2. Let us consider R U.. Then
we see, by SyLow’s theorem, that RU;= R X U;, which is clearly a contra-
diction. Thus 7 ¥ (U), and (U)|2°-3*5. Assume 5|(U) and let U,= {u;} be
a-5-Sylow subgroup of U. If U; is normal in U, then, since 2°|(U), there
exists an element ¢ of order 2 which belongs to the centralizer of U,. This
is a contradiction. In fact, -t admits an invariant vector x3=0 and since U,
is irreducible, ziox (i=0, 1,2, 3,4) (o denotes the matrix multiplication)
generates the .whole vector space V,==N. Therefore { must be the 1dent1ty.
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Thus U, is not normal in U. Let R be .the largest normal nilpotent subgroup
of U. Then, as above, we come to the contradiction that RU; = R X U;. Thus
54 (U) and (U)|2°-3%. Now let us assume that U contains a normal sub-
group of order 3. Then we can easily see that U contains a normal 2-sub-
group ==1, which is a contradiction. Let U; be a 3-Sylow subgroup of U.
Then U, is minimal normal in U. Since the order of GL(2, 3) is 2*3, if
2°|(U), then U contains a normal 2-subgroup ==1. Further a 2-Sylow sub-
group of U is isomorphic to a subgroup of a 2-Sylow subgroup of GL(2, 3),

which is generated by matrices (_é %), (_(]) (])], (} __” and (—(]) __(1))
with coefficients in the prime field of characteristic 3 (cf. Dickson [1], p. 86)..
As it is easily seen, this group does not contain an abelian subgroup of type
(4,2). On the other hand, a 2-Sylow subgroup of U contains an abelian sub-

group V of type (4,2), where A-N== v N and VnN==1. This contradiction
proves our assertiof1. :

Remark. The solublhty can be fonnally weakened to the p-solubility
in the sense of CUNIHIN [1].

Double transitivity. Now we cnve an other proof to our case
of KOCHENDORFFER—MANNING’s theorem.?) As above, we treat each case sepa-
rately. First we remark - the following. Let n be an element of N. Let UnU
be a double-sided class of G by U. Then all the elements of N belonging
to UnU are conjugate to n and conversely.

: Case of type (4, 2). By BURNSIDE’s theorem, if 7 ¥ (U), then. U is soluble.

Since U is insoluble, 7|(U). Then, since the order of N is 8, by the remark,
we see easiiy that G=U+4 UnU, where n is an element 4=1 of N, and
{G, U} is doubly transitive (BURNSIDE [2}). :

~ Case of type (9,3). By BuURNSIDE’s theorem, if 13 .4 (U), then U is
soluble. Since U is insoluble, 13{(U). We notice that every element of order
13 does not possess the characteristic value 1. Again by BURNSIDE’s theorem,
if 2 y(U), then U is soluble. Since U is insoluble, 2[(U). We notice that
there exists an element of order 2 such that it possesses only one charac-
teristic value 1. In fact, otherwise, by BURNSIDE’s theorem, U is soluble.
Then, since the order of N is 27, by the remark, we see easily that
G=U+UnU,. where n is any element =1 of N, and {G, U} is doubly
transitive. . '

Case of type (8,2). Assume 5|(U) Then, since U clearly does not
contain a subgroup of index 5 (in fact, otherwise, U must be of icosahedral
type. But 8|(U)), and since the order of N is-16, by the remark, we see
easily that G = U+ UnU, where n is any element ==1 of N, and {G, U}

2) Here we want to refer. to the following interesting problem: Is there a primitive
permutation group of Maxninc—Kocnennsrrrer type not -satisfying the condition (S)?
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is doubly transitive. Thus we may assume that 5 ¥ (U). Now, by BURNSIDE’s
theorem, if 7 ¥ (U), then U is soluble. Since U is insoluble, 7|(U). Again,
by BURNSIDE’s theorem, if 3 ¥ (U), then U is soluble. Since U is insoluble,
3|(U). If 3(U), then U contains an element of order 3 which does not
contain a characteristic value 1. Then, since the order of N is 16, by the
remark, we see easily that G= U~ UnU, where n is any element <=1 of N.
_ But this implies 5|(U), which is a contradiction. Therefore 3* ¥ (U) and
(U)|2°.3.7. Let U; be a 7-Sylow subgroup of U. Since U is insoluble,
U; is non-normal in U. Using SyLow’s theorem, we see either (U)=2°.3.7.
or (U)=2°.3.7. Now if {G,U} is simply transitive, then U contains a
subgroup of index 7. Let V be such a subgroup. As it can be easily seen,
V does not contain a normal subgroup ==1 of U. Further since U is inso- .
luble, by BURNSIDE’s theorem (BURNSIDE, 1) {U, V} is doubly transitive.
Therefore V contains a subgroup W such that (i) W is of index 6 in V and
(ii) W does not contain a normal subgroup ==1 of V. (cf. § 1). First let us
consider the case (J)=2".3.7. Since the order of the symmetric group of
degree 6 is 2'.3°.5, W must contain a normal subgroup ==1 of V, which
is a contradiction. Therefore (U)=2*.3.7. By Lemma 3, a 2-Sylow sub-
group U, of U is abelian of type (4,2). As it can be easily seen, V contains
-a normal subgroup X of order 4. Clearly WnX==1 is a normal subgroup
of V, which is a contradlctlon «

8. Now we treat the remaining case where the type of the abelian group
A is (8,4). But the fact is that this case does not occur. The present non-
existence proof is complicated. We hope that it becomes trivially simple by
a new method.

(1) We use the same notations as before. Let us consider P,— P(5,2)V;.
Then we want to show that P, does not contain an abelian subgroup A of
type (8,4) such that P,= P(5,2)A. Put P=AV,= UV, where U is a sub-

group of P(5,2). Let A,= (g g)( J nd qu(g g) (‘Q be the basic elem-

ents of A with orders 8 and 4 respectively, where the multiplication is that
in P;, and further

Py | 1. dy du
_ (1 by _ € G Cl:-;) - 0 L') — (bl)
B_(O 1 )’ C_(C‘_’l Caa C3 4’. D=0 1 dsf, b= b.)’

0 0 1, )

¢ 1 hy hy
c=|c], F-—:(l f‘) (,_(g” & g‘*) H=|0 1 hyl,
: 01 : o €»n O

00 1
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and all the coefficients belong to the prime field of characteristic 2, tha.t. is,
~ they are equal to O or 1. Moreover (g g) and (15 g) belong to P(5,2), and

(lc)) and (Q belong to V;.

2) We siiall make use of the following equations, whére the multipli;
cation except that of the elements of P, is the ordinary matrix multiplication :

Ah A‘;’:(g BC‘Z'QCD) ((B(%—Dl:?gll)s—)}—cCc) (E denotes the unit matrix).
, , (E FG+GH\((F+E)f+Gg
(.10 “‘2—_'(0 W )( (H+E)g )
| . [E (BC+CD)(E+D)\((BC+CD)(D+E)c),
(8. 1) Al—\(o gt J( ) J
(B. 1) Ai:(‘g (FG+Gg)(E+H2))((FG+GH())(E+H)g)>

. (B C\.  (FG\|
(C) The commutability of (O D) and (0, H)'
BF—=FB, DH=HD, BG+CH=FC+GD.

(D) The commutability of A, and A, under the equation (B): -

\ -1 . -1
(o ) (216 ) ()]
0H c g 0D gl ¢
(o.denotes the ordinary matrix multiplication).

(3) First we want to show that the order of the centre Z of P is equal
to 2. In fact, if Z is of order - greater than 2, we may assume, by choosing
a suitable base of V,, that B=F=FE. Assume D’-==E. Then by (B. 1)
A=1, which is a contradiction. Hence D*=FE and D'= E. Therefore we

_ . 110
may assume, if necessary, replacing A, by Aj, that DZ(O 1‘1). Assume
: ' ‘ 001 _
p . 0 0 gn; : 2 :
H=E. Then, by (C), G=0GD, whence G= 00 g Since Aj==1is a
central element, Ai-:(GOg) — (?‘ ‘?)—‘—TO. In particular, g,— 1. On the other

hand, by (D), g—= D'g, whence g;=0. This contradiction proves H==E.
Since A? is a central element, H*~E and G(E+ H)=0. By (C), DH=HD,

101 ' 101
whence H:(O 1 0), and therefore, g,,=g»=0. By (C), G+C (0 1 0):
001, ' ' , 001/
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110 ’ .
zc+G(0 1 1), whence g,=c¢,, and g»=c,. By (D), Hc+g=D“g+c,
001

Cy Gy 40
€ Gy g
whence g,=0, go=c,=1. Now A{j=| 0 |and Ai=] 0 |. Hence A}=A}
0 -0
0 0

and Z={A}=A;}. Then Z must be of order 2. This is a contradiction.
Thus Z is of order 2.

(4) Now only the two types of U: (8,2) and (4, 4) are allowable. First
we prove that the type of U must be equal to (4,4). Assume that U is of

0 D) is of order 8. Th_erefore

: 111
D is of order 4, and we may assume Dz(O 1 ]). Since A3 is a central
: 001 ' :

| type (8,_2). Since A} does -not belong to V;, (B ¢

element==1, (g g) is of order 2. By (C), DH=: HD. Therefore, if necessary,

replacing A, by A{A,, we may assume H = E. Assume F= ((1) }) Then, if
N » (B ¢}
necessary, replacing A, by A,A., we may assume B= E. Then 0 D): E.
- ction proves Fr (11 1 [FHE)+Gg)_
This contradiction proves F=E, and B*(O ]J. By (A. ll_),( (H+E)g )

_'(O C\gn& +ga:>gq+g5.g., =+=0. BY (€), BG= GD whence g gn=gun=
Gg

=g»=0. By (D), g=D"'g, whence g,=g,=0. Then t 0

) 0. This is
a contradiction. Thus U is of type (4, 4). ' -

B (F G '
- (5) At any rate, (O DJ and | H) are of order 4, respectively.  Put
Fz(cl) ;] If necessary, replacing A, by A, A,, we may assume B—FE.

Assume D*=FE. Then, by (B. 1), 0#(C(D‘SE)'C)

— 0. Hence D*==E and
- IR

D =E. If necessary, replacing A, by A}, we may assume D=0 1 1. If H
001,

is of order not greater than 2, if necessary, replacing A, by A{A,, we may

assume H=E. Now by (C), G+ C=FC+ GD, whence ¢; =gy =gn=—0.

By (A. II), since A} does not belong to V;, (F+E)G==0, whence either

gu OF @ OF gy =1. Hence g.,,— 1. Now by (D) g= D'g, whence g,— g.=0. -
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Again by (D), Fb+ FGc—=CD™"'g-+b, whence, in particular, g,¢, 4 guc:--
A GiC = 0 &1+ (Cn +C2) €24 (Co -+ €22) g5 Hence ¢,=0. On the other hand,

n G
: ) Cn Gy
by (B.1), since Aj is a central element == 1, ((BCjLCD%(DTFE)C, — 8
) _ 0
whence ¢,=1. This contradiction proves that H is of order 4. If neces-
B 1171
sary, replacing A, by A, we may assume H=|011|. Now by
. 001,

111 1 111, '
©), G+Cjo11 ——=(O 1) C4+Gl0 1 1], whence Co=gn=0, Cr=_gn,
001 : 001

,

Ch==Cnt+gn. By (B.I), sincé Al is a central element = 1,((BC+CDO)(D+E)C):

(Cn Cu]
€y G

- 110 110 .
=0, whence ¢,;=1 and cu=1:By (D), 01 1]ctg=|011]g+g,

001 001/

0
.0
0

whence g:—c¢;=1. By (B.1I), since Ag=1’_((FG+GHg(E+H)g):
(g21g2+(g21+g22+g11)g3
. 8n&s

=0, whence g, -+ g»=0. Then, ¢ ,=Cw+gu==

o OO

—gun+gy=0. Thus ¢, —1=0. This is a contradiction. Thus F:((l) ?)

(6) Now assume B= 10 . Since the order of A, is 8§, b. B. 1), D is
01 - y

. 111
_ of order 4. If necessary, replacing A, by A{, we may assume D-——(O 1 1).

: 001
Now if H is of order not greater than 2, then, by (C), since DH = HD, we
. , _ 100
may assume, if necessary, replacing A, by A;A;, that H=|0 1 0|. By (A. Il), -
: 001/

1:+:A§=(Gog) belongs to Vi, which is ‘a contradiction. Tl\i_ls H must be
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of order 4. Therefore, if necessary, replacing A, by Aj, we may assume

111 111 111
H:(Ol 1). By (C), G+C|011j=C+4+G|01 1|, whence ¢, =g,
001 \001 001,
and cn=gx. By (D), H"c—i—g:D’lg—}—c, whence ¢;,=g.. By (B. 1),
Cu G
| Cy G : -
E ((BC+CD3(D+E) C): 0 |, whence ¢c;=1 and either ¢,; or ¢, =1.
O ° N
o)

n g;'

V | &n & .
(1.:0 - GHg (E+ H)g) =] 0 | , whence, since g,=c¢,=1,

o )

gn=—gn—0. Then, since ¢, =gy, ¢x= g», ¢,=0 and ¢, =0. This contra-

By (B. 1), oz(

diction proves Bz(l ]).

01
(7) Now let us assume that D is of order 4. Then, if necessary, re-
111
placing A, by A}, we may assume that D=10 1 1). Now if H is of order
001

not greater than 2, then, by (C), since DH = HD, we may assume if neces-
100\ ’ ' G

sary, replacing A, by A,A;, that H=|0 1 0]. By (A.1l), I#Aﬁz( Og)

001

belongs to Vi, which is a contradiction. Thus H must be of or'der'A4.v

: _ 111

‘Therefore, if necessary, replacing A, by Aj, we- may assume H:(O 1 1).

: : : 001

' . 111 111 ‘ N

001 001 7 _
and ¢, =g, +g». By (D), H‘Ic+g=_D"1g—,Lc, whence ¢;=g,. By (B. ),
r(cn + Cé-z) C:-zl
. 0]
since Ai==1 is'a central element, ((BC+ CDg (D+E) C) = | -0 =0,
_ 0
whence ¢,=1 and ¢y -+ c=1. By (B.ll), since A}=I, ((FG + GI-(I))(E+H)g)=
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Egu s
0
=] o

IzO, whence, since g;=0¢,=1, g,=0. Then ¢,=gn=10Cn».

0
| o)
Hence ¢, c;y==0. This is a contradiction. Thus D must be of order not
greater than 2. If D=E, then, by (B. I), Aj==1. This contradiction proves
that the order of D is 2. ‘ , '
(8) Assume that H is of order 4. Then, if necessary, replacing A, by A,

111 : 10 1)
we may assume H=(O 1.1). By (C), DH==HD. Therefore D=(O 1 0).

001 ' : 001
By (B.1), since Aj==1 is a central element, ((BC+CD3 (D+,_E)C)-:{: 0,

whence ¢;==1. By (D), H'c+g=Dg+c, whence ¢,=0. This is a contra-
diction. Thus H must be of order not greater than 2. If H=E, then, by

(A. 1), I#A'.%:(Gg) belongs to the centre, which is a contradiction. Thus.

0
H is of.order 2.
(9) Put, for abbreviation,

101 100 . 110
M,=|010]|, M,=f0o11], M=|010],
| 001 001 001

101 111
M4=_(0 1 'l), M;,=(O 1 0).
' 001 001
Since, by (C), DH==HD, the following seventeen pairs of {D, H} are only
to be considered:
@y, M, M}, () (M, M}, (i) (M, M}, (i) (M, Mij,
V) MM} (vi) M, My, (vil) (M, My, (Vi) {My, M,
(ix) (M, M}, (0 (M, M}, (xi) {My, M)}, (xii) {Mi, M},
(xiii) {M,, My}, (xiv) {M M, xv) (MM}, (xvi) {M;, M;},
- (xvii) {M;, M, }. :

Now let us assume c;=0. Since A} is a “central element =1, by (B.l) -
Cn iy € )

0= 0 , whence ¢, =d,==¢,==1. By (C), ¢uh,,=0. Hence h,, =0.
0 - : ' ‘ _
0
There remain only two cases: (ix) and (xv). In these cases dy,—=f1;;=0. By
(C), csy= hyy -+ Cohss= gndy;. Hence h,;= 0. This is a contradiction. Thus ¢;=1-
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Cn dp G40y dy

Now let us assume dys=0. By (B.]), 0= , whence ¢, =1.

OCOOO0O

By (C) ¢nhi=0. Hence h,,=0. There remain the cases (i), (ii). (iv), (ix),
and (xv). Now in the cases (i), (ix), (xv), f1zs =0: By (C), 2 h15+ Cooltos = oy, .
Hence h,;=0. This is a contradiction: Further in the cases (ii), (iv), A= 1.
By (D), hyc; =dy,g,.. Hence dy;=1. This is a contradiction. Thus dy=1.
There remain the cases (vi), (vii), (viii), (xii), (xiii) and (xiv). In thesé cases
hp=d,y—0. Therefore, by (D), h;=d,.g;. Hence if h,=1, then d,=1.
Thus the cases (vi) and (viii) vanish. Again by. (D), hxc,=dsg.,. Hence
fgs=g;. 1§ hyy=0, then g;=0 and therefore #,,—0. This is a contradiction.
‘Thus hy=g,=1 and h;=d,;. Thus the cases (xii) and (xiii) vanish.
Now let us consider the case (vii). Then h,=d;=0.. By (B.I),
Co iz €0 . ’
0

0 :*: O y Whence Cop == 1. By (C), CQ]/I];; + CQQ’IQ;.; :gggdzg; and
0 . L :

0
Gn-+Cnhy=gudy. Hence ¢ =0. This is a contradiction. Last let us consider
: ’ Cor s+ € .
0

the case (xiv). Then lzlf;=d1;,%1. By (B.]), 0= 0 , whence
- 0

0
Ca+Cn=1 By (C)J Czlhls"‘cmlliazgezdzz: and gﬂq‘l“clllllvz:gudw- Hence
€y -+ € ==0. This is a contradiction. '
' ' Q.E.D.
Now, in the long run, if a primitive permutation group {G, U} of
'KOCHENDORFFER—MANNING type satisfies the condition (S), then G is insoluble.
Further if such a {G, U} does not satisfy the condition (S), then primarily
G is insoluble. Thus we can say that a primitive permutation group {G, U}
of Kochendorffer—Manning type is insoluble.

9. Now the following two questions may be natural: (1) With some
exceptionals which happen for p=2, any primitive permutation group with
an abelian transitive subgroup not of type (p,...,p) is insoluble? (2) If a
primitive permutation group has an abelian transitive subgroup, at least one
invariant’ of which occurs only once, then is this primitive permutation group
doubly transitive? o

The second question can be answered negatively. Let us start from the
-examples {G,U}; G=UN=UA, where U=GL(p,p), H=V, and A is
of type (p*, p,...,p), which are constructed in § 5. Let {G;, U;}; N: and
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A be the r copies of {G, U}; N and A, where r is a natural number > 1.
Then we construct the permutation group {G*, U™} by KOCHENDORFFER'S
method of construction in § 6. Put A™ =A, X N,X---XN,. We have
~ only to show the transitivity of A™*. As in § 3 put U*= U, x---x U, and
G*=G,X---X G.. Then clearly A** U*= G*, whence A* U* = G™.

For the first problem we have only partial answers. Let {G, U};
G=UN=UA be a soluble primitive permutation group with an abelian
- transitive subgroup A not of type (p,..., p). Further let p" be the order of
N and let p be greater than 2. ‘

(1) (cf. § 7) U may be considered as a subgtoup of GL(n,p).

(2) (cf. § 7) U does not contain a normal p-subgroup ==1.

(3) Put AN=V-N, where V is a subgroup of U. Then V isan abelian
p-subgroup of U. Now U does not contain a subgroup L such that (i) Lis
irreducible for N—V, and (ii) the normalizer of L contains V and L is a
minimal normal subgroup of LV.

In fact, let U contain such a subgroup L. Then by (2) the centralizer
“of L in LV is coincident with L itself. Therefore we can consider L as a -
faithful irreducible representation module for V. Therefore V is cyclic [cf.
HupPERT]. Since p > 2, by Lemma 3, this is a contradiction.

Now let us notice that 72 = p > 2. Therefore there exists a prime g such
that p"=1 (mod ¢) and p" == 1 (mod g) for any m < n (ZsIGMONDY [1]). Then
the order of U cannot be divisible by such a gq.

In fact let the order of U be divisible by such a ¢. First we remark
that in these circumstances any subgroup of U whose order is divisible by
g is irreducible. By Hall’s theorem (HaLL [2]) there exists a {p, q}-Sylow
subgroup Uy, 4 (a Hall subgroup) in U. Since U{M} is irreducible for N,
by (2), Ugp.qy does not contain a normal p-subgroup ==1. Let Q be a
minimal normal’ g-subgroup ==1 of Uy, ¢y and let us consider the subgroup’
QV. Again let Q, be a minimal normal g-subgroup ==1 of QV and let us
‘consider the subgroup Q, V. Since Q, Vis irreducible for N, by(2) Q,V does not
contain a normal p-subgroup ==1. Therefore the centralizer of Q, in QV
“is coincident with Q, itself. Therefore we can consider Q, as a faithful, irre-
ducible representation module of V. Therefore V is cyclic (cf, HuPPERT [1)).
Since p>2, by Lemma 3, this is a contradiction.

" . As a corollary of the above result we see that {G, U} is necessarily
simply transitive. :

In fact, if {G, U} is doubly transitive, then the order of U is divisible
by pm—T1.

Addendum. Recently Mr. BERTRAM HUPPERT in Tubmgen has indepen-
dently obtained, by interesting methods, similar results as those of the
present paper. See his paper ,Primitive, auflosbare Permutatlonsgruppen“
Archzv fiir Math., 6(1955), 303—310.
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Uber die Faktorisation von Gruppen.
Von J. SZEP in Szeged (Ungarm) und N. ITO in Nagoya-(Japan). '

Sind H,, H,, ... echte Untergruppen einer Gruppe G und gilt G=H H,..,
so nennt man die rechte Seite dieser Gleichung eine Faktorisation von G -
mit den Faktoren H,, H,,. ... Die Faktorisation nennen wir symmetrisch, wenn
H.H,...= H H,... fiir jede Permutation 1’, 2’,... von 1,2,...gilt. Im Falle
- zweier Faktoren (und auch im Falle mehrerer Faktoren, wenn die Faktoren
paarweise vertauschbar sind [1]) hat sich mit solchen Faktorisationen in den
letzten zwei Jahrzehnten eine ganze Reihe von Arbeiten beschéfiigt.

N. ITO [2] hat bewiesen, daB nicht jede endliche einfache Gruppe. eine
Faktorisation mit zwei Untergruppen hat. Es ist also um so mehr wiinschens-
~ wert die obigen Faktorisationen mit mehreren Untergruppen allgemein zu

untersuchen. - '

Zundchst beweisen wir den folgenden

Satz 1. Es sei G eine Gruppe und H eine echte Untergruppe von G.

Es seien {H,} die simtlichen Konjugierten von H in G, wo y irgendeine

wohlgeordnete Indizesmenge I durchliuft. Dann ist das Produkt [l H,~HH,...
z

eine Untergruppe von G.

Bemerkung. Aus diesem Satz folgt auf triviale Weise, dafl die Unter-
gruppe J [ H, der kieinste die Gruppe H enthaltende Normaiteiler von G ist,
g .

also ist die Faktorisation J{ H, symmetrisch.
V4

Beweis. Es sei X=hshg...h, (¢ p,...,0€1) ein Element von G
derart, daB A, zu H, gehort (r==¢,0,...,0). Zunichst definieren wir die
zwei elementaren. Umformungen:

1) Sind A, h, zwei benachbarte Faktoren in i, hs. .. h, derart, daff beide
zu H, gehoren, so ersetzen wir /i.h, durch das ihm gleiche Element A, von H,..

2) Es sei H, eine Gruppe («€/) mit kleinstem Index, fiir welche
h, € H, (h, ein Faktor in hohg...h,) gilt. Gilt « < g, so ersetzen wir fi, durch -
das ihm gleiche Element & von H,.

Wir nennen ein Produkt h.f;...h, ein reduziertes Produkt, wenn man
in diesem keine elementare Umformung ausfithren kann. Es ist klar, daB man
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jedes Produkt f./iz...h, in endlich vielen Schritten in ein reduziertes Produkt
umformen kann. '

Es sei x=/ahp... N, ein reduziertes Produkt. Es bezeichne r die
Anzahl der Faktoren in diesem Produkt und es sei /(x)= minr.. Wir nennen
das betrachtete reduzierte Produkf ein minimales reduziertes Produkt, wenn
die Anzahl der Faktoren in /fi.fi;...h, gleich [(x) ist. Es is evident, daB
jedes Produkt hehs...h, mindestens einem minimalen reduzierten Produkt
gleich ist. Endlich nennen wir ein Produkt fi.f15... A, ein geordnetes Produkt,
wenn ¢ < F<---< o gilt .

Es ist klar, dai das minimale reduzierte Produkt f.... A k... h, durch
- die Umformungen hyhs—hs(hs' hyhs) = hshy und hyhs = (hyhshy') hy=hg b,
. wieder in ein minimales reduziertes Produkt tibergeht. Bequemlichkeitshalber
nennen wir diese Umformungen ‘die Transformationen von minimalen redu-
zierten Produkten. .

Es sei x=/fahp...h, ein minimales reduziertes Produkt. Wir werden
beweisen, dal man durch die gesagten Transformationen ein minimales redu-
ziertes Produkt in ein (minimales reduziertes)- geordnetes Produkt umformen
kann. Es ist klar, daB wir hierdurch auch schon den Satz bewiesen haben
werden. o ’ . .
Den Beweis werden wir durch Induktion nach /(x) durchfiihren. Ist
l(x)=1, so ist die Behauptung trivial. Es sei /(x)>1. Es sei M(x) die
Menge aller minimalen reduzierten Produkte, die aus /icfg...h, durch Trans-
formationen entstehen. Wir betrachten in M(x) ein Produkt A Ag ... HhHy,
welches den kleinsten in M(x) tberhaupt vorkommenden Index enthalt. Wir
konnen annehmen, daf ¢«  dieser kleinste Index ist, und setzen x =/, y
(y=hg...hy). Dann ist I(y) <I(x), also hat y nach der Induktionsannahme
eine (minimale, reduzierte) geordnete Produktdarstellung y = hy- ... 1y, welche
durch Transformationen aus f1p-... /1, entsteht. Es ist klar, daB alle Indizes
in hg...hy groBer als ¢ ist. Folglich ist x=/f.fig-... h,» ein geordnetes. .
Produkt. Somit ist der Satz bewiesen. '

Man bezeichne das Produkt [/ H, mit AH.

. VA

Satz 2. Ist G eine nichtnilpotente endliche Gruppe, so hat G eine nil-
potente Untergruppe H mit der Eigenschaft H= G.

Beweis. Der Beweis geschieht mit Induktion nach der Ordnung der
Gruppe. Ist jede maximale Untergruppe von G ein Normalteiler von G, dann
is G nilpotent (dies folgt einfach aus einem bekannten Satz von H. WIELANDT .
[3]), was unserer Annahme tiber G widerspricht. Daher hat G eine nicht normale
maximale Untergruppe M. Ist M nilpotent, so konnen wir H==M nehmen.
Andernfalls erithédlt M nach Induktionsannahme eine nilpotente Untergruppe H'
mit der Eigenschaft M=HH'..., wo H’,... die Konjugierten von H in M
sind. Es ist klar, daB H= G ist.
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Wir bemerken, daf man im Satz 2 ,,nilpotent“'durch »Abelsch“ nicht
ersetzen kann. Ein Gegenbeispiel liefert das direkte Produkt der Dieder-
gruppe von der Ordnung 8 mit der symmetrischen Gruppe von der Ordnung 6..

Man kann leicht einsehen, daB eine Gruppe G dann und nur dann eine
zyklische Untergruppe Z mit Z— G hat, wenn man die Gruppe G mit ihren.
eigentlichen Normalteilern nicht iiberdecken kann.
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Some results concerning a problem in set theory.
By G. FODOR in Szeged.

Let S be a given set of power m = N,, Q a subset of power g = N, of
S and suppose that to every element x of Q there corresponds a subset H(x)
of S such that for any x € Q the power of the set H(x) is smaller than a

given cardmal number n which is smaller than m and [JH(x)=g¢. Let p be
z€Q

.a cardinal number for which p=m.

Defnnltlon A subset I' of Q is said to have the property T(a,p)
whenever
1) gp U HX®=q and ?2) U (H(X)ﬂH(y))<v

(IS
:I‘:l:l[

Problem. Does there always exist a sizbset I of Q with the property
T(,p), if a>n, p=1n and g = p?

We shall prove in this paper that the answer to this problem is affirm-
ative in the following cases:

a) if p=gq (in the case, when (== Ns+o) is the sum of n cardinal num-
bers, each of which is smaller than ¢, we assume the generalized contmuum
~hypothesis) (Theorem 1, Theorem 6 and Theorem 8),

b) if 0= Nete (where « is an arbitrary and o the smallest infinite
-ordinal number) and p =N, (Theorem 6),

¢)if 1) n=p=y, and q is a regular cardinal number or- if 2)

= Nes1, 0= N2 (Where « is an arbitrary ordinal number) and p=n=N,

: (Theorem . '

d):if gis a singular cardinal number and if 1)n=N,, p=[q*-n]*, orif 2)
N =n<q, 27“—=Nen for every No forwhich N, < q and p=[q"-n]* (where q*
denotes the smallest cardinal number such that q is the sum of q" cardinal
numbers each of which is less than q, and v* the cardinal number immediately
following v =q*. n) (Theorem 8), ’ .

e) in every case whenever q=N. is a singular cardinal number such
that « is not confinal to w and g=p, supposing that the answer to the
problem is affirmative in the special case whenever ¢=p=Ng and 7 is
confinal to @ (Theorem 11). '
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The answer to the problem is negative, in general, in the following cases.
These results are due to P..ERDOS. :

- a) If q'is ‘a singular cardinal number and p=(q*)* (Theorem 9).

b) If ¢=Nas1, Ne=1 is smgular p=n, n=_0"* and 2’ ﬂzs\,m for
“every £ (Theorem 10). : :

Remark. If the answer to the problem is affirmative with g=1p then. .
the answer to the following problem of RUZ(EWICZ [1] is affirmative with
>N, too: : .

Let E be a given non countable. set of power ¢ and suppose that there

exists_a relation R between the elements of £ such that for any x€E, the
power of the set of the elements y€ E (y==x) for which xRy holds, is
smaller than a given cardinal number r = N, which is smaller than ¢. Two
distinct elements x and y of E are called independent if neither .xRy nor
YRx. We say that a subset of E is a free set if any two points of this sub—~
set are independent. ‘

“Problem of Ruz:ew1cz Does there always exist a free subset of'
power ¢ of E?

The answer fo this problem is affirmative first if r=.\‘0.and ¢ is either
of the form 2¢ or of the form Nevi ([2], [3]), then if ¢ is a regular cardinal
number or if ¢ is the countable sum of cardinals smaller than e ([4], [5]), -

finally, in the general case, assuming the generalized continuum hypothesis [6].

We shall consider two cases: 1) there exists a regular cardinal number

§ for which v =6 <, 2) there is no such a regular cardinal number s. It is
..obvious that in-the second case ¢ is regular and v singular. Thus there exists
. in this case a regular cardinal number v, <t and a subset F of power e of

E such that, for every xeF the power of the set R(x) of the elements y€E.

for which xRy holds, is smaller than 1,. [Indeed let v* denote the smallest
cardinal number such that t is the sum of t* cardinal numbers each of which
is less than r. Since v is singular, we have 1* < r. Let ¢« denote the initial
. number of t*. There exist regular cardinal numbers t;, to,...,¢,... (E< )
* such that vo> rg >1* for « > 8 and : » -

L Bl S T 0
‘Let E; be the set of elements x € E, for which R(X) < r¢. Obviouslyé U E¢=
: < Py*

- As ¢ is regular and v <, therefore there ex1sts an ordmal number & (< pu)
such that Eg,=c¢. Let F==F; and r,==1¢.]

Define now the relation R’ as follows: Let xR’ y‘if '-there exists a sé-
-quence X, X, ..., Xi Of elements of E such that xRx,, x,Rx,,...,x;: Ry hold.
It is obvious that R’ is transitive. In the first case, for any xEE the power
.of the set R’ (x) of elements y € E, for Wthh xR’y holds 1s smaller than. 5, <e,

A 16 -
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where &, is a given regular cardinal number such that r=s,<e. If rt=>N,
then we suppose even that §,> N,; this can be done, since e>N,. In the
second case, for any x.€ F, the power of the set R'(x) of elements y¢€E, for
which x R’y holds, is smaller than 1, < c. [Indeed let x be a given element of E
and R(x)=E,, R(E,))= yF R(x)=E,,..., R(Ex-))=Ex, ... . It can be easily

-seen by induction that E.<b (k=1,2,...), since b is regular, where b=3,
in the first case and b=r, in the second case with x € F. Obviously R'(x) =
= Ex and U U Ex<b.] Let P(x)={x}U{y € E:xR’y}. The conditions of the

k< ®
problem are satrsfred in the first case with S=Q=E, m=q=¢,n=3,,

H(x)==P(x), and in the second case with S=FE, Q=F, m=q=c¢, n=1,,
H(x) = P(x). If the answer to the problem is affirmative with m=—q=np, then
there exists a subset I" of Q with the property 7(m, m).

Let -Sr= U P(x) and Ir= U (P(x)ﬂP(y)). As' Px)<n<m,

Sp=m=-c and Hr< m==e, therefore there exists a subset /" of power m.
~of I’ such that, for any x€I"’, P'(x)= P(x)—IIr==0.

Let us select from every set P'(x)(x €I ) an element. The set of these
elements is obviously free.

Notatrons For any subset Q" of Q let

..Q — ol H(X),
”Q = U (H(X)ﬂH(y))

LIS
z:t:z/

For any cardinal number v we denote by ¢, the mrtral number of r, by *
the smallest ordinal number for whicli v is the sum of * cardinal numbers. '
each of which is smaller than r and by v* the cardinal number immediately
following r. For any limes ordinal number @ we denote by #* the - smallest
ordinal 7 for which g is confmal to 7. '

Theorem 1. If g=p and q is not the sum of n cardmal numbers,.
each of which is smaller than q, then the answer to the problem is affirmative.

Proof. Assume that the theorem is false, i. e.
(A) if M is a subset of X for which M < q, then: for every subset F
of Q for which
' I EM,
the power of the set X, is smaller than q.
It follows from the conditions ¢ =g and H(x)<n< q that

(B) if M is a subset of ¥, such that M< g, then the power of the set
of elements x € Q, for which

| H(x) N (Sg— M) ==0,
is q.
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Define the sets Mz and Kp by transfinite induction as follows. Let M,
be a subset of power less than q of 3 and K,=0. Let now 2 be an ordi-
nal number, 1 = 6 < ¢,, and suppose that all sets Mg and K;, where 0=§<§,
have been already defined such that M;cC X, M: <q. As g<n< g and qis -
not the sum of n cardinal numbers each of Wthh is smaller than q, the power
of the set

Nﬁ: U M.
£<B

is less than q. Let Kz be a set of elements x € Q such that -

1) H(x) N (Zg—Np) =0,

2) ”KﬁCNp,

3) for every element x of Q— Kg for which H(x)==0 there is an ele-
ment y € Kp such that the set H(x) NH(y) is not a subset of Nj.

Let - :

As N < qwe obtain by (B) that Kz==0, 1. e Mg # 0 By . (A) the power of
~ the set zKﬁ is smaller than q. It follows that Mﬂ<q Consider the set

M= U M, Obviously M < q because q is not the sum  of u cardinal num-
. 5/
bers, each of which is smaller than q and (p,‘—wn< q. It follows from (B)
" that there is an element x, of Q for whlch )

H(x) N (Z()-—M) 2‘"0
Clearly x,¢ K:(E < ¢n). In the opposite case there would be an ordinal num-
ber & < ¢ such that x, € K¢,. By the definition ' '

Mg, = U H(x)—Ng,
. -"’EI‘,fn

H(X)CN&,H: U MiccM= U M,
- gl : :

£<gn

which is 1mpossrble

By the property (3) of K there exists an element y; € K¢ for which the
set H(xo)ﬂH(yg) is not a subset of Ng. Accordmg to the definition of M we
have

M:NH(x))+0
for every £< .. Let ag€ MNH(x,). Since M,N M. =0 if »=Fg, therefore
the elements-a¢ are distinct. Thus the power of the set of elements a;-is n.
It follows. that B ‘ :
ﬁl)) =

This is impossible, since H(x)< n, for every element x € Q. The theorem is
proved



236 - ’ G. Fodor

Corollary.. If n< N, and =1y, then the answer to the problem is
~ affirmative. : '

. Theorem 2. If q i5 a regular cardinal number and there exists a
subset I' of Q with the property T(q,p) such that
o ' ‘ Tr=x
“Is a regular cardina’l'number and t = n, then there is a subset of I" with the
property T(q, t). :
- First we prove the following

Lemma. Let a be a regular cardinal number, A a set of power a and
b a cardinal number, which is smaller than a. If fo every element x of A there
corresponds an ordinal number g(x) < ¢y, then there exists an ordinal number
7t < @5 and a subset A’ of power a of A such that for every element x of A’
we have g(x) < s :

“Proof. Let K(«) denote for every ordinal number « < (pb the set of all
X €A for Wthh g(x)=c. It is clear that :
' A= |J K(e).
a<lpp :
As b<a and a is regular it follows that there exists an ordinal number
7 < ¢p for which K('m)—a By the definition of K(a) the lemma holds wrth
A =K(7') and w=7"+ 1.
‘ Proof of the theorem 2. Let | nyﬂp be a decomposition

: - v<ey
of [rinto the sum of mutually drsjomt non empty sets K, (y< ;) such that

for any » < ¢, we have-
U K, <.

y<r
Consider now the set & of x x € I’ for which H(x)— I+ 0. Clearly the power
of the set & is g, because H(x)<n <q, 2r=q and [y <q.

As H(x)<n and t(=n) is regular, for every x¢ & there exists an
ordinal number f(x) <¢. so that for any 7 > f(x), Ky N H(x) is empty. Thus
by the lemma there exists an ordinal number = <¢. and a subset &’ of
power q of & such that for every element x of & we have f(x) <. If x€rI,
then the sets H’(x)= H(x)— I" are mutually disjoint. It follows by the defi-
nition of & that Xy —q. As

Iys U K,
‘ _ v _
and U K,<u, therefore &’ has the property T(q,1). The theorem is. proved .

Theorem 3. If g= .\‘a+k (w/zere « is an arbitrary and k (> 1) a finite
ordinal number) and v = max{Na1, 0}, then theré is a subset of Q with the
property T (g, ). .
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Proof. Let L denote the set of cardmal numbers 1 for each of Wthh
there exists a subset of Q with the ‘property T(q, f). L is non empty, since
by the theorem 1, Nay € L. According to the well-ordering theorem L is well-
ordered. Let f, be the first element of L. By the theorem 2, f, = . The theo-
rem is proved.

Theorem 4. Let q be a szngular cardmal number, v, a cardinal number
which is smaller than q and {9ete<pye "@ sequence of regular cardinal num-

bers such that v, < qe, Gg > qa(ﬁ’> @), ‘max {n, q+} <ge<qand g= Z Q¢ -

E<ga*-
If, for every ;<q>q*, Q: is subset of power g¢ of Q such that Q: has a
subset Q¢ with the property T(gs; 10) ‘then Q has a subset with the property

T(Q) [Loq ]+) . :

Proof. Define the. sets Qé’(& < @) by transfinite in'duction, as follows: ,
Let Qi = Q. Let furthermore 7 be an ordinal number, 0<% <@g, and
suppose that all sets Q¢, where O = &< 7, have been already defined such
that Qf == q¢ and’ o ‘ ' ‘
’ ﬁgzg =r,
where L= U Q.

Now we show that Q,, has a subset R, for Wthh

(1) -—/R < q;;; .

by > ,7029,7 r, =1ty - (where L, ;cg)]Qz,

n

It-is obvious that for fixed # the sets H"(x)—H(x)—lIQq(xE Qp) are
' mutually disjoint. As g, is a regular cardmal number, q§<q,7 (E<7)) and
- max {7, n} < qy, therefore

u H(x) U U H(x) = nang< ;=

It follows that for the set R, of elements x of Q for which -
H')N( U HE)) 0,
YyE€Ly i
the relation
:h,? < q?,
holds. Let QY —Q., R.; As 2k, <0y and Q; has the property T(q7,10)

therefore Q; =q, and Q has the property T(qy, to)-
Let ‘

reu .

\97q-u=

Clearly /" has the property T(a,[ro, a*]*)-
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Theorem 5. If 0> Noand o, is a cardinal number such that n < g, < g
and q, = N,, then there exists a subset Qo of Q such that

Qo —r,'.,—%
Proof Let {x¢je<y, be any well-ordering of Q of type ¢,. We define
a sequence of the type ¢, of elements of Q by transfinite induction in the
following way: Put y,—x,. Let now 7 be an ordinal number, 0 < 7 < ¢,,
and suppose that all elements y;, where 0 < & < 1, have been already defined.
Let £, be the smallest ordinal number £ for which

m » H (x() Cf— U H(yé)

There exnsts such an ordinal numberE for n-< 0, H(x) <n<q. and ./_Q_q

Let yy=x,. It follows from (1) that U H(y))=q,, since H(p) <n < qo Let

/(pq

Qov—‘y(}4<¢pq Obviously Q,==0q,. The theorem is proved.

Theorem 6. If q=Neto (I where « is an arbn‘rary and o t/ze smallest
infinite ordinal number) and p=max {Ne1, w*}, then Q has a subsez‘ " with
. the property T(q, ).

Proof. Let k, be the smallest natural number k& for which w < .\w By
theorem 5, for ‘every natural number there exists a subset Q. of power Ngqx
of Q for which Q = 2, = Nk, Applying theorem 3 with q =N and
Q= Q. we obtain that Q, has a subset /. with the property T(Nix, D).
Thus the conditions of the theorem 4 are satisfied with q—.\m, from
where our assertion follows. The theorem is proved.

Theorem 7. If 1) n=yp=2N, and q is a regular cardinal number,.
or if 2) 2% = Nui1, (== Nes2 and p=n = N, then Q has a subsei with the
property T(q, n). .

Proof. In the first case by the theorem 1 with n=2y,, and inthe
second case by the theorems 1 and 2, Q has a subset I" with the property
T(q, r) where v==q in the first case and r =N..1 in the second case. As
3p=q and IIr < g, we see that I".has a subset /", of power q such that,
for every x €[, we have H,(x) = H(x)— Il == 0. Let N(/I;) be the set of
all subsets of power. less than n of [Ip. Put H.(x)=H(x) N I{;. It is obvi-
ous that N(IIr) <q and H,(x) € N(IIy). It follows by the regularity of g
that /3 has a subset I, of power q such that for every x,y¢ I, we have
H,(x)= Hy(y). By the definition for every pair x,y of distinct elements of
I" we have H,(x)NH,(y)=0. It follows that I, has the property T(q, n).’
The theorem is proved.

Theorem 8. If g is a singular cardinal number and if 1) n=N\,,
or if 2) Ny =n < q and 2%« == Ngu1 for every Nee < q, then Q has a subset with
the pr operty T(q, o™
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Proof. Let {ne}s<p. be a sequence of the.type gq« of ordinal numbers
such that 7, <, (v <), max{q", u}y <Ny2<g and q = % Nye+2. By theorem
5 for every £ (€ < ¢@g+) there exists a subset Q. of Q such that

QE /—Qg—l\u§+"
Applying the theorem 7 with (]—-.\,«gp and Q= Q.g we obtain that Qg has

a subset with the property T(Ny.2,n). By theorem 4 the theorem is proved.
The: following two theorems are due to P. ERDOs.

Theorem 9. [f qisa singular cardinal number and p = (v*)*, then the
answer to the problem, in general is negative.

Proof. Let _
- © Xgy X1y Xoy ooy Xy Xty oo ey Xy u s (E<(Pq)

be any well-ordering of Q of the type @,. We define H(x) as follows: Let
H(xg) =0 if £< g, and H(xe) =1{xy, X¢} if 0, =& < 0y (0 << gge). Let
I" be a subset of power q of Q. It is obvious that Xr==q and IIr=*.

" Theorem 10. If q=2Nas1,8=Na is singular, p =n, n=(3")" and
2% == Npy1 for every B, then the answer to the problem, in general, is negative.

Proof. Let
Q= RU( U Qo)

£z

be a decomposition of Q into the sum of mutually .disjoint non empty sets
such that R=g¢ and Q¢ = N.=3, for any &< ¢s;. Let P be -the set of all
functions y(&) defined on' the set of all ordinal numbers £ <'¢s and such that, -
for each &< ¢, y(§) € Qe It is clear that P=: .. Thus, by the generalized
-continuum hypothesis, P==Nau. Let {Xi}y<p, and {¥y}n<q, be any wellordering
of the type ¢, of R and P, respectively. We define H(x) as follows: Put
H(x)=0 if x € QE<gw), and H(%) = {x;} U {3 )ecyy for x,€R. Let

D= {xy }i<q, bea subset of type ¢, of R. Let further D’ be the set of ele-
ments x, € D for which there exists at least one & < ¢ such that y.(&)==

== ¥ (&) for every ni==. Clearly D' =3 8" ==5=Ne. Thus D- _D =q=Na+1.
By the definition of H(x) it follows that 3;_p = q. Put Ny = > N, There
V< P

exists an increasing sequence {&,},<ps. of the ordinal numbers < g such
that {y, (§,) i<y, = N» for every v <ps. Suppose the contrary. Then there
exists an ordinal number u <« so that {(p,u(g)}g/goq = N, for every E< s
But then l;v,u}c <pg =N < Nei1, Which is a contradiction. It follows by the
‘definition of D and H(x) that [T, 5= Na. The theorem is proved.

Theorem 11. Let v be an arbitrary cardinal number, v = 8,, and Ne

a singular cardinal number such that « is not confinal to o and N.>r1. If
for every Ng, Na>Ng >, for which 8 is confinal to w, the answer to the
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problem is affirmative with ¢=yp==Ng and n=r, then there exists an ordinal
number @y < a such that the answer to-the problem is affirmative with q= N.,
p=[Ng,&']* and n=r.

Proof. Suppose that the conditions of the problem are satisfied with
q==N, and n=r. According to the theorem 5, for every §<e« for which
max {n,q*} < N¢, there exists a subset Q¢ of Q such that

Qe = o, =N
, Let D be the set of all ordinal numbers & which are confinal to @ and
for which max {n, ¢"} < Ne < Na. If £€D, then by the' condition Q¢ has a
subset I} with the property T(N¢, Ne) i. '

—Tf_l\f and [[Pﬁ—»\f(f) < Ne.
We may assume that for every x € [
H(x) HP(S—I—IEO.‘ .
Thus to every §€ D there corresponds an ordinal number f(§) such that
f(§) < & There exists an ordinal number 5, and a sequence {&,},<q¢ of the
type «" of D such that f(g,,)<ﬂ0 and 11m 15, = (see [7]). It follows that for

every I, (n <a )
/7p§7 ;\ﬁa

Con51der now those &,(n <) for which % is of the form B41. Let Neyepy

be a fixed regular cardinal number such that N¢, < Neypy < Negy, - Let further-

more I, ) be a subset of the power N¢y s of Iy It is obvnous that I'¢,s has

the property T(Xe,, Np.)- AS Nep s i regular-and N, *.ﬁ_ Ney @), therefore:
<a* '

applying the theorem 4 with q=N«, r,=Ng, and Qg ==y, we obtain that
U Ieyp has a subset with the property 7(Ne«, [Ng @*]*).. The theorem is proved.
p<a* . o : o . : .
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Note on the Theory of M_onotbné Operator Functions.
By A. KORANYI in Szeged. B

The real-valued function f(x) is said ‘to be a monoton_é operator func-

tion in the interval (a, b) if, for any two bounded selfadjoint operators A, B

on Hilbert space §, whose spectrum lies in (a, b), A = B implies f(A) = f(B)-
If we consider only operators on n-dimensional Euclidean space E,, then
these operators may be represented by.matrices of type n xn, and in this.
case a function f(x) with the above property is called a monotone matrix
. function of order n.

The theory of monotone matrix functions has been developed by K.
LOWNER [4]; he gives first some necessary and sufficient . conditions for -a
function to be a monotone matrix function of order n, and then, as a re-
sult of further deep investigations including questions -of interpolation he.
arrives at the following criterion: A real-valued function f(x) defined in (a, b)
is'monotone of arbitrarily high order n if and only if it satisfies the follow- -
ing condition (L): f(x) is analytic in (g, b), can’ be analytically continued
onto the entire upper half-plane, and has there a non-negative imaginary part.

The probiem of monotone - operator functions has recently been consi-
dered by J. BENDAT and S.. SHERMAN [1]') Making use only of the necessity
~ of LOWNER’s conditions for the monotonity of order n they proved that a. -
function f(x) with f(0)=0 is a monotone operator function in the mterval
(—R,R) if and only if it is representable in the 1ntegral form

w
o =g
‘ ' L
TR
‘with a non- decreasmg bounded functlon a(f). (The restrictions f(0)=0 and
(—R, R) do not of course affect the. generality; moreover, ‘it is sufficient to
_consider only the case R=1.) They also proved that the class of monotone
operator functions is- identical with the class of monotone matrix functions.
of arbitrarily high order n and so it is characterized by LOWNER’s criterion.

1) The first results on this domain are due to Heinz [2].
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‘Now, an immediate -proof of the equivalence- of :the conditions (L) and of the
integral representation (1) would make possible to arrive to LOWNER’s crite-
rion on the simpler way taken by BENDAT and SHERMAN. This equivalence
can be proved by making use of a general theorem of R. NEVANLINNA [5]
on asymptotic developments.?) However, the following direct proof may have,
for its simplicity, some interest of its own.

Theorem. Let the functton f(z) be defined, for [zl <1, by the con-
vergent power series with real coefficients

(Z) Z 6z :

. and-suppose that f(z) is analyttc on the whole upper half plane and that
Im f(2) = O for Im z>0. Then f(z) admits of the integral representation

1

0, e | E—mt

-1 -
" with a non-decreasing, bounded function e(t).

Proof. Evidently, f(z) can be continued analytically onto  the lower

half-plane too, thus the function g(z)’=——f(%) will be analytic on the entire |

complex plane, except possibly the interval [—1, 1] of the r'eal: axis. We have
Im g(z) = 0 for Im2>0, and, for |z{>1, we have the development

®
N Cu

g(Z) :A = Z" *

Choose a number N > 1, and denote by K the circle of radius N with
.-centre in the origin. ‘We have '

. 1 'I.-_n'—l - _~_> : .
Cp == T & g(D)dé .. l_(n—~l.2., )

If we denoté” by I" the part of the circle K in the upper half—plane we have
by g(r )=g()
c,,;—v—r'lm c"“g(g)dg.
. ‘ : I . . . .
Now consider the following oriented straight line segments in the complex
plane: A==[N, N+iy], B=[N+iy, —=N+1iy], C=[—N+iy, —N] (y > 0).

‘We may write .
o=t [ [ [)re@az
' i\ B¢

A

2) See also (7], pp. 24—26.
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Since " g(C) 1s continuous at the pomts L=+ N, we have for y—>0.'

== Im | £ )+ 00,
B .
Now, if we make use of the binomial formula for C" 1-«(x+ty)" ', and of
the boundedness for y—+0 of each of the-integrals
e
[x’" Re g(x—f—zy)dx [x’" Im g(x—}-zy)dx - (m=0,1,2,...))

- ) -N ~N
we obtain that
. . N .
2) : Cn ] Jx" !Im g(x+ty)dx+ O(y)
_.1\ .

- With the help of the non- decreasmg function

, () == —-j Im g(x+ zy)dx

‘this may be written in the form
~

o= ] 17 dey () + o)

. . -N
The total variation V(e,) of the function e,(f) is
. coe ~

Ve = M) === L im get-ip)ax,

that is, applying (2) with n—-l

(C) o V(g =a+ O(y)
3) This follows from the boundedness, for y — 0, of each of the integrals
N .
Jn = [x’"a(x—}—zy)dy (m=0,1,...).
—1\ - .
To see this, first observe that the integrals
N . . Ny )
G, = [ x+i"gx+iydx= f "g(Ddz m=0,1...
-N =Nty

are bounded as- y — 0 since the pomts + N are in the domain of regularity of the func-
tions 2" g(z). Now, from the 1dent1tv X" = (z25)" it follows, usmq again the binomial
formula, '

w m

Jn=2 =0 ()G =Gy =iy ‘(,) w0, + 00),

. . ’_1
which proves our assertion.
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So, making y converge to zero through a sequence y,, we may apply the
-well-known theorem of HELLY. Thus there exists a non-decreasing function

of bounded variation «(f) such that
: _ . ¥

o= [ @)  (1=1,2,..)).

-N

As N is an arbltrary number > 1, we see that « () is constant outside [—1 1],
so. we have

@ - - c,,=J't"“da(t) (n=1,2,...)

and, for |z|<1

f(z)—— > cnz"z Zt" ! "dcc(t) J da(t),

thus finishing the proof of the theorem.
Fmally we add some remarks.
. If we suppose that ¢(f) is conveniently normed, e. g. by demanding

a(—l)_O and contmulty from the left, «(f) is determined by (4) uniquely.

2. From the asymptotic equality (3) it follows that V(cz)——cl, with V()
the total variation of «(f). :

3. The converse of the theorem is also true; every function of the form-
(1) has the properties enumerated in the - theorem, as it can be seen by an
elementary calculation.

4, Applymg the substltutlon A ———g in the theorem we obtain for any

function _g(4) which is analytic everywhere except the real interval [—M, M],.
“tends to O for 2— oo, and has a non-negative imaginary part for 2 in the
upper half—plane the mtegral representatlon '

dﬂ(t)

O </>~f

with a non- decreasmg, bounded B(t).

_ These conditions are fulfilled e.g. by the function g(/)—(Rku, u), if
Ry denotes the resolvent of a selfadjoint operator A, M=||A||, and-u is an -
arbitrary element in Hilbert space.) So we have a representation in the form -
(5) with V(8)=|lu|P, as-a consequence of Remark 2. From these the spectral
- theorem for bounded selfadjoint operators follows by standard methods.)

) See e. g. Stone (8]
%) This in essentially but a modern variant of the classncal proof of E HELLmoER- :
For the non-bounded case cf. LencveL [3] and NIEMINEN [6].
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Cohomologie des algébres de Lie nilpotentes.
Par J. DIXMIER a Dijon (France).

Dans tout cet article, K désigne un corps commutatif. Toutes les algébres.
de Lie et toutes les représentations de ces algébres sont supposées de dimen-
sion finie sur K.

Soient g une algébre de Lie, M un g- -module. On désigne par C‘(g, M)
le groupe des cochaines alternées de. degré / sur g a valeurs dans M. (On
convient que Ci(g, M)=0 pour {<0.) On désigne par d I'opérateur de cobord
dans la somme directe des Ci(g, M), par Hi(g, M) le i*m¢ groupe de coho-
mologie (cf. [4], dont nous utilisons les notations). Lorsque M est le module:
de représentation tr1v1al de dimension 1 sur K, on écrit Cb(g) Hi (g) au lieu
de C(Q, M), H(g, M).

Comme observé dans [2], le th. 3 de [1] peut s’énoncer en disant "que:
. H*(g)=F0 si g est nilpotente de dimension > 1. D’autre part, comme H*(g)-
est le dual de Pespace g/[g, g], une partie du th. 1 de [3] peut s’énoncer en
disant que dim H'(g) = 2 si g est nilpotente de dimension > 1. Nous allons.
montrer que, pour 1 =i =dimg—1, on a dim Hi(g) =2 si g est nilpotente.
(D’apres [5], ceci s’interpréte dans la cohomologie des espaces homogénes
compacts des groupes de Lie connexes nilpotents.) Plus généralement, nous.
allons étudier les H‘(g, M) pour g nilpotente.

. 1. Une suite exacte.

Proposition 1. Soient § une algébre de Lie, ) un idégl de codimen-
-sion 1 dans g, x un élément de § n’appartenant pas ah, M un g- -module.
On a une suite exacte

G, M) S G, MY A, M) H 6, M) o (g, M) — .
dans laquelle Phomomorphisme u; est I'homomorphisme défini canoniquement

par x dans le g-module H(h, M), et 'homomorphisme r; est I'homomorphisme:
de restriction.

Démonstration. Soit D(g, M) le noyau de 'homomorphisme cano-
nique C(g, M)— C(f, M). Ce noyau est somme directe de ses intersections.
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Di(y, M) avec les Ci(g, M). Ecrivons la suite exacte
| 0—» D(g, M) — C(g, M)— C(§, M)— 0.
Il en résulte la suite exacte '

() HDG, M)~ Hig, M) H(5, M) "> H¥ (D (s, M)~
s H (g, M) -

oit d;-est Phomomorphisme bord. D’autre part, pour toute cochaine f¢ Ci(g, M),.
soit f la restriction a ) de la cochaine f, (rappelons que TGN )=
=f(x, X;, ..., Xiz1)). 1l est immédiat que Papplication f— f définit un iso--
morphisme ¢; de I'espace vectoriel Di(g, M) sur I'espace vectoriel C=!(h, M),
et que 91 0d=—d o ¢’. Donc o' définit un isomorphisme o; de H:(D(g, M))-
sur Hi-'(h, M), et la suite exacte (1) devient la suite exacte de la proposi--
tion,. avec u;— 0,4 0 &;.- Soit @ € H(h, M). Pour obtenir d;a, on prend un
cocycle z € Ci(h, M) représentatif de la classe a, et une cochaine g € Ci(g, M)-
dont la restriction & 1) ‘soit z; alors, dg est une cochaine de D" (g, M) dont
la classe ‘est ¢;a. Donc u;a est la classe de la restriction a ) de (dg).. Or,
(dg); =x-g—d(g,) (cf. [4], p. 592). Ainsi, (dg). est cohomologue a x-g,.
donc la restriction &' ) de (dg). est cohomologue a x-z, et finalement u;a = x-a..

. La prop. 1 peut &tre considérée comme un cas particulier de la suite:
spectrale de [4] relative a ‘un idéal.

"Remarque. A laide de la prop. 1, on ge’né’ralise aisément le th. 1
de [1]. Soient a une algébre de Lie, M un a-module trivial. On a Hi(a, M) =
=Hi() @M= L(H/(\a) M) (H’(a) désignant le dual de lespace vectoriel
Hi(a); et L([‘Tal) M) Vespace des applications linéaires : de H’ (u) dans M)..
En partlculler H (a) étant considéré comme un a-module tr1v1al Hi(o, H (a)) ==
=L(H (0), H/(\a)) contient un élément correspondant & Vapplication identique-
de H"'(\u). Appelons-le la classe. canonique de Hi{q, H’f’(\u)); ‘

"Supposons que «a soit un idéal d’une algébre de Lie g. Alors, 1—7&) est
un g-module, et a opére dans ]7?(1) de mamere tr1v1a1e Les structures cano--
niques de g-modules de H'(a, H' (a)) et de L(H (o), H? (a)) s’identifient, donc:
la classe canonique de Hi(a, H' (n)) est annulée par g. Si a est de codimen--
. sion 1 dans g, la proposition 1 montre alors ceci:

La classe canonique de H'(a; H' (a)) est. l'image par i d’une classe de .
H'(y, @),

Pour i=2, ce résultat, exprxme en’ langage dextensxons, est le th..
1-de [1}. :
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2. Représentation des algébres de Lie nilpotentes.

Soient g une algébre de Lie, M un g-module. Les g-modules quotients
des sous-g-modules de M- seront appelés les g-modules contenus dans M.
Ce sont aussi les sous-g-modules des g-modules quotients de M. Les g-
modules contenus dans M et irréductibles sont les quotients d’une suite de '
Jordan—Holdér du g-module M. '

Soit -0 la représentation de g dans M. Si tous les g-modules irréduc-
. tibles contenus dans M sont triviaux, les o(x) (x € g) sont tous nilpotents.
- La réciproque est vraie d’aprés le théoréeme d’Engel.

- Pour tout endomorphisme u de I'espace vectoriel M, désignons par V(u)
le sous-espace réunion des noyaux des u™ pourn=1,2,..., et par W(u)
le sous-espace - intersection des u™(M) pour n==1,2,... On sait que M est -
somme directe de V(z) et W(u). La proposition suivante est bien connue:

Proposition 2. Supposons g nilpotente. Soient-M, Uintersection des
V(o(x)) pour x€g, M, le sous-espace engendré par les. W(e(x)) pour x € g.
Alors, M, et M, sont des sous-g-modules de M dont M est somme directe.
Tous les g-modules irréductibles com‘enus dans M, (resp. M;) sont ‘triviaux
(resp. non z‘rzvzaux) .

Pour la commodité du lecteur, rappelons briévement une demonstrahon'
La proposition est évidente si fous’les ¢(x) (x € g) sont nilpotents, ou si un_
o(x) (x€g) est un automorphisme de Pespace M. On peut donc supposer
qu'il existe un x€q tel que V(o(x))==0 et W(o(x))==0. Alors, pai récur-
rence sur la dimension de M, la proposition” sera démontrée si on prouve
que V(o(x)) et W(o(x)) sont des sous-g-modules de M. Or; cela résulte
du lemme suivant: soient u.et-v des endomorphismes de espace M tels que
(adu)v=0 (on pose (ad u)v=[u,v]); alors, V(u) et W(u) sont stables
‘pour v. Cette propriété est évidente pour A=0. Admettons-la pour k—1. -
Posant w={[u,v], on a (adu)’ lw=0, donc V(u) et W(u) sont stables pour

~ w. La formule U'IU“‘T/UQTZ urslwu* prouve alors que:. 1) si ur(V(u)) =

s=0

alors a2 u(V(w))==0, donc w(V(@)c V(u); 2) si W(u)—ur(M), alors
vu (M) < u?(M), donc v(W(u)) = W(u).

3. 'Cohomoiogie des algébbrés de Lie nilpotentes. -

Lemme 1. Soient g une algébre de Lie nilpotente, M un g-module, o
la représentation correspondante de g, § un idéal de g, x un élément de g,
u; lendomorphisme de Hi(h, M) défini par x. Si o(x) est nilpotent, u; est nil-
potent. Si o(x) est un automorphisme de 'espace M, u; est un automorphisme
de lespace Hi(h, M).
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Démonstration. L’endomorphisme ¢— [x,#] de I'espace ) se pro-.
longe en une derwatlon de degré O de lalgebre extérieure AJ. Smt ¢ len-

domorphisme de /\[) induit’ par cette derwatxon L’espace Ci(b, M) s’identifie
a l'espace d’applications linéaires L(/\ b, M). Soit w Iendomorph,lsm_e de cet

espace défini par x; si f€ L(A), M), w(f) est I'application u— o(x)-f(u)—
flp(w)); donc w est la somme des deux endomorphismes f—o(x)of,
f——foq@ Ces deux endomorphismes sont permutables. Comme I’endo-
morphisme f—[x,#] de J ‘est nilpotent, ¢ est nilpotent, et par suite aussi
’endomorphisme f— — fo ¢. Si o(x) est nilpotent, f— o(x).o f est nilpotent,
donc w est nilpotent, donc u; est nilpotent. Si o(x) est un automorphlsme

de I’espace M, f—»o(x) f estun automorphlsme de I'espace L(/\ 0, M), donc

w est -un automorphisme de I’espace L(/\b M) (car, si « et 8 sont deux
endomorphismes permutables d’un espace vectoriel, avec « inversible et §
nilpotent, ¢! est nilpotent, donc 1-+e-'8 est inversible, donc e+ 4 est
inversible); donc u; est un automorphisme de lespace H(b, M)

Theoreme 1. Supposons K infini. Soient ¢ une algebre de Lie nil-
potente, M un g-module. Si tout g-module contenu dans M est non trzvzal on
a Hig, M)—O pour tout i.

Demonstratlon. Supposons d abord M 1rréductiblé non trivial.
Il existe un-x de g, x¢[g, g], tel que o(x) ne soit pas nilpotent. (Sinon,
.comme K est infini, ¢(y) serait nilpotent pour tout y € g, ce qui est impossible

puisque M est irréductible non trivial). D’aprés ce qu'on a.vu dans la.

démonstration de la prop. 2, ceci entraine que o(x) est un automor-
phisme de M. Soit §) un sous-espace de g de codimension 1 dans g, conte-
nant [g, g], tel que x§). Ce sous-espace est un idéal de g, et nous Vpouvonvs‘
appliquer la prop. 1. D’aprés le lemme 1, les u; sont des automorphismes
des H'(, M). Donc r;=s;==0. Donc Hi(g, M)=0.

Dans le cas général, nous établirons le théoréme par récurrence sur la
dimension de M. Supposons le théoréme établi pour dim M < n, et envisa-

*.geons le cas ot dim M=n. Si M est irréductible, le théoréme résulte de ce

qui ‘précéde. Sinon, il existe un sous-g-module N de M tels que M et M/N
soient de dimensions < n. Tout g-module contenu dans N ou M/N est non
trivial. Donc H(g, N) = H(g, M/N) =0. Alors, la suite exacte
- Hi(g, N)— Hi(g, M)~ H'(g, M/N) — ---
prouve que H‘(Q, M)=0. _ '
"Théoreme 2. Soient g une algébre de Lie nilpotente de dimension n,

M un g-module. S’il existe un g-module ftrivial non nul contenu dans M, on
a dim H°(g, M) = 1, dim H"(g, M) =1, et dim H'(g, M) =2 pour 0<i<n.

AT
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Démonstration. D’aprés la prop. 2, on peut supposer M==0 et
tous les o(y) (¥ € g) nilpotents (o désignant la représentation de g dans M).
Nous allons procéder par récurrence sur la dimension de g, en supposant le
théoréme démontré pour dimg < n. Il existe (si g 5= 0) un idéal § de g de
- codimension 1 dans g. Soit x € g, tel que x¢ 0. Utilisons les notations de la
prop. 1. D’aprés le lemme 1, les u; sont nilpotents. Soit { un entier tel que
0 < i< n. D’aprés I'hypothése de récurrence, H(h, M)==0 et H-'(f, M) ==0-
Le noyau de u; est 5=0 et par suite r;==0. L’image de u;-, est distincte de
H=1(h, M) et par suite s;==0. Ainsi, r; est non nul et de noyau non nul, de
-sorte que dim Hé(g, M) = 2. On établit de maniére analogue que.dim H°(g, M)=1
et dim H"(g, M) = 1 (ce qu'il est facile de voir directement). ‘

Remarques 1. Signalons 'exemple suivant. Soit g l'algébre de Lie
nilpotente de dimension 6 sur K, admettant une base (e, e,..., ) telle que
[e, 6] =6, [&, 6]=¢e, [a,e]=6, [&, e]=¢, [&, &]=e, [eq,, e) = —e;,
les crochets non écrits. étant ou nuls, ou déduits des précédents par anti-
symétrie. Si la caractéristique de K est :}:2 on a dme(g)—z pour
O<i<b.. =~ 4

2. On peut parfois améliorer le th. 2. Par exemple, si ¢ est unealgéb’re
dérivée d’une algebre nilpotente, on peut montrer que dim H'(g) =4 pour
1<i<n—1. Il suffit pour cela d’utiliser le lemme 2 de [3].

3. Les théorémes 1-et 2 sont en défaut pour les algébres résolubles.
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Theorie der Bahnen in Liniénelementmannigfaltigkeitén
und eine Verallgemeinerung ihrer affinen Theorie.

Von A. RAPCSAK in Debrecen. |

Eihleitung

D1e aligemeine Theorie der Bahnkurven in Punktrdumen wurde von ]
DouaLas [1] begriindet. Er hat einen n- dlmensxonalen ‘Punktraum zu Grunde
gelegt, in dem er die endliche Gleichung der Bahnen definierte, dann leitete
er von dieser ausgehend das Differentialgleichungssystem der Bahnen ab.
Er erklarte nun die Paralleliibertragung der Vektoren lings der Bahnen des
Raumes derart, daB die Bahnen eben die autoparallelen Kurven der Uber-
tragung werden.

Wir nehmen an, dall wir eine Manmgfaltlgkelt der Linienelemente
haben; in der in irgendeiner Weise eine Geometrie der Bahnen festgelegt
ist. Es wird vielleicht nicht uninteressant sein, das Problem zu untersuchen,
ob es moglich ist, die Bahnen dieser Geometrie mit der von O. VARGA [2]
zur Einfiihrung der Normalkoordinaten verwendeten sog. quasigeodatischen
Kurvenschar .in Zusammenhang zu brmgen Vorhegende Arbeit beschaftigt
~ sich mit diesem Problem.

In § 1 definieren wir in der Mannigfaltigkeit der Linienelemente den
Begriff der Bahnen, dann leiten wir von dem endlichen Glelchungssystem
der Bahnen ihr Differentialgleichungssystem ab. In § 2 werden wir die
" Parallelverschiebung der Vektoren erkldren, und zeigen, dab die Bahnen die
Verallgemeinerungen der von 0. VARGA betrachteten quasigeodatischen Kurven
sind. In § 3 bestimmen wir die Torsions- bzw. die Kriimmungsgrofien des
Raumes. In § 4 wird das Aqmvalenzproblem der allgemeinen Affingeometrie
untersucht, ‘

Alle vorkommenden Funk’nonen sollen regular-analyhsch von ihren
Veranderlxchen abhingen.
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§ 1. Bahnen in einer Mannigfaltigkeit von Linienelementen.

Bezeichne F:,., eine Mannigfaltigkeit von Linienelementen, d. h. einen
Raum, dessen Grundelement aus einem Punkt P(x',...,x") und aus einer
in diesem Punkt definierten Richtung V(v',...,+") besteht. Da die + die
Richtung bestimmenden Parameter sind, kommt nur ihr Verhéltnis in Betracht.

. Offensichtlich wird das Wertsystem ' =1?=-..=1"=0 ausgeschlossen. Ist .
/ eine positive Zahl, so bestimmen die Z+¢ dieselbe Richting, wie die .
~ Bedeutet
1 L X=X()

"eine Koordinatentransformation, so erkliren wir das Transformatlonsgesetz
der +* durch die Formeln

_ R 655" o
Es. seien im Raum Fa,; co®-* Kurven und lings jeder eine Lmlenelement—'
folge durch die- Gleichungen

(1,3) X=fit, ..., "), v —ri(x) =gt d,...,a5"3) .

gegeben, wobei ¢ die Kurvenparameter und 4,...,a*-® di¢ Scharparame-
ter sind. - '

.Sind die Kurven (1, 3) von der Eigenschaft, daB durch jede zu einem
Linienelement (x,v) gehorige Richtung & eine und nur eine Kurve bestimmt

ist, und wird ferner eine gewisse Umgebung eines Punktes P(x, ..., x*) durch
© ©

die zu einem festen L1n1enelement (x,v) gehorigen Kurven schlicht bedeckt :

©©

dann nennt man die Kurven (1, 3) parametrizierte Bahnen'). A

Wiirde man nur fordern, daf es zu einer festen Richtung durch einen .
festgehaltenen Punkt genau eine berithrende Kurve gibt, so wire die.Para-
meterzahl- gerade 2n—2.%) Da die Gesamtheit der Richtungen durch einen
Punkt von n—1 Parametern abhangt ergibt sich die Parameterzahl w1e oben
behauptet. '

Die Bahnen (1, 3) werden analytlsch festge]egt 1) durch die Koordmaten '
xi, 2) durch die, die Richtung bestimmenden Parameter «, 3) durch den
Kurvenparameter #, 4) durch die Scharparameter a'.

In dem System, das die Bahnen bestimmt, sind folgende Transforma—
tionen zuldssig: :

A) die analytische Transformation der Grundelemente (X', ):

Ix* .

F=3(x), P=—75

M

1) Siehe z. B. Doucuas [1].
2) Siehe Douatas [1].
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B) die simultane analytlsche Transformatlon der Bahnparameter t

=),
- C) die analyhsche Transformation der Parameter a', ..., @*?%:
at=a(a).

Werden in (1, 3) die durch A), B) und C) def1merten neuen Groﬁen
substituiert, so stellen

(1, 4) - - X¥=gita), T=vy(a
" in diesem- neuen Bezugssystem die Gleichungen der Bahnen dar
Die Bahnen sind also durch die Gleichungen (1,3) und die ‘Gesamt-
heit der zuldssigen Transformationen A), B) und C) festgelegt. '
Eine Geometrie der Bahnen ist die Gesamtheit derjenigen Eigenschaften

.der Bahnen, die bei den Transformationen A), B) und C) unveréndert bleiben.
Ist die Transformation B) von der Form

(1,5) : - t—at1—,8, '
.wobei « und g Konstanten sind, so spricht man von emer affmen Geometne
der Bahnen. _ :

Die Gleichungen der Bahnen seien durch
(1,6) ‘xi=fi(at+ B, a), v'=¢'(at+5a)
gegeben. Wegen der fur die ' vorgeschriebenen Beschriankungen enthalt das
‘Gleichungssystem (1, 6) (2rn—1) unabhingige Gleichungen.

Differenzieren wir die ersten der Gleichungen (1, 6) zwéimal, die zweiten
" einmal nach dem Parameter ¢, so erhalten wir : '

(1,7) - ‘fi’; def. i %af (at+ﬂ a)
1,7) . _‘f;;” —aw'i(at+6a),

" ' 'd‘x"_ o prri
(1,7 . ar «*f (czt—i—ﬂ,a)

~ Wegen der Bedmgungen die wir friiher fiir die Bahnen vorgeschrleben
haben, sind die (3n—1) unabhanglgen Gleichungen (1, 6), (1,7) nach den
(3n—1) Unbekannten «, ef+ g, und @,...,a*3 auflosbar.
Substituieren wir die erhaltenen Werte in (1,7), (1,77), so erhalten
Cwir: - _
. . - . d'l/ : : d' .
. (1 8) ) . W————H (x D, 7/) —d— G (x D, I/),
'dles sind .die leferentlalglelchungen der Bahnen.

Lemma. Die H' sind in den p’ und ' von erster, die G’ in den p‘von
zweiter, in den +* von nullter Dimension homogene Funktionen.
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- Beweis. Ersetzt man in der Gleichung (1,7) die p' durch Zp/, so
bekommt man '

(1,9) p=-fiet+8,0).

‘Losen wir die Gleichungen (1,6) und (1,9) nach den Unbekannten
—;‘—,af-{—,é‘, ai,..'.,a3";3 auf, und substituieren die Lt')sungén iﬁ 1, 7) uﬁd
(i,7”), so erhalten wir - -

dv’ N ] :
—-[*IT—/.-/.:—(p —/.H(x,p,.//),

x| e i
=14 (TJf 12Gi(x, p,v).

(1,10)

Bestimmen wir anderseits (:,'at—{—ﬂ, a, ..., a2 aus den. Gleichungen
(1, 6) und (1, 9), so w1rd

a, 1,'1)' - ‘;7; — Hi(x,ip, v), %i: Gi(x, ip, v).

Aus (1, 10) und (1,11) erhalt man : -

(1,12) Hi(x, 2p, o) = 2H(x, p, o), Gi(x, Ap,s) = 22Gi(x, p, v).

Setzt man in (1, 6) statt +* die Werte 4+ (i_konst) ein, so bekommt man
(1, 13) ) f((tf—HJ,a), hvt = ¢/ (et + B, a).

Differenziert man (1, 13) nacht ¢, so folgt: V

(.14 | Pe=ef,

a1 2 ‘ff['-‘ — g, %:a‘ff”f.

"Wenn wir nun «, «f+4g,a',..., a3 aus den Gle:chungen (1,13) und (1, 14)

bestimmen und die erhaltenen Werte in (1,15) substltuleren S0 ergeben sich
die Relationen: : :

(1, 16) zi’i:mx, pi), L%

Da die Gleichungen (1,13) dieselben Bahnen bestimmen wie (1, 6) so folgt
aus (1, 16) und (1, 8): v -
1,17) Hi(x, p, vy =1Hi(x, p,v); Gi(x, p, i.v) =G'(x,p,v).

" Aus (1,12) und (1, 17) folgt die Richtigkeit unseres Lemmas.

“Wir bestimmen qetzt das Transformationsgesetz der Grofien HL und G'.
Es sei

(1, 18) . - X =X(%)

= Gi(x, p, /v).
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eine Koordinatentransformation, dann ist
' dx - X' dx*

(1, 19) dt — ax* dt’
~Aus (1, 7) und (1, 9) folgt .
o aw
(1,20) - P=—ar
Aus (1, 8), (1 2) und (1 20) folgt auf Grund einer einfachen Rechnung
. = 0% X
(1, 21) - O=0gT 0x10x* pp,
' Cme g 0X L 9°XE
1,22) H =155+ Gxian P
oder, wegen (1,2) und (1,20) ‘
| oA 0% o 0X
(1:23) . G —‘G] Oxj '-— 032"0)? 9xt p]p y
Q,24) H—pilX _ 0X X 5

axi X7 gx" gx

- § 2. Affinzusammenhiingender Raum der Bahnen.

Damit der in § 1 definierte affine Raum der Bahnen ein affinzuéam-
- menhidngender Raum sei, miilen wir die Parallelverschiebung definieren.
Die Parallelverschiebung von Vektoren wird in drei Schritten definiert:

1. Paralleliibertragung von Linienelementen langs Bahnkurven,
2. Paralleliibertragung von Vektoren lings Bahnkurven,

3. Ubertragung von Vektoren lings sogenannter Doppelfelder von
Linienelementen.

Definition 1. Die Linienelemente (x,v), die ldngs der Bahn (1 8)
erkldrt sind, sollen parallele Lzmenelemente genannt werden. '

Dementsprechend bedeutet

@ o V%f—Hunw—

daf die +* langs der Bahn (1, 8) parallel verschoben smd
Die Grofen K; und L; seien durch

' . dH (x, p,v
(2: 2) . : _—_—Kj(x, b, ’L’) = ——(%—ag———) ,
@3 Lix, py vy G 220)

ap’
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bestimmt. Wegen (1, 12) und (1, 7) ist

(2,4) - — K =—L;p’=H

Aus der Homogenitat von H' folgt, daB K; in den r homogen von erster, in
den +' homogen von nullter, die L; in den p' homogen von nullter, in den v'

homogen von-erster Dimension sind.
. . - . " *; .
Wir definieren nun eine Gréfie Iy (x, p, v) durch die Formel :

v . N 0K; _ 9*H
(2’5) . FJk(x’p: b)_’ ap - bjap"
Es ist klar, daB I in den p' und +' homogen von nullter Dlmensmn ist.
Nach 2, 3) und (2, 5) bekommt man

s oLy~ 0K;

’ (27 6) jl‘::W— 0[7]” .
Aus den Relationen (2, 2)—(2, 6) folgt:
27 S v’ =L,
VAARE ' *“p’ —KJ,
(2,71 o v pt = H,
Differenzieren wir (2, 7) nach +% und (2, 7’) nach p*, so wird:
. 0F1k:J OL;» _ *
(2, 8) 0 T +Fnl - a'L’a —rak;
al; IK; ;5
(2, 9) pJ’* p _I’lj" | 0puj = Fja,
d. h. - '
' ~ ol olw
(2, 10) s = ap pE=0.

Definition 2. Wir sagen, daf der Vektor & lings der Bahn (1, 8)
. parallel verschoben ist, wenn die folgende Gleichung besteht :

. : . dE' *; - ooef
2,11) g TG p, )Pt E =0.

Aus der Forderung, daB die Tangentenvektoren

dxi . .
T.langs. d_er Bahn

'parallel seien, folgt in Hinsicht auf (2, 11):

240 .
@212) QY P’ —o0.
Aus (2,12) und (1, 8) folgt unmittelbar :

@13y G'=—Tjip'p =—Kp.
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Die Transformatlonsformeln von K], L und I’,k erhilt- man aus
Relationen (1, 20) —(1,24) und (1, 2): :

L% ax - 2% gxe

2,14 K — X .
( ) . KJ -Kb PR 10 X° FEZ P,
@ (')x' 6xb azf" ' aJx¢
2, 15 . C . =1 S — a2k
( ) T b (’)x“ axI axkaxe px’ v _
- w 0% 90X 9x° 3% gx* 0x°
2’ 16 F _F‘ - — —n
( - ) . : 7k be ax° 0xj a9 x* axbaxc g% (?xk
oder B » .
7l oo 0X 4%’ °xc ax
4 i=Ks a a3 Zia vk . P,
2,17 Caxt 9x) | ax79xt ax
‘ [ ge0X 0x Pxt 9X
7 »b 6xu' aij, 63216)?’” axe -)
’ ) *; ¥ b R v C A2 =
218 T e 90X 0X 09X I E:

"X oxr axt | am0x gxt |

Die Gleichungen (1,2), (1,20) und (2 16) zeigen, dafi die_ Groﬁen
(2, 20) - o'(d)=dp’ +13,”p’ dx

@21) a A d) =dv' +I"‘ id

~ sich wie Vektoren transformieren.

Aus den vorigen Gleichungen folgt, daf das Glelchungssystem
wi(d) | A
dt dt

die Definitionsgleichungen der Bahnen darstellt.

Aus (2, 14)—(2, 16) folgt, dafi die Grofien
0K, oLy ol ol
g v 4 0pu ’ a v ’ opu

=0, =0

(2,22)

Tensoren sind.

257

den. -

Man kann leicht vernﬁzleren daf die Ableltungen ‘eines Tensors nach
» und p* auch Tensoren sind; selbstverstindlich vermindert sich aber der

- Homogenititsgrad um- eins.

Eine Bahnkurve ist .nach Angabe von zwei Rlchtungen v und p' fest-
gelegt. Wir werden deswegen im Folgenden alle Grofien auf zwei durch einen:
Punkt gehende Linienelemente beziehen- und daher die Ubertragung eines
Vektors ldngs eines Doppelfeldes von Lmlenelementen erkldren. Eine solche

Doppelfolge ist durch

Xi=xi(l), v=v(D), _-pi:p"(t)
erklart. ' '
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Aus den vorangehenden folgt, dab im eben definierten affinzusammen-
hdngenden Raum alle Grofen in einem Linienelement (x, 1/) erklirt sind, das
.noch von einer Rxchtung Jok abhangig ist.

Es bezeichne &(x, p,v) einen Vektor der in p und o homogen von
nullter Dimension ist.

Definition 3. Der Vektor §(x D, v) ist lings des Doppelfeldes der
© © (©

Linienelemente [x(t) p(t) v,(t)] parallel -verschoben, falls er den Glezchungen

d&f

(2, 23) -a,—t C/](X b, b) di +B;;/(X,p, ’I/') df /”(x b, b) df =0

mit den Anfangsbedingungen
xX(l)y=x, pt)=p, v({t)y="1
: o ® © ®
geniigt. _
Die Grofien C, B, y sind die sogenannten Zusamﬁlenhangsobjekte
Aus den weiteren, an die Parallelubertragung zustellenden Forderungen
_ wird sich ergeben, dab liangs einer Bahnkurve die Paraileliibertragung (2,23)
mit der fiir diesen Fall durch (2,11) erklirten Ubertragung zusammenfallt.”)

Auf Grund von (2,23) erkldren wir das: invariante leferentxal des Raumes
auf folgende Weise:

@29 DE —dS - [Chdp + Budv' + yiad) &
Wir fordern von DE die folgenden Eigenschaften: 1) Bei einer Koordinaten-
transformation X' = x‘(x) soll: ‘

DE = ;_:G—FD: |
bestehen. 2) D& soll in p' und; +* homogen von nullter Dlménsmn sein.
~ Aus der Bedingung 2) ergibt sich, daB die i in den p¢ und +* homo-

sed’

gen von nullter Dimension, die C,, in den p/, die B, in den v homogen von .

(—1)-ter Dimension, und die Cj: in den +, bzw. die Bj in den pi homogen
von nullter Dimension sind, und noch ,
Ciup'=Biv =0
‘besteht. Es folgt aus der Bedingung 1):
‘C\u__ Lo_—a‘fﬂaxu —'n _BL Ox, Oxla—g
=0 0% gx ‘h( M3 5% T

.29 030X 9% | 00X 0% 0% 0%
' The = /”aa‘cb Ixax MR G 0X 0 Ix°
;8xF9xe 9°x 9x °x 9x

B-——_———-. = — — F —_— = .
BT 9% a0 ax "’ ek ox ax

P+

3) Aus den Formeln (2,28), (2, 26), (2,22) und (2, 23) fo]gt' namlich (2, 11).
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Aus (2,23), (2,20) und (2, 21) folgt

(2,26) DE = dE +[Ch o' (d)+Bu'nt (d)—{—mdx]f

wo :

(2,27) /II == /II—KZ Cis— Li Bis.

Ferner folgt aus den Relationen (2, 20) (2,21), (2,27), (2,12), (2, 1) und (2 11)
(2,28) =N,

Auf Grund der Glexchungen (2,12), (2, 1) und (2,11) kann leicht gezeigt

werden, daf die Bahnen (wenn —H‘—/l (x 1/) )mlt derjenigen Kurven-

schar identisch sind, die Herr O. VARGA [1] in Ader affinzusammenhingen-
.den Mannigfaltigkeit von Linienelementen bei der Einfithrung der Normal-
koordinaten beniitzt hat." :

Wegen (2,16) koénnen dre1 kovariante Ableltungen elgenfuhrt werden:

229 gi— + Ciu,
(2; 30) ‘EC‘L [ +B;<:\,
i 98 9& ., (Is TN
@30 E axraﬁ’“ g H LA
Nach diesen Relationen kann (2,26) in der Form
(2,32) DE =E, 0" (d )+ Eya (d) + Endx”

geschneben werden.
Die verschnedenen kovarianten Ableitungen ‘eines beliebigen Tensors
Ty lauten:

(') Tkl

. (2’ 33/) T'i';s + Cas TI“I Clﬂ.s Tzil - CIL: Tliuy
' (2’ 33”) Tk" v T 0 T“ + Bu TI“I—B;l\ I’;I Cﬂ Tl.l:(u
(2, 33///) TI s == 007x‘lql——007’?;,'K~' 0 ﬂ o .L” + I . 7«;:/_-1 ;“g T(,I l 7: 7;5(( .. v

§ 3. Die Grundtensoren des Raumes.

. Bedeuten ¢ und J miteinander vertauschbare Differentialsymbole, und .
.D bzw. 4 die zu ihnen gehdrigen invarianten Differentiale, so bestimmt

3,1) _ Adxi—Dox
ein Vektorfeld.
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Berechnen wir den Ausdruck (3, 1), so folgt in Hinsicht auf die Rela-
tionen (2,26) und (2,28)

© ddx' —DOx = Ci[dx* ' (0)— 0x* ' (d)] + BL[d X" 7(6) — 0 x* ' (d)] +
(3,2 , .l[r;i—r?;'] [dx*ox' —dx*dx].
Wegen der Willkiirlichkeit der in (3 2) auftretenden Bllmearformen smd
3, 3) ~ Ch, B, [r,l—r,,]—gil |

" drei, Tensoren, die als die Torswnstensoren des Raumes bezenchnet werden v
sollen.. ‘
Bedeutet nun & ein belleblges Vektorfeld so ist auch
4DE— '
ein Vektorfeld Eine Rechnung, bei der dle Glelchungen (2 26), (2, 28), (2, 20),

(2,21),(2,7), (2, 7)und (2, 31) zu beniitzen sind, gibt fiir-den oblgen Vektor
den Ausdruck:

Jbgi—mgf % Shrs[0® (0)w (d) s(d‘)w"(d)H

- (3,4) + 5 @’\YS[” Ok (d)‘_”f (d) 7 (O)]+ Airs [0 (d)n (d) o’ (d) (D] +
+ Hk,s [dX' 0" () — 0x* 0" ()] + o [d 70 (6)— S " ()] +

- Phal0x’dx —dx'ox | &,
wo ' o
. ) e 0 C;;r d Che i u
(3, 5) . ~krs =— 6[7 (7]7' + Casc Ca?' Cl.s, .
(3, 6) A -. @I.rs 008;;7‘ aBl9+ Bas Bkr B(.er;::s.,
' ' ‘ d Bl 0 Drr d Cks : pu @ i . )
TS as er T s Bar;
. (31 7) - 11. 0p 07/ + C Bl Ck
i ol s i 6LJ
(3’ 8) » o E [[kl‘s 6 ’; CM/.s + Bk] apr )
' ol d s i ]
3,9 = OF kBt C 2K
oI oly oI% ; oIw . olh . oIy
Py = Oxf_axs'l"mw'l(s ap K’+ avf'L - Qv Lt
oKl okl oKl . oKi

. (3’ 10) +CI‘J 0xr axs+a @

6L] aLJr OL{' 'al @ J 2 *z *a ~ *a
axr 0xg+ 0pal{s K + ral FueL + rm'FLS l avrlt—

5

LI+ LUK rZiKi’%Jr

' +Bm
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Da die Bilinearformen auf der rechten Seite von (3,4) willkiirlich wihlbar
sind, sind die durch die Relationen (3, 5)—(3, 10) angegebenen Grofien Ten-
soren des Raumes. Diese Tensoren haben die folgenden Homogemtatse1gen-
schaften; Die Tensoren Py, @i, und @}, sind in den p* homogen von null- -
‘ter, IT;, und /Im homogen von (—1)-ter, und Srs homogen von (—2)-ter
Dimension; in den ¢ sind P, ITi. und 3%, homogen von nullter, i, und
A}, homogen von (—1)-ter, und @}, homogen von (—2)-ter Dlmensmn
Dies sind die Kriimmungstensoren des Raumes.
Es folgt aus den Gleichungen (2, 12) (2, 16), (2 24) und (2 25) daf

(3,11) gt -* +*i

Y aFm AL, j_a-lls 0F1,1 Ofx.e S
Fkajs— 9x 0Xs+(7pjv Ks 0p] ) + 01/ .~’ v ,L +lels lacrly,
(3,12) - M,fs=‘7_LS-__" LUF—‘?L" Ki— K + r:f.L;'_.r;§L;f,

9xT ax° . op” Op“
. . 01{ GK 01(1 0K I ¥ g a ¥ e
‘(3, ]3) ‘ Nae W X + 9 Ls L + rch _Fqu'
Tensoren sind. Diese sollen die Hauptkrﬂmmﬂngstensoren des Raumes genannt
werden. Diese Tensoren sind alle in den pf und +* homogen von nullter -
Dlmensmn :

§ 4. Das Aquivalenzproblem.

.

Es seien durch die Grundgrofien ,
'C”(X p,b) B;z(x D, 1}) F}l (x D, ’U) bzw. C,\z(x D, ’U) Bu(x, D 'U) F;,(x D, ’I/)

zwei, in dem vorigen § erkldrte allgemeine affinzusammenhidngende Réaume
angegeben. Offensichtlich sind die beiden Rédume aquxvalent falls Koordina-
tentransformationen von der Form

@, | X,
RO - A=l ey
Pa== %

%3 L P=ep
. existieren, die die GroBen Ci, B und I'fi gemi den Formeln (2,16), (2 25)
in Ci, Bi und [ uberfuhren

‘ Die Existenzbedingung einer Koordmatentransformahon von der Form (4,1)
wollen wir durch einen von J. M. THoMAs und O. VEBLEN [1] herriihrenden Satz .
tiber die Losbarkeit eines partlellen leferentlalglelchungssystems bestimmen.
Es sei durch
OZa

449 =Wz (@=1m 0=1,..m),
4, 5) ‘ FNZ, u)=0 ‘ (6=1,...,1)
ein sogenanntes gemischtes System angegeben. Bilden wir jetzt die Integra-
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bilitatsbedingungen des Systems (4,4) unter Verwendung der Gleichunger
des Systems selbst, differenzieren ferner (4,5) nach u°, und beniitzen bei
diesen Gleichungen wieder die Gleichungsgruppe (4, 4), so erhalten wir eine:
neue Gleichungsgruppe: : :

" (4,6) ' ', F>(Z,u)=0. (w=1,...,5).

Aus den Glelchungen (4,6) entsteht durch ahnhches Ven’ahren eine neue
Gleichungsgruppe, u.s.w. Mit

4,7 F(Z,u)=0

bezeichnen wir die so-erhaltene N-te Gleichungsgruppe.

Der erwihnte Satz lautet: Existiert eine natiirliche Zahl N derarz‘ dafp
die _N ersten Gleichungsgruppen vertriaglich sind, und ihre Lésung auch die
(N+1)-te Gleichungsgruppe identisch befriedigt, so ist das System (4, 4), (4, 5)-
integrierbar. :

Die. notwendigen und hinreichenden Bedmgungen der Aqu1valenz der
beiden angegebenen Ridume konnen wir auf Grund von (2, 25) 2, 19) und.
(4, 1) in der Gestalt :

ax'

(41 8) : . O—iTL:(Pu’

(4, 9) ) g(ﬁ: = Z lwa::‘“'[ﬂl.lrpu(ﬁw

(4 10) o Cz,ctp = Cufpbfpc, )
(4 11) : ' : Bbcfﬁe = Bn(,Dbf/% »

schreiben. Die Gleichungen (4, 8)—(4, 11) stellen ein gemlschtes System VoI
leferentlalglenchungen in den Funktionen x’, ¢, dar. Da aber in diesen Glei-
chungen auch die p’ und +' als unabhidngige Verdnderliche vorkommen, miifien
wir diese Gleichungen durch Hinzufiigung der Ableitungen nach p¢ und w*
erweitern, und noch die p' und + als unbekannte Funktionen betrachten.
So erhdlt man aus (2, 14), (2, 15), (4, 2) und (4, 3) :

I ax gxt
I 1 =0,
(4, 12) Prriamit (4, 13) 0P -0,
4, 14). —'=0, : 4,15 = =0,
( bl ) Op”’ ‘ . ( ) . - o,uu O .
@16) 19: 4, 17) 09 _g
4 . a'Ub ’ ’ apb y
.0 i 0pL i
4 ] — =P, 4;1 : —— == Pa,
( 2 8) O,Uu q) ( 9) o opn, (p
4,20) I —Ligi—Ligh
’M—Kb f/’i—Ksi(/?i-

(4) 2]) (’) b
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In unserem Falle bilden die Gleichungen (4, 8)—(4, 21) das gemlschte-
System von Differentialgleichungen, wo statt Z° die X', ¢a, v und die p
und statt die ue die X, p* und die #" stehen.

Es sollen jetzt die Integrabilititsbedingungen der Gleichungen (4, 8),.
4,9), (4,12)—(4,21) gebildet werden. Die Integrabilititsbedingungen von
-(4,9) sind auf Grund von (4, 20), (4,21), (3,11), (4, 1)—(4, 3):

(4,22) ' (/).';de,- = (,D,b:(/?(lr . Fiis,

! A i OF ¢ r*
4,23) L =gl
: ,07;,) 7;/.»-0[‘1::;-

(4, 24) . PoT7T—1 opd = @rP.Pa apc

Die lntegrabllltatsbedmgungen von (4, 20) sind nach (4 21), (4, 9) (3 3),
(3,12), (4, 1)—(4, 3):

(4, 25) ’ qﬁM"l’r: (/‘\:I (P:MI’\ y -
4,2 e — i,

- i 01:1, a ; OLlil
4,217 L — gl .
(4,27) Yoy T PP

Die Integrabll1tatsbed1ngungen von (4 21) smd nach (4, 20) 4, 21)
(4,9), (3,13), (4 1—(4, 3)

(4, 28) $eNj, = q>f, PN,
(4,29) o pL—f(;ﬁff(p;!¢I%1ﬁ’. '

Die iibrigen Integrabilititsbedingungen sind entweder trivialerweise erfiillt;
oder man kann sie auf die vorangehenden zuriickfiihren. Die Bedingungen
(4,27) und (4, 29) konnen wir ebenfalls weglassen, da diese aus (4, 23) bzw.
(4, 24) nach einer Ubersch1ebung mit p¢ und +* entstehen.

Leitet man jetzt die skalaren Relationen (4, 10) und 4, 11), und die
Relationen (4, 22)—(4, 26), (4, 28) nach X, p’ und ' ab, so erhdlt man in.
Hinsicht auf (4, 1)—(4, 3) und (2, 33"):

#eCooa = prpoga Ciisy @e Bioja — @i ey Bl
. (Pi'-(_-’?;c/rl = (P]l; 901 (Pfl l-(2;‘51/5 3 ’ R (P(I;M;;C/ﬂ = ‘P?) f/)i (p(; M;:l/s 3
v 5 i s i i F‘L s m (9 r
(4, 30) @eNieja =5 pepa Nivjs» IR (};Ub ) PP DL ( M’;L) ,
(af;c) _ 1;(1(9(111(01‘]:;) iﬁu ‘:(l: L(s mFi
Pe v o PoP.Papr v i Yo Lveajf= PoPePaPr Fitsim
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i8Che - k.1 s 9 Ciy i 0B 5 1 s 0B

P, 01—/-(1 —(Pbltpc(.ﬁd v ; ?eW:q)bq)c(ﬁtlF‘,
1'a§Ec_ R 3097;1 M _(: 1 s-(?MII
(pe 0,;(1 _(bepc(pd v 3 Pc Py {l pbq)cq)(] PR N
i Nbr ko1 saNI:I
Pe Yo _(/’b‘/cfl’dW )
4,31y . .
( ) i i) (olwbc) p 13 I( s‘( m 0 (0 FI:I)
P vl 07 bepc PaPr 0,11“ vt )’
(i 0 (ofb) '( I(s- m 0 (OFI.‘II)
Pe Py 01_)(1 PoPPaPr — E aps ’
'iaFIfcd___ I I(s 'mOFI:'IS
(/)"0;1/, = PrP:PaPr o y
. Ebc_(* l caCll ([OE;ic__ -( s'aB
Pr apd pb(/)c d 0[73 B Pc 0[—711 ‘(pb Pcp apq ’
(iOQ%c: ko1 s 0& o o M, :(k(l s OMy
//C aﬁd q)b(ch)(l ﬁpq ’ P‘f Oﬁd. ] Pbﬁcfpd_ aps ’ -
@320 o i0Nee_ o o 0Nk (,«i(al_“;)_(”qma (_a_l“L)
P*’ 0[7‘7 PoPcPa ap ’ 10° Ol_)f ’017(1 P Patpr apm Ops B
(7:_0_(61_“;")_(-(1 s om0 (aru) '
/)e Oﬁf a ;/:d Pb Pc pd(P/ 0pm » ] Ky |
ian;d ‘(‘.’ I s OF‘IIQ
e aﬁf PoPePafr — apm

' Die Glexchungen (4, 30)—(4, 32) sind mit der Glelchungsgruppe (4 6)
_.dquivalent.
Man sieht leicht ein, daB in der durch dieses Verfahren enstehenden
m-ten Gleichungsgruppe die (m—1)-ten kovarianten Ableltungen von (4, 30)
und die (m-——1)-ten - partiellen Ableltungen nach % bzw. p* der Gruppen .
(4, 31) und (4, 42) vorkommen.
Wir sind nun imstande die folgenden Sitze auszusprechen-

Satz 1. Zwei allgemeine affinzusammenhdngende Riume von Lmzen—
elementen sind dann und nur dann dquivalent, falls eine natiirliche Zahl N
~existiert derart, daf3 die N ersten aus (4, 30) durch kovariante Ableztung, und
die N aus (4,31) und (4,32) durch partielle Ableitung gewonnenen Glei-
chungsgruppen vertrdglich sind, und die Losung dieser Gruppen auch die
(N+1)-te Gleichungsgruppe identisch befriedigt.
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SATZ 2. Die Hauptkrummungstensoren F”s,Mu,Nu, die Torsionstenso-
Y Y ol
av® ’ ap
ante baw. durch partielle Ableitungen nach + und p’ gebtla’eten Tensoren bil-
den ein vollstandlges System von thferentzalmvananten

ren Cu, Bm, Q,., die Tensoren und die aus ihnen durch kovari-
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On the Jordén—De,dekind chain condition.

By J. JAKUBIK in Kosice (Czechoslovakia).

Let S be a partly ordered set, a,6€S, a <b. R(a, b) (eventually with
indices) denotes a chain in S with the least element a and the greatest elem-
ent b. If R(a, b) is finite and contains n elements, his length is n—1. A chain
‘R(a, b) is maximal, if it is not a proper subset of any chain R,(a, b) in S.
Many important properties of the partly ordered set S can be proved under
the assumption that (i) all-bounded chains in S are finite and (ii) the follow-
ing Jordan—Dedekind condition holds:

(JD) lf'a,b€S8,a<b, and R\(a,b), R:(a,b) are max1mal chains, then
both these chains have the same length.

~ In a recent paper [1] G. SzAsz generalizes the concept of the Iength of
a chain as follows: if a chain R(a, b) is infinite, his length is the cardinal
number of the set R(a, b). The condition (JD) can now be considered in the
generalized sense, without supposmfr that the lengths of R,(a,b), R,(a b) are
finite. '

It is well-known -that every distributive lathce in which all bounded -
chains are finite satisfies the Jordan—Dedekind chain condition. In the paper
- [1] the interesting theorem (theorem 3) is stated: :

_ There exists a distributive lattice which does not satzsfy the ( Ueneialzzed)
condition (JD)").

In the present note we give a generalization of this theorem
Let M be a non-empty set. Letus denote by S(M) the set of all func--
tions f defined ‘on M such that, for every i€ M, f(i) is a rational number,
() €[0,1]. S(M) is partly ordered in the usual way: f, =f; if and only if .
£,(0) = £o(i) for every i€ M. S(M) is a distributive lattice; we shall denote
- the least and the greatest elements of S(M) by f, and f,, respectively.

Lemma 1. If M is non-empty, then there exists in the lattice S(M}
a countable maximal chain R.(fy, fi). A :

1) The formulation of the example in the proof of this theorem 15 ot correct; see
“the ,Correction® on p. 270 of thxs volume.
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Proof. Let R, be the set of all ,,codstants“ of S(M) (i..é. of the
feS(M) with f(i)=f(j) for all i,j€M); the function fé€ R, for which
f)=x (x€[0, 1], x rational) identically, we denote by f.. Clearly, R, is a
countable chain, containing f, and f,. Let g € S(M), g R,. Then there exist
elements 7,7 € M for which g(i) <g(j). We.choose a rational number 2z such
that g(i) <z < g(j). Then we have g(i) < f.(i), g(/) > f-(J), and the elements
g, f- are incomparable. It follows that the chain R, is maximal. We shail say
that R, is the diagonal chain in S(M).

Lemma 2. Let M=]0, 1]. In’ the lattice S(M) there exzsls an uncount-
able maximal chain Ry(fs, fy)- .

Proof. For every zeM let R be the set of all fe S(M) with the
'property_
J<i=>fU)=1, j>i=>f()=0. .
Every R is a chain. It is clear that the set-theoretical sum Ru—UR' is a-
chain containing f, and f;. The chain R, is uncountable. '
‘We will prove that the chain R, is maximal. Let the element g ¢ S(M)
be comparable with all f€ R, let fi==g==f,. i) If there exists i¢ M such
that g(i) € (0, 1), we choose f.,fs € R such that f.(i)<g(i) <fs(i). Then it
must be fo(J) = g()) = fo(j) for every j€M, thus g€ R'c R,. ii) Let us
suppose that, for every i € M, g(i)=0 or g({)=1. If there exist i,j ¢ M, i<j
with g(i)=0, g(j)=1, then we consider the function f/¢ R such that

f.i(j):%.-The e]gfnents J/, g are incomparable, contrary to the hypothesis.

‘Hence if g(i)=0, g(j)=1, it must be j<i. Let M, be the set of all i€ M -
such that ‘g(i)=0, k==inf M,. Clearly g¢ R*cR,, and the chain R, is.
maximal. We shall say that R, is the superficial chain: in S(M).

The proof of the theorem 3 in [1] follows from lemma 1 and 2.

Remarks. 1) In the proof of lemma 2 the assumption M = [0; 1] can
“be replaced by the following weaker one:- M is an uncountable complete chain_

2) If we suppose only that M is an uncountable chain, the chain R,
constructed in the proof of lemma 2 need not be maximal.

3) Let M be non-empty. Then the lattice S(M) is not complete. We:
shall now suppose the axiom of choice and construct a complete dls’tnbuhve
lattice which does not satisfy the condition (JD).

Let M be a non-empty set. We denote by S°(M) the lattlua of all real
functions f defined on M such that, for every i€ M, f(i) €[0, 1]. Clearly the
lattice S°(M) is isomorphic with the direct union ITA; (i ¢ M) where every
A; is isomorphic with the chain A=[0,1]. The lattice A is complete and
-completely distributive (see [2], p. 146, (22'), and [3]), hence the lattice S°(M) .
is complete and completely distributive.” The least (greatest) element of S°(M)

~will be denoted by £ (f)). o
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Lemma 3. Let M be non-empty. In the lattice S'(M) there exists a
maximal chain R\, (f,, f,) the Iengtlz of which is ¢ (i.e. the power of. the
continuum).

See the proof of lemma 1.

Lemma 4. Let (M) be t/ze cardmal number of the set M lez‘ (M) >c.
In the lattice S°(M) there exists a maximal chain R’)(ﬁ;, 1), the Iength of
‘which is «¢(M). '

Proof. Suppose the set M is well-ordered. We construct the maximal
chain R.(fy, f,) as in lemma 2. The cardinal number of every chain R/, i€ M,
is ¢. The chains R, RY, i==j have -not more than one element in common
(the set R\n R’ contains one element if / covers j or i is covered by j in M).
" It follows that the tardinal number of the chain R.=UR’ -(i¢ M) is
- cra(M)=ca(M). ' ‘

Lemma 5. Let S be a lattice, S=A x B, let 0., 1, (0y, 13) be the least
- resp. the greatest element of A (B), let R,(0., 1a), R:(0s, 1,) be a maximal
chain in the lattice A tesp B. Then the set R of all elements of S which have
the form

a) (afy OL); a; E Rl(oaz lu)
or '

b) (layb) b ER‘)(OI)) b)

is a maximal chain in S with the least element (0., 0s) and with the greatest
_ element (1., 1,).

Proof. Clearly, R is a 'chain in S containing the elements (0., 0y),
~ (14, 1y). Suppose that the element (a,5) € S is comparable with all elements
of the chain R. Then the element a resp. b is comparable with all elements
of the chain R,(0,, 1s) resp. Ru(0s, 15). If 56=0,, then clearly (a,b) € R. It
b.>0,, then the element (a,b) is comparable with the element (1,,0,)€R;-
hence a = 1., a=1,, consequently (a, b) € R.

: Le m ma 6. Let M;, M, be non-einpty, disjoint subsets of the set 4M with

M, UM,= M. Then the lattice S°(M) is isomorphic wzth the direct union
The proof.ls Clear.

. Now we will prove the

Theorem. Let « be a cardinal number, ¢ = c. There exists a complete
and completely distributive lattice S, with the least element f, and the greatest
element f,, which has the Jollowing property : for any cardinal number £ with
¢ =B = a, there exists in S. a maximal chain R’,s(fo, fl) the length of which

is B.
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Proof. Let M be a well-ordered set the cardinal number of which is _
«. We show that S.=S°(M) possesses the required property. For g==c¢ or
8=« the statement is proved in the lemma 3 resp. 4. Let c< @< «. Then
there exists a subset M, M such that the cardinal number of M, is B.
" Denote My— M—M,, A=S8(M,), B=S°(M,). Let A, be the superficial chain -
in the lattice A (see lemma 4), let B, be the diagonal chain in the lattice B
‘(see lemma 3). We denote the least and the greatest element in A (B) as in.
lemma 5. By-lemma 5 the set of all elements of A X B which have the form
. a) or b) is a maximal- chain R in Ax B. The length of the ‘chain AO(BO) is:
8 (c), hence the length of the chain R is #+c=4g. Thus by lemma 6 there
“exists a maximal chain Rz(f,, f) in the lattice S°(M) the length of which is 6.
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Correction to my paper “Generalization of a theorem

: of Birkhoff...”*),
By G. SZASZ in Szeged.

J. JakuBik has kindly called my attention to the fact that the proof of
Theorem 3 is not correct, because the relation-@ is not a congruence rela-
tion on H. The proof may be corrected as follows.-

Let S, and S, be thé sets c0n51stm0 of all real numbers X1, X2, re-
spectively, such that : : » '
0=x=1; 0=x<1, x rational,

~and let S;, S, be partial ordered in the natural way. Consider the set H of
all couples (x,, x,) (x, €S, x;€S,), partial ordered as in the original proof.
Then H is the cardinal product of the chains S,, S.. Consequently, H is a
distributive lattice without greatest element. By adjoining a greatest element
I, we get a lattice L which is again distributive. Now consxder in L the
chains G;,.C, consisting of the elements

C (0, %) (x:€8,), and 1,
20 (X, 0) (4 €8), (1, %) (€S, and A

Clearly C, and C.-_, both are maximal, however C, is countable and CQI is not
countable. Thus our theorem is proved.

(Received November 11, 1955.)

#) These Acta, 16 (1955), 89—91.
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Paul Dubreil, Algébre I~ Equivalences, opérations, groupes, anneaux, corps. .
Deuxieme édition revue et augmentée (Cahiers scientifiques, publiés sous la direction de
M. Gaston Julia, fascicule XX),'XH.—{—468 pages, Paris, Gauthier-Villars, 1954,

Les trois premiers chapitres exposent les éléments de la théorie des ensembles et-
les notions fondamentales de l'algébre abstraite, y compris les éléments de la théorie des
treillis, développent les propriétés les plus simples et les plus importantes des groupes,
et discutent en détail des groupes de transformations. L

Le chapitre IV traite des relations d’équivalence réguliére (autrement dit, relatlons
de congruence) opérant dans un groupoide, dans un groupe ou dans un anneau, puis, en
les appliquant,  on introduit le concept des sous-groupes invariants et des idéaux. On tralte
en particulier de la théorie des idéaux dans les anneaux noethériens.

Le chapitre V est consacré a I'étude de quelques problémes d’extension concernant
des demi-groupes et des corps. Il commence par étudier le probléme de plonger un demi-
groupe- dans un groupe et, particuliérement, de plonger un anneau dans un corps; ensuite,
" aprés avoir analysé les propriétés des corps ordonnés, il nous conduit 4 la méthode de

complétion de ces corps; enfin, il fait quelques remarques générales sur les extensions
algébriques et sur les extensions transcendantes des corps. : .

- Le chapitre VI commence par discuter du -probléme de factorisation des elements
~dans un anneau et, en appliquant les résultats obtenus, il traite d’une condition nécessaire
et suffisante, donnée par W. KruL, pour que les éléments d'un domaine d’intégrité avec-
-élément-unité soient a factorisation unique. Puis les anneaux de polynomes (sur.un anneau
commutatif) et leurs idéaux sont étudiés en détail, particulierement le théoréme de la
base finie de HiserT et quelques théorémes fondamentaux concernant llrleductxblllte"

.des polynomes.

‘ La premiére partie du chapitre VIl a pour sujet la theone des équations algébriques.

-On indique d’abord quelques propriétés générales des équations sur un anneau, puis on
traite des équations sur un corps. Comme application a la géométrie algébrique on y
-trouve le théoréme de Noetuer sur les idéaux de polynomes. Dans la seconde partie du
chapitre on démontre d’abord le théoréme fondamental de la théorie des fonctions symé-
triques, puis on l'applique. pour étudier les propriétés les plus importantes des nombres.
algébriques, ‘particulierement .des entiers algébriques.

Quelques notes, a la fin du volume, apportent différents complements utiles. a la

compréhension de certains passages. ,

Un second volume est en préparation. - o

Ce qui caractérise la méthode du livre, c’est que le point de départ de la discussion -
" est toujours le plus général possible; ainsi, aprés-avoir analysé systématiquement les pro-

priétés essentielles des notions introduites, on afr_ive aux problémes centraux de Algébre
par spécialisation. ’
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) Comparée a la premiére édition, de 1946, la seconde, que nous présentons, est con-
sidérablement augmentée (de 130 pages environ). Signalons, parmi les nombreuses addi-
tions, les suivantes. Un rdle important a été donné, particuliérement dans Pétude des
relations transitives, des sous-groupes invariants et des idéaux, aux ensembles partielle-
ment ordonnés et 2 la théorie des treillis; la place consacrée a la théorie des demi-groupes.
et a I'étude de leurs relations d’équivalence a été fort élargie; la discussion des équiva-
lences réguliéres a été complétée par un paragraphe sur la décomposition multiplicative
des éléments d’un demi-groupe abélien avec élément unité; 1a note 1ll, consacrée a Paxiome
du choix, a été complétée par quelques pages sur le théoréme de Zorw, les conditions de
Hausporrr et de Tukev; quelques nouveaux exercices ont été ajoutés; etc.

‘Ce livre, ne supposant aucune connaissance préalable des mathématiques supéri-
eures, et fraitant de tous les problémes avec minutie, est aussi un trés bon ouvrage d’in-
troduction 4 I'Algébre abstraite, mais sa lecture est surtout profltable aux lecteurs pos-

sedant déja une certaine culture. mathemathue
G. Szisz (Szeged)

N. Dequoy, Axiomatique intuitionniste sans négation de la géométrie projective
“(Collection de logique mathématique, Série A, fascicule Vi), 108 pages, Paris et Louvain,
Gauthier-Villars et E. Nauwelaerts, 1955."

- Ce travail a pour sujet laxiomatique de la géométrie projective selon la conception
- de “Yintuitionnisme sans négation“. La dénomination de cette théorie prétend exprimer que
son point de départ est Pintuitionnisme et que son developpement a pour élément essentlel
la suppression de la négation et de tout ce qui 'y est lié.

Du point de vue mathématique le livie a pour mteret “principal que les axiomes
d’incidence ici traités difféerent considérablement de ceux qui sont usuels dans la con-
struction - axiomatique de. la céome’trie projective. En effet, les axiomes -usuels sont ici
~ essentiellement affaiblis (par exemple "dans le cas des deux points écartés il est supposé -
seulement qu’ils déterminent au moins une drmte) ‘on a dit néanmoins ajouter. deux.-
axiomes complémentaires, “I'axiome du tnangle“ et “Paxiome du tetraedre“

- G. Szdsz (Szeged) -

H. Pailloux, Un aspeet du caleul tensoriel (Mémorial des sciences mathemathues,
fascicule 130), 74 p., Paris, Gauthler-Vlllars 1955.

Le calcul tensoriel classique développé: pour les espaces & r dimensions .E, est
étendu dans ce fascicule a certains espaces fonctionnels E. Une.différence significative du
calcul tensoriel de I'espace E a celle de I'espace -E, est que, tandis que Findice muet
indique, dans E,, une sommation, il indique dans E une intégration. Pour que ce calcul
soit possible pour E, il est nécessaire que cerfaines équations intégrales admettent une
solution. Cette condition se réduit, dans le cas de E,, 4 ce que les systémes de n équa-
tions linéaires 4 n inconnues qui apparaissent au cours du calcul, aient une solution.

Quelques applications en Mécanique montrent 'importance -et P'utilité de la théorie,
et font espérer que la théorie trouvera des applications aussi dans d’autres domaines de
". la Physique mathématique. :

: Table des matiéres: 1. Calcul tensonel et calcul fonctionnel. H. Premiéres variétés de
l'espace E. lII. L’intégration. IV. Géodésiques d'une variété riemannienne et nouvelles
variétés. V. Mécanique analvthue VI. Remarques au sujet d’une équation intégrale.

A. Moor (Debrecen)



Bibliographie. : A o 273

.

Gaston Julia, Cours de Géométrie infinitésimale. Deuxiéme -édition entiérement
refondue. Paris, Gauthier-Villars. :

" Deuxiéme Fascicule. Cinématique et Géométrie cinématique. Premiére Partie : Géné--
ralités, 80 pages, 1955.

-Ce fascicule traite des idées fondamentales de la cinématique du point et du corps
solide, mais il embrasse aussi des applications intéressantes nouvelles de la composition
des mouvements. Citons en particulier I'étude des mouvements inverses.. A I'aide de deux
mouvements inverses on peut établir une sorte de dualité entre les points et les plans de
Pespace 4 trois dimensions. Si, p.e., le point M lié au systéme invariable S, se meut par
le mouvement' S,/S; dans un plan II lié a un autre systéme invariable S,, alors le plan.
II passe par le mouvement inverse S;/S,.par un point fixe. (Le symbole Sy/S; désigne le
mouvement du systéme S, par rapport au systétme S;). Sur les théories exposées on peut
voir combien intimement sont liées la - Géométrie et la Cinématique. Les plus beaux.
exemples de-cette connexion sont la méthode de Poinsot pour construire la normale d’'une
surface, et I'analyse des singularités d’'une surface par cette méthode. .

Table des matiéres: Chap. II. Cinématique du point. Chap. Iil. Clnemathue du corps
solide. — Généralités. Ftude des vitesses et des accélérations, Chap IV. Composition des
mouvements. — Applications. Chap. V. Détermination du-mouvement fini d’un solide.
connaissant a chaque instant le mouvement instantané. Méthode du triédre mobile: '

Troisiéme fascicule. Geomeme mfmztes:male Premiére partie: ‘Méthodes générales..
Théorie des courbes, 220 pages, 1955. : -

Dans ce fascicule I'A. ‘étudie plusieurs problémes intéressants de la géométrie dif-
férentielle. Les théories discutées sont développées pour les espaces a deux et trois
.dimensions, mais avec quelques modifications faciles il serait possible le plus souvent de
les-étendre aux espaces a plus de trois dimensions. Pour les transformations de contact
.P'A. donne explicitement les formules dans espace a (n -+ 1). dimensions. Beaucoup d’appli-
_cations et d’exemples ‘particuliers montrent 'importance et Papplicabilité des théories déve-
loppées. La théorie de contact est d’importance notamment dans la théorie des courbes
gauches, parce qu’elle permet d’obtenir d’'une maniére élégante les éléments. osculateurs
des courbes

Table des matiéres: Chap. VL. Généralités sur la représentation analytique des cour-
bes, des surfaces, et sur leurs élémeénts différentiels du premier ordre. Chap. VII. Théorie
du contact. Chap. VIII. Théorie des enveloppes. Chap. IX. Transformation de contact.
Chap X. Etude particuliére des familles de droites a un, deux et trois parameétres. . Chap. )
XI. Etude des courbes - gauches ou planes.

Quatriéme fascncule Cinématique et Géométrie cinématique. Deuxiéme Partie : Etude
approfondie du mouvement d’un corps solide, 88 pages, 1955. -

Les résultats du troisiéme fascicule, c’est-a-dire les théorémes de ]a geometne infi-
nitésimale des courbes sont liés dans ce fascicule aux théorémes de la cinématique. Les
quantités cinématiques sont exprimées ainsi par les invariants différentiels des :courbes.

La formule la plus importante de la premiére section est celle d’Euler—Savary, qui
détermine le centre de courbure d’une roulette (2 savoir 'de la trajectoire d’'un point quel- -
conque du plan mobile). Avec beaucoup d’applications: géométriques de cette formule fon-
damentale, I'A. fraite aussi de quelques autres théorémes intéressants de la géométrie
cinématique, comme p.e. le corollaire au page 23 Si les quatre plans mobiles

m, 1L, II;, I, glissent F'un sur Pautre et si [y désigne le centre instantané de rotation - -

de II./II;, alors les six [I; distincts sont les sommets d’un quadpilatére complet.
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Aprés une définition convenable des propriétés différentielles de premier et de second
ordre de la géométric sphérique, I’A. montre d’une -maniére élégante que le mouvement
d’'un solide ayant .un point fixe est une géneralisation directe du mouvement d'une
figure plane.

Table des matiéres: Chap. Xl. Mouvement d’une figure plane. Chap. XIll. Mouve-
ment d’'un solide ayant un pomt fixe. Chap. XIV. Mouvement le plus général d'un

-corps solide.
A. Modr (Debrecen)

N. Mihaileanu, Geometrie neeuclldlana, 143 p., Bucuresti, Editura Academiei Repub-
licii Populare Romine, 1954.

Die Absicht des Verf. ist eine leichtverstindliche, orientierende Einfiihrung in die
nichteuklidische Geometrie zu bieten. Dementsprechend verzichtet er auf den axioma-
tischen Aufbau des zur Darstellung bestimmten Stoffes und bereitet vielmehr den Leser
-durch Modelle im euklidischen Raume zur Auffassung des Raumes im nichteuklidischen
Sinne - vor. Betrachtet .man  die durch irgendwelchen Punkt des euklidischen Raumes =~
gehenden Gerader und Ebenen als” Punkte und Gerade, so erhdlt ‘man das -einfachste .
Modell der projektiven Ebene. Wenn hingegen weitergehend. — gestiitzt auf die Begriffe
“der Orthogonalitit und des Winkels — auch die metrischen Verhiltnisse eingefiihrt
‘werden, dann gewinnt man ein einfaches Modell der elliptischen Ebene. Die um den Mittel-
-punkt des Modells als Zentrum beschricbene Kugel wird durch die die Punkte der projek-
tiven bzw. elllptlschen Ebene reprdsentierenden Geraden in diametral entgegengesetzten
Punkten getroffen. Wenn die Elemente eines solchen Punktpaares als ein einziger Punkt
.aufgefaBt werden, gelangen wir zu einem noch plastischeren, sphirischen Bilde der pro-
jektiven, bzw. elliptischen Ebene. Das Studium der sphirischen Kegelschnitte leitet zum
Begriffe des absoluten Gebildes und fiihrt, nach-einer entsprechenden’ Wahl der Metrisie-
‘rung zur einheitlichen Auffassung der elliptischen, parabolischen und hyperbolischen Geo-
metrie. Auf Grund dieser Vorbereitung begreift der Leser schon leicht die Aquivalenz der
verschiedenen Modelle und ist zur Aufnahme eines streng axiomatischen Aufbaues der
Geometrie geniigend vorbereitet — die ihm nunmehr keine Swierigkeit verursachen diirfte.
Das Buch gliedert sich in fiinf Teile. Der erste Teil bespricht di¢ sphirische Geo-
_ ‘metrie, im Laufe der Behandlung der sphirischen Kegelschnitte gelangen wir mit Hilfe des
absoluten Gebildes zu den Laguerreschen Formeln. Der zweite Teil legt auf Grund des
projektiven MaBes die einheitliche Auffassung der Geometrien dar, und geht auf die klas-
sischen Begriffe und Satze der nichteuklidischen Trigonometrie und auf die nichteuklidi-
~ sche Bewegung ausfiihrlich ein. Der dritte Teil behandelt die analytische Geometrie der
hyperbolischen - Ebene und des ‘hyperbolischen Raumes. Der vierte Teil bespricht einige
-dlfferentlalgecactrlsche Fragen, wie Linien und Bogenelement, Kriimmung, geoditische
Gebilde, Frenet-sche Formeln, die Pseudosphire, den Riemannschen Raum. Der fiinfte Teil
‘behandeit die Poincaréschen und Kleinschen Modelle, ferner wird das Hilbertsche Axio-
‘mensystem dargelegt und es wird ‘betont, daB die Axiome der Verkniipfung, der Anord-
nung, der Kongruenz, der Stetigkeit sowohl mit dem euklidischen als auch mit dém hyper-
bolischen Parallelenaxiom vertrédglich sind. ‘ ’ '
N o © Franz Kdrteszi (Budapest)

Karl Strubeckér, Differentialgeometrie 1. Kurventheorie der Ebene und des
Raumes (Sammlung Goschen, Bd.. 1113/1113a), 150 Seiten, Berlin, Walter de Gruyter &
Co., 1955. : .

Der Inhalt dieses Béndchens steht zu seinem Umféng in einem giinstigen Verhdltnis.
Das Buch. gliedert sich in zwei Abschnitte, die die Differentialgeometrie der ebenen Kurven
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bzw. die Theorie der Raumkurven behandeln. Gelegentlich werden auch komplexe analy-
tische Kurven betrachtet; so z B. das detzte Kapitel des zweiten Abschnittes beschiftigt
sich mit der Theorie der krummen isotropen Raumkurven. Zahlreiche Beispiele machen
die Darstellung lebendig. So ist das Bindchen ein brauchbares Hilfsbuch fiir Studenten -
“und auch fiir Vortracenden der einfiihrenden differentialgeometrischen Vorlesungen. ’

T. Szerényi (Szeaed)

H. Hermes, Einfithrung in die Verbandstheorie (Die Grundlagen der mathema-
tischen Wissenschaften in Einzeldarstellungen, Band LXXIll), VIII 5- 164 Seiten, Berlin—
Goéttingen—Heidelberg, Springer-Verlag, 1955.

- Das Buch beschiftigt sich groBtenteils mit den Elementen der Verbandstheorie; gibt
aber auch einige Anwendunoen auf die abstrakte A]gebra projektive Geometrie, Topologie
.und mathematische Logik. .

Zuerst werden die grundlegenden Begriffe der Verbandstheorie (algebraische und
ordnungstheoretische Definition, Isomorphismus, Ordnungs- und Verbandshomomorphismus,
Teilverbiinde u.s.w.) und die einfachsten Eigenschaften der wichtigsten Verbandsklassen
(distributive und modulare, vollstindige, komplementiare und atomare Verbinde) bespro-
chen, dann kommt eine eingehende Untersuchung der modularen, distributiven und Boo-
‘leschen Verbinde. AnschlieBend werden die obenerwihnten Anwendungen, und zwar die
'verbandsthemetxsche Charakterisierung der projektiven Geometrien, die wichtigsten Eigen-
schaften der Verbinde von Aqunvalenzxelatlonen in Mengen, der -Verfeinerungssatz von
ScHreler, die verbandstheoretische interpretation der lineare AbhanUlghelt die algebraische
bzw. die fopologische Charakterisierung der Booleschen Verbinde und deren Beziehungen
mit der Klassischen Aussagenlogik dargestellt. In einem Anhang werden die im Text ver-
wendeten logischen und mengentheoretischen Begriffe und weiter einige Begriffe aus- der
universellen Algebra zusammengestellt.

Dieses sorgfiltig geschriebene Buch hat tatsdchlich den Charakter einer Einfiihrung
und ist ein wohl brauchbares Werk fiir Anfinger in der Verbandstheorie. Nur die Bei-
spiele, die aus der Geometrie, der Algebra und der- Topoloole gewihlt sind, setzen eine
. gewisse mathematische Allgememblldunc voraus.

G. Szdsz (Szeged)

Lothar Heffter, Begriindung der Funktionentheorie auf alten und neuen Wegen,

“VIII + 63 S., Berlin—Gottingen—Heidelberg, Springer-Verlag, 1955.

~ Das Biichlein behandelt verschiedene  (notwendige und) hinreichende Bedingungen
fiir die Analytizitit einer Funktion f(z), d.h. fiir ihre Darstelibarkeit als Summe einer
Potenzreihe um jeden Punkt eines Gebietes G. Diese Bedingungen sind die von Cauchy
(Existenz 'und Stetigkeit von f'(z)), die von Goursar (Existenz von f'(z)) und die von
Morera (Verschwinden des Integrals von f(z) am Rande jedes .achsenparailelen Rechtecks
R c G). Die Hinlanglichkeit der letzten Bedingung wird neben der klassischen Beweis-
methode auch durch zwei verschiedene Beweisverfahren des Verfassers bewiesen. Es ist
sehr enttiuschend, daBl der Verfasser, obwohl er einen neuen einfachen Beweis des Loo-
man—Menschoffschen Satzes verspricht, am Anfang desselben aber die gleichmiBige par-
ielle Differenzierbarkeit von u(x,y) und v(x,y) voraussetzt, woraus natiirlich die Stetig-
keit der partiellen Ableitungen u,, U, v,, v, folgt, so daf der wesentliche Inhalt des-
erwihnten Satzes umgegangen und das ganze Problem unmiftelbar auf die klassische Cau-
chysche Bedingung zuriickgefiihrt wird.
Die notwendigen Vorkenntnisse werden in einem emleltenden Kap1tel zusammen-
gefa8t. Auch hier findet man einige Fehler. Es wird z.B. behauptet, daB die Summen
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N b—a . . b—a . - .
Un———Z u; ;WO = . inf S0, x;=a+i— ist, mit wachsendem n

-
N E2—L7]

mcht abnehmen (S 10), was natiirlich im allgemeinen mcht zutrift. Unrlchtlg ist auch die

Behauptung, daB der Konveraenzradms einer ~beliebigen. Potenzreihe > c.zk  gleich
. . =]

lim
k-»

ist (S. 27). Ebenso enthélt der Beweis der Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Crn

des Integrals ‘ f(t)d'l eine wesentliche Liicke (S. 11—12). Es ist noch zu bemerken, daf
auf-S. 44 die Bedmgung (D) aus der Bedmgung (_I) nur bei vorausqesetzter Stetlgkelt der
partiellen Ableitungen f, und g, folgt.

Ein Anhang gibt Ubeérsicht uber die Literatur der Begriindung der Funktlonentheone

 Akos Csdszdr (Budapest)

Giinter Pickert, Analytische Geomeirie (Mathematik und ihre Anwendungen in’
Physik und Technik, Reihe A, Bd. 24), X - 397 Seiten, Leipzig, Akademische Verlagsge-
sellschaft Geest & Portig K—G., 1933. J .

Die- analytische Geometrie wurde auch in neueren Zeiten in verschiedenartigen Be-
arbeitungen -den interessierten Lesern vorgelegt. Das vorliegende Buch bringt eine- neue
Farbe in diese bunte Manigfaltigkeit. ‘Sein Ziel ist, bei Voraussetzung von mdglichst weni-
gen Vorkentnissen eine exakte-und Klare Darstellung der analytischen Geometrie zu geben, .
die sich an anderen Studien .nicht lehnt. Verf. sucht dieses Ziel dadurch erreichen, dafi-er
den Punkt und den Vektor als Grundbegriffe nimmt, und — das Kenntnis des Kérpers der
reellen Zahlen voraussetzend — stufenweise ein Axiomensystem zusammenstellt (das auch
* die Definitionen der Vektoroperationen . enthalt). Auf Grund dieses Axiomensystems wird
dann die affine, metrische und projektive Geometrie des n-dimensionalen Raumes ént-
wickelt. Durch diese axiomatische Behandlung vermeidet er einerseits die Beniitzung ele-
hentargeometrischer Vorkenntnisse, andererseits die Gefahr blo§ lineare Algebra zu treiben.

Im Mittelpunkt der Betrachtungen steht die analytischen Geometrie des n-dimensio-
nalen Raumes; die Ebene -und der 3-dimensionalen Raum kommen nur als Spezialfille
oder illustrierende Beispiele vor. Oft werden anstatt des Korpers der reellen Zahlen alige-
meinere Schiefkorper oder angeordnete Schlefkorper zugrundegenommen. Obgleich der
Apparat der modernen Algebra in groBem Ma6e benutzt wird, behilt das Buch séinen
_geometrischen Charakter, Die Darstellung ist iiberall interessant und anziehend.

Obwohl die Betrachtungen iiberall klar und leichtverstidndlich sind, jedoch scheint -
das Buch wegen der allgemeinen Voraussetzungen zum Zweck einer Einfiihrung etwas
" schwierig zu sein. Verf. versucht sich dadurch rechtfertigen, ,daB die so erreichte friih-
‘zeitige Heranfiihrung des Lernenden an die Begriffsbildungen und Gedankenginge der heuti-
gen Mathematik es lohnt, diese Schwierigkeiten in .Kauf zu nehmen.“ Dieser Standpunkt
ist natiirlich bestreitbar. : '

Kapitel I, iiber affine Geometrie, behandelt die Kennzeichnung- der reellen affinen
Réume, Vektorriume, Gerade und Ebene, Vektorscharen und lineare Unterrdume, kano-
nische ‘Basis einer Vektorschar, Linearformen, lineare Gleichungen, affine - Abbildungen,
‘lineare Abbildungen und Matrizen, Multiplikation von linearen Abbildungen und Matrizen,
Determmanten Unterdetermmanten Eigenwerte und Eigenvektoren, Orientierung.
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In Kapitel I, iiber metrische Geometrie; handelt es sich iiber: .Kennzeichnung der
metrischen Rdume, inneres Produkt, Winkel, Bewegungen, -Inhalt, vektorielles Produkt, Kreis
und Kugel, komplexe metrische Riume, Hyperflichen zweiter Ordnung.. '

Kapitel. lll, iiber projektive Geometrie, behandelt die projekfiven Riure, Koordinaten
und Doppelyerhiltnisse, Kollineationen, Projektionen, Korrelationen,. Polarititen und Null- .
systeme, Quadriken, doppelpunktireie Quadriken bei Dimension 2 und 3, Uberganc zur
affinen. Geometrie; Linienkoordinaten bei Dimension 3.

Es folgt ein aus drei kurzen Paragraphen bestehender Anhang iiber trigonometri-
sche Funktionen mit Verwendung des Integrals von (1 4 x~ )_ Kennzeichnung der projek-
tiven Ebenen ohne Verwendung von Vektoren und Skalaren; ‘endlich die Automorphismen
des Korpers, der reellen Zahlen (d. h. der Beweis, daB der Korper der reellen Zahlen nur
den identischen Automorphismus besitzt).

Zahlreiche Aufgaben dienen zur Vertiefung -des behandelten reichhaltigen Stoffes,
und der Text ist durch schone, uber51chthche Abbildungen illustriert. . . '

J. Szendrei (Szeged)

G. Pickert, Lineare Algebra (Enzyklopddie der Math, Wiss., Bd I, 1. Teil, Heft3/l),
72 Seiten, Leipzig, B. G. Teubner 1953.

Dlese zwei Artikel der Enzyklopadle der Mathematlschen Wlssenschaften geben eine

iibersichtliche” Darstellung der neueren. Entwicklung der linearen Algebra und der Theorie
der Matrizen. Der erste Teil des ersten Artikels enthilt die Theorie der Moduln und Vek-
torrdume_ (Linearformen, Dualitit in Vektorrdumen usw.), - der zweite die Theorie der ten-
soriellen und duBeren Produkte. Der zweite Artikel bringt eine Ubersicht iiber verschie-
“dene mit dem. Matnzenbegnff zusammenhingende Fragen (Ahnllchkelt Agquivalenz von
Matrixpaaren, Kongruenz usw.). Der Stoff wird vom Standpunkt der modernen Algebra
aus behandelt; den Betrachfungen wird der Begriff eines Moduls iiber einem beliebigen
Ring zugrunde gelegt, welcher Begriff. den des Vektorraumes umfaBt. Dementsprechend
werden di¢ in der Einleitung angedeuteten mannigfachen Zusammenhéinge mit den anderen
‘Gebeiten der Mathematik nicht ndher verfolgt. Fiir diesen wird aber der Leser durch die
bis 1932 zuriickgehenden ausfiihrlichen theraturangaben entschidigt.

L. Pukdnszky (Szeged)

O.-H. Keller, Geometrie der Zalileu‘(EnzyklOpiidie der Math. Wiss,, Bd. I, 2. Teil,
Heft 11/1lI), 84 Seiten, Leipzig, B. G. Teubner 1954. . .

Das Werk refefiert - iiber die Ergebnisse auf dem Gebiet der 'Geometrie der Zahlen
bis zum Jahr 1951. AuBer der Aufzdhlung der Resultate werden auch die Grundideen der
" wichtigsten Beweise angegeben, und eine Reihe von Vermutungen und Problemen mitgeteilt.
Das Orientieren wird dem Leser durch manche geschichtliche Bemerkungen erleichtert.
Kapitel A: ;Die grundlegenden Sitze iiber konvexe Korper im Zahlengitter enthalt
-einen Bericht iiber die Minkowskische Geometrie, die zwei Hauptsidtze von Minkowski und
. ihre Verallgemeinerungen, ferner iiber kritische Gitter und dichteste gitterformige Lagerun-
gen kongruenter Korper. Kapitel B: Sternkorpér ist eine ausfiihrliche Bearbeitung. der
neueren Ergebnisse iiber nicht-konvexe ‘Kérper. Auch die Ergebnisse iiber spezielle Stern-
kérper, und eine Reihe:von Mauier herriiirenden- Vermutungen- und Problemen-sind mit- -
geteilt. Kapitel C ist dem Problemkreis des Minkowskischen Linearformensatzes gewidmet.
Hier ist zu finden die Bibliografie des Minkowski—Haj6sschen Satzes, endlich folgen Siitze
iiber diophantische Approximationen. Kapite! D berichtet iiber- die Ergébnisse iiber das
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Minimum honmogener Formen. Die Paragraphen sind: definite quadratische Formen und

dichteste Kugelpackung; héhere Minima; indefinite bindre Minimalformen; indefinite bindre

Formen in imaginédr-quadratischen Zahlkdrpern; bindre positiv-definite Hermitesche Formen;

terndre indefinite Formen; bindre kubische Formen; Potenzsummen; Produkte homogener

Linearformen. Das folgende Kapitel E: ,Inhomogene Formen® bringt ausfiihrlich die Ergeb-

nisse iiber das Produkt iq.homogener Linearformen. Kapitel F: ,Definite quadratische
Formen“ gibt eine schone Ubersicht iiber das Reduktionsproblem. Es werden auch die
Ergebnisse von Vorownoj iiber Paralleloeder angefiihrt. ‘Kapitel G berichtet iiber zahlen--

geometrische Methoden in der Theorie der Kettenbriichen. Auch -Anwendungen an algeb-
" raische Zahlentheorie sind angegeben. Die Anwendungen an algebraische Zahlentheorie
bilden den Gegenstand des folgenden Kapitels H. Es werden die Probleme der Diskri-
minante eines Zahlkdrpers, der Einheiten und der ldealklassen diskutierf, und die Zusam-
_menhinge mit der Galoisschen Theorie gezeigt. Kapitel | fiihrt endlich die Resultate von
Tietze iiber Partitionen und Gitterpunktfiguren an.
Uber all diese Gegenstinde ist vom Heftchen ein Klares Ubenbllck Z11 gewinnen.
Dabei geben 416 FuBnoten eine ausfiihrliche Bibliographie der behandelten Fragen.

A. Kordnyi (Szeged)

A. Scholz und B. Schoeneberg, Einfiihrang in die Zahlentheorie. Zweite Auflage

. (Sammlung Goschen, Nr. 1131), 128 Seiten, Walter de Gruyter & Co., Berlin, 1955.

Das vorliegende Buch stellt eine neubearbeitete Auflage des-Werkes von A. SchoLz
mit demselben Titel dar. Die neue Ausgabe kann auf ein ebenso ausgebreitetes Interesse

rechnen, wie die originale. Wegen seiner kurzgefafiter, aber doch’ immer klarer und exakter

Darstellung wird das Biichlein schon dem anfingender Leser ein niitzlicher Freund sein..

Der Uberarbeiter hat gegen der Originalauflage mehrere Anderungen angebracht. Neben
stiliren und methodischen Anderungen sirid an mehreren Stellen neue Beweise angefiihrt
(so z. B. bei der Mobiusschen Umkehrformel), oder die Beweise sind durch Zergliederung
einiger Sitze verstindlicher gemacht (z. B. im Kapitel iiber quadratische Formen). Aus dér

- neuen Auflage ist das urspriingliche erste Kapitel iiber die Arithmetik natiirlicher Zahlen

ausgeblieben, es werden nur die. Sitze aufgezihlt, die im spiteren Anwendung finden. Das.
letzte Kapitel der ersten Auflage (Algorithmisches Rechnen) wurde ganz wecgelassen

D1e neue Auflage enthilt die folgenden Abschnitte: 1. Teilbarkeitsrechnen, 1I. Kon-
gruenzen, Restklassen, 1ll. Quadratische Reste, 1V. Quadratlsche Formen. Das mhaltsrexche
und wertvolle Buch ist mit einem gut brauchbaren Sach- und Namenregister versehen.

’ ' J. Szendrei (Szeged)
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