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An glementai‘y semigroup theorem
and a congruence relation of Rédei.

By STEFAN SCHWARZ in Bratislava (CSR).

REDEI proved the following theorem: Let m>1 be an integer, ¢(m)
the Euler function. Then every integer x satisfies the relation
@) xmz=x""#" (mod m).

If m==p is a prime, (1) has the form x»==x(mod p); hence (1) is a
generalization” of the theorem of FERMAT. ;

An elementary proof of (1) is given in [1], p. 132.

The purpose of this note is to show that (1) is a . special case of a
general théorem concerning finite semigroups.

The proof of (1) based on the theory of semigroups seems to be of
some interest, since in spite of advances of the theory of semigroups in the
last years non-trivial applications to the elementary theory of numbers
are rather sporadic.

For convenience of the reader we recall in. section | some elementary
facts concerning finite semigroups. The general theorem mentioned above
will be given in section 2. In section 3 we give the application to the proof
of REDEI's theorem. ' '

1.

Let S be a finite semigroup and a € S. The sequence
) a, &, a, ...

contains a finite number of different elements. Denote by o(a) and o(a), the
smallest integers with a®@ =qa°@, o(a) < o(a). It is well known that (2) con-
tains then exactly o(a)—1 different elements. These are

3) a,a, ..., qwt ge@ o go@-1
The set {a@, ..., a°@-1} =g, is a group. The number I, = a(a)—o(a) will

Al



2 St. Schwarz

be called the period of a. For every 2 =o(a) the element a* is contained
in g, and @* =a"*"= holds for all integers = > 0. :

The set (3) contains exactly one idempotent e, namely, the unit of g .
We shall say that a belongs to the idempotent e.

Denote by P. the set of all elements € S belonging to a fixed idem-
potent e. Then S can be written as the class sum of disjoint subsets
S=2XP,, where e runs through all idempotents ¢ S.

To every e there exists a unique maximal group G. having e as unit
element. Cleary G.& P.. The group G. contains exactly all x € P. for which
xe=ex=x holds. It is therefore e-P.—= P,.e=G.,.

If S contains a unit element e, (more generally a one- sxded unit element
e)), then P,-e;=P., hence P, —=G., i.e. the set of elements €S belonging
to the unit element (one-sided unit element) forms a group. :

2.

Let now be S a finite semigroup of order m >1 with a two-sided unit
e, and the corresponding maximal group G,.

We shall show: If S is not a group, then §—G, is a semigroup.-This
assertion is known. Nevertheless we give a short proof. Let be b€ S—G,.
. We prove first S6n G, =0\. The proof follows indirectly. Suppose a € Sbn G..
Then there is a b* with a=>56"b. Find an a*¢€ G, with a®a=e¢,. Then a*b°b =e,.
Denote ¢=a"b*; then cb=-e,. Since b€ S— G,, b belongs to an'‘idempotent
e ==e, i.e. there exists an integer ¢ >0 such that 4 =¢"==¢,. The relation
cb=¢, implies c(cb)-b—=ce,b=cb=e,,c’b>=c¢,. Repeating this argument
we have c*b?==¢,, i. e. c?¢’=z¢,. Hence e, =c?e’ = c?(¢'¢)=(c?¢')e'=¢e, €' =¢,
which is a contradiction. For every b€ S— (G, we have S6cS—G,, hence
S(S— G)<:S -G, and the more. (S—G,)’c S— G,. Thls shows that S— G, )
is a semigroup. .

Denote the order of G, by L

Suppose first x € G,. Then x*=e¢,. If m > we have x* ¢ G,. Hence
x"t.¢,=x"t. On the other side we have x™'-e, = x"-.x'=x". Therefore

xXm=x""t,

. (This result holds also for m==1, if x* denotes the unit element of G;.)
Suppose for the rest that m >{ and x € S—G,. The semigroup S—G,
is of order m—1{. Hence the set

4) : x, x5 ..., xm

contains (a unique) idempotent e. There exists therefore an ‘integer &,
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1 = k=< m—I, with x*=e. The intersection of the maximal group G. with
the set (4) is the group g,. Since k=m—I, we have x"'¢€g_ . If [ is the
period of x there holds

m-l___ xm =,

for every non-negative integer .

Suppose now that [, is a divisor of /. Then there is a =1 such
that — /4 tvl.=0. Hence x"'=x".

Thus we have proved:

Theorem. Let S be a finite semigroup of order m having a unit elem-
ent e;. Denote by [ the -order of the maximal group belonging to e,. If the
period of every x¢ 8 is a divisor of [, then

xm J— xm—l
holds for every x € S.

Remark. This theorem can be generalized as follows. Suppose that
S has exactly s right units. It is known (see [2] and [3]) that the maximal
groups G, ..., G belonging to these idempotents are isomorphic and the
set S—(GM+ -+ Gy is a semigroup. (In fact it is an ideal of S.) An ana-
logous argument as above shows the validity of the following theorem:

Let S has exactly s right units and let | be the (common) order of the
maximal groups belonging to each of them. If the period of all x € S divides
Is, then every x € S satisfies the relation x" == x"-*.

3.

~ We shall show now that the theorem of REDE! is a special case of our
theorem. :

Let m=psi.--p*, @:>0,...;,a>0 be the factorization of m >0 into
different primes. Let S,.. be the semigroup of residue classes (mod m). The
class containing the number x will be denoted by [x].

The maximal group belonging to [1] is the set of all [a] €S, with
(@, m)=1. lts order is g(m). To prove (1) it is sufficient to show that the
period of each [x] € S, divides ¢(m).

Let be [x] €S... By rearranging suitably the primes we can suppose
that [x] is of the form

[X] =1p%--plea), O=s=r, h=1,..., k=1,

with (a, m)=1. (The case s=0 means [x] =|a] with (@, m) = 1. In this case
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[x] is an element of a group of order ¢(m) and our assertion is trivially
true.) The relation [x]° = [x]° with 1 = o = o implies

(plx...p‘saa)(’:(p’l':---p:sa)” (mod m)r
i.e.
(5) (Pls---prsa) {(ph- - plra)r-e—1} =0 (mod p&-.-p).
a) If s=r, then there exists such a ¢ >0 that
(P pira)e=0 (mod p&---p2).

Let o, be the smallest sucn o. The relation [x]:=[0] implies [x]o*! = [x]o.
All elements of the form considered have the period equal to 1 and our
assertion is true.

b) Suppose 0 <,s<r. To satisfy (5) we must first choose o such that
(Po---pl)e=0 (mod py---pi). |
Let o, be the smallest such o. The congruence (5) will then be’ satisfied if
and only if > 9, is such that-
(6) (Phre--phsa) ™" —1=0 (mod pst'---p).

But (ph---pisa, pitt---per)=1. Denote by g, the smallest o satisfying (6).

Then o,—e, is either q)(p;'j;“u-pffr) or a divisor of this number. Hence 6,—»n,

divides ¢(m), i.e. .the period of every element [x] € S,. divides ¢(m), q.e. d.
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Uber die Punktmengen der Divergenz
der singuliren Integrale
von Riemann-integrablen Funktionen.

Von H. ZAHORSKA in Lédz (Polen).

In dieser Arbeit werden wir notwendige und hinreichende Bedingungen
fiir die Menge N aller Punkte x des Intervalls (a, b) angeben, in denen das

singuldre Integral
b 1

lim | K(r, t—x)f(t)dt = lim | K(r, t)f(x+t)dt
nicht existiert, wo der Kern K(r,t) die Bedingungen von FADDEEFF erfiillt
und die Funktion f(x) Riemann-integrabel ist. (Unter gewissen Bedingungen
existieren diese Grenzwerte fiir a < x < b gleichzeitig und sie sind gleich.)

Die Notwendigkeit der Bedingungen wird bei schwicheren Voraussetzun-
gen bewiesen. Und zwar, der Kern K(r,x,t) braucht nicht die Gestalt
K(r, t—x) besitzen und die Faddeeffschen Bedingungen erfiillen, es geniigt,
daB er quasipositiv ist.

Der Beweis des Hinreichens der Bedingungen besteht in der Konstruk-
tion einer entsprechenden Funktion f(x). Dabei kann man eine und dieselbe
Funktion f(x) fiir eine beliebige endliche Anzahl von singuldren Integralen
konstruieren, so daf diese alle in den Punkten der gegebenen Menge N
divergent und in allen Punkten der Komplementdrmenge CN zu f(x) kon-
vergent sind. Dabei darf man den Grenziibergang r— oo fiir jedes einzelne
singuldre Integral im allgemeinen in einer anderen Wertmenge von r vornehmen.

Notwendige Bedingungen.

Es sei K(r,x,t) eine fiir jedes feste r>0 und x¢[a, b] in {a, 8]
Lebesgue-integrierbare Funktion von f. Man sagt, K(r,x,t) sei ein quasi-
positiver Kern, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

b b

a) lim [K(f.x,t)dt=1; b) .|‘|K(r,x,t){dt<H('x),

> o ‘
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wo H(x) eine endliche positive, von r unabhdngige Funktion in [a, 8] ist;
z-8 1]
o tim({ + [)k(,x 0]dt=0
@ G :r-.{>d
fiir jedes d > 0.
Es ist bekannt, daB jeder quasipositive Kern die Eigenschaft besitzt,
daB wenn man

QU x)=[ K(r, x, 1) f(t) dt

setzt, in jedem Stetigkeitspunkt x, € [a, b] der Funktion f(x) gilt: lim Q(r, x,) =

==f(x,). 'Unter gewissen Voraussetzungen iiber K(r,x,t) ist Q(r,x) eine
stetige Funktion von x in [q, b}"), folglich ist die Menge N aller Punkte x,
fir die lim Q(r, x) nicht existiert, von der Klasse G, (vgl. HAUSDORFF [2]).

Aus der Quasipositivitit folgt, daB N in der Menge K aller Unstetigkeits-
punkte der Funktion f(x) enthalten ist; die Menge K ist von der Klasse F,
und ist fiir Riemann-integrable Funktionen f(x) vom MaB 0. Daraus folgt
leicht:

'6)) N=2>'N., N.€Gs, |N:|]=0 und Ni-N=0 fiir k=1
k=1

(Der Beweis dieser Behauptung ist in meiner Arbeit [3] angegeben.)

Hinreichende Bedingungen.

In folgendem werden wir den folgenden Hilfssatz bendtigen.

Hilfssatz. (Verallgemeinerter Satz von LUSIN-—MENCHOFF.) Fiir jede
mefibare Menge A und abgeschlossene Mengen B, F mit BC -A und Fc -A))
und fiir jede nicht abnehmende positive Funktion o(l) existiert eine abge-

1) Das bedeutet eine Voraussetzung iiber K(r, x, f), wenn wir im allgemeinen Fall
keine stirkere Voraussetzungen machen wollen, wie z. B. gleichmiBige (in Bezug auf f)
Stetigkeit in [4, 8] nach x, oder Stetigkeit in [a, ] nach x und eine Ungleichung
|K(r, x, )| = @(r) fiir jedes r >0, x€[a, b], t€[a, b), wo ¢(r) eine fiir r > 0 endliche
Funktion ist, etc. Im Falle K(r, x, )= K(r, {—x) sind diese Voraussetzungen unnt‘itig; fiir
beschrinkte meBbare Funktionen f(x) und nach t Lebesgue-integrable K(r,.t) ist Q(r, x)
stetig nach x.

?) Im allgemeinen bezeichnet N die abgeschlossene Hiille von N, |N| bezeichnet das
Lebesguesche MaB von N, und N € G4 bezeichnet, daB die Menge N von der Klasse G ist.

3) Cc-D bedeutet, daB C =D uud C lauter aus Dichtigkeitspunkten von D besteht.
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schlossene Menge E mit den Eigenschaften:
Bc.-Ec-A, FcE, BintAcintE,

[(x, x,"t'h)‘EI > |, x[—ltlh).Ai _6(”%) fiir jedes x € B und |h| <

(m eine beliebige natiirliche Zahl).

i1

m

(Der Beweis des Hilfssatzes befindet sich in meiner Arbeit [3].)

Es sei a<0<b. Wir betrachten ein endliches System Ki(r,{)
(i=1,2,3,...,n) von fiir jedes positive r in [a, b] Lebesgue-integrierbaren
Funktionen, das die folgenden Bedingungen erfiillt: .

b
L [Krdt=1;  K(r,H)=0 fir t€la,6] (=1,2,...,n);
¢ ] b

il tim([+[)|Ki(r, )] dt=0 fiir jedes feste 6>0 und i;
o 3

| Ill. es existiert eine solche Funktion F(r, t) (die sogenannte Majorante
von FADDEEFF), daB |Ki(r,?)| < F(r,f) fir i=1,2,...,n gilt, F(r,t) als
Funktion von ¢ in [a, 0] nicht abnehmend und in [0, b] nicht zunehmend ist,
ferner b

| F(yat
unter einer von r unabhingigen positiven Konstante C bleibt.
Wir setzen fiir eine in [a, b] beschrankte, Lebesgue-integrierbare Funk-

tion f(x) mit der Periode b6—a

Qur, 0= | K, Ofx+ydt  (i=1,2,...,n).

Wir werden den folgenden Satz beweisen.

Satz. Fiir jedes Kernsystem Ki(r,t) (i=1,2,...,n), das die Bedingun-
gen 1, I, Il erfiillt, fiir jede Menge N (c|a,b]) von reellen Zahlen, die die
Bedingungen (1) erfiillt, und fiir beliebig vorgegebene nach oben nicht be-
schrinkte Mengen R; von reellen Zahlen (i=1,2, ..., n) existiert eine in [a, b]
beschrinkte, Riemann-integrierbare Funktion f(x), mit der Periode b—a, so daf

lim sup Q;(r, x) — lim inf Q.(r,x) >0
1"ER,r>® rER,r>®

lim Q:(r, x) = f(x)
fiir x€CN gilt (i=1,2,....n).

fiir x¢ N und

4) Hier soll (a, 8) dasselbe wie (8, ¢) bedeuten (offenes Intervall) wenn wir nicht
wissen, ob « << 8 oder a > # ist; int A bezeichnet den offenen Kern der Menge"A.
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Beweis. Zuerst werden wir den Beweis fiir den Sonderfall N ¢ Gs
und |N|=0 durchfithren. Da die Mengen R: nach oben nicht beschrankt
sind, kann man eine wachsende unendliche Folge {r.} so bestimmen, daB
die Bedingungen

. Tnti € R: (m=0,1,2,...; i=l,2,...,n),
) Twnsi > 2m+l (m =0. 1, 2, . )
erfiillt sind. ‘

Wir bestimmen die Funktion «(s) folgendermaBien: es sei m(s) die

kleinste natiirliche Zahl, fiir die im Falle m = m(s)

-8 ]

@ (J + [)1K(rmusir DldE <02 (i=1,2,...,7)

gilt. Eine solche Zahl existiert fiir jedes s>0, da die Kerne Ki(r, f) die
Bedingung Il erfilllen. Wir bezeichnen flir jedes r>0 und i=1,2,...,n
mit 5;(r) die groBte positive Zahl, die die folgende Bedingung erfillit: fir
eine beliebige Menge M’ (c|a, b]) vom MaB < 7:(r) gilt

| |K:(r, )| dt < 0,1,
g .

und wir setzen fiir jedes s >0
7" (8) = min ni(Fa(ane+i)-
l=i=n
So erhalten wir fir jede Menge M mit |[M| < 7*(s) (s> 0)
3) | |Krmmeis B1dE <01 (i=1,2,...,n).
i

Aus (2) und (3) ergibt sich 3°(s) < 2s; im entgegensetzten Fall wire ja
. b

‘[ll(i(rm(s;:z+i, t)l dt < 0,3,

“

was der Bedingung | widerspricht.

Wir setzen
Sinfn—z(:—) fir s=1,
@ ) =1"== 1
- |2 e s,

Die Funktion «(s) ist offenbar nicht abnehmend. Sie ist auch positiv. Im
entgegengesetzten Fall gibe es ndmlich ein s, (0<s,<1) mit e(s,)==0,
also nach (4) mit

(5) inf p*(x)=0. -

ay=r=1
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Fiir x = s, ist aber m(s,) = m(x) und so gilt
inf °(x)= min ni(ruus) >0,

w=r=l 1=m=m(s,)
- 1=i=.

im Gegensatz zu (5). Aus (4) folgt auBerdem fiir jedes positive s,
(6) | a(s) = "T(ssl <1

Mit Hilfe der Funktion «(s) sol! die Funktion J(/) bestimmt werden,
mit der wir den verallgemeinerten Satz von LUSIN-—MENCHOFF anwenden.
Es sei d(!)=«(271) fiir [>0. Dann ist d(/) fir />0 positiv und nicht
‘abnehmend. '

Nach der Voraussetzung ist N€Gs und [N|=0. Also ist

v—tio.
wo die Gx (c|[a, b)) offene Mengen sind. Setzen wir F.= CGi, wo CG;
die Menge [a, b]— G bezeichnet, so ist
™M CN=2 Fu.
k=

Wir bestimmen mit vollstindiger Induktion eine Folge {L;} von abge-
schlossenen Mengen von [a, b] derart, daB die folgenden Bedingungen erfiilit
sind:

8) L= CN, | \

[\/ 8

k

gL»,,_,c-L,,C-CN fir p=2,3,. F,,CL fir p=1,2,.
VL,.-CNcintL, fir p=2,3,.

|6 x+A)-Ly| (L Lo,

?\ Al —d mJ far x€L, und |hl<;1—,p—2,3,...,

wo m eine beliebige natiirliche Zahl ist und d(/) die oben definierte Funk-
tion bezeichnet. _

Wir setzen L,— F,= CG,. Es sei (mit den Bezeichnungen des Hilfs-
satzes) CN=A, L,—B und F,=F. Es existiert also nach dem Hilfssatz
eine abgeschlossene Menge E— L, mit den Eigenschaften

L,c-L,c-CN, F,cL, L-CN=L, intCNcintlL,

1
=

9

‘und

1

i(1’—i).1‘2’> l—d(%) fir jedes x €L, und [h!<E

||
wo m eine beliebige nattirliche Zahl ist.
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Es sei k (= 2) eine beliebige natiirliche Zahl. Wir nehmen an, daB die
Mengen L, L,, ..., Ly schon definiert sind, derart, daf die Bedingungen (9)
fiir p=1,2,...,k erfiillt werden. Wir wenden den Hilfssatz mit der oben
bestimmten Funktion Jd(/) an, mit den Bezeichnungen CN=A, L.= B und
Fiyy=F. Nach dem Hilfssatz gibt es eine Menge E = L;.; mit den Eigen-
schaften: Ly -List © -CN, Fint © Ly, CN-Lecint Lisy, und || |(x, x+ h)-

Lyp|>1—0 (%) fir x¢L; und |h| < mi Infolgedessen sind die Bedingun-

gen (9) fir p=k-1 erfiilit. Mit vollstindiger Induktion erhalten wir auf
diese Weise eine Mengenfolge {L,}, fiir die die Bedingung (9) erfiillt wird.
Da nach (7), (9) ® ©
‘ ‘ CN:—_’%‘ F,_.CIZ:L,.-CCN

besteht, so gilt auch (8).
Wir bestimmen jetzt die abgeschlossenen Mengen L, fiir jede natiir-

ok ;
liche m und ganze nicht negative &, welche die Ungleichung m = 2* erfiillen,
derart, dafl die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(10) ' Ly, & L, fir m<m,
ok ok
an Ly, -int L,, cint L,,, fiir m, <m,<m;.
' ok o o

Es sei Ly — L, (m=1,2,...). Offensichtlich sind diese Bedingungen

fir k=0 nach (9) erfiillt. Es sei k¥ (= 0) eine beliebige ganze Zahl. Nehmen

wir an, daB die abgeschlossenen Mengen L. (m = 2¥) schon definiert wur-
qh

den, derart, daB die Bedingungen (10) und (11) erfiillt sind. Wir bestimmen
die Mengen L , wie folgt. Es sei L o, =L, (r=2%2*+1,...). Mit An-

ok+1 oli+1 ’ ok
wendung des Hilfssatzes ergibt sich eine abgeschlossene Menge E= L.,
fiir die die Relationen ok+1

L,c-Ley,yc-Lyy und L, -int L,+1<:mt Lo

.ok ok+1 ok~ o o okt
bestehen, d. h. (10) und (11).fiir k-1 anstatt k. Also konnen diese Mengen
fiir jede natiirliche Zahl k mit vollstindiger Induktion bestimmt werden. Sie
erfiillen also nach (10), (11) auch die Bedingungen

(12) Lm [and L ) f(.lr -Ln’—<Lr-

' - > 2F o
(13) Ly-intLe cint Ly i 1=L2 o
E3 ok 2 2" 2



Singulidre Integrale von Riemann-integrablen Funktionen. it

Wir setzen endlich fiir jedes reelle i =1

(14) Li=JTL.:
%;7. ak
Die Mengen L; sind abgeschlossen und erftillen die Bedingungen
(15) L;‘OC -LA] fir 1 él(.<;.,,
(16) ' Liint Ly,cint Ly, fir 1=/,<4, < 4y,

dabei stimmt fir 2=—2"m die Definition von L, mit der vorhergehenden
tiberein. ,

Tatsichlich, die Formel (14) zieht L, cL;, ftr 4, <Z, nach sich. Wir
wihlen drei rationale Zahlen, deren Nenner Potenzen von 2 sind, derart, daf§
die Ungleichungen 2, < g- < ,271—‘ < <h< 2’—, bestehen. Dann erhalten wir

nach (13) Li-int Li,cL,-intL, cintl, cintl;, also ist (16) bewiesen,

al o ok

und nach (12) gilt L, L, < -Ln <Ly, woraus (15) folgt'.
ol ok

ok

Es sei fiir jedes x € E?N
a7 _ w(x)=inf E{x ¢ L;}.

Wir beweisen, daB w(x) in CN endlich und approximativ stetig, in CN ste-
tig ist. Offensichtlich ist nach (8) w(x) endlich in CN. Es gilt @ (x) = k fiir
x € Ly und w(x) = k fiir x¢L;, demnach ist

(18) ké(ﬂ(x>§k+1 fiir XEL};+1—'L];.

Fiir ein beliebiges x,€ CN betrachten wir die Zahl w(x,)—¢, wo ¢ eine
beliebige positive Zahl ist. Nach (17) erhalten wir Xx,€Lagy-e, also ist
dist (Xo, Lay-e) = 6(X, &) >0,) und nach (15) ist dist(x,, L1) = d(x,, &) >0
fir jedes 2 = w(x,)—e. Es liegen also von den Punkten x € CN im Intervall
(xo—0, X+ J) (0=0J(x,,¢)) nur jene, welche zu L mit 4 > o(x)—e geho-
ren, und so ist nach (17) w(x) = m(x)—¢ fiir jedes x € (x,—0, x,+ 0)-CN,
d. h. o(x) ist halbstetig von unten auf CN im Punkt x,. Betrachten wir
jetzt die Zahl w(x,,)—i—%. Nach (17) und (15) erhalten wir xoeLwcwic
C - Lugre- FUr X € Logyse 18t 0(X) = w(x,)+4-¢ nach (17), also ist der Punkt
x, ein Dichtigkeitspunkt der Menge E[w(x) = o(x)+¢], d.h. o(x) ist ap-

proximativ halbstetig von oben im Punkt x,. Da |N|=0 ist, so ist w(x) nach
den obigen approximativ stetig in CN.

5) Im allgemeinen bezeichnet dist (a, A) die Entfernung des Punktes a von der Menge A.
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Ist x,€ CN=int CNcCN, so gilt x(,éL‘mwi und x,€ Ly, wo k eine
natiirliche Zahl > »(x,)-}-¢ ist. Nach (9) ist dann “Xo€ int Ligs. Auf Grund
von x.,ELw(: e und k+1 > o(x)+e> w('xo)—}——;— gilt also nach (16)
X, € int Logryse - Es existiert daher ein solches 12 >0, daB (x,—n, x,+n)c
C Luzyie ist. Dann ist o(x) = w(x,)+¢ fir jedes x € (xo—1, Xo+ 1), d.h.
m(x) ist halbstetig von oben in x,. Daraus folgt nach den obigen, auf Grund
der Abgeschlossenheit von N, daB (x) in allen Punkten von CN stetig ist.

Die Funktion m(x) ist fast tiberall bestimmt, und zwar fir jeden Punkt
von CN. Durch beliebige Bestimmung der Werte von w(x) in den iibrigen
Punkten wird ihre approximative Stetigkeit in den Punkten der Menge CN
nicht verdndert. Auch ihre Stetigkeit in den Punkten der Menge CN &ndert
sich nicht, da eine gewisse Umgebung - dieser Punkte zu CN, daher auch
zu CN gehort, d. h. die Funktion w(x) ist in diesen Umgebungen bestimmt
und die zusidtzliche Bestimmung in N (in den {brigen Punkten) die Werte
in diesen Umgebungen nicht betrifft. (Man kann so nur die Halbstetigkeit
der Funktion w(x) von unten in CN—CN édndern. Man kann beweisen, dafi
wenn wir z. B. w(x)=const. in N setzen, wird w(x) in allen Punkten von
N halbstetig von unten, das ist aber fiir diese Arbeit nicht nétig.)

Setzen wir endlich w(x)=1 fir x¢N; dann ist w(x) tberall in [a, b]
bestimmt und endlich.

Wir bestimmen fiir y = 1 eine stetige Funktion d(y). Es sei d(1)=1,
d(y)=2k+1 fiir jedes y€[2k,2k+ 1], k=1,2,..., und linear in den
iibrigen Intervallen. Sie ist nicht abnehmend. Es sei

_ . 2(x) =d[w(x)].
Die Funktion Q(x) ist dberall bestimmt, endlich, approximativ stetig in CN
und stetig in CN. Nachdem o(x) =1 ist, erfiillt £(x) nach (18) die Be-
dingung
(19) Q(x)=2k+1 fur jedes x€ Layy1—La.
Jetzt kann mann die Funktion f(x)=a(x) bestimmen: es sei
(20) a(x) = sin 5 2 (x).

Nehmen wir an, daB a(x) mit der Periode b—a periodisch fortgesetzt ist.
Diese Funktion ist iiberall bestimmt, beschriankt, stetig in CN und approxi-
mativ stetig in CN, also ist Riemann-integrabel, dabei ist nach (19) und (20)
(21) a(x)=1 fiir x€Lgn—Lu,

(22) a(x)=—l fir X_€L4k+3—.L41.-+g.
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Die Punkte der approximativen Stetigkeit einer beschrinkten Funktion
sind bekanntlich- ihre Lebesgueschen Punkte Daraus folgt nach dem Satz
von FADDEEFF [1}, daff’

hm|K(r,t)a(x+t)dt—a(x) fiir x€CN, i=1,2,...,n

M,

(23) o
gilt, da nach [, II, lll die Kerne Ki{r,t) (i=1,2,...,n) die Voraussetzungen
des Satzes von FADDEEFF erfiillen.

- Wir beweisen, daB fiir jedes x € N die Grenze (23) nicht existiert. Es

sei x¢€N. Wir erhalten dann x ¢ ]] CLi, CLysn<cCLy (k=1,2,...), und
lim|CLy|=0, also gelten dist (x, L,) d(x) >0, din(x)=d.(x) (k=1,2,. )

k>

und lim d,(x) =0, da fiir k— oo,|CL;|—0 ist. Wir betrachten die Folgen

k>

{Lg-1}, {Lus1}.
Wir bezeichnen dy.(x)=uj=u, und m[du(x)]_mh—m Nach (2)
erhalten wir

] b ~1

@) |([+]) K, Dax+ D at| = ‘ + | ) |Ki(Farasr, £)| df < 0,2

a

fir i=1,2,.
Wenigstens eine der Zahlen x—u, x4 u gehort zu Ly und es gilt
(25) (x—u, x+uyc Cla,

(da u==dist (x, Ly.) ist). Es seéi z. B. x4 u € Ly,. Wir schitzen das MaB » ==,
der Menge (x—u, x+u)-CLy+ ab. Wegen u=uj=du(x)—0 gibt es fiir

jedes geniigend grofie k eine natiirliche Zahl m mit mJlr 5 =2u< ——— pe +1
Da x+4-u €Ly ist, so gilt nach (9)
g
=t x+u)-Laa| | (_1_)
(26) 51 >1—9d 1
1 2 . . .
Daraus folgt 1 < ) = 4u. Wir erh,al#en also fiir geniigend grofies kv

p ( mir 1’) < 6(41) — (2°*-4u) — (u), 1—é(~,n—ir—1) = 1—a(u),

woraus nach- (26) folgt

(27) ' G—u, x;; l,‘) Lu e | 1 —e ().

Da (x—u, X+ 1) Lusss + (x—u, x -+ 1)- CL4k+1 = (x—u, x+u) ist, so erhalten
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wir nach (27) 27w |(x—u, x4+ 1)-CLun| < «(u), d. h. ist »<2ue(u) fir
geniigend groBe k. Diese Formel und (6) ergeben fiir geniigend groBe k:
' v < n*(v).
Aus (3) erhalten wir fiir geniigend groBe k:

(28) l [K(rm ‘ntiy t)a(x+t)dt| = IK(rm ‘ntis t)ldt<0 l

(i=1,2,..., n) wo M, aus jenen Punkten t besteht, fiir welche
x+t€(x—u x+u)-CLys gilt. Nach (25) ist \ ’

(29) (x—u,x+u) (Lapr—Lu)=(x—u, x+ 1) L.

Nach (28) und (24) gilt fiir geniigend grofie k:

-u b

(30) |K(r,,. sy DA+ 1) dt = (— ] — V1 Kirmns, 1)t —

f[K(r,,.,m, t)|dt+ fl((r,,, R t)dt>J Ki(Twnsi, ) dt—0,3

Vx Uy
(i=12,...,n), wo M, die Menge derjenigen Punkte ¢ bedeutet, fiir welche
x4+t €(x—u, x+u)-Las ist, da nach (21) und (29) a(x+-t)=1 fiir jedes
te M, gilt. Auf analoge Weise folgt aus I, (28) und (24) fiir geniigend grofie
k und fiir i=1,2,.

- b

| Ki(Fonsi, ) dt _J Ki(Fronsiy t) dt — (j + | NEK(Frvasi, 1) dt—

— [ 1Kt t)|dt>1—03 0,7,

am,

also nach (30) haben wir fiir i=1,2,.
j Ki(Fwnsis t)-(x+ 1) dt > 0,1—0,3 =0,4.

Auf Grund von (22) beweisen wir die analoge Ungleichung fir m” =
=m|du.2(x)] und fiir geniigend groBe k:
b

| Kiwnss, Da(x+1)dt <—04  (i=1,2,...,n).

Die Indexe m’= mi, m”"=mj;’ sind mcht abnehmende und nicht be-
schrinkte Funktionen von &, denn im entgegengesetzten Fall wire nach (24)
fiir einen gewissen Wert m, und u von beliebiger Kleinheit (da u = dy.(x) — 0,
oder u=dy2(x) -0 bei k — o0) '

- r.

( ’ + ) IK: (Tugsi» 1) d2 < 02,

was mit l im Wlderspruch steht
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Auf dlese Welse haben wir zwei solche Folgen runii— oo, Ty nbi—> 00,
(mj— oo, mi/ — oo bei k— oo) bestimmt, dafi hm sup Q:(rungnsi, x) =04 und

hm ]nf Qz(rmk ntiy x) = _0,4 (rmkn+t E RL’ rmk ni E RL) fur ]edes X E N und
k> . .
i=1,2,...,n besteht. Daraus folgt 'lim sup Q:(r, x)—lim inf Q.(r, x) = 0,8
(reR) fir x¢N und i=1,2,...,n
Der Satz ist also fiir den Spezialfall N € Gs bewiesen. Im allgemeinen
Fall haben wir N= ZN,,, wo Ni.€ Gs, Ni-N;=0 fiir k== und |N;|=0

(k=1,2,...) ist. Es exxstlert also nach dem betrachteten Speziaifall fiir jedes
natiirliche k eine in |a, b] Riemann-integrable Funktion ax(x) mit |ax(x)| = 1,
die periodisch mit der Periode 6—a ist, und fiir welche die Operationen
(die singularen Integrale) konvergent zu a;(x) auf CN, und divergent auf
N sind. ' '

Wir werden zeigen, daf die Funktion

@31 | = 32" au(x)

alle Bedingungen des Satzes erfiillt.
Es sei x €CN, d. h. x € CN; fiir jedes k. Dann hat man fur i=12,.

'(32) ,.'L’E JbK,-(r, £)au(x +1)dt = au(x).
W1r beweisen, daf§ fiir 1-—1 2,...,n auch
(33) lim ]K(r 0f(x+)dt=f(x)
gilt. Nach I und III' ist fiir jedes positive r
1 =ibK (r, t)dt = flKi(r, t)|dt = C.
Also, gilt |¢(x)| = C, fiir jedes x €a, b], so hat man fiir jedes positive r
|f1(‘(}, He(x+1)dt| = G.C.

Es sei ¢ éme beheblge positive Zahl. Wir wiéhlen ky(¢)=k, derart, daB
2% <.2°C™? gilt. Dan ist fiir jedes r>0

(34 Um n S LekD dt|<2-koc§§.
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Nach (32) kana man ry(k,, &) =r, so wiéhlen, daB fiir jedes r>r,
b

(35) Uk';(r, t) g 2 a(x+t)— g; 27"a,(x)

«@

besteht. Daraus, nach. (34) und (35) folgt

<£
2

b

‘ ] K(r, ) D 2 au(x+t)dt— D 27 au ()| < -+ 2+ L <&
. =t = 2 4 ' 4c
fiir jedes r > r,, womit nach (31) die Formel (33) bewiesen ist.

Es sei nun x, ein Punkt von N; dann ist x,€ N, fiir ein gewisses
ko= ky(x,) und x, € CN, fiir alle anderen Werte von k. Fiir die Reihe (31)
ohne das Glied mit dem Index k4, sind alle Operationen konvergent im Punkt
x, und fiir das Glied mit dem Index 4, sind sie divergent auf N, insbe-
sondere im Punkt x,. Sie sind also divergent im Punki. x, fiir die ganze
Reihe, was zu beweisen war.

Nach (20) ist die Funktion (31) beschrinkt,

iwi= St =1,

{iberall bestimmt und die Funktionen ax(x) sind Riemann-integrabel. Laut
dem Satz iiber gleichmiBig konvergente Reihen von Riemann-integrablen
Funktionen ist die Funktion f(x) selbst Riemann-integrabel. A
Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Menge N, wenn die
Funktion f(x) .Lebesgue-integrabel ist, sind in der Arbeit [4] von Z. ZAHORSKI -
angegeben. Analog zu den Korollaren der Arbeit [4] folgt

Korollar l. Bedingung (1) ist notwendig und hinreichend dafiir, dag
die Menge N gleich der Menge aller Divergenzpunkte der Summation der
Fourierschen Reihe einer Riemann-integrablen Funktion ist, nach der Methode
von Fejér, von Cesdro mit positiver Ordnung, oder von Abel—Poisson.

Differentiation des bestimmten Integrals nach der oberen Grenze ist eine
Operation mit einem Kern von FADDEEFF. Z. B. ist der Kern der rechtsseiti-

~ gen Ableitung, K(r,t), gleich r ftir ¢ [O, %] und gleich 0 fiir t”é'[O, —:—J
(r>0). Der Kern der linksseitigen Ableitung, K.(r,t), ist gleich r fiir
te [—%,0], und gleich O fiir té[——lr,o]. Endlich ist der Kern der sym-

* metrischen Ableitung, Ks(r,t), gleich % fiir ¢ ¢€ [—%, %], und gleich O fiir
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té[—%,—l—]. Der Riemann-integrablen Funktion f(x) entspricht die

Funktion ¢(x)= [f(t)dtr, die die Lipschitz-Bedingung erfiillt. Es ist z. B.

b
lim [Ks(r, t‘)f(x—f-t)dt:f/’éym()c):lin3)¢(x+h)2_h¢(x_h). Wenn wir also
r—>w ; . h—> .

a

n=3 und R,= R;=R;= (0, o) setzen, so folgt:

Korollar ll. Bedingung (1) ist notwendig und hinreickend dafiir, daf
die Menge N gleich der Menge aller Nichtdifferenzierbarkeitspunkten eines
bestimmten Riemannschen Integrals nach der oberen Grenze sei. Dabei kann
man erreichen, daf die Funktion ¢(x) fiir x ¢ N weder eine rechtsseitige oder
linksseitige, noch eine symmetrische Ableitung besitzt, fiir x¢ N aber ¢'(x)=

=f(x) ist.
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~ Uber die orthogonalen Funktionen. IV
(Starke Summation.)

Von KAROLY TANDORI in Szeged.

Einleitung.

Es sei {@.(x)} ein im Intervail [a, b] orthonormiertes Funktionénsystem
und {c.} eine Folge von reellen Zahlen mit {c.}€/? d. h. mit

o
D<o,
r=f)

Wenn die orthogonale Reihe
o]
(1  2ap
=0

im Intervall [a, b] fast iiberall zur Funktion f(x) (C, 1)-summierbar ist, so ist
in [a, b] fast iiberall

> @—f) = o),

wo Si(x) die k-te Partialsumme der Reihe (1) bezeichnet :

K
Sk(X)-: ch‘}’v(x) (k=0, 1,.. ) :
(siehe A. ZYyGMUND [1]).
Man kann - das Problem stelien, ob unter diesen Voraussetzungen die
Abschitzung

@ > (sn®) P

sogar fiir jede Indexfolge », <»,<... fast tiberall gilt.

Anhnliches Problem hat Z. ZaLcwasser [1] ftir die quadratisch-integrier-
baren Fourierreihen gestellt.

Unter gewissen weiteren Annahmen bezliglich der Koeffizienten beant-
wortete G. ALEXiTs dieses Problem positiv. Er zeigte nimlich, daB unter der’
weiteren Bedingung :

c‘y=0

()
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wobei {4,} éine positive monoton nichtabnehmende Folge mit monoton nicht-

abnehmendem — ; ist, fiir jeden Parameterwert «>% und fiir jede Indexfolge

¥ <.--< 1 <.-- im Intervall [a, b} fast iiberall gilt:

@ ? , (@5 ) — f(X)) =o(N),

waobei o," (%) das k-te (C, e—1)-Mittel der Reihe (1) bezeichnet.
Fiir ¢ =1 reduziert sich (3) auf (2).
Im Paragraphen 1 wird ein Satz bewiesen, der sich nur auf den Fall
a=1 bezieht, jedoch fiir die Koeffizienten wenigere Beschrinkung stellt.
Satz I. Es sei {c;}€l? eine positive Zahlenfolge mit

3

@) L VreEVrFida =1,2..)
und {c,} eine beliebige Folge von reellen Zahlen mit
® ¢y = 0(cy).

Ist die mit diesen Koeffizienten c, gebildete Reihe (1) fasi iiberall in [a, b}
zur Funktion f(x) (C,1)-summierbar, so besteht (2) fiir jede Indexfolge
P << <00 fast iberall in [a, b}.

Da fiir jedes N

Syl(X)+ .1.\./—{-3,,N(X) —-f(X) i — 1 _11\7 l;: (s,,,k(x)——.f(X)) =

1<
= - _ 2
=L 2 (6, (0—/())
ist, folgt aus (2) fiir jede Indexfolge » <. - < <---

$n () + N () £%)

fast tiberall in [a, b]. ,

Im Paragraphen 2 werden wir zeigen, daB diese. Behauptung im alige-
meinen, ohne weitere Bedingungen beziiglich der Koeffizienten, mcht giiitig
ist. Es gilt namlich der

Satz Il. Es existiert ein im Intervall [a, b] orthonormiertes Funktio-
nensystem {®D,(x)}, eine Koeffizientenfolge {c,}€!* und eine Indexfoige. {v}
derart, dafi die Reihe

(6) = Z: c» D, (x)
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in [a, b] fast iiberall zu einer quadratisch-integrierbaren Furnktion f(x) (C,1)-
summierbar ist und doch die Folge der Mittel

@ S () + N + Sy (%)

in [a, b) fast iiberall divergiert, wobei S(x) die k-te Partialsumme der Reihe
(6) bezeichnet. Das Funktionensystem {®,.(x)} kann in [a,b] gleichmdfig
beschrinkt gewdhit werden.

Aus der Divergenz der Folge (7) folgt daf in diesem Falle in [a, b]
fast iiberall gilt:

; (S, () —F (X)) == o(N).

Im Paragraphen 3 werden wir noch den folgenden Satz beweisen.
Satz . Ist "

8) Zc}flogk<x,

so gibt es eine quadratisch-integrierbare Funktion f(x) derart, daf3 (2) fiir jede
Indexfolge v\ <---<wv.<--- fast iiberall im Intervall [a, b] besteht.

'§ 1. Beweis von Satz I

Es sei r<---<w.<--- eine beliebige Indexfolge. Ohne Beschrankung
der Allgemeinheit kann angenommen werden, daB 7, =1. Ist 2" =7,<2"",
so sei g, =2""" (m=0,1,...). Es ist klar, daB w.=2r (k=1,2,...). Da
nach der Annahme {c,}€/* ist und die Reihe (1) im Intervall {a, b} fast iiber-
all zur Funktion f(x) (C, 1)-summierbar ist, so gilt nach einem Satz von N. A,
KOLMOGOROFF [1] fast iiberall lim s,.(x)= f(x) und folglich

Ne-»C3

(1.1 _ lim s, (x) = f(x).
k-» o
Fiir jedes N ist

(1.2 X6 0—fFE2 2 (50— +2 2 (., (9—F ()
Auf Grund von (1.1) ist fast iberall |

(13 a0 fP = o).
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Nach (4) und (5) ergibt sich durch eine einfache Rechnung :

é J(s,k(x) — Sy, (x)) dx— O(]) 5’ . (1)’ + (L)) =

v+ 1
woraus wir mit Anwendung des B. Levischen Satzes erhalten, daf die Reihe
O)' 1 ,
r.-dZ 7 (31’1,- (X) Sy, (X))'

fast iiberall konvergiert. Daraus folgt mit Anwendung des bekannten Kronecker-
schen Lemmas (siehe z. B. A. ZYGMUND [2], 255), daB fast iiberall

— o Zurn Lt D) o) SHEY_ o) Sy <ee,

S‘ (s’k(x)_sul (x)) = O(N)

ist. Nun ergibt sich nach (1.2) und (1. 3), daB (2) im Intervall la, b} fast
iiberall besteht. ’
Damit ist der Satz I vollstindig bewiesen. -

§ 2. Beweis von Satz 1L

Zum Beweis von Satz II bendtigen wir den folgenden Hilfssatz.
Hilfssatz. Ist lc,}él so gilt fiir jede Indexfolge v,<.--<w.<.

tim (5,09 — o S5, 0) 0

im Grundintervall [a, ] fast iiberall; hier bezeichnet s.(x) die k-te Partial-
summe der Reihe (1).

Beweis. Durch eine einfache Rechnung ergibt sich:
b

o an a1 g9 ¥yl
9
ZJ(SVQII(X) n Z s’h (x)) dx= Z Z 7n Z Cf" =
n=0 g r=y)+1
a
o Yr4l N )
“3R > e Xl om X dcw,
k=1 r=pp+1 ._)">, 2 =+l

woraus wir mit Anwendung des B. Levischen Satzes erhalten, dali die Reihe

.,n

b (s,,m(x) F 2 <x>)

u—O

in [a, b] fast iiberall konvergiert.
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Damit haben wir also noch mehr als die Behauptung des Hilfssatzes
bewiesen.

Nun gehen wir zum Beweis von Satz Il tiber. Es sei a,= !

Ynlogin
fir n=2 und a,=a,=1. Die Koeffizientenfoige {a,} ist positiv, monoton
nichtwachsend und

Z'ai(log n)2 =oc,
Nach einem in Mitteilung I bewiesenen Satz (K. TANDOR! [1], Satz I) folgt
hieraus, dab ein im Intervall [a, ] orthonormiertes Funktionensystem {,(x)}
existiert, fiir welches die Reihe A

@ 1) S o

n=0

in [a, b] iiberall divergiert. Das Funktionensystem {v,(x)} kann sogar gleich-
miBig beschrinkt gewdhlt werden. Weiterhin ist

(2.2) ' , a; (log log n)’ < o<
und so folgt nach einem bekannten Satz (siehe D. MENCHOFF [1]), daB die
Reihe (2.1) in [a, b] fast tiberall (C, 1)-summierbar ist.

Das Funktionensystem {,(x)} kann so konstruiert werden, dafl wenn
man fiir eine geeigneterweise gewihlte Indexfolge {N,} die (N,,—1)-ten
Glieder der Reihe (2.1) weglidBt, die erhaltene Reihe in [a, 8] noch iiberall
divergiert (siehe Mitteilung I, §§ 1, 2 und S. 107). Es sei die so erhaltene Reihe

o2

2.3) an i (x).

2=t

Nach den obigen divergiert diese Reihe in [a, 8] iiberall. Die k-te Partial-
summe der Reihe (2.3) bezeichnen wir mit Sf(x). Da ‘

[oc)

2.9 ] D (ah):(log log n): < o<

n=4

ist, so folgt nach dem erwdhnten Satz von D. MENCHOFF, daB die Reihe
(2. 3) in [a, b] fast iiberall zu einer quadratisch-integrierbaren Funktion f(x)
(C, 1)-summierbar ist. Nach (2.4) ist {a7}€/* und so ergibt sich nach dem
erwidhnten Satz von A. N. KOLMOGOROFF, daf

(2.5) lim §7 (x) =f(x)
in [a, b] fast iiberall gilt. .
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Nin werden wir zuerst eine Indexfolge »,<---<r.<--- und eine Folge
von natiirlichen Zahlen M;<.--<M;<-.-- definieren, fiir welche die Bedingung
(2.6) 2 <m <2 @ <k=2""
bei jedem /=1 erfiillt wird.

Es sei ;=i fiir i=1,...,2%. Es sei M, die kleinste natiirliche Zahl,
fiir .welche

ve<2¥ und 2'<2™ ‘
bestehen und wir nehmen v, =2""4i fiir i=1,...,2'—2° Offensichtlich
erfiillt sich (2. 6) fiir I=1.

Es sei 4(=2) eine beliebige natiirliche Zahl. Nehmen wir an, daB die
Indizes #,<---<¥ . und- die natiirlichen Zahlen M,<---<M,., bereits so

definiert sind, daf die Bedingung (2. 6) fiir I=1,...,A—1 erfiillt wird. Es

sei M, die kleinste natiirliche Zahl, fiir welche ,
(,A<2”A und 277 <2™
bestehen. Es sei v ;_‘2 + i fiir l—l 2,..., 22" 2% Offensichtlich ist

V1< <V ohhs M,<---<M, und wird (2. 6) auch fiir [=4 erfiillt. Mit voll-

standiger lnduktlon erhaiten wir solche Folgen {7} und {M;}, daB die Bedin-
gung (2. 6) fur ]edes [ erfullt wird.

Es sei ¢, - =a,, D, w(x)-—q/n(x) (n=0,1,...) und ¢, =0 fiir v=7,.
(n=0,1,...). 'Wir bezeichnen ferner die Funktlonen V7 €9 MU 1/ € 9 R
der Relhe nach mit @,(x) fir v+, (n=0,1,...).

Offensichtlich ist das so erhaltene Funktlonensystem {(D,.(x)} in {a, b]
orthonormiert und glelchmaﬂlg beschrankt, wenn das Funktionensystem {vy,(x)}
gleichméfiig beschrankt war. Nach (2.6) und nach der Konstruktion gilt es
fiir My<m= M |

Szm (x)= S;H'l (x):
wo Si(x) die k-te Partialsumme der Reihe

Z ¢ @o(x)
bezeichnet. So ergibt sich aus (2. 5), daB in [, §] fast iiberall
lim Sym(x) = f(x) -
“gilt. Da {c,} €1? ist, so folgt nach einem bekannten Satz (siehe S. KACZMARZ [1]),

daB -die Reihe (2.7) in [a, b] fast iberall zur quadratisch-integrierbaren Funk-
tion f(x) (C, 1)-summierbar ist.
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Nach der Konstruktion ist weiterhin klar, daB S, _,(x) = Sx(x) (N=0,1,...)
ist und so divergiert die Folge {S, y(x)} in [a, b] iiberall. Daraus erhaiten
wir mit Anwendung unseres Hilfssatzes, daB die Folge :

Sv,(x) +---+ SvN(x)
N

in [a, b] fast tiberall divergiert.

Also erfiillen die Folgen {c,}, {».} und das Funktionensystem {®, (x)}
alle im Satz 11 stehenden Bedingungen.

Damit haben wir Satz Il vollstindig bewiesen.

.§ 3. Beweis von Satz IIIL

Ist die Bedingung (8) erfiilllt, so folgt nach einem bekannten Satz
(D. MEeNCHOFF [1]), daB die Reihe (1) fast iiberall in [a,b] zu einer quad-
ratisch integrierbaren Funktion f(x) (C,1)-summierbar ist. So besteht nach
einem anderen bekannten Satz (A. N. KOLMOGOROFF [1]) lim s,.(x) = f(x)

fast iberall in [a,b]. Es sei w,=2" fiir 2" =»,<2"' (m=0,1,...). Dann
ist lim s, (x)=/f(x) und folglich

@1 3 G, —fy —o(N)

fast iiberall in {a, b).
Nun ist

3.2 D6 —TWF=2 3 (60,00— 5,0 +2 (50— D).

n=1

Mit einfacher Rechnung bekommen wir auf Grund der Annahme (8):

b
‘©

o1 . 1
3 [ @—s,0rdx= 3@t )=

n==I

© om+1 l © am+1 am 1
— ) 3 N\
B SIS SIF TS SRR ol SED LA
==t k=241 _ml<1, <)m+1 n m={ K=2My1 1=1 l

1] ® -]
= Z ci ﬁ%gz ci(14log k) < oo
und so ergibt sich mit Anwendung des B. Levischen Satzes, daB die Reihe

(S () =5, ()

H_
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in [a, b] fast iiberall konvergiert. Daraus folgt mit Anwendung des Kronecker-

schen Lemmas, daf}
N
N

2, (52, ()=, (X)) =0(N)

in [a, b] fast tiberall gilt. Daraus, auf Grund von (3.1) und (3. 2) ergibt sich
die Behauptung.
Damit haben wir Satz IlI bewiesen.
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Sur les contractions de P’espace de Hilbert. IIL
Par BELA SZ-NAGY i Szeged et CIPRIAN FOIAS a Bucarest.

A la mémoire de J. von Neumann.

Dans cet article on traitera des relations spectrales et fonctionnelles
entre les contractions de l'espace de Hilbert et les transformations unitaires
qui leur correspondent dans le sens des articles précédents du premier
auteur, ainsi que des relations entre semi-groupes-de contractions et leurs
“génératrices” et “cogénératrices”. Faisant usage de la notion de I’ensemble
spectral, due & J. vON NEUMANN, on passe ensuite du. cas d’une contraction
et du disque unité du plan complexe au cas d’une transformation linéaire
bornée quelconque 7 et d’un ensemble spectral de T.

L.

1. Soit 7 une contraction de I'espace de Hilbert §. On sait (voir [10],
[t11], [13]) qu'il existe, dans un espace de Hilbert 8 29, une transformation
unitaire U telle qu'on ait : ‘

T"=prU" (n=0,1,2,...))

et que & soit sous-tendu par les éléments de la forme U"h (h€ 9;n=—
=0, +1, +2,...); ces conditions déterminent U d’une maniére univoque®);
appelons U la dilatation unitaire de la contraction T.

Le théoréme suivant établit une relation spectrale simple entre. T et U.

Théoréme 1. Si U est la dilatation unitaire de la contraction T, toute
valeur propre de T de module 1 est une valeur propre de U aussi et inversement.
Les vecteurs propres correspondants sont les mémes pour T et U.

Démonstration. La dilatation unitaire de ¢7 (Jc|=1) étant évidem-
ment égale a cU, il suffit d’envisager le cas de la valeur propre 1. Ce qu’il

1) Nous utilisons la terminologie de [12] et [13].
2) A condition qu’on ne distingue pas entre les différentes réalisations du prolongement
£ de 9.
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faut alors démontrer c’est que (i) Th=~h pour un h€ O entraine Uh=h,
(i) Uf=1 pour un f€ & entraine f€ O et Tf=f. '

Ad (i): Th=h entraine |[Uh|=|h||=||Th|l; or comme on a
Th=PUh ou P est la projection orthogonale de & sur , cela entraine
que Uh= Th, donc Uh=h.

Ad (ii): Soit Uf=F, fe §&. L'espace & étant sous-tendu par les éléments
de la forme U"h (i€ p;n=0, £1, +2,...), f peut étre représenté sous la
forme

f=limfy o fom 3 U'hus, hui€ 9.

k==,

Vu que U”f=fpour tout entier », on a pour n— oo

U fo— Al =10 (fo— Pl = I fi—F1 =0,

~

donc

9.
=¥,

N n s
2_ U gn, »m _’f ou g, m== hn_. m-r,

m=(
et par conséquent
S U g Uf—f.
m=>0 -

En appliquant la projection P il en résulte que

= v ngn m > Pf Tu, = Z Tm+l a,m —> Pf

m'-() mn=0
donc ,
(1) TPf= Pf.
En vertu de la proposition (i), déja démontrée, il s’ensuit que
UPf= Pf, .

et comme on a par hypothése Uf=/F, il résulte que
U({l—P)f=({I—P)f, donc aussi U"(I—P)f=({—P)f
(m=0, +1, +2,..)). ‘
Or (I—P)f est orthogonal & © et alors U"(I—P)f est orthogonal &4 U™,
et de cette fagon (/— P)f est orthogonal a tous les sous-espaces U™, ce qui

n’est possible que si (/—P)f=0. Donc f=Pf¢H; en vertu de (1) cela
acheéve la démonstration. . =

2. Passons au calcul fonctionnel avec la contraction 7. Convenons
d’abord d’une définition :
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Définition 1. Soit O(S,) la classe des fonctions v(2), holomorphes
dans un domaine du plan complexe contenant le disque unité fermé

S={i: | =1}
(ce domaine pouvant varier avec u).

On définit .par la formule

(2 u(4) = Zm‘c,./l"—> 2c,,7"=u(T)

n=0

une application de la classe &(S,) dans l'algébre des iransformations linéaires

~ bornées de Fespace 9 (la série des transformations converge en norme puis-
. .

que 1imsup|c,,|7<1 et ||7]} = 1). Cette application  est évidemment linéaire
et multiplicative : '

(@ + ) (T) =y (T) et (T), - (uy, ) (T) = u(T) us(T);
de plus. on a, vu que la projection est une transformation linéaire continue,
3 u(T) = pru(U) '
ou U est la dilatation unitaire de 7. ‘

Or cette formule nous offre une possibilité d’étendre la classe des
fonctions envisagées, en effet, u(U) a sens pour des fonctions u(Z) de type
beaucoup plus général. Notamment, si {Ee} est la famille spectrale de U
(0=0 =2n), u(U) a sens par la formule

@ @Y f,)=| ue®)d(Eef) (£ geR)

pour toute fonction u(4) dont les valeurs sur le cercle unité constituent une
fonction . u(e’®), définie presque partout, bornée et mesurable par rapport
.4 Fe, Clest-a‘dire par rapport a4 chaque fonction non-décroissante (Eef,f)
(f € 8). Pour ces fonctions I"application u#(4) — u(U) est linéaire et multiplicative
(et pour u € © coincide avec la définition par (2)), de plus on a '

(5) lu(U)|| = vrai max |u(e®)],

le vrai maximum étant considéré par rapport & Eg. Mais si ’on veut définir,
pour toutes ces fonctions, I'application u(4)— u(7) par (3), celle-ci sera
bien linéaire mais en général non-multiplicative.

Cela impose le probléme de choisir une sous-classe de ces fonctions
formant une algébre, pour laquelle cette application soit aussi multiplicative;
cette sous-classe doit naturellement comprendre la classe ©(S,) et doit étre
fermée dans un certain sens. En ce but, donnons la définition suivante :
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Définition 2. Soit &r(S,) la classe des fonctions u(i), bornées ef
holomorphes dans Uintérieur du disque unité S, et pour lesquelles
u(e®) = lim u(re'®)
r>1-0
existe en fout point e'© du cercle unité exceptés peut-étre les points d’un
ensemble dénombrable, ne contenant aucune valeur propre de T.

La fonction u(e®) est alors définie, en vertu du théoréme 1, presque
partout par rapport a4 Es, et est bornée et mesurable par rapport 3 Fo,
donc u(U) et u(T) existent, définies par les formules (3) et (4).

La classe ©z(S,) est évidemment une algébre et contient la classe ¢'(S,)
comme une sous-algébre. On a le

Théoréme 2. (i) Lapplication u(l)y— u(T), définie pour la classe
C2(Sy) par les formules (3) et (4), est linéaire, multiplicative, et telle que

(6) ' lu(D)| = Sup, lu(2)|.

Pour u(2) € ©(Sy) cette définition est équivalente a la définition directe (2).

(ii) Pour toute suite u,(A) € &r(S,), tendant vers u(i)€Cr(S,) dans le
sens que u,(2) est également bornée dans lintérieur de S, et u.(e’®) tend vers
u(e'®) en tout point e exceptés peut-étre les points d’'un ensemble dénombrable
ne contenant aucune valeur propre de T, on a

U, (T)— u(T) (convergence forte).

(iiiy Pour T rormale et u(l) € Or(S,) la définition de u(T) par (3) et
(4) est équivalente a la définition usuelle moyennant la décomposition spectrale
T==[2dI;; on a notamment

U] (7)1, 8) =fu(l) d(K.f,8), llu(T) 1 =“‘.|u(i.)'|2 d||K:. fIF,

lintégration eétant étendue sur le spectre de T (qui est contenu dans le
disque S,).

(iv) Soit A—I(A) une application homographique du disque unité S,
sur lui-méme, (1) =a{l—b)(1—bi) " (|a| =1, |b| < 1); ona alors I(£) € &(S.)
et T"—=I(T) est une contraction. Pour toute fonction u(Z’) € &+ (Sy) la fonction
composée  u o l(2)==u(l(%)) appartient ¢ C¢(S,) el on a '

uol(T)=u(T").

(v) Pour u(2) € ©1(So) le spectre de la transformation T ==u(T) est
contenu dans l'adhérence Z de I'ensemble Z (évidemment borné) des valeurs de
la fonction u(Z) prises dans lintérieur de S,. Pour toute fonction w(z),
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holomorphe dans un domaine E, du plan complexe contenant lensemble Z
dans son intérieur, w o u(i)==w(u(2)) appartient a@ Cr(S,) et on a

w o u(T) = wh(u(T))
oit w(T") désigne la transformation qui correspond a la fonction w(z) et a la
transformation T’ par le calcul fonctionnel de Riesz— Dunford (cf.'[7] n° 151).

Démonstration. Sauf [I’assertion concernant la multiplicativité,
(i) découle immédiatement de la définition et de (5) si 'on remarque que

suplu(e®)| = sup [ud)].
<1,

(ii) découle du théoréme de convergence de Lebesgue; en effet, on a

(D) — a (DR = Nt Uy — s = | | () — () ]| Eo £,

or les fonctions sous le signe d’intégrale sont également bornées et tendent
vers O pour n — oo, presque partout par rapport & Ee. ,

Pour u(A)€©7(S) on a u,(A)=u(rd)€ &(S,) (0<r<1), et lorsque
r—1—0, u.(4) tend vers u(4) dans le sens de (ii). Donc on a

8) : u(T)— u(T) (convergence forte).

Grace a la propriété multiplicative de P’application pour la classe &(S,), il
s’ensuit que si #, v € Or(S,), on a d'une part

@) (T) = u(T) vo(T) — u(T) o(T);

(uv)(T) — (wv)(T), :
donc (uv)(T)=u(T)+(T), ce qui prouve la propriété multiplicative pour la
. classe Or(S,). '

Si T est normale et u(l) € O(S,), la définition de u(T) par (3), (4) est
équivalente a la définition par (2), et celle-ci est équivalente a la définition
par (7), donc, dans ce cas, la définition par (3), (4) est équivalente 2 la
définition par (7). On en passe au cas d’une fonction u(d) € Or(S,) en faisant
intervenir de’ nouveau les fonctions u,(4) et en remarquant que, en vertu du
théoréme de convergence de Lebesgue,

[u@ydki s, @)~ [atydKes, ) (r—1—0).

d’autre part

Cela prouve (iii)

Prouvons (iv). Le fait que I(4) € O(S,) est immédiat, donc 7~ existe;
|7l =1 s’ensuit de (6). En vertu des relations 7’ = a(T—b)(I—bT)",
T=a(T'+abl)(I+abT’)”, les valeurs propres de 7~ sont précisément les
images des valeurs propres de T par l'application 4—1I(4). Par (i) on a
'(T)=[I(T))" et plus généralement pol(T)=p(T’) pour tout polynome
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p(4); (8) en dérive pour tout u € O(S,) par (ii), parce que les sommes
partielles p.(4) de la série entiére de u(4) convergent uniformément vers
u(2) sur le cercle |A|=1, de méme que les p,o (i) vers uol(4). Dans le
cas général d’une fonction u(4) € Oz(S,) envisageons les fonctions u,(2) € O(S,).
Remarquons tout d’abord que, pour r— 1—0,
lim u(ri(e'®)) = lim u(I(re'®))

en tout point ¢© on la premikre limite existe; en effet, la valeur limite de
u(4) en un point 4, du cercle unité est la méme si le point variable 4
(|4| < 1) s’approche de 4, le long du rayon ou le long d’un cercle orthogonal
au cercle unité (ou le long de n’importe quel chemin qui reste dans un
angle formé par deux cordes du cercle unité issues de 4,). De 1a il s’ensuit
que pour r—1—0 la limite de uol(re'®) existe en tout point ¢® avec
peut-étre un ensembie dénombrable d’exceptions, elle existe en particulier en
tout point ¢® pour lequel /(e’®) est une valeur propre de 77, c’est-a-dire
pour lequel €® lui-méme est une valeur propre de 7. Cela veut dire que
uol(Z)€Or(S,). La relation u,ol(T)=u,(T") étant vraie pour tout r
(O<r<1), la relation uol(T)=u(T") s’ensuit par (ii). En effet, lorsque r
tend vers 1—0, u,(Z) tend vers u(4) dans le sens de (ii) par rapport & T,
et u,ol()=u(ri(k)) tend vers u(l(A))=uol(i) dans le sens de (ii) par
rapport & T.

Reste & prouver (v). Pour 2¢ Z la fonction v,(2) =[z—u(4)]"' appartient
évidemment 2 OT(SO) et grace a la propriété multiplicative on a 4,(T)—
=[2/—u(T)]"'. Cela prouve que z nappartient pas au spectre o(T’) de
T’=u(T), donc o(T")S Z. Soit alors w(2) une fonction, holomorphe dans
un domaine (ouvert connexe) E. contenant I’ensemble Z dans son intérieur.
Puisque Z est borné, fermé (et connexe) il existe un domaine D tel que
ZcDcE, et dont la frontiere 4D se compose d’'un nombre fini de courbes
fermées jordaniennes rectifiables C; passant dans E,, et orientées conformément
4 l'orientation de D comme sous-ensemble ouvert du plan complexe orienté
(I'existence de tel domaine D peut ére démontrée par application du théoréme
de recouvrement de Borel). Soit d (> 0) la distance’ de 3D & Z. Envisageons
une décomposition de chaque Cy par des points consécutifs 2%, 2%, ..., 2% —

=28 et y faisons correspondre la fonction

_ & w@)) @ — ¥
?(l) 27':1 Z Zl 2 — (/1) 2w

‘Celle-ci est holomorphe dans T'intérieur de S, et y est bornée par une cons-

tante indépendante de la décomposition particuliére choisie:

1 1
Is(2)| éﬂ,‘ggﬁ |W(Z)|'7' laDj
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ou |0D| désigne la longueur totale de 9D. La limite radiale s(e’®) existe
en tout point on celle de u(Z) existe. Donc s(Z) € &r(S,). Faisons varier les
décompositions des courbes C, de sorte qu’elles deviennent infiniment fines,
s(4) tend alors vers la fonction

1 w(2) . . ;
ﬁ J‘—Z——H(-Zjdz_w(u(l))_ wo ll(/.)

ap
au sens de (ii), et par conséquent s(7) tend vers wo u(7). D’autre part il
découle de (i) et de la définition de wR(u(T)):

1 1lk . . . _ g X
S(M) =57 3 2 wE@E)  —u(D] @'~z —

’*Zlﬁ JW(Z) [z1—u(D)]" dz=w"(u(T)).

Cela acheéve la démonstration.

Corollaire 2.1. Si TS U, Cest-a-dire si T est isométrique, on a
u(TYS u(U) pour toute fonction u(d) € Or(Sa)-%) A

Démonstration. Pour u(4) € O(S,) cela découle de (2). On en passe
aux fonctions u(l) € ©r(S,) par lintermédiaire des fonctions u,.(4) € E(Sy)
faisant usage de (8).

Corollaire 22. Si la contraction T n'est pas unitaire, le spectre de
sa dilatation unitaire U recouvre le cercle unité.

Démonstration. En cas contraire il y a un arc fermé « du cercle
unité (différent du cercle entier) portant tout le spectre de U; comme ¢ est
a lintérieur d’'un domaine simplement connexe du plan complexe ne contenant
pas le point O, il s’ensuit du théoréme de RUNGE qu’il existe une suite de
polynomes p,(%) tendant uniformément vers la fonction 1/Z sur «. En vertu
de (5) on a alors

U™ —pu(U)]| = max | 1/a—p.()]| =0 (n—oe),

donc .
p(U)—> U, Up,(U)y—1, (transformation identique de &),

et par conséquent
pu(Ty=prp.(U)y—>pr U ' =prU*=T"*, Tp.(T)==rpr Up,(U)— I

3) Pour les transformations isométriques un calcul fonctionne! voisin a été proposé
(implicitement) par PLessner [3], [6].
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Il s’ensuit que
T* T=[lim p.(T)) T=lim[p.:(T) T} =/,
TT*=Tlimp,(T) =1im|Tp.(T)] =1
Donc 7°T=T7TT*=1, T est unitaire.

1.

3. Indiquons maintenant quelques applications de ce calcul fonctionnel
aux semi-groupes a un paramétre {7.}.=¢ de contractions de I'espace de
Hilbert $, continus-dans le sens que 7.—/ pour s-—+0. On sait que la
transformation , infinitésimale“

©  A=lim (1 —1)
>0 S

est linéaire, fermée, 3 domaine dense dans , A—7 admet une inverse partout
définie et bornée, et la transformation

(10 T=A+DNA-D"

est une contraction; inversement pour toute transformation A jouissant de
ces propriétés il existe un semi-groupe de contractions continu {7.} et un
seul tel que-la relation (9) soit vérifiée*). On appellera A la génératrice du
semi-groupe {T3}.

La contraction 7 n’a pas la valeur propre 1; en effet, comme on a
T=1+ 2(_4—1)", Th=—h entraine (A—-I)"h=0, h =0. Inversement, pour
toute contraction 7 dont 1 n’est pas une valeur propre, il existe une trans-
formation A et une seule avec laquelle 7 soit en relation (10), notamment

A=(T+DN(T—I)"=I1+2(T—D7".%)

Donc, pour toute contraction 7 n’ayant pas la valeur propre 1, il existe
un semi-groupe continu de contractions {7.} et un seul tel que les relations
(9) et (10) soient vérifiées. Appelons T la cogénératrice de {T.}.

La relation mutuelle entre le semi-groupe {7} et sa cogénératrice T est
explicitée par le théoréme suivant:

Théoréme 3. On a pour tout s =0

an T.—u(T) oi us(i.)=exp(sj.'+_ll),
et inversemnert ’
(12) R=[T.—(—=)I|[T.— (A +s)I]' > T (s—0).

4) Théoréme de HiLe et Yosipa, cf. [2] p. 238, adapté aux semi-groupes de contrac-
tions de 'espace de Hilbert, cf. [12} p. 6—8 ou [1] §5.

) (T—I)‘1 a son domaine dense dans ©, puisque en cas contraire 1 Serait une
valeur propre de T* et alors de T aussi, cf. [10] ou {13] § 4.3.
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Démonstration. La fonction u.(Z) a son seul point singulier Z==1,
et pour |[Z|=1, A=F=1, on a |u.(4)]=1. Puisque 7 est une contraction
n'ayant pas la valeur propre 1, on a u,(2) € Or(S,), donc u,(T) existe et, en
vertu du théoréme 2 (6), u.(T) est une contraction pour tout s = 0. De plus
les relations u1,(2) u, (A) == 1;..(2), lin; u,(2)=1 (J4| =1, A== 1) entrainent, en

vertu du théoréme 2, (i) et (ii), que les contractions u,(7T) forment un semi-
groupe continu. Soient A" et 7' la génératrice et la cogénératrice de u.(T);
montrons que 7' =T.
Envisageons A cet effet les fonctions
_u(A)—1+s

D= D=
#.(4) est holomorphe pour |4]|<1, -continue pour {A|=1,451, et on a
fe(4)! =1 et lim »,() =2 pour |2| =1, 25=1. En vertu du théoréme 2, «(T)

s-»0
existe et on a
(13) e =1, lim»(T)=T (limite forte).
sept}

(s>0);

La relation r.(4) [u.(£)—1—s] = u.(4) — 1 + s entraine, en vertu du théoréme 2
(i), la relation

(14) r(T) [ (T)— (14 ) [ = u(T)—(1—5) ],
d’ou il s’ensuit que
(15) #(T) = [u(T) — (@ —38) I T) — (1 +-5) 1]

(Vinverse en question existe puisque [[u,(T)||=1 et 14+s>1). D’autre part,
en appliquant les transformations figurant aux deux membres de (14) 4 un
élément 7 du domaine de A’, divisant par s et faisant tendre ensuite s
vers 0, il résulte en vertu de (13):

TA'—I)h=(A'+1)h.
TA —I)=A 41, T—=(A A —1I)"

‘ce qui prouve que T=T". Cela extraine que 7,=u.(T); enfin, (13) et (15)
entrainent (12). .

Donc on a

Remarque. Ce raisonnement prouve que, pour toute contraction T
n‘ayant pas la valeur propre 1, on peut construire par (11) un semi-groupe
de contractions {7,} qui est avec T en la relation. exprimée par (9) et (10).
L’unicité de tel semi-groupe résulte, comme on l'a déja dit, du théoréme
de HiLLE et YOSIDA.

4. Le théoréme suivant, conséquence du théoréme 3, montre qu’un
semi-groupe de contractions et sa cogénératrice sont, pour ainsi dire, toujours
de méme type.
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Théoréme 4. Pour que le semi-groupe continu de contractions {T.,} soit
constitué de transformations normales. aufoadjointes ou unitaires, il faut et il
suffit que sa cogénératrice T soit normale, autoadjointe ou unitaire, selon les cas.

Démonstration. Si {T,} est constitué de transformations normales,
T. est permutable avec 7; pour tout s, #,) d’out il s’ensuit que les transforma-
tions R., R,—R: (voir (12)) sont aussi normales, et par conséquent ||R k| =
=||Rh||, [(R-—R)h||={|(R‘—R’)h|| pour tout he€H. Or, d’apres (12)
on a R,— T et par conséquent Ry — T* pour s—0; les relations que nous
venons d’obtenir entrainent que R, converge vers 7* aussi fortement, et que
| Th||==||T* k||, donc T est aussi normale. ‘

Si les T, sont autoadjointes, les R, sont de méme ainsi que leur
limite 7. Si les 7, sont unitaires, on a

IIhII—llehll_2+s|Ih!| pour 0<s=1;
\
cette inégalité découle de ce que pour [A]=1 on a
1= Ai—(1—5) - 2—s )
A4+(145) 2+s
Il s’ensuit que ||Th||=lim |[R.&|={lR]l. Vu que T doit étre normalé,,\\\ céla

implique que T est umtalre
Supposons maintenant que 7 est normale ayant la décomposmon
spectrale T= (4 dK,.?) On a alors d aprés (11) et (7) ‘

donc les 7, sont aussi normales. Comme il suffit d’intégrer ici sur le spectre

de 7, et comme u,(4) est de valeurs réelles sur Paxe réel et de module 1

sur le cercle unité, il s’ensuit que si 7 est autoadjointe ou umtalre il en

est de méme de T, selon les cas. ‘
Dans le cas de T, unitaires on a donc

T, — [ exp( 4+ 1 )dm

|2]=1

et cette représentation se réduit 4 celle du théoréme de STONE,
Tw= “. e[s.r: dEr;

%) CL [9] p. T4
7) Cf. le raisonnement sur la fonction u,(2) dans [12] p. 7—8.
) Puisque T n’a pas la valeur propre 1, la mesure spectrale du point 1 est égale a O.
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si l'on passe du cercle unité, privé du point /=1, a laxe réel par
I’'application

P x=—i2EL (u=1,2+10
L—1
De méme, si les 7. sont autoadjointes, on parvient & la représentation
spectrale

g
T.= | e dE,, ")
et cela en passant de Vintervalle —1=/<1 au demi-axe 0 =y < o par
I'application ‘

l——»y: .

5. Soit {7.} un semi-groupe continu .de contractions de H, 7 sa
cogénératrice, et U la dilatation unitaire de 7, opérant dans P'espace £ 29.
Soit {U;} le groupe continu & un paramétre de transformations unitaires de
I'espace &, dont la cogénératrice est égale & U. Puisqu'on a U,=u,(V),
T.=u(T) pour s=0, on a par la définition méme de u.(7):

(16) T.=pr U (s=0).

Montrons que I'espace 8 est sous-tendu par les éléments de la forme U,/
. . \ . x—ii"
(h€w, —= <s< o). Envisageons a cet effet la fonction r(x)=(x—_’—_—i)
avec m entier fixé; elle est continue et de module 1 sur 'axe —o < x < .
Il existe alors une suite de polynomes trigonométriques
T . §
Du(x)= gc,,,h gk (n=1,2,..)
~ avec des valeurs réelles s, , non nécessairement commensurables aux exposants,
tels que
PI=2 P —1(x) (a—=).")
En faisant la substitution
1+ x—i
i e —1" x+i

9) Cette voie d'arriver au théoréme de Stone est trés voisine de celle suivie par
J. von Neumasn [3].

1) Cas particulier d’un théoréme de Sz.-Nacy et Hiutg, cf. [9] p. 73 ou {2] p. 375.

1) On peut choisir pour p,(x) p. ex. un polynome trigonométriqgue de période 4n,
s'approchant dans FPintervalle —n < x<3n a I/n prés de la fonction r,(x) qui coincide
avec r(x) pour —n < x< n et est égale &4 r(2n—x) pour n < x < 3n.
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on obtient la suite

q" (eie) = Z C"’ L u‘?n_. k (ele)’
k=1 ’
u,(4) étant la fonction définie par (11). Comme la suite {q.(¢’?)} est bornée
et tend vers e™® pour 0 < @ < 27, et comme U n’a pas la valeur propre 1,
il découle du théoréeme 2 (ii) et de (11)*) que

g (V)= Dttt (U)=ciilU, ,—U" (n— )
k=1 k=1 .

L’espace R, qui est sous-tendu par les éléments de la forme U"h (h ¢ 9,
m entier), est donc sous-tendi1 aussi par les éléments U.h (€9, — oo <5< o0).
De cette facon on vient de démontrer que pour tout semi-groupe continu
{T.}s=0 de contractions de l’espace & il existe un groupe continu {Us}-o<i<o
de transformations unitaires d’un espace K 29, tel que la relation (16) soit
vérifiée et & soit sous-tendu par les éléments de la forme U,k (h€ D, —oo< s <o0).
Il est facile & montrer que ces propriétés de {U.} le déterminent d’une maniére
univoque *¥); nous V'appellerons la dilatation unitaire du semi-groupe {T.}.

On vient de retrouver de cette maniére le théoréme IV de [13] (voir
aussi [10] et [1]) comme une conséquence du.théoréme liI, sur la dilatation
unitaire d’une contraction™). :

De plus on a démontré une relation entre les dilatations unitaires du
semi-groupe {7} et de sa cogénératrice 7T '

Théoréme 5. La dilatation unitaire {U,} d’un semi-groupe continu
de contractions {T;} a sa cogénératrice ~égale a la dilatation unitaire de la
cogénératrice de {T.}.

Corollaire 5.1. Pour que le semi-groupe confinu de contractions {T.}
soit constitué de transformations lsometnques il faut et il suffit que sa’
cogénératrice T soit isométrique. '

Démonstration. Soient {U.}, U les dilatations unitaires de {7.} et T,
selon les cas. D’aprés le théoréme 5, U est la cogeneratnce de U., donc
on a, en vertu du théoréeme 3, T,=u.(T), U,=u,(U). Or si T est isométri-
que on.a TE U et ceci-entraine par le corollaire 2:1~u.(T) S u.(U), donc

2) Appliqué 2 U au lieu de T.

1) A condition qu'on ne dxstmgue pas entre les différentes réalisations du pro-
longement & de $.

1) A vraj dire, on suppose la au lieu ‘de la convergence forte 7.,— I (s —0)
seulement la convergence faible 7,— /1. Or P'équivalence de ces conditions, qui est une
conséquence du théoréme IV cité, résulte aussi directement de certams théorémes généraux’
de Dunrorp, cf. [2] p. 183—189.
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T.€SU.: T, est isométrique. Inversement, si 7. est isométrique pour tout
s=0,0onaTlT.CU, et

(T— Q=) | [T.— (1 + ) [ S (U~ Q=) [[U.—( +35) ] (s>0),
d’o’r il résuite par (12) que TS U: T est isométrique.

Corollaire 5.2. Si, pour un semi-groupe continu {T.} de contractions,
la dilatation unitaire U de la cogénératrice T de {T.) est unitairement équi-
valente ¢ la somme orthogonale de b répligues (d un nombre cordinal quelcon-
que) de la transformation unitaire Vf(p)=ef(p) de l'espace L*(0, 2), la
dilatation unitaire {U,} de {T.} est unitairement équivalente d la somme
orthogonale de » répliques du groupe unitaire {V.} de l'espace L*(— oo, <),
défini par V. g(x)=e*" g(x).

Démonstration. En vertu du théoréme 5, la cogénératrice de {U,}
est égale a U, donc on a U.=u.(U) et par conséquent {U.} est unitairement
équivalent a la somme orthogonale de b répliques du groupe {W.} de I’espace
L*0, 2:7), défini par W.f(¢)=u,(e’®?) f(¢). Or

1

2 )
19) — 80 =125 F(—2arc cotg )
est une application linéaire isoméfrique de l'espace L*(0=¢ =271) sur
I'espace L*(— oo < x < oo), pour laquelle

uy(e?) f(§) — e g (x),
donc {W,} est unitairement équivalent au groupe {V,} indiqué dans le
corollaire.

Remarque. En vertu d’un théoréme de SCHREIBER [8] I’hypothése du
corollaire 5.2 est vérifiée pour toute contraction au sens strict 7 (c’est-a-dire
pour laquelle ||T]|< 1), notamment avec d=dim$.") De cette fagon le
théoréme 3 de larticle [12], sur les semi-groupes de contractions dont la
cogeénératrice est une contraction au sens strict, apparait comme une consé-
quence du théoréme de SCHREIBER.

It.

6. D’aprés ). VON NEUMANN [4], un ensemble fermé S de points du plan
complexe s’appelle un ensemble spectral de la transformation linéaire bornée
T de lespace de Hilbert § si, pour toute fonction rationnelle r(Z) bornée

15) Dans [8] on suppose que dim < N,; une démonstration valable pour © de
dimension quelconque a été donnée dans V'article [12].
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sur S, la transformation r(7T) existe') et on a
) (D= sup Ir@)].

1l s’ensuit immédiatement de cette définition que le spectre de T;.0(T), doit
étre contenu dans S. Pour T normale, o(7T) est:lui-m&me un ensemble
spectral de 7, mais pour T non-normale cela n’est pas toujours le cas. Tout
ensemble fermé qui contient un ensemble spectral de 7" est évidemment lui-
méme un ensemble spectral de 7. Le disque |A|=||T]| est toujours un
ensemble spectral de T et en particulier le disque unité S, est ensemble
spectral de toute contraction.)

'S étant un ensemble spectral de 7, vON NEUMANN appelie une fonction
u(2) S-analytique si elle est limite sur S d’une suite uniformément convergente
de fonctions rationnelies r,.(2) ayant leurs pdles a 'extérieur de S (c’est-a-dire
dans la partie complémentaire CS du plan complexe). De (17) il s’ensuit
que les transformations r.(T) tendent alors en norme vers une limite,
indépendante du choix particulier de la suite {r.(4)}, et quon peut alors
désigner par u(T); c’est une transformation linéaire bornée telle que

ar) e = sup u@)]

Les fonctions S-analytiques forment évidemment une algébre, et I’application
u(A) - u(T) est linéaire et multiplicative. De plus, si I'image de S par la
fonction S-analytique A'—u(Z2) est un ensemble fermé §’, (i) S’ est un
ensemble spectral de 7" = u(T), (ii) pour toute fonction S’-analytique #(1’)
la fonction composee vou(l)y=uv(u(l)) est S—analythue et on a rou(T)=
=¢(T).

Tous ces faits simples se. trouvent établis dans le Mémoire cité
de vOoN NEUMANN. Voici quelques remarques additionnelles.

Tout d’abord remarquons que si S est un ensemble spectral de T,

(18) Th=ph. (pour un « €S et un h€ ) entraine u(T)h=u(uw)h

pour toute fonction S-analytique u(Z) En effet, cette implication est immédiate
pour r(Z) rationnelle ayant ses poles a I’extérieur de S; pour u(4) S-analyti-
que de type général elle s’ensuit alors par un passage a la limite r.(4) — u(4),
uniforme sur S. -

16) Pour r(/)_—cﬂ(i a, ]7(,{ b)' (a;+b) on définit r(T) directement par

c(T—a nN(T—b; ™! a condition qu ‘aucun des poles b n’appartient au spectre de 7.

17) Par raison d’homogeénéité ‘il suffit d’envxsager le cas ou || T||<1. Or, dans ce
cas, ce résultat de von NEumann est un corollaire du théoréme sur I'existence de la dilatation
unitaire U de T; en effet, on a r(T)==pr r(U), Ir(T)|| < ||r(U) || <=”s|uplr(i) (voir (6)).
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Pour commodité de langage donnons la définition suivante:

Définition 3. Soit &(S) la clusse des fonctions qui sont continues
dans S et holomorphes dans tout point intérieur de S.

I est manifeste que toute fonction S-analytique appartient a @(S) Dans
le cas particulier ot S est un ensemble borné dont la frontiére 9S est une
courbe simple fermée (bref: si S est un ensemble jordanien borné), un théoréme
de WaLsH affirme (voir [14] p. 36) que toute fonction qui est continue sur S
et holomorphe dans lintérieur de § est limite uniforme sur S de polynémes..
Donc, pour les ensembles jordaniens bornés, la classe des fonctions S-analyti-
ques coincide avec la classe O(S). '

Soient S et S’ deux ensembles jordaniens bornés. Soit 1 — i =s(4)
une application conforme de § sur §'™), et soit /'.’—»i.:?(/'.’) I'application
conforme inverse. On a évidemment s(4) € O(S) et 5(') € (S). Si S est un
ensemble spectral de la transformation 7, S’ est un ensemble spectral de la
transformation 7" =s(7), et on a inversement T=§’(T'). En vertu de (18)
les équations

Th=uh, T h=uh

(ol u, «’ sont deux points de S et 8’ correspondants par P’application confarme
envisagée) s’entrainent mutuellement. Il s’ensuit en particulier que le spectre
ponctuel de 7~ est I'image du spectre ponctuel de T.

Dans ce qui suit on choisira pour S le disque. unité fermé S, et on
désignera s(T) par 7, c’est une contraction. Soi; U, la dilatation unitaire

de T,, opérant dans l'espace =29, et soit N= s(UO). ¥y Comme fonction
de la transformation unitaire U,, N est une transformation normale; son
spectre est 'image par Papplication /‘..,—»i.=_sl(i.0) du spectre de U, et par
conséquent est situé sur ¢S (la frontitre de S). Comme on a u(7,)=—
=pru(U,) pour toute fonction u(%) € O(S,),™) il s’ensuit que, en particulier,

T =[5 ()" =7 "(T)=pr [s (U] =pr [s (U] = pr N"
(n=0,1,2,...). Montrons que les éléments de la forme N(n)h*) (h€ 9,

15) Nous entendrons par la une application conforme (proprement dite) de lintérieur
de S sur lintérieur de §’, prolongée (en vertu du théoréme de CaraTHEODORY) a4 une
application topologique de S sur S

1) La classe O(S) est évidemment contenue dans toute classe O,,(So) ou R est une
contraction (voir § 2), et pour u(4, € ¢ C(Sy) la définition actuelle de _u(R) coincide avec
celle donnée au §2. Cela est immédiat pour les polyndmes de 4,, et de la on passe au
cas d’une fonction u(4,) € U(S.,) de type général par l'intermédiaire d’une suite de polynémes
convergeant vers u(Zy) uniformément sur S,,.

2) N(n)=N" ou =N selon que n=0 ou n < 0.
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n=0,+1, +2,...) sous-tendent I'espace s. Envisageons & cet effet la
fonction s”(4) sur ¢S, m étant un entier fixé quelconque. Cette fonction est
continue sur ¢S et par conséquent elle peut étre approchée uniformément
sur 39S par la somme d’un polynéme de Z et d’'un polynome de 7 (cf. [14]
_p. 39). La transformation Us"=s"(N) peut donc étre approchée en norme
par la somme d’un polyndme de N et d’un polynéme de N* (nous faisons
ici usage de .la formule (7) pour les fonctions de type général d’une
transformation normale oii, dans ce cas, il suffit d’intégrer sur ¢S). Pour
tout h €9, U)'h est donc limite de combinaisons linéaires des éléments N(n)h.
Or les éléments de la forme Uy'h sous-tendent l'espace s, donc les éléments
de la forme N(n)h le sous-tendent aussi.

Supposons que N’ soit une autre transformation normale, opérant dans
un espace {29, telle que o(N)S9S, T'=prN" (n=0,1,2,...) et que
les éléments de la forme N'(n)h (h€ H; n=0,+1, +2,...) sous-tendent
Pespace W'. Soit Ui==s(N’); puisque |s(Z)]==1 sur 9S donc sur o(N’),
U: est unitaire. Le méme raisonnement qui nous a conduits des propriétés
de U. a celles de N, suivi dans la direction opposée N'— Ui, fournit que
To =pr U (n==0,1,2,...) et que 'espace &’ est sous-tendu par les éléments
de la forme Us(nh=Us"h (h€H; n=0,+1,+2,...). Or la dilatation
unitaire d’une contraction est.déterminée de maniére univoque, c’est-a-dire a
un isomorphisme prés, donc il existe une application linéaire et isométrique
+ de & sur ¥, laissant invariants les éléments de %, et telle-que Uj=tUst"".
Cela entraine que p(Uy)=zp(U,)t™' pour tout polyndome p(Z) et alors
u(Up)y=r u(U)«" pour toute fonction u()€ S(S.), en particulier on a
_s)(U‘.’)——:'rE](UO) +~, donc N'=+N<"'. En d’autres termes, si I'on identifie
les éléments de & et & qui se correspondent par «, N’ coincidera avec N.

En résumant, nous avons démontré le

Théoréme 6. S étant un ensemble spectral jordanien borné de la
transformation linéaire bornée T de [l'espace %, il existe, dans un espace
R29, une transformation normale N ftelle que le spectre de N est situé sur
la frontiére de S, et que

T =prN" (n=0,1,2,..);

en plus, N est sous-tendu par les éléments de la forme N"h et N™"h (hes;
n=0,1,2,...). Ces conditions déterminent N de maniére univoque*'). Si
A,=s(2) est une application conforme de S sur le disque unité fermé S,, s(N)
est la dilatation unitaire de la contraction s(T). '

21) A condition qu'on ne distingue pas entre les différentes réalisations du prolongement
f.de ».
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Appelons cette transformation N la dilatation normale de T par rapport
a iensemble spectral S.

7. Voici quelques relations spectrales entre T et N qui dérivent de
maniére plus ou moins immédiate des relations entre une contraction et sa
dilatation unitaire.

Théoreme 7. (i) On a TEN si s(T) est isométrique, et dans ce
cas seulement. (ii)y Si T==N, cest-d-dire si T n’est pas elle-méme normale
ayant son spectre situé sur la frontiére de.S, le spectre de N recouvre toute
la frontiére de S. (iii) Toute valeur propre de T sur la frontiére de S est en
méme temps une valeur propre de N et inversement, et les vecteurs propres
correspondants sont les mémes pour T et N.*) (iv) Si S contient dans son
intérieur un autre ensemble spectral de T, la dilutation normale N de T par
rapport @ S est unitairement équivalente a la somme orthogonale de b répliques
(v =dim ©) de la transformation normale Ny de l'espace L*(0, 2:t), définie par
Ny f((;;)-:'s](e"‘/') f(y) oi1 e"'P—>Tsl(e"‘P) est lapplication topologique du cercle
unité sur la frontiére de S, induite par lapplication conforme do—rs (%) du
disque unité S, sur S.%)

Démonstration. Ad-(i): Si 7,=s(T) est isométrique, ona T,E U,
donc, en vertu du corollaire 2.1, T—=73(T) S5 (U)=N. Inversement, si
TEN, on a p(T)Sp(N) pour tout polyndme p(Z), dou il s’ensuit
u(T)Su(N) pour toute fonction u(i) € &(S), en particulier on a s(T) S s(N),
donc T,S U,: T, est isométrique. Ad (ii): Le spectre de U,=s(N) étant
'image du spectre de N par I'application 4 — s(Z), si ¢(N) ne recouvre pas
aS, o(U,) ne recouvre pas le cercle unité; or en vertu du- corollaire 2.2
cela entraine que 7,= U,, et alors T=_s'(71.) =§1(M,)=N Ad (iii): Puis-
qu'on a les relations 7,=s(T) et T=§](T(,), il s’ensuit de (18) que les
équations

Th=uh, T,i=u.h (ot wy=-s(w))

s’entrainent mutuellement; par la méme raison, les équations
- Nh=uh, Uh=u.h

s’entrainent aussi mutuellement. Or, si ¢ est sur 38, u, est sur le cercle

unité, et les équations
Toh=uh, Uh=uh

22) Par conséquent deux vecteurs propres de T correspondant a deux valeurs propres
différentes, situées sur oS, sont orthogonaux.
#) On peut choisir cette application conforme d’ailleurs arbitrairement.
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s'entrainent mutuellement en vertu du théoréme 1. Par conséquent, pour «
situé sur ¢S, les équations ‘
Th==uh, Nh=uh

s’entrainent mutuellement. Ad (iv): Si T a un ensemble spectral S, situé dans
lintérieur de S, T,=s(T) aura 'ensemble spectral s(S,) situé dans l'intérieur
du disque unité S,, ce qui entraine que ||7,||< 1. Or par le théoréme de
SCHREIBER (voir [8], [12]) la dilatation unitaire U, de 7, est alors unitairement
équivalente a la somme orthogonale de d répliques de la transformation unitaire
V() =e® f(¢) de l'espace L*(0,2:r). Puisqu’on a N=7 (U.)), lassertion
en découle immédiatement. h -

8. Soit S un ensemble spectral jordanien borné de la transforr_nation T.
Nous allons indiquer comment le calcul fonctionnel pour T peut étre étendu
au deld de la classe &(S), et cela en faisant usage du calcul fonctlonnel
pour les contractions, envisagé au paragraphe 2.

Soient, comme plus haut, Z,==s(4) une application conforme de S sur
le disque unité S, et /‘.:3"‘(/‘.0) son inverse; soit Tu=s(T)\, donc T= _sl(T.,).
Cela étant, convenons de la définition suivante:

Définition 4. Nous dirons que la fonctlon u(4), définie dans
Pintérieur de S, appartient a la classe &1(S), lorsque la fonction uo's (i),
définie dans lintérieur de S,, appartient a la classe C+,(S,) correspondant a la
contraction T, d’aprés la définition 2 donnée au paragraphe 2, et dans ce cas
nous posons par définition

u(T)=uos(T).

Il est mhanifeste que cette classe comprend en particulier toutes les
fonctions u(Z) qui sont holomorphes dans l'intérieur de S et continues dans
S sauf au plus en un ensemble dénombrable de points a4 la frontiére, dont
aucun n’est une valeur propre de T (en ces points exceptionnels u(4) peut
méme ne pas étre définie). ©,(S) comprend en particulier la classe &(S), et
comme, en vertu de la régle de composition des fonctions S-analytiques,
u € O(S) entraine uwos €C(S,) et uos(T)=u[s(T,)]=u(T), on voit que
la nouvelle définition de u(7T) est consistente avec celle donnée au
paragraphe 6. *')

Théoréme 8.1. La classe &+(S) et la définition de u(T) sur cette

classe ne dépendent pas du choix particulier de Uapplication conforme #,= s(4)
de S sur S..

) De la “propriété 4.3 dans [1] il résuite par la méme voie que-la classe y définie
©,[S; T] est contenue dans la classe <&,(S) du présent travail et que les deux définitions
des fonctions de T sont consistentes.
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Démonstration. Si Zy=s"(4) est une autre application conforme
de S sur Ss, 2.f.=s'o§l(i.<,;)zl(i.(.) sera une application conforme de Sp sur
So, donc une homographie. On aura 75 =s'(T) =s’[_s'(7},)]=s’o’s‘(To)=I(To),
donc, -en vertu du théoréme 2 (iv), v € O7;(So) entraine vol €O (So) et
u(Ti)=wo l(To). Par conséquent si u(4) est une fonction définie dans
Vintérieur de S, telle que u o3¢ ér;(Sv), on aura u o§]=uo(§]’o $)os =
= (u oE")‘ole@T,,(&y) et uo§"(7}{)=uo’s‘(TQ). Les roles de s et s* étant
symétriques, cela démontre Iindépendence de la définition du choix particulier
de I'application conforme.

Les propriétés de linéarité, de multiplicativité et de convergence établies
au théoréme 2 (i) —(ii) se transportent a la classe ©7(S) de maniére évidente.
Formulons les propriétés suivantes pour les fonctions composées : '

Théoréme 8.2. Soit S un ensemble spectral jordanien borné de la
- transformation T et soit u € &¢(S), T'=u(T). :

(i) Le spectre de T’ est contenu dans I'adhérence Z de lensemble Z des
valeurs prises par u(/) dans Ulintérieur de S. Pour toute fonction w(z2),
‘holomorphe dans un domaine contenant Pensemble (borné, fermé et connexe)
Z dans son intérieur, on a

wou€Cr(S) et wou(T)=wi(T),
la lettre R indiquant qu’il s’agit ld de la définition au sens du calcul foné—
tionnel. de Riesz—Dunford (-f. [7] n°®151).
(ii) Si, en particulier, ' =u(l) est une application conforme de S sur
un ensemble. jordanien borné S’, on a pour toute fonction » € Er(S'):

rou€Cr(S) et rou(T)=u(T).
Démonstration. L'assertion (i) est une conséquence immédiate du
théoréme 2 (v); en effet on a en vertu de ce théoréme
wou(T)=wouos (T,)=w(uos(T)J=wu(T)),
ol Z,=s(4) est une application conforme de § sur S, et 7,=s(T).
‘Dans le cas (ii) posons s ‘e=soll; dy=S5 (#), est alors une application

conforme de S’ sur S,. Soit Ti=s(7"). En vertu de la régle de composition
des fonctions S-analytiques on a

Ti=sou(T")=s(u(T"’ ) =s(N)=Tu.

L’hypothése » € &1(S’) est équivalente a ce que,vos € S7(S.), et on a par
la définition 4:

W(T)=vos (Td)=uvo (uos)(T)=

ce qui achéve la démonstration.

vouos(T)y=vou o5 (T)=rvou(T),
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Observons encore, pour terminer, le fait suivant:

Théoreme 83. Si N est la dilatation normale de T par rapport
a lensemble spectral jordanien borné S, les classes ©1(S) et € \(S) coincident,
et pour u€ €r(S) on a
(19) u(T)=rpru(N).

Démonstration. Si 2,=s(2) est une application conforme de.S

‘sur S, Uy=s(N) est la dilatation unitaire de T,==s(T) (voir théoréme 6)

. et par conséquent les classes Or,(S,) et &, (S,) coincident, et pour v € €r,(S,)

on a par définition v(T,) = pr ¢(U.). En choisissant en particulier »—=uo s,
il résulte I’équation (19). :
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On a mean-value theorem of Schwarz—Stlelt_]es.*)
By PAUL. SZASZ in Budapest.

Let f(x) be a single-valued function of the real variable x, which has
derivatives of the first n orders throughout the open interval (a, b). Let the
real numbers ao, .. ., a. and the positive integers mo, .. ., mj be chosen such that

A< @p<a< --<a.<b

and
(M mo+m+ -+ +m=n+1.
If, followmg N. E. NORLUND'), we denote by

m, times m, times '"I. times
P e
[ao, ..., a0, ai,...,a&1,..., G, ... ,a;.,f(x)]

the coefficient of x* in the polynomial H(x) of order = n satxsfying the inter-
polatory conditions

2 H(a)=f(a), H'(@)=f"(@),..., H""Y(a) =f ™" a))
(i=0,1, ...,k)
of CH. HERMITE®), then the mean-value theorem
m, times aey times my. times )
(3) ) [do,...,a(), d],.-.-, ag, ..., Qi,.. )akyf(x)]_f( (g)

of SCHWARZ—STIELTJES?) is. valid, where a, < & < a..

*) Abbreviated version of a previous paper of the author in Hungarian: A differencial-
szamitas kozépértéktételével kapcsolatos kérdésekrdl, Mathematikai és Physikai Lapok, 33
(1926), 150—180.

1) N. E. Norwunn, Legons sur les séries d’interpolation (Paris, 1926), p. 7—8.

2) Cu. Hermite, Sur la formule d’interpolation de Lagrange, Journal fiir die reine
und angewandte Math., 84 (1878), 70—79, in particular p. 70, or Qeuvres de Charles Hermilte,
Il (Paris, 1912), p. 432—443, in particular p. 432.

#) H. A. Scawarz, Démonstration élémentaire d’une propriété fondamentale des fonc-
tions interpolaires, Gesammelte mathematische Abhandlungen 1l (Berlin, 1890), p. 307—308,
in particular p. 308; further T. J. StieLtjes, A propos de la formule d’interpolation de
Lagrange, Oeuvres complétes de Thomas Jan Stieltjes 1 (Groningen, 1914), p. 47—60, in
particular p. 56. H. A. Scuwarz stated the theorem only in the case k=n and supposed
the continuity of £ (x).
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In the case
k=n, ap=a, ay=ca+h,...;a,=ac+nh
(3) can be written in the form
M) A" fl@)y=h"fle+Tnh)  (O<r<1)

while for . .
=1, av=0, ay=a+h, my=n, m=1

from (3) it follows TAYLOR’s mean-value theorem with LAGRANGE’s form of
the remamder

) St D =@+ @+ S

0< &< 1)
It has been proved by R. ROTHE'), that in (M.)

n-1
I ])’ f‘“ 1)( ‘) _f(l”(“ f (’\h)

4) '(.'—>—;- for h—0
and in (7,)
1
G — .
(5) J AT for h—0,

assumed in both cases that f"*"'(x) exists in the neighbourhood of the °
point «, and is continuous and ==0 in «.°) | have shown®), that it is sufficient
to suppose the existence of f**”(e) = 0.

In the present paper 1 shall prove first the following theorem, which
contains the above theorems (4) and (5):

Theorem [. Suppose the points an,a. tend to the point « of the
open interval (a, b). with the restriction

(6) Qe E i
a;:—ao a.—Qo
Then for the mean-value & in (3) we have
1 ( _mpan+mya+ - —l—mkaz{)
@) a.—an \g mo+my+---+m, 0,

)
assumed that f"Ve exists and is +=0.

1) R. RotHE, Zum Mittelwertsatze der Differentialrechnung, Math. Zeitschrift, 9-(1921),
300—325, in particular p.‘314, further p. 309—310.

5) The latter theorem has been proved by M. Bexe, Differencidl- és integrdlszdmitds
I. (in Hungarian), (Budapest,.1910), p.. 197. _

%) PauL Szisz, Uber einen Mittelwertsatz, Math. Zeitschrift, 25 (1926), 116—120. Later
the same was proved for TavLor's mean-value theorem (T,) by Cur. Y. Pauc, see
Otro Hauprr—Geora Aumann, Differential- und Integralrechnung, 2. Aufl. unter Mltwnkung von
CHRISTIAN Y. Pauc, II. Band (Berlin, 1950) p. 42.
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I need the following
Lemma. We have

m,, times’ w, tines mj, times
e B

PN
't:)) [au,. @y, A3y, ooy Qiy ..., 4 x”“]-—moau mai+ -+ +may.

Proof of the lemma. In (2) choose f(x)=x"*'. Then the roots
of the algebraic equation

9) o x"™—H(x)=0

are

m, times m, times wy. times
e e el .

Aoyeoey,Quy A1y ooy Ary oo oy Qry o ooy Qx

every root being taken according to its multiplicity. The sum of these roots
of the equation (9) is equal to the coefficient of x* in H(x), i.e. to the left-
hand side of (8), which proves the Lemma.

Proof of theorem I. Let the mean-value theorem (3) be applied
to the function

(n+1)
o

Oﬁ the basis of the above Lemma it follows with regard to (3)

A G A )
n! (n+1)!

anl

n) f52ry. nit)
(moa.‘.—i-mlal—}—---+mk.a;;)=ﬂn$§) /( ( ) E

n!
(au<i<a, a< & <a),

or.written in another form

nt1
: ='f(") @) "‘f(“) &+ f(“ﬂ)(u) E—-¥F

But we have by the definition of the derivative

@) =" @+ " @+ e(0)} (x—e)

(10) f“’"‘(a)[ Modo + M d, + - +m,ak)
)-

with
) lim &(x)=0.

r=a

Therefore. we obtain from (10)

f(n+1)( )( ‘ m0a0+mlal+"'+ﬂhrak)

at — (g'ffe)s(gq—(s— ©)£(5),
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hence with respect to (1)

1 ( _man+m101+"'+mkal.-)=
01:—00 mo~-my -+ --- 4+ m '

(12)

= e)————¢(& s
f(u+l)( )30 —a ( ) O —ao ( )
In consequence of the restriction (6) we have however
V E—u E—e |
a.—dao i a.—ay
Thus on the basis of (11), from (12) it follows (7), q.e. d.
Next we make another remark concerning the mean-value & in the for-
mula (3). In case of a polynomial f(x) of the exact order n+1, it follows
" at once that

< L.

b

moao+ ma;+ -+ 4+ mu.a;
Mo+ My~ +++ + m;

This fact can be generalized in the followmg manner :

:&:

Theorem II Let f™(x) monotone throughout the interval a < x < ay,
further let the difference-quotient

y— L @="G)

u—v

o (4,

be bounded Jor av<u<v<a, and M, 44 denote the upper and lower bound
of |@(u, v)|, respectively. Then in case M ==0 we have

(13) 1 E_m0a0+mlal+”'+mkak
a—ao |’ mo+m -4 m

Equality is valid if and only if M= g.

=1—

i
7

Proof. Similarly to the proof of (10) we obtain

] ) A R R

(@ <&<ax, ap<& <ay).

In case & ==& the assertion is obvious. Now let &’ 3=& From (14) and (1)
it follows in consequence of

=8| _,
0 ¢ a.—4ao |
tha

. meQ@o+ma;+ --- +mea; L f(n)(g) f(l)(%//)
(15) a;—ao = ,mu+m1+ sy, = M (M E—-&" )

A4
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It can be assumed that f*(x) does not decrease, & M, u being the same
for f(x) as for —f(x). Then we have

n) (1) ggrr
(16) p=t (é)g £ E) _
and from (15), (16) it follows (13). In (15) equality is valid only in the case
if the right-hand side vanishes. Consequently, in (13) equality holds if and
only if M=y. Thus the proof of Theorem Il is complete.
With the help of Theorem Il it is easy to see, for ex., that in the
well-known formula

log(N+ ») = log N+ »{log(N+1)—log N} — "(”2+ D El
(N>0,0<r<1, N<E<N+1) )

we have
E=N+2Fl 4o
with
lo|< N +N"’+ N:l'

(Received December 28, 1957.)
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Uber eine neue Erweiterung von Ringen. L.
Von J. SZEP in Szeged.

§ 1. Einleitung.

Wir betrachten einen Ring R mit zwei Unterringen A und B so beschaffen,
daB die Beziehungen '
@) R*=A*+B*, AnB=0
gelten, wobei mit dem oben angesetzten ,, +“ Zeichen der Modul (der Elemente)
des Ringes bezeichnet wird. Mit anderen Worten besagt (&), daf der Modul R*
in die direkte Summe der Moduln A* und B* zerlegt ist. Bekanntlich ist
dabei der Ring R selbst dann und nur dann in die direkte Summe von A
und B zerlegt, wofiir wir R=A -+ B schreiben, wenn A und B sogar Ideale
von. R sind. Gibt es eine direkte Zerlegung R=A+ B mit A==0, B5=0,
so nennt man R bekanntlich direkt zerlegbar. Im obigen allgemeineren Fall (&)
sprechen wir von einer (allgemeinen) Zerlegung von R (in die Summe der
Unterringe A, B) und gebrauchen hierfiir die Bezeichnung
(¢8) R=A{iB.
Wenn fiir R mindestens eine Zerlegung (#) mit A=3=0, B=:0 existiert, so
nennen wir R einen zerlegbaren Ring.

Ein einfaches Beispiel fiir eine (nicht direkte) Zerlegung von Ringen
geben wir hier an, einige weniger triviale Beispiele folgen in § 2.

Es sei R ein Matrizenring von endlichem Rang. Wir betrachten zuerst
die Matrizen in R, in denen unterhalb der Diagonale alle Elemente gleich O,
dann die Matrizen, in denen die iibrigen Elemente gleich O sind. Diese
Matrizen bilden in R je einen Unterring A bzw. B mit R =A 4 B und dabei
ist weder A noch B ein Ideal von R, also ist R+ A+ B.

Wir wollen uns mit dem entsprechenden inversen Problem beschiftigen,
das wir folgenderweise formulieren:
Zu beliebigen Ringen A, B sind diejenigen Ringe R zu bestimmen,
fiir die '

©) R=A41B,AnB =0 A=A B =B

\
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gelten, wobei = die Isomorphie bezeichnet. Wir sagen dann, dass der Ring R
aus den Ringen A und B durch (allgemeine) Zusammensetzung entsteht. _

Dabei handelt es sich also um eine Veraligemeinerung der direkten
Zusammensetzung von Ringen und auch von den zerfallenden Everettschen
Ringerweiterungen (vgl. EVERETT [2], REDEI [T7]).

Aus (@) entstent nach Einbettung von A und B der obigen Fall (#).
(Hieraus sieht man, dass es sich bei (€) um eine Art Erweiterungsproblem
handelt, wobei nidmlich nach einem gemeinsamen Erweiterungsring von A
und B gefragt wird.) Wegen des Gesagten schreiben wir auch im. Fall (€)
einfach R=A { B (wie bei (#)), wenn daraus kein Mifiverstindnis entsteht.

Eine ,explizite“ Losung unseres Problems ist freilich unvorstellbar,
aber wir. werden es im Satz 1 in einem d&hnlichen Sinne allgemein l6sen,
wie das z.B. in der Everettschen Ringerweiterungstheorie zu meinen ist
Aus Satz 1 ziehen wir dann gewisse SchliiBe allgemeiner Natur beziiglich
der Eigenschaften unserer Ringe (Sitze 2, 3, 4). AuBerdem konnten wir einige
Feststellungen von spezieller Natur erzielen, die uns ebenfalls interessant zu
sein scheinen (Sitze 5 bis 8).

Freilich lieBen sich in unserem Problemkreis mehrere weitere Fragen
stellen. Es ist z. B. eine interessante Frage, die wir aber nicht beantworten
konnten, ob es unter unserem Ringen R=AJ4 B auch einfache Ringe
(insbesondere Schiefkbrper) gibt.

Es ist klar, dass sich unser Problem mit entsprechender - Anderung
allgemeiner fiir beliebige ,gleichartige“ Strukturen formulieren 148t, wobei
man immer- unter den in diesen Strukturen erkldrten Verkniipfungen eine
auszeichnet (in unserem obigen Fall, wo es sich um Ringe handelt, haben
wir ja die Addition ausgezeichnet). Im Fall von Strukturen mit einer Ver-
kniipfung (z. B. Gruppen oder Halbgruppen) ist eine solche Auszeichnung
freilich nicht notig. :

Insbesondere fiir Gruppen lautet also dieses Erweiterungsproblem
folgenderweise : '

Es seien G und /" zwei beliebige Gruppen. Es sind die samtlichen
Gruppen ¢ mit

&=aG1", G’nF’=1, G=G I''=rI
zu bestimmen.

Der Leser sieht, daB es sich eben- um das bekannte Problem der
Gruppenfaktorisation (oder nach einer neulich von B. H. NEUMANN einge-
fiilhrten Terminologie um das allgemeine Gruppenprodukt) handelt. Dieses
gruppentheoretische Problem gab in den letzten Jahren zu vielen wichtigen
Untersuchungen AnlaB. Eben diese Untersuchungen haben uns an unser
ringtheoretisches Problem geleitet.
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Dem geschilderten Umstand entsprechend weist ein Teil unserer Resultate
eine Ahnlichkeit mit Sitzen aus der Theorie der Gruppenfaktorisation auf.
Auf diese Analogien werden- wir in FuBanmerkungen jedesmal hinweisen.

§ 2. Beispiele.")

Um das Interesse fiir unser Problem zu erwecken, erwdhnen wir hier
noch einige Beispiele.

1. Es sei wi, Wa, ..., wi, w5, ... die Basis eines Ringes R (d.h. seines
Moduls R*) mit wiw. = Wi, WiW], == W, WiWp =W, Wiwh =w/.. Die
. Wi, W, ... bzw. wi,ws, ... erzeugen in R einen Unterring A bzw. B mit

R=Aj B. Diese Unterringe A und B sind in R Linksideale (aber keine
Rechtsideale).

2. Wir betrachten zwei Polynomringe R[x], R[y] uber einem Ring R
und bezeichnen mit R,[x], Ro[y] ihre Unterringe bestehend aus -den durch
x bzw. y teilbaren Polynomen. In der direkten Summe Ro[x]* -+ R[y]*
definieren wir eine Multiplikation der Elemente durch '

(. () + &0+ &) =L L)+ &) L) THD)E: (1) +£:(0)£:(9)-
So entsteht ein Ring Ro[x] + Ry[y]. In diesem sind Ry[x], R,[y] Linksideale.

3. Es seien R,, R, zwei isomorphe Ringe, die nur O als gemeinsames
Element enthalten. Dann sind auch die Polynomringe Ri[x], R.[y] isomorph
und haben nur das Element O gemeinsam. Mit F.(x), £o(y) (oder gi(x), £:()
usw.) bezeichnen wir stets zwei einander isomorph zugeordnete Polyﬁome.
In der direkten Summe R[x]*+ R[] definieren wir eine Muitiplikation
durch

() +20)) () + () =L () +8() hx) +L0)k0) + £ (LA
So entsteht ein Ring Ri[x]+ R,[y]. In diesem sind Ri[x], R,[y] Linksideale.

4. Es sei K ein Korper von der Primzahlcharakteristik p. Mit K. und K
bezeichnen wir die Unterringe von K{x] und K [y] bestehend aus den (liicken-
haften) Polynomen von der Form Sa,x” bzw. Za:y”. In der direkten Summe
K! +K; werde die Multiplikation definiert : '

l
i

(F() + g()) (h(x) + k(@) =F(R(x)) -+ g (A(x)) + f(k()) + & k(D)) \

Der Leser sieht leicht (vgl. ORE [5]), daB hierdurch ein Ring entstanden ist,
in dem K, und K, Linksideale sind. '

1) Die Beispiele 2), 3), 4) und das in der Einleitung “erwihnte verdanke ich
Herrn Professor Reper.
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5. Es sei wi, wa, ..., wi, w3, ... die Basis eines Ringes R mit w,w, =
=wiwi=0, wiwi =wiw; =+ (W +w) (i, k1), wiwi=wiw,=wiw, =
=ww;=0. Die Basiselemente w;,w., ... bzw. wi, wi, ... erzeugen in R

einen Unierring A bzw. B mit A i B. Abweichend von den vorigen Beispielen
ist jetzt weder A noch B ein einseitiges ldeal von A 4 B (dhnliches bezieht
sich auf das in der Einleitung angegebene Beispiel).

§ 3. Die Lésung des Problems.

Unser Erweiterungsproblem 146t sich ohne Einschrankung der Allgemein-
heit so formulieren:

Es sind zu gegebenen Ringen A (==0) und B(==0) mit AnB=0 die
Ringe
a . R=A+B
zu bestimmen.

Zur Losung des Problems definieren wir R* (anders als in § 1) als die
direkte Summe der Moduln A* und B*. Dann nehmen wir vier (eindeutige)
Funktionen

@) a’, 'a (€A); b, °b (€B)  (a€A, bEB)
und definieren in R* die Multiplikation durch
3) : ab=a"4+b, ba="a+b"
~und
- (4 (@+b)(@+b)=uaa +ba +ab 4 bb (a,d€A;bb €B),

wobei aa’ und bb" (selbstverstindlich) Elementenprodukte in A bzw. B
bedeuten.

Damit auf diesem Wege ein Ring entsteht, ist vor allem notig, dass die
Multiplikation eindeutig ist, was aber nach (2) und (3) insbesondere fiir die
Produkte Oa, a0, 06,560 wegen 0¢€ A, B. und Oa—aO——Ob b0=0 erst
durch
6)) ="%=0"=0=p"="6—=0"<="0=0
gesichert ist. Deshalb nehmen wir die Erfiilltheit dieser ,Anfangsbedingungen“

(5) oft stillschweigend von vornherein an, aus denen die Eindeutigkeit der
* 'Multiplikation offenbar folgt.

Die aus R* so entstandene Struktur (mlt zwei Verknilipfungen) bezeichnen
wir mit R*. Es ist klar, daf die unter den R* vorkommenden Ringe eben
die samtlichen Losungen unseres Problems sind. Hiernach fragt es sich nur
noch danach, welchen Bedingungen die Funktionen (2) zu geniigen haben,
damit R* ein Ring ist.
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~ Satz 1. Die soeben definierte Struktur R* ist dann und nur dann ein
Ring, wenn fiir a,a’ € A und b,b' ¢ B die folgenden Beziehungen gelten :

a*t = @* +av,

b =g + Vg,

(6) ba-f-a’ — b« + bn" 'a+r«'b — ab +»a’b’
7 (@a+a)y=a"+a", a4 a’) =‘ta+ta,
( ) . (b+b,)u=b’)+bm, (,(b+b')=ab+"b,,
(ah)l»’ J— abb b’(ha) —_ b’ba
8 aya’ nn ] o a
® ®) = ()=
' (g) (ad’y =aa” +a ', Yaa')=="aa’ +"a’,
| (bb) —bb" 48, (bb)—"bb +°b,

(10)  (@)a'+"a=d" + a(”a'), (b + b =" +b(D),
(1 (a)" ="@"), ('B)" ="(6%).

Und zwar sind die so- entstehenden Ringe eben die samtllchen Ringe R mit
der Eigenschaft (1).%) '

Beweis. Wir brauchen nach Obigen nur die Behauptung ,dann und
nur dann“ zu beweisen.
Damit R ein Ring ist, ist notwendig und hinreichend, dafi die Multiplika-
tion in K assoziativ und. distributiv ist.
Da A und B Ringe sind, so sind fiir die Distributivitit die Bedingungen
(12) (a+a)Yob=ab+a'b, b(a+a)=ba+ ba,
ab+b)y=ab+abl,(b+b)a=ba+ba
notwendig und hinreichend. Die Notwendigkeit ist namlich trivial. Anderseits
folgt aus (12) und (4) fir beliebige drei Elemente a-+6,a + &, a”+b”
(a,a’,a” € A; b, ¥,b” € B) nach
[la+b)+(@+ )@ +b")=[a+a)+(b+ )] (@" +b) =
=@+a)a"+O+b)a"+(@+a)b"+(b+b)b" =
=aa’ +aa’+ba"+ba’'+ab”+ab’ +bb"+b6'b" =
—@+b) (@ +6)+@+8) (@ +5)
die Rechtsdistributivitdt. Auf die Linksdistributivitidt schlieft man &hnlich.
Nun kann (12) wegen (3) auch so geschrieben werden:

(a+a)+“"“b=a"+° b+a”‘ + b,
“*"'+"(a+a)—b“ ‘a+b° 4-"a,
b+ b)=a"+b+a" +V,

(b+ b’)" +""a b“-{- ‘a+b"+"a.

1) Den entsprechenden Satz fiir Gruppen samt Veraligemeinerungen s. in den
Arbeiten [1], [6], [8], [11].



56 J. Szép

Diese vier Gleichungen sind wegen AnB =0 gleichbedeutend mit den
Gleichungen (6) und (7), also driicken diese .etzteren genau die notwendige
und hinreichende Bedingung der Distributivitit aus. Im folgenden kénnen
wir die Gleichungen (6) und (7) schon voraussetzen. '

Da A und B Ringe sind, so driicken (wegen der angenommenen
Distributivitét) _
(13) (a'c'z')b=a(a’b), b(aa’)y=(ba)a’, (bb')a=0b(b'a), a(bb’)=(ab) ¥
(14) : (ab)a’=a(ba’), (ba) b’ =b(ab’)
offenbar die notwendige und hinreichende Bedingung der Assoziativitit der
Multiplikation aus. Da nach (3)
(@) b= (aa’)' +"'b; a(@b) = a(a” +“b)—aa" +a(“B)—aa" +a"" + (D),
b(aa’y=b"" +"(aa’); (ba)a’ = (b"+"a)a’ = (b°)a’ +"aa’ = (b")" +""a’ +"aa,
(bb)a— (bb) +"a; b(b'a)— bt +"a)— bb" +b("a) = b6 +0" +"("a),

T a(ob) =" +(0b); (@b)b = (@ +0) b’ = (@) b+ b0 — @)+ +bY

gelten, so ist (13) wegen An B=0 4quivalent mit den Gleichungen (8), (9).
' Aus (3) folgen ferner
{ab)ad’ =@ +“b)a’ = (@)a' +"ba = (@")a' + (b)) +"a,
a(ba)=a(b” +'a)=ab"+a(a)=a" +"(b")+a(a),
(ba) b’ = (" +"a) b = (b") o'+ "ab’ = (b") b’ +("a)" + "y,
| b(ab’) = b(a” +b) =ba" +b(Cb)=b" +%a")+b(b)
~also ist (14) aquivalent mit den Gleichungen (10),.(11). Somit haben wir
den Satz bewiesen.
Wir nennen einen Funktionenvierer (2) gutf, wenn fiir diesen die

Bedingungen (5)—(11) erfiillt sind, und nennen eine der vier Funktionen
(2) gut, wenn sie in einen guten Funktionenvierer gehort.

§ 4. Weitere Eigenschaften.

Die Relationen (7) zeigen, daB sich jedem Elément b von B bzw. zu
jedem Elementa von A je zwei Endomorphismen von A* bzw. B* zuordnen
lassen. Diese vier Endomorphismen sind ndmlich die folgenden :

h b
a—a, a—'a, b—"b, b—b,

wobei das Zeichen ,—“ zur. Bezeichnung der Abbildung dient.
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Wir bezeichnen diese Endo;norphlsmen mit A", "A, “B, B‘. Fiir ihre
Addition und Multlphkatlon gelten nach (7) und (9) bzw die folgenden

(15) A+ A=A, "A4TA="T4,
(16) A A = A", ATA=""A
an B'+B'=B"" 'B+“B="" B,
(18) | B'B'=B"", ‘B"B=""B.

Da B ein Ring ist, sieht man hieraus, dass (15,) und (16,) einen zu B anti-
homomorphen Rirg, (15,) und (162) einen zu B homomorphen Ring definieren.
Wir bezeichnen diese Ringe mit A” bzw. "A. Entsprechend definieren wir
auf Grund von (17) und (18) die Ringe B* und “B. Es gllt also der folgende

Satz 2. In jedem Ring R=A4+B bestehen
Bz A?, B~"A, A%B' A~‘B,

wobei ~ und % die Homomorphie bzw. die Antihomomorphie bezeichnet.")
Wir b_eze_ichnen den Kern des Homomorphismus A ~ *B bzw. B~"*A mit

(19) °4 bzw. °B
und den Kern des- Antihomomorphismus A~ B bzw. B3 A® mit
(20) A° bzw. B°.

Wir betrachten jetzt z.B. den Ring °A (d. h. die Menge derjenigen
Elemente a, fiir die "B=0 ist). Aus (4) sehen wir, daB fiir jedes Element
avon A und b von B ab=a® (E A) ist. Nach ”B 0 folgt aus (9)

b =0(¥ € B), also * ‘B— 0, d. h. @°€ °A. Somit gilt

1) °AB&°A.
Anhnlich 148t sich fiir A°

(22) BA°E A

zeigen. Ferner entstehen fiir den Ring °B bzw. B°
(23) °BAS°B,

(24) AB° S B°.

Da °A, A° Ideale in A, und °B, B° ldeale in B sind, so folgt

Satz 3. In R=A i B ist A° ein Linksideal, °A ein Rechtsideal, B°
ein Linksideal, °B ein Rechtsideal.

Wenn ACA ein Linksideal in R ist, dann ist offenbar B“—O(ae A).
“Ahnlich, wenn AS A ein Rechtsideal in R ist, so ist “B—0 (d¢ A), wenn
ferner AB._Q_B ein Linksideal in R ist, so ist*A’=0 (bE B), wenn endlich

1) Den analogen Satz im Fall der Gruppen s. [9], [10].
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BSB ein Rechtsideal in R ist, so ist ’A=0 (b € B). Daraus ergibt sich
der folgende _ S

Satz 4. In einem Ring R=A | B gelten: Das Linksideal A° enthlt
Jedes Linksideal AS A von R, das Rechtsideal °A von R enthlt jedes Rechts-
ideal AS A .von. R, das Linksideal B® von R enthilt jedes Linksideal B < B
von R, das Rechtsideal °B von R enthdlt jedes Rechtsideal B&B von R.")
_ Bemerkung. In einem Ring R=A{ B ist A dann und nur dann

“ein Linksideal, wenn B*=0, d.h.

=0 (ac A beB).

Ferner ist A in R dann und nur dann ein Rechtsideal, wenn “B=0, d.h..
b—0  (a€A beB)

Ahnlich 146t sich entscheiden ob B ein Links- bzw. Rechtsideal in R ist.

'Beispiel. Aus zwei isomorphen Ringen A und B wollen wir Ringe
R = A } B konstruieren, in denen A und B Linksideale sind. Die' Elemente
von A und B bezeichnen wir mit a,, @, ... bzw. b,, b,, ..., so daB

a;<—>b; .
ein Isomorphismus zwischen A und B ist. Nach der vorigen Bemerkung
miissen

, br—=al=0  (,k=1,2..) .

gelten. AuBlerdem setzen wir |
- bbby, V= a:ay.

Aus (3) und (4) ist klar, dal durch .diese vier Funktionen nur Ringe der

verlangten Art entstehen, aber es ist noch zu zeigen, daB die Bedingungen
von Satz 1 erfiillt sind. Das sieht man einfach aus den folgenden Rechnungen

a — =gl 4 al, b —0=— b b
(6’) “"”"a;.: (a;.- + a,,-) a:=aq:0:;+aa;, = b"a.- —+ b’a—,—,
“wHp, — (b + by) b = bibi + b b = “*b; + “b;,
(@ +a)'=0=ai+a, (b+b)"=0=>bF+0b7,
(7) Yy + ) = a: (@ + a) = @i + i = "ai -+ Vay,
%i(by + b)) = b: (bx + b)) = b:bi. +-b:by = %6y + “by,
(a‘bk)bz,z O : abk_bl’ (b”k)“l 0=— b“k"l
®) ‘ bl(bkai) = bl(ak aQ;)=aaa; = ”"‘a;,
. ul(‘!x—bi) =‘-‘(ll(bk b.) — bl bk bi — a,a,,bi)

1) Den analogen Satz fiir Gruppen s. [9], [10}.
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- 3
(ax a’)hi =0= akaf" + akl"-, (b6, i =0=0b.b/"+ b,..’“;,
®) h‘(a"'a’) =a:ara; = "m.a +0 = "ava; + vk a,
i " st
“ibr:br) = b: b by =""b,,b, +0 = "b. b, + " “br,

uy.

k o
(@)a+ o =""a=aaa=aa)+0=ala)ta ,

l”"u . al o n«hi
Gy b+ iy ="""b = bi.b:b, = b ("b;) + 0= b ("b:) + b’

ar) (“a)"=0="{a"), (“b)"=0="4b").

Wir betrachten die Elemente a(€A) so beschaffen, da a*=0 fiir alle '
Elemente b von B statthat. Diese a bilden einen Ring, denn aus a*=0 und
at=0 folgt (a+a)=a"+a*=0, ferner ist auch (aa’)*=aa"+a"*=0.
erfiillt. Wir. bezeichnen diesen Ring mit Ay. Da fiir jedes a(€Az) und jedes
b(¢B) ab=a"+"b(¢B) ist, so folgt A,BS B. Umgekehrt, wenn aBS B
(a € A) ist, dann besteht a”=0 fiir jedes b(€ B), d.h. es ist a € Ap. Ent-
sprechend konnen wir die Unterringe »A, B4, 4B definieren. Nach vorigem
gilt dann der

(10)

Satz 5. In einem Ring R=A{ B sind Ay bzw. B, die maximalen
Unterringe (S A), fiir die
' AsBEB bzw. B ASB
gilt, ferner sind By bzw. 4B die maximalen Unterringe (S B), fiir die
B4iAEA bzw. ABSA.

Bemerkung. Es ist leicht zu sehen, daB der durch die Produkte
ab(a ¢ A, b € B) erzeugte Modul {Ay B} ein Rechtsideal in B ist. Einerseits
ist namlich {Ay B} wegen

(ab)(@ b)) =(ab)b"=a(bb")€ AyB  (a' € Ap; V',0"€B)
ein Ring, andererseits ist offenbar
{ArB}BES{Ax B}. A
Eine entsprechende Behauptung gilt fiir die dhnlich erkldrten Moduln {B A},
{A B4}, {4B A}. '

Freilich sind die Bedingungen (6)—(11) voneinander abhingig. Unsere

Aufgabe wird jetzt solche Abhdngigkeiten zu untersuchen.

Satz 6. Wenn die Werte von irgendwelchen Funktionen (2) mit der
Eigenschaft (5) fiir die Generatoren der Moduln A* und B* angegeben sind,
so sind diese Funktionen .durch die Forderungen (6), (T) vollstindig bestimmt.
Sind dabei die Bedingungen (8)—(11) fiir die Generatoren von A* und B*
erfiillt, so bestehen diese Bedingungen auch schon fiir alle Elemente von A
und B.



60 }. Szép

Beweis. Den Beweis fangen wir mit der einfachen Bemerkung an,
daB die genannten Funktionen im Falle des Bestehens von (6), (7) so
beschaffen sein miissen, dab sie nur eine Vorzeichenidnderung erleiden, wenn
in ihnen a oder b durch —a bzw. —b ersetzt wird. Hiervon geniigt es
2.B. (—a)’ =—a" zu beweisen, denn die ibrigen Fille sind dhnlich. Der
Beweis entsteht sofort aus (7,) bei Anwendung auf @’'==—a, da dann die
linke Seite nach (5) gleich O ist. Im Besitz dieser Bemerkung folgt die erste
Hilfte des Satzes durch eine leichte Induktion.

Um die zweite Hélfte des Satzes zu beweisen, nehmen wir an, daB die
Bedingungen (8) bis. (11) fiir die Elemente b, (¢ B) und a,a (€ A) an Stelle
von b oder &' bzw. a oder a erfiillt sind. Aus ‘

(a‘h)h':____abb’ und (ab)h’=ahb’
folgt nach (6) und (7) :
(a'b-ﬁ;)b' _~__(aﬂ+ab‘3b’ _ (aE)b'+(d§)b' — aEb’ _l_asz’ =d5b’+§b’=a@+f)b’.
Ahnlich bekommt man (2")*”=a"®" und (@+ @)")" =(@ + @)". Das

bedeutet das Bestehen von (8,). Mit (8,;,) verfihrt man &hnlich.
Sind , } ~ .
(@)’ =aa’+a"", (aa)=aa" +a""
giiltig, so gilt nach (6) und (7)
(@a)? = (@a) +@a) =(aay +a" "+aa"+a"" =
— a(d"" + a”T_) -}—aulz‘“","';——— aa™ + a e
Das beweist einen Teil der Behauptung iiber (9,).
Hieraus sieht man leicht wie der Beweis. von Satz 6 weiter aus-
zufiihren ist.
Es seien die Ringe A und B gegeben. Es gilt der folgende
Satz 6.") Ist a* eine gute Funktion (a€ A, b€ B), so determiniert. a®
die Funktionswerte von “b mod B®. Eine gute Funktion "a determiniert die
Funktionswerte von b" mod °B. Eine gute Funktion “b deferminiert die Funk-
tionswerte von a" mod A°. Endlich determiniert eine gute Funktion b" die
Funktionswerte von "a mod °A.

Beweis. Es folgt aus (9,)

(26) a"=(aa)—aa"
Hiernach haben fiir gegebene @ und b siamtliche Gleichungen
(26) a" =(@a)—add

je eine Losung b° (a' € A, b* € B).

1) Den analogen Satz fiir Gruppen (in einem speziellen Fall) s. [6].
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Wir zeigen, daB zwei Losungen bf, b5(€ B) von (26) zu derselben
3 Restklasse mod B° gehoren. Fiir b7, b5 gelten nidmlich,

‘ a/lu —_ aﬂ'e
- also gilt wegen (6) .
. Sy -y
, a =0
fir jedes a’ € A. Somit gilt
i—bs€ B°

Da ferner nach (25) “b eine Losung von (26) ist, so ist hiermit die erste
Behauptung von Satz 6 bewiesen.
Die iibrigen Behauptungen beweist man- dhnlich.

Bemerkung. Gilt im Satz 6 insbesondere B° =0 bzw. °B=0, so
ist die Funktion ‘6 bzw. b“ durch die Funktion a” bzw. 'a sogar eindeutig
bestimmt. Entsprechendes gilt fiir die Funktionen ‘a, @’ in den Fillen
A°—0 und °A=0.

Fiir ein beliebiges Ideal des zerlegbargn Ringes R gilt der folgende

Satz 7. Ist a.ein Ideal von R==A 1} B bestehend aus den Elementen
a,+b,a,+b,, ... (@ €A bEB,i=1,2,...), so bilden die a; bzw. b; Unter-
ringe A" bzw. B’ von R, ferner ist R = A’+ +B'* ein (zerlegbarer) Unterring
von R mit R =A' 1 B, fiir den a &R’ besteht.

Beweis. Da (a;+ 6)+ (a;+ &) = (a; +a;) + (b: + &;) € a ist, so bilden
‘die Elemente a; bzw. b; gewisse Moduln A" bzw. B'. Fiir beliebige Elemente
a (€ A) und a;+b: (€n) ist :

27 a(a;i+b)—aa;+ab;— aa;—l—ab‘—i— b (€a),
woraus “b; € B” folgt. Ahnlich foigt aus
(28) @+b)a=aa+bi+"a (ca)

b€ B. Auf demselben Weg kdnnen wir a, "a; € A’ (beB) zengen Aus der-
Relation

(29) (a.+b)a;.-—a,a,+b""+ ‘a. (€q)
folgt a.a: + "g, € A’; und daraus a;a; € A. Auf dieselbe” Weise folgt b.b: GB’
Also sind A" und B’ Unterringe von A bzw. B.

‘Wir betrachten die Summe A"‘—|—B’+ die also ein Untermodul von R
ist. Auf Grund der vorher Bewiesenen ist :
(30) aj (a,- + b/) =a,Q; +a;" +”ka € At + B+
d.h. A (A*+B*)S A+ 4 B'*. Ahnlich ist -

(AI} +BI+) A/, BI (A/+ +B’+), (Al+ +BI+) _B’,C_A’+ +B/4.
Hiernach ist der Modul A’* 4 B’* ein Ring. Die Behauptung a & R" ist trivial.
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In Verbindung mit den zerlegbaren Ringen R=A{ B entsteht die
Frage, ob unter diesen Ringe auch Korper vorkommen. Auf dieses Problem
bezieht sich der folgende

Satz 8. Enthalten die Ringe A(==0), B(Z=0) je ein minimales Links-
ideal, so hat jeder Ring R—A 3. B ein echtes Linksideal.

Beweis. Nehmen wir an, daB der Satz falsch ist, d. h. R kein echtes
Linksideal enthdlt. Da R kein Zeroring von Primzahlordnung ist, so folgt
aus dem Struktursatz von WEDDERBURN—ARTIN leicht, daB R ein Schief-
korper sein muf. Da A und B nullteilerfrei sind, kann ihr Einselement (wenn
es existiet) nur das von R sein. Da aber AnB=0 ist, so folgt, daB
mindestens das eine von A und B ohne Einselement ist.

Wir nehmen an, daB A kein Einselement hat, und betrachten das
minimale Linksideal a von A. Es sei a ein von O verschiedenes Element
von a. Da Aa(Z=0) ein Linksideal von A(Sq) ist, so ist Aa==a. Hieraus
folgt die Existenz eines Elementes ¢ von A mit ea=a. Da aber A keinen
Nullteiler hat, so folgt hieraus, dafi e sein Einselement ist. Dieser Wider-
spruch beweist den Satz. ® ‘
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Uber eine allgemeine Ringkonstruktion
' -~ durch schiefes Produkt.

Von J. SZENDREI in Szeged.

§ 1. Einleitung.

Das Prinzip des schiefen Produktes geht auf HAMILTON zuriick und ist
ein alltigliches Werkzeug der Algebra, um aus gegebenen Strukturen neue
Strukturen zu konstruieren. In einer Arbeit [4]') hat L. REDEI einen sehir all-
gemeinen Typ von schiefen Produkten zweier Gruppen untersucht, der die
Schreierschen Erweiterungen und die Zappa—Szépschen Produkte als Spezial-
falle enthdlt. In einer anderen Arbeit [5] hat er zwei einfache Beispiele zur
Konstruktion von Ringen betrachtet, die ibrigens ‘einander sehr &hneln.
Mehrere Autoren haben schon auch bisher ihre Aufmerksamkeit auf die Theorie
des schiefen Produktes in der Gruppentheorie berichtet. (Vgl. KOCHENDORFFER
[3], ReDEr und STOHR [7], RUHS [8].) Neulich hat G. SzAsz in seiner Arbeit
[9] das schiefe Produkt von Halbverbinden untersucht.

In dieser Arbeit beschidftigen wir uns mit einem gewiflen Typ von
schiefem Produkt zweier Ringe. Dieser Typ ist sehr allgemein, und man kann
ihn als das ringtheoretische Analogon des Rédeischen schiefen Produktes
betrachten. '

~ Stets sollen R, P zwei Ringe mit den Elementen 0,aq,b,... bzw.
0,a,B,... bezeichnen, wobei 0,0 die Zeroelemente von R bzw. P sind. Wir
betrachten die (geordneten) Paare

(a, @) (@aeR, «€P).

Das Element a und e« heifit die R- bzw. P-Komponente von (a, «). Die
Gleichheit der Elemente (a, @), (¢, @) ist mit a=a’, « =¢ definiert. Die
Menge dieser Paare machen wir zu einer Struktur, die wir mit R o P bezeich-
nen, so, dafl wir die Addition und Multiplikation durch
(1) (@ @)+ (b, 8) = (@+b-+[e 8] [a, 6]+« +8),

) (@ @) (b, )= (ab+d" + 0 +{a. 8}, {a, b} + " + "8+ «3)

1) Die Nummern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am
Ende der Arbeit.
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definieren, wobei die Funktionen
(3) [(‘, ﬂ]r {(5, ﬂ}: aﬂ: ab E R! [(1, b]’ {a’ b}’ ab’ “‘?E P
den Anfangsbedingungen

(B) ' [¢, 0] =0, «] ={&, 0} = {0, ¢} = 0" =a’ = "0 ="a =0,
[0,0]=[0, a] ={a,0} ={0,a} =0" =" ="0="a=0

unterworfen sind. Die vier Funktionen a’, “6 (¢ R), «’, “8 (€P) in (3) konnen
wir als ,Operatorprodukte® auffassen. In diesem Sinne ist P (bzw. R) gleich-
zeitig ein Rechis- und Linksoperatorbereich von R (bzw. P). (Aber diese
Operationen werden von der sonst iiblichen abweichen.)

Aus (1), (2) und (B) folgen

(@ 0)+(b,0)=(a+b,[a,b]), (0 e)+(0 8) =« 8, «+8]),
(a. 0) (b, 0)=(ab, {a, b}), 0,2) (0, 8) =({«, B}, &),
(a,0) (0, 8) =(d’,"8), ©, @) (b, 0) = (°b, &Y.

Diese und (1), (2) zeigen, daB das Funktionensystem (3) und das schiefe
Produkt R o P einander gegenseitig eindeutig bestimmen.

Vor allem werden wir die Bedingungen aufstellen, unter denen das
schiefe Produkt Ro P ein Ring ist.

Wir nennen die Struktur RoP k-fach ausgeartet, wenn genau k der
acht Relationen

[¢, 8] =0, {«, #} =0, a’ =0, 6 =0,
[a,b] =0, {a,b}=0, ®=0, ‘B=0

* identisch gelten. Wenn k=20 ist, so nennen wir RoP auch nicht ausgeartet.
Im Falle k=28 ist Ro P die direkte Summe von R und P.

Was die k-fachen (k=-0,8) Ausartungen von RoP anbelangt, so gibt
~ es unter ihnen viele wesentlich verschiedene. Wir werden aber nur die fol-
- genden wichtigen Fille erwdhnen:

(@ &)+(b, 8)=(a+b,[a, 0]+ c+48),

) REP: (@, @) (b, )= (ab, {a, b} + + 8+ B);
: @O+ A =@+b e+,
®) ReP G @) (6, B) = (@bt +b, "+ "B+ uB);
: @+, 8=@+bec+8),
®) RePo @ @), 8) = (ab+{a, 8), & +"6+ «B):
o pup, @OHOH=(@+batp),

(@, @) (b, 8)=(ab, ¢’ +"8+B).
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Die ersten zwei sind 4-fach ausgeartet. Es wird sich herausstellen, daB die
Ringe ReP mit den Everettschen Erweiterungen [2], [6] von P mit R zusam-
menfallen. Die Ringe RsP stimmen mit neulich von Szep [12] untersuchten
Ringen iiberein. SzEp hat iiber sie interessante Resultate erzielt.

Die Theorie von RoP enthilt also insbesondere die dem Wesen nach
sehr verschiedenen Theorien von EVERETT und SzEP.-

Die Ringe R=«P, die 5-fach ausgeartet sind, wurden bisher nicht be-
trachtet. Es wird gezeigt, daf diese Ringe die Konstruktion der komplexen
Ringe und die der Quaternionenringe iiber einem Ring mit Einselement als
Spezialflle enthalten.’) Auf diese Weise kann man eine neue Konstruktion
des Korpers der komplexen Zahlen und des Quaternionenkoérpers angeben. Wir
mochten betonen, dafl unter den Ringkonstruktionen R#P auch Kérper vor-
kommen.

RoP ist einer der 6-fach -ausgearteten Ringe, der als Spezialfall in
ReP, RsP und R#+P enthalten ist, und zwar handelt es sich im wesentlichen
um die sogenannte faktorenfreie Everettsche Erweiterung [2], [6], [12]. Diese
ist eine alltdgliche und am friifesten eingefiihrte ngkonstruktlon (vgl.
DoRrRrOH [1]).

Es ist uns nicht gelungen ein Beispiel fiir nichtausgeartete Ringe anziigeben.

§ 2. Die Ringe RoP.

~ Wir wollen in diesem- Paragraphen notwendige und hinreichende Bedin-

gungen aufsteilen, damit ein schiefes Produkt R o P von R und P ein Ring ist.

Bevor wir den Satz 1 aussprechen, bemerken wir, dali man durch die
Vertauschung der Elemente von R und P-in (1) und (2) aus der R(P)-Kom-_
ponente die P(R) Komponente gewinnt. Folglich, wi€ es leicht.zu sehen ist, .
liefert die Vertauschung der lateinischen und griechischen Buchstaben aus
einer gilltigen Formel in R (P), eine giiltige Formel in P (R), die wir die/
duale der urspriinglichen Formel nennen. Von zwei solchen Formein geniigt
es also immer nur eine zu beweisen:

Wir beweisén nun den folgenden

%) Unter einem komplexen Ring iiber einem Ring R mit Einselement e verstehen wir
. nach Reoer die Menge der Elemente B}
a+bi . (a,b€ER)

in der ef—ie=1i, i2==e gilt und dié Addition und Multiplikation durch
(@+dd)+(+d)y=a+c+ (b+d)i
(a+bi)(c 3+ di)y=ac—bd+ (ad + be)i
definiert werden. :

Ahnlicherweise kann man dén Quaternionenring iiber R definieren.
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Satz 1. Das durch (1) und (2) definierte schiefe Produkt mit den
Anfangsbedingungen (B) ist dann und nur dann ein Ring, wenn

(K) ¢, 31=[3, a],
(AY) [, B+ [+ 8, 7] =[e. 8+ 71+ 18, 7,
(A?) a6 =0,

(A) alvet — {wb}e

(A) “18, 7} + e, B} = {a, B) +{aB, 7),
(As) a(Pe) + a#) = (af)c + 9,
(A)) 6" +{e, "7} = b)Y + e, 7,

(A)  a@®)+a”=(@b) +{{a,bh 7}, (“D)e+c="(b0)+ e, {b,c}},
(Aﬁ) (aﬂ)y + {aﬂ: 7} = o +a{ﬂ’ 7}1 ‘a(ﬁc) + {“’ fsl} - aﬂc + {“’ ﬂ}c’
O+ +{e [b,c)) ="“b+c+[c", &,

D] it b

®) (@+6)"+{la, ), 7} =a"+ 6"+, "7,
(D) @+ a8, y]=d’ +a" +['8,"7),

2 atf e B ¢ <

c+[e, Ble="c+"c+[c, 87,

(D) “[ff, ;’] + {“’ g+ 7] = {a’ ,3} -+ {“’ 7} + [ap): “7]7

M le, 3] + e+ 3,7} = {e, v} + {8, 7} + {ey, 87},
(D) a1 ={{a, b}, {a, c}], %%lc = [{a, c}, {b, c}],
Dy {a,b) + ", "y +ey}=0,  [a,c}+"7, 8 +87]=0

und die dualen Gleichungen gelten.

Bemerkung. Man kann leicht sehen, dab die additive Gruppe des
" Ringes RoP die von ReDEI [4] herrtihrende Gruppe G3I” (im kommutativen
Fall) ist. Dieser Typ wurde auch von KOCHENDORFFER [3] untersucht.

Zum Beweis betrachten wir ein schiefes Produkt R o P. Damit dies ein
Ring ist, ist notwendig und hinreichend, daf die Addition (1) kommutativ,
assoziativ und invertierbar, die Multiplikation (2) assoziativ ist, ferner die
links- und rechtsseitige Distributivitdt gilt.

Die Kommutativititsbedingung der Addition driickt sich durch (K) aus.

Die Assoziativititsbedingung der Addition lautet nach (1)

® le, 81+ [la, 0]+ e+ 8, 7] =le, [b, )+ 5+ 71+ 18, 7],

Es geniigt zu zeigen, daB unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen
(B) die Bedingung (8) mit den Bedingungen (A{), (A#) dquivalent ist. Wird
in (8) ¢« =0 bzw. b=0 eingesetzt, so entstehen nach (B) die mit (8) 4dqui-



Uber eine aligemeine Ringkonstruktion durch schiefes Produkt. 67

valenten Relationen:
©) | lla. b1+ 3, 1=18, 7
und (A}). Die Bedingung (9) ist aber wegen (A}) mit (A}) 4quivalent.

Da (0, 0) das Zeroelement von RoP ist, geniigt es die Existenz des
additiven Inversen in R o P nachzuweisen. Es gilt

A (a,«)=(a,0)+(0, «)
wegen (1) und (B), ferner

@0+ (—a,—lg,—a)=(0,0, (0,&)+(—[z, —e], &) =(0,0).
Hieraus folgt fiir das additive Inverse '
—(a, @) = (—a—[e, —a], —[a, —a] —@).
i

Die Bedingung der linksseitigen Distributivitit lautet nach (1), (2)

(ab+ac+af3, 71+ %0+ c+[8, 7)) + e [6, ]+ 8+ 7},
{a,b+c+[8 7} +&" PN (b, ]+ 84 1) +alb, ]+ 8+ )=
—(@b+d’+°b+{a, 8}, {a, b} + "+ 8+ eB)+

+(ac+a"+%c+{e, 7}, {a, ¢} + v+ ey),
d. h.

| alg, 71+a™ T L0 e +[8, YD+ {a, [b, ]+ B+ =
(10) =d’ +a"+ b+ "c+{e, 8) +{e, 7} +
' +[{a, b} + <"+ B+ aB {a,c} + & + "y + ey,

und eine dhnlictre Gleichung gilt fiir die duale Formel.

Die Bedingung fiir die rechtsseitige Distributivitat entsteht aus (10)
dadurch, daB man die Reihenfolge der Faktoren vertauscht und die Funk-
tionen {§ 7}, x5, *x der Reihe nach durch {7, &}, ¢x, x* ersetzt. Auf Grund
dieser Tatsache, wenn eine Formel aus der linksseitigen Distributivitit folgt,
so liefert diese Ersetzung wieder eine gtiltige Formel, die genau die analoge
Foigerung der rechtsseitigen Distributivitit ist. Zum Zweck des leichteren
Ausdrucks werden wir dieses Verfahren das Symmetrisieren des betreffenden
‘Beweises nennen. Die dadurch entstehenden neuen-Formeln werden die sym-
metrisierten der urspriinglichen Formeln genannt.

Im folgenden werden wir zu einer Formel stets auch die symmetnslerte
und duale hinzunehmen.

Die Behauptung 148t sich dann so aussprechen, daf’ (10) mit (D,) bis
(D.) dquivalent ist.
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Fiir 3=0,c=0 ergibt (10) wegen .der Invertierbarkeit der Addition die
Bedingung (D.). Ferner, wenn wir in (10)

a=0,3=v=0 S(Dl)[
b=c=0,c=0( . D),
d—b—c—0 emsetz.en, so entstehen 2 (D,),
e=p3=y=0 (D).

Um die Umkehrung, d.h. daf (10) eine Folgerung der Bedingungen
(D,) bis (D;) ist, zu beweisen, zeigen wir zuerst, daB aus (K), (A}), (AS)
und (D,) bis (D;) noch die hier anschlieBend abzuleitenden Glelchungen
folgen.

Aus (A}) foigt : .
(1n [“1‘!'“”-‘?1‘*‘3]'*‘[“1:“]‘|"[131r ]»=_[“1+I91y“2"‘@2]"'"[?"1:P?I]"l'[a?u‘“)'-']'
Die Gleichungen '
(12) [{a, 8}, “7I=Ie, e7] =0
sind einfache Folgerungen von (D;), wenn man in (D) ¢=o0 bzw. a=0
einsetzt. Wegen (11) und (12) ist (D;) mit
(13) : {a, b} +"7, "+ ay] =
4quivalent. 4
Es gelten auch die folgenden:

(14) [¢"+aB, & +ayl=[e]b,c}, ¢+ N+ [eb, ey]+][, «],
(15) [{a, b} +°8, {a, ¢} +"71=["[b, ], "B+ +{a, b}, {a, }]+['8, *71.
Die Gleichung (14) sieht man so ein. Wegen (11) und (12) ist
["+ad & +ay] ="+ a(p’—i—*/)]—i—[aﬁ, av]+ [, ).
Es geniigt zu zeigen, daf
[¢"+ ¢, e(@B+ ] =[elb, c], e(3+ /)]
Unter Beriicksichtigung von (9) (d. h. (Af), (AS)), (D.), (11) und (12)
ergibt sich
[+ ¢, e@+7))=[c"+ " +[b, %), «(B+ 7)) =[e[b, c] + ", «(B+ 7)) =
=le@+y+6, ), " [€B+7), elb, cll=[elb, ], «(3+ 7)),

was zu beweisen war.
Wenden wir (11) auf die linke Seite von (15) an, so gilt

e, 0+ e b+ =847, {a, b+ {a, ¢l] + e, b}, {a, 1]+ 3,7,
Also hat man nur noch
(18). ['3+"7: ta, b} +{a, ¢} =['[b, c), "+ )]
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einzusehen. Die linke Seite ist nach (9) (d. h. (A}) und (A})), (Dy), (Dy)
und (11)
'8+, {a, b} +1{a, )} =["3+ "y +[a’, a"), {a, b} +{a, c} +[ab, ac]]—
=@+ +{a 3716 ]+ {0, b+ )=
=[G+ 7+, el {a, [5 7]} +{a, b+ c}]+[a, [8, 7]} {a, b+ ]+
. +[ (N+ 1’)’ “[b:'C"'
- Der zweite Summand verschwindet hier wegen (D,) und (A}). Jetzt beweisen
wir, daB auch das erste Glied verschwindet. Dieses ist von &hnlicher Form,
wie die linke Seite von (16). Folglich ist
(@+7)+"b, el a3 71} +{a, b+ )] =
=[@E+7+Ib C])+"HP’, 7b o+l da [+ 7 (6, ey +H{a [8 71+ 0+ e+
+ '@+ 7416, ), I8, 71, b+ c]l.
Das letzte Glied: ist wegen (Af) gleich 0, das erste kann man wegen (Af) als -

(@+7 416 e {a, [8, 71+ b +c}]
schreiben. Da dieses nach (12) verschwindet, so haben wir (15) bewiesen.
Im folgenden benétigen wir die folgende Gleichung:
a7 a, b} +8+ ¢’ +ep, {a,c} + v+ +ay]=
—a, b} + 8 {a,c} + v} e’ + 3, ¢ +eay)..
Um diese zu beweisen, formen wir die linke Seite nach (12) und (11) um:
[{a, b} +“3, {a,c} + ]+[a"+aﬂ, « +ayl4
+[a, b} + 8 +{a, ¢} +7, ¢+ +«(P’+/)]
Der letzte Summand ist wegen (AJ) gleich
[{a, b} +{a, ¢} +[ab, acl + 3+ 7+ [, a"], _a"+ & + [0, “c] +«(3+ )]
Hieraus folgt nach (D;), (D) und (D)) '
(16, el +{a, b+c} + 3+ ) +{a, [8 7)), elb, c]+ " + (34 7)) =
=[b. J+3+7)+{a llb, ] 3+ 7] +
+To4¢, 18 71 +1a, b+ c+[B, 7)), «(lb; ]+ 84+ 7) + <,

‘Wenn man hier (A}) beriicksichtigt, folgt wegen (D;) das Verschwinden
dieses Gliedes.

Wir sind schon in der Lage die Bedingung (10) der (linksseitigen)
Distributivitiat aus (K), (A7), (A}), (D,)—(D:) leicht zu beweisen. Mit wieder-
holter Anwendung von (D,)—(D,) bekommt man
ag O RAD="CtctB D+ broB A=

="+ c)+8 7]+, «["""'l] b+ e+ {e", €]—{e [b, ]},
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ferner

_ alg, 71+d" M =a[B, 7]+ d* TP 1 al[b, o), A+ 7] =
(19) =a[8, y1+a" 1+ "+ ([, ], "B+ 1) =
—[{a, b}, {a, )+ & +a”+8, 11+ ['[b, <], “B+ 7)),
endlich A :
{e, [b,cl+8+yi =1 [b, ]+ 8+ 71+ [[6, ], B+ 7]=
= {(Z, [br cl}+Ae, ﬂ'f‘y} + [“[b’ C], e(B+ 7)] =
~ ={e[b,cl}+{a 8} +{, v} +{aB, ay}—"[8, y]+[«[b, c], «(B+ )]

Die Summe der linken Seiten von (18), (19), (20) ist eben die linke Seite
von (10). Da die Formeln (14), (15) und (17) nach obigem Folgerungen der
Bedingungen (D,) bis (D;) (und (K), (A7), (A3)) sind und die Summe der
rechten Seiten von (18)—(20) nach (14), (15) und (17) der rechten Seite von
(10) gleich ist, folgt die Aquivalenz der Bedingungen (10) und (D,)—(D;).

Es geniigt also noch zu zeigen, daf unter Beriicksichtigung von (B) die
Assoziativitat der Multiplikation mit den Bedingungen (A,)—(As) &quivalent
ist. Da nach (1) die Zerlegung (a,«)==(a,0)+ (0, e¢) gilt, so geniigt es
wegen der Distributivitit, daf man die Bedingungen der Assoziativitat der
Multiplikation fiir die Elemente von der Form (a,0), (0, «) aufstelit. Es kom-
men die acht Dreierprodukte

(e2)) (@, 0) (b,0) (c, 0), 0, ) (0,8)(0, 7),
(22) (a,0) (6, 0) (0, 7), 0, @) (b,0)(c, 0),
(23) (a,0) (0, 8) (0, 7), 0, @) (0, 8) (¢, 0),
(24) (a,0) (0, 8) (¢, 0), (0, @)(6,0)(0, 7)

in Betracht. Fiir die Produkte (21,) und (21,) sind die Assoziativititsbedin-
gungen nach (2) mit (A,) bzw. (A.) dquivalent. Aus (22) und (23) ergeben
sich die Bedingungen (A;) und (A,). Endlich sind fiir (24,), (24,) die Asso-
- ziativititsbedingungen eben (A;) und (A,), womit Satz 1 bewiesen ist.

§ 3. Spezialfille.

A. EVERETT [2] hat nach SCHREIER die folgende Definition eingefiihrt:
Man nenne einen Ring N eine Erweiterung von P mit R, wenn % ein Ideal
P’ hat, wofiir P"= P, 3/P" = R gilt. Man darf natiirlich P"=P setzen, wie das
iiblich ist. Die angegebene Form der Definition ist aber fiir unsere Zwecke
bequemer.

Der folgende Satz stimmt im wesentlichen mit dem Hauptsatz der
Erweiterungstheorie von EVERETT [2] iiberein (siehe auch REDEI [6]):
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. Ein schiefes Produkt W= ReP der Ringe R,P ist dann und nur dann
ein Ring, wenn

(E) [a, 6] =[b, a],

(E») [a, b] +[a+b,c]=Ia, b+c}+ b, c],

(Es) . by +{a, by =1a,b)" +lab, ¢},

(E). «('7) = ("),

(E) . (3 =(3),

(Eo) a(8)=(ap), ‘ By =",

(E) ('Y =a" +ef{b, c}, (r)="r+{a, b}y,
(Es) ‘C+r="8+"7 (e +38)y =c 45,

(E») " +ealb,d=d +a, “Ty+lobly="r+",

‘b, ]+ {a, b+c} =[ab, ac] +{a, b} + {a,c},

[a, B) +{a+b,c} = {ac, bey4-{a, c} +{b, c}-

gelten. Diese Ringe sind bis auf Isomorphie die simtlichen Everettschen Erwei-
terungen von P mit R, und zwar bilden dann die Elemente (0, <) ein Ideal
P" von R, wofiir

R/P = R((a, 0)+P —a), P'=P(0, «)—a)

(Ew)

gilt.
Die erste Behauptung dieses Satzes ist bloB der Spezialfall [¢, 8] =
={a, 8} =0’ ="b=0 vom Satz 1. Die Beweise der iibrigen Behauptungen

dieses Satzes kann man in [2], [6] finden.
Fiir Ergdnzungen der Everettschen Erweiterungstheorie verweisen wir

auf [6], [10)) [11).

B. Wir wollen jetzt die Ringe RSP aus (5) bestimmen. Wir haben
schon in der Einleitung bemerkt, daB diese Ringe mit den Szépschen Erwei-
terungen identisch sind. Bezeichnen N und E,, &, (€, nE,=0) einen belie-

8) Wir berichtigen einen Fehler in der zitierten Arbeit, und zwar sind dort auf Seite
180 die Worter ,splitting® in den Zeilen 1, 10, 18 zu streichen und die Zeilen 13—16
durch die folgenden zu ersetzen: .
@ )+ (b, B)=(a + b, [@, b] + o + 8),
@ o) (b, 8)=(a+5,{a, b} + ab + ap + a3),

where [d@, 5] = [" : b

which m§= ut==£p, and [a@, 0] ={a, b} —=o if m==0, finally x$=iX==x& (x denotes
the least non-negative representative of the residue class x.)

- b . .
]y, {a, b} = [Em_] w if m >0, denoting by u the element of P for
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bigen Ring bzw. zwei echte Unterringe von 3, gilt ferner*)

N =Z}LE}

1. 2y
wo -+ das Zeichen der direkten Summe ist, so wird % in Bezug auf die
Addition zerlegbar genannt. :
Als Umkehrung tritt das dem Everettschen dhnliche Szépsche Erweite-
rungsproblem auf, aus gegebenen Ringen R,P alle Ringe ) mit

’_Vl +\.«9, ElzR, szzp (3,033=0)

zu bestimmen, wo Z, und Z, Unterringe von N sind.
Es gilt der von Sztp herrithrende Satz:

Das schiefe Produkt RsP der Ringe R und P ist dann und nur dann
ein Ring, wenn

S) a(’c)+a® = (@P)c + P,

S) b “(") = (b)Y, ,

(Ss) T oa@®)+av=(@b), (bec+“c="(bc),
(So) ( aﬂ)v _ a.ﬂv, a(ﬂc — a.ﬂc, o
(S,) (b+c)="b+% (a+ b)y — a8,
(So) Y =a° +a?, w9 +*c fo

und die duale Gleichungen gelten. Diese Ringe sind bis auf Isomorphie die
samtlichen Szépschen Erweiterungen von R und P.

Die Elemente (a, 0) bzw. (0, &) bilden je einen Unterrmg (R 0), (0, P)

— denn
(@,0)+(b,0)=(a+b,0), (0,¢)+(0,8)=(0, «+3),
(a, 0) (b, 0)=(ab, ), 0, ) (0, 8) = (0, «p)
gelten, woraus (R, 0) = R und (0, P) = P, ferner
(RsP)* = (R, 0)* +(0,P)*

Jolgen. _

Die erste Behauptung des Satzes ergibt sich sofort aus Satz 1 als der
Spezialfall [¢, 8] = {¢;, 8} =0, [a, b]=/{a, b}=o. Fiir die iibrigen Behauptungen
und anderen Ergidnzungen der Szépschen Erweiterungen verweisen wir auf
seine Arbeit [12].

C. Wir wollen uns mit dem sehr interessanten schiefen Produkt R«P
beschaftigen, das 5-fach ausgeartet ist. Es gilt als Spezialfall von Satz 1 der
folgende Satz

1) T+ bezeichnet die additive Gruppe ‘des Ringes T.
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Das schiefe Produkt R#*P ist dann und nur dann ein Ring, wenn

) (") =(")7

a B)Y=(8),

(1 « (ﬂt) = (a,()")c, ("/3)}’ — u(ﬂz;)’

(V) (&Y =d", O =""7.

V) @+ ="8+"7, (e+8)=da + ﬂ”,

V) ="+, Hhop e oy L Py
(Vi) | . WP — {a;ﬂ}-/’

(Vi) : {e, Br{=A{es, 7},

(IX) e =1

(X) {ul*)): 7} = a{p’, 7}r e, ISL} = |, 8}c,

(XD) {e.3+7t={e 8} +{e, v}, {let+8vi=le v} +{8 7}

gelten.

Wir kommen jetzt zu einer Anwendung des schiefen Produktes R xP.

Hier bezeichnen R und R, einen beliebigen Ring mit Einselement, bzw.
- einen Zeroring, dessen additive Gruppe zu der additiven Gruppe von R iso-
morph ist. Die Elemente von R und R, werden mit 0, a, b, ... bzw. 0,, a,, b,, ...
bezeichnet, so dafi die Abbildung a— a, einen Isomorphismus von R* auf
R; liefert. Wir betrachten das schiefe Produkt R R, der Ringe R und R,,
wobei dle vorkommenden Funktionen durch

{ao,b0}=—ab, bo—-(ab)o, a0=(ab)0 '
definiert werden,

"Nach den obigen ist RxR, ein Ring, die mit dem komplexen Ring
iiber R isomorph ist. Wir betrachten ndmlich den komplexen Ring R iiber R.
Die Elemente von R — wie es iiblich ist — kann man in der Form a -+ bi
angeben. Dann liefert die Abbildung

a+bi—(a,b,)

von R auf R#* R, einen passenden Isomorphismus.

Wenn R insbesondere der Korper & der reellen Zahlen ist, so ist
R K, isomorph mit dem Korper K der komplexen Zahlen.

Betrachten wir jetzt das schiefe Produkt R%R,, wobei R den komplexen
Ring iiber einem Ring R mit Einselement und R, einen Zeroring mit R} = R+
bezeichnet. Es seien 0, ¢, @, ..., und O, ¢, 3,, ... die Elemente von R bzw. -
R, und es gelte der Isomorphismus R* = R} (¢ — ). Die jetzt vorkommenden
Funktionen werden durch

{ay, o) = —¢« p’, “G=(aB, = (I
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definiert, wobei & das Konjugierte von & bezeichnet. Nach Satz 4 ist R+R,
ein Ring, der mit dem Quaternionenring Q (iiber R) isomorph ist.
Die Elemente des Quaternionenringes QQ itber R kann man bekanntlich

« . .
in der Form (—39 annehmen. Ein Isomorphismus von auf R#R, ist dann
durch '

«p
el
angegeben.
Wird R mit dem Korper K der komplexen Zahlen identifiziert, so ergibt
sich, daB K*K, mit dem Quaternionenkorper iiber & isomorph ist.

D. Man gewinnt durch die Spezialisierung [e, 8] ={«, 8} —ia ="=0,
{a, b]={a, b} = o die folgende Behauptung: :

Das schiefe Produkt ReP der Ringe R und P aus (7) ist dann und nur
dann ein Ring, wenn die Gleichungen (1) bis (V1) aus dem Spezialfall C gelten.

Diese Ringkonstruktion, die als die faktorenfreie Everettsche Erweiterung
von P mif R bekannt ist, ist ein Spezialfall sowohl der Everettschen ails auch
der Szépschen Erweiterungen.

Diese Konstruktion geht im Fall «'= % auf DORROH [1] zuriick. Er hat
mit dieser Hilfe bewiesen, daB jeder Ring P eine Erweiterung mit Einsele-
ment hat. In seinem Fall ist R—=J der Ring der ganzen rationalen Zahlen,
ferner sind jetzt «?, *e¢ durch «®=‘!¢=be« definiert, weshalb die obigen -
Bedingungen (1) bns (V1) trivialerweise erfiillt sind.

§ 4. Das Ismhorphieproblem des schiefen Prod_uktes RoP.

. Endlich wollen wir uns noch mit dem Isomorphieproblem des schiefen
Produktes R o P beschiftigen. Dieses Problem besteht darin, daB man bei
gegebenen Ringen R, P die samtlichen isomorphen schiefen Produkte RoP
bestimmt. Es geniigt vollkommen, daB man einen Ring RoP gleich in der
Form von Satz 1 annimmt, was wir im folgenden stets tun wollen. Ausdriicklich
gesagt bedeutet das, daB man einen Ring RoP durch (1), (2) und (B) de-
finiert. Das hat den grofen Vorteil, dafi bei festen R und P die sdmtlichen
schiefen Produkte R o P aus denselben Elementen (a, «) bestehen. . Die voll-
stindige Losung des Isomorphieproblems ist sehr schwer. Das weiteste, was
wir in dieser Richtung sagen konnen, ist im folgenden Satz enthalten.

Satz 2. Man nehme ein schiefes Produkt R o P .aus Satz 1. Mit dem
zugehorigen Funktionenachter (3) zusammen geniigt auch jeder Funktionen-
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achter

25) AA, AJ), AHAw, A3}, AT ((Aa)'?), A7 (*(Ab)),
A'[Aa, Ab], A" {Aq, Ab}, A ((Ae)™), AT (M(AR)),

den Bedingungen (B), (K) bis (D;), wobei a— Aa und «— A« einem Auto-

morphismus von R bzw. P bezeichnet. Werden in (1), (2) die acht Funktionen

durch (25) ersetzt, so entsteht wieder ein schiefes Produkt und es gilt zwischen

ihnen der Isomorphismus

(26) (@, ©)— (Aa, Ac).
Zum Beweis nehmen wir vor ailem in acht, daB der Funktionenachter
(25) offenbar den Bedingungen (B) gentigt. Nun betrachten wir die Permu-
tation (a, @)~ I17'(a, «) = (Aqg, Ac) der Elemente von RoP. Nach dem be-
kannten allgemeinen Prinzip (s. REDEI [4] § 3) llefert der Ubergang zu den
neuen Verkniipfungen :
(a, @)@ (b, 8) = II(IT" (a, &) + 117" (b, B)),
(@, @)@ (b, 8)=I1TUT""(a, ) 1" (b, 3))
eine zu Ro P isomorphe Struktur, und zwar gilt dabei der Isomorphismus
(26). Ferner berechnen sich die rechten Seiten der vorigen Gleichungen zu
II((Ag, Ac)+(Ab,AB))y =T (Aa+ Ab+[Ac, Ag), [Aa, Ab}+ Ac +AS) =
—(a+b+ A [Ae, AB), A [Aa, Ab]+ e+ 8),
II((Aa, Ac) (Ab, AB)) = IT(Aa Ab+ (Aa)" +
+2%(Ab) +{Ac, AB), {Aa, Ab} + (Ac)* +""(AR) + AcAB) =
={ab+ A" ((Aa)?)+ AT (*(Ab)) + A {Ae, AB), AT {Aa, Ab} +
+A(A)") AT (AB) F ).
Der Verglelch mit (1) und (2) beweist (25), ferner folgt aus Satz 1 mit Not-
wendigkeit, daB fiir (25) auch (K)—(D;) gelten. Somit haben wir Satz 2
bewiesen.

Insbesondere fiir das Isomorphieptroblem des schiefen Produktes ReP
verweisen wir auf REDE! [6].
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On complemented lattices.
By G. SZASZ in Szeged.

1. Introduction. In a recent paper the author has proved the following
.theorem ([5], ' Theorem 2) which may  be considered as a converse of a
well-known theorem of VON NEUMANN in the theory of complemented modular
lattices:")

Theorem 1. Let L be any relatively complemented lattice with greatest
and least elements i, o, respectively, and let a, b, r be any elements of L
such that a =r = b holds. Let further s be any relative complement of r in
[a,8]. If t is any solution of the equation system
\r~t=o0, rut==|

M l@Ut)nb=s, a(trb)=s, |

then there exists a relative complement y ~of a 'in [o, s] and a relative
complement z of b in [s, i} such that t is a relative complement of s in
[y,2). Conversely, if y is any relative complement of a in [o,s] and =z
is any relative complement of b in [s,i], then any relative complement t of
s in [}i, z] is a solution of (1).

It will be useful to complete the assertion. of this theorem by the
obvious '

Remark. Let L, ¢, 6 be as in Theorem 1 and let r,, . be two
distinct elements of e, b] which have a common - relative complement s in
la, b}. Then, as one sees easily from Theorem 1, the two equation systems
. which may be obtained from (1) by substituting r=r, and r =r,, respectively,
have the same solutions; in particular, r, and r, have at least one common
complement {.

The aim of this paper is to develop some applications of Theorem 1.

In section 2, firstly we give a condition which is necessary and suffi--
cient for a relatively complemented lattice with greatest and least elements to

!) For this theorem see, e. g., [5], p. 48. — For the notations and the concepts used
but not explained here, see 1]
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be modular (Theorem 2). This condition is of similar kind as the condition
which has been given by DILWORTH (in [2]) concerning the modularity of com-
plemented lattices satisfying both chain conditions. Applying Theorem 2 and
a generalization of the theorem of DILWORTH due to MCLAUGHLIN, we get
another modularity condition for certain classes of complemented lattices
(Theorem 3).

Section 3 is concerned with some contributions about the lattices with
unique complements. Firstly we give a simple proof. for the known theorem
(1], p- 171, ex. 2; in this paper Theorem 4) that any modular lattice with
unique complements is a Boolean algebra. Afterwards, from Theorem 2 and
4, we derive the result that also any relatively complemented lattice with
unique complements is distributive. 4

2. Modularity conditions. It is a remarkable theorem of DEDEKIND

(see e. g. [1], p. 66) that a lattice L is modular if and only if no sublattice

of L is isomorphic to the five-element lattice of Fig. 1. For complemented

b lattices satisfying the chain conditions, this theorem was shar-

/°\ pened by DiLworTH ([2], p. 21) in the following manner:

. Let L be any complemented lattice which saftisfies both

the ascending chain condition and the descending one. Then

7o / L is modular if and only if no sublattice of L, including the

\ greatest and the least elements of L, is isomorphic to the
°a lattice of Fig. 1. .

Fig. 1. McLAUGHLIN [4] has recently shown that the assertion of

the DILWORTH theorem holds, more geénerally, for all atomic?)

lattices. Now we show that it holds also for relatively complemented lattices

with greatest and least elements.

For sake of brevity, we introduce the following definition: a sublattice

S of a lattice with greatest element / and with least element o will be called

of Dilworth type if S>i,0 and § isomorphic to the lattice of Fig. 1. Then
. we may formulate our theorem as follows:

Theorem 2. Let L be any relatively complemented lattice with greatest
and least elements. Then L is modular if and only if it contains no sublattice
of Dilworth type. :

Proof. By the above-mentioned theorem of DEDEKIND, the condition
.is necessary. We show that it is also sufficient.

Let L be any relatively complemented lattice wnth greatest and least
elements /, o, respectively. If L is non-modular, then — again by the theorem

%) A lattice L with least element o is called atomic if to each element x(¥=0) of
L there exists at least one element p(=x) which covers o.
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of DEDEKIND — it contains a sublattice isomorphic to the lattice of Fig. 1.
In other words, there exist elements a, b, r,, r,, s in L such that r, and r,
have a common relative complement s in [a, 8]. Hence, by Remark after
Theorem 1, r, and r, have a common complement f. It follows that the set
of elements o, r,, ry, t, i forms a sublattice of Dilworth type. This completes
the proof of Theorem 2.

Before stating our second modularity conditionn announced in the intro-
duction, we prove the following preliminary

Lemma. Let L be any modular lattice with greatest and least elements
i, o, respectively. If any elements a, b, ¢ of L satisfy the equations
2) ac=i,
3) b~ec=o,
then either a = b or a and b are incomparable.
Proof. Let V be any lattice with o and i in which the equations (2),

(3) are satisfied by certain elements a, b, ¢ such thata < b. It follows imme-
diately that a ~¢ = b~c=0 and b c = avi=1I, whence

(4) a~c=o0, buc-=1. )
Next we show that for these elements also the inequalities
(5) o<c<i,o<a<b<i

hold. Indeed, a < b holds by our assumption; further by (2) o =c¢ would
imply a=1, by (3) c=i would imply b==0, and both are impossibie
because of a < b; finally, by (2) o=a would imply c=1i and by (3) b=i
would imply c¢=o0 which we have just now shown to be impossible. It
follows, by (2)—(5), that the elements o, a, b, ¢, i form a sublattice of V
isomorphic to the lattice of Fig. 1. Hence, by the theorem of Dedekind, V
is not modular.
Now we prove

Theorem 3. Let L be any complemented lattice which has af least
one. of the following properties: (i) L is relatively complemented ; (ii) L is
atornic. Then - L is modular if and only if for all elements a, b, ¢ of L the
equations (2), (3) and the equation a~c=o imply thateither a = b or a and
b are incomparable.t)

Proof. The necessity of this condition is an obvious consequence of
the Lemma. To prove its sufficiency, consider any complemented lattice L

%) This modularity condition is analogous te the following distributivity condition
which is (implicitely) contained in the paper [3]: A complemented lattice L is distributive
if the equations (2), (3) and the equation a~c=o0 imply a=b. '
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with the property (i) or (ii). If L is non-modular, then by our Theorem. 2 or
by the above-cited theorem of McCLAUGHLIN, respectively, L contains a sub-
lattice of Dilworth type; that is, there exist elements a, b, ¢ in L such that
a<b and ¢ is a common complement of a and b. This means that, in
particular, (2), (3) and a~c=o0 hold for a, b, c(a < b). Hence we conclude
that if L is non-modular, then also the condition of the theorem is not satis-
fied. This proves the sufficiency of the condition.

We remind the reader that the assumptions (i) resp. (ii) have been
used only (in the proof of the sufficiency, namely) to infer the existence of
a sublattice of Dilworth type. Accordingly, they may by replaced by any
assumption (iii) which assures that if a complemented non-modular lattice
satisfies (iii), then it contains a sublattice of Dilworth type.

3. Theorems on lattnces with unique complements.‘ First we
give a new proof -for the known

Theorem 4. Any modular - lattice with unigue complements is a
Boolean algebra.

Proof. By a well-known theorem ({1, p. 134., Coroliary 1 of Theorem 2)
it is enough to show that, in every interval of a lattice having the proper-
ties prescribed in Theorem 4, also the relative. complements are uniquely
determined. For this purpose let a, b, r be any elements of a complemented
modular lattice L such that ¢ =r=b. By NEUMANN’s Theorem, L is rela-
tively complemented; therefore, Theorem 1 may be applied for L. It follows
(from the second part of Theorem 1) that to each relative complement s of
r there exists (at least) one complement f of r such that s—a\(t ~b).
‘Hence, if L has also the property of being a lattice with unique comple-
ments, then r has (a unique’ complement ¢ and, consequently) a unique rela—
tive complement s in [a,6].~Thus our theorem_is proved.

Finally, as a consequence of Theorems 2 and 4, we get

Theorem 5. A lattice with ,unique complements is relatzvely comple-
mented if and only if it is distributive.

Proof. Since any distributive (moreover, by NEUMANN’s Theorem, any
modular) complemented lattice is relatively complemented; the ”if* part of
the theorem is obvious.

Conversely, let L be any lattice with unique complements. If L is
non-distributive, then by Theorem 4, it is even non-modular. But it is an
obvious corollary- of Theorem 2 that non-modular lattices with unique comple-
ments are not relatively complemented. Combining these two facts, we obtain
the “only if part of Theorem 5.
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On ideal theory for lattices.
By G. GRATZER and E. T. SCHMIDT in Budapest.

1. Introduction.

The notion of lattice ideals plays an important role in lattice-theoretical
researches. Recently J. HASHIMOTO [5] developed a theory of lattice ideals
-making effort to evolve this algebraic theory like that of rings. The funda-
mental tools of HASHIMOTO’s paper are various topologies of lattices. Con-
sequently, his purely lattice-theoretical assertions too are mostly proved with.
the apparatus of topology, so these proofs are not quite short and it is not
easy to follow them. :

The aim of the present paper is to prove in purely lattice-theoretical
ways all purely lattice-theoretical theorems of [5]. These proofs are generally
more concise than the original ones, further they offer more generalizations. In
this paper we shall not deal with these generalizations. Related to these ques-
tions we refer to the papers [2], [3], [4].

In building up our paper we adhered strictly to the structure of HAsHI-
MOTO’s paper; the titles of the parts beginning .from 3 — as well as the
greatest part of the terminology — are identical with that of [5].

We should mention at last that all of the theorems, not containing ex-
plicitly the existence of prime ideals may be proved also without the Axiom of
Choice (we hint here in the first line to tne results in connexion with prob-
lems 72 and 73 of G. BIRKHOFF [1]). As for these proofs we refer to our above
cited papers [2] and [3].

2. Some lemmas.

Before turning to HASHIMOTO’s theorems we mention some lemmas in
advance. '

Lemma | (SToNe’s Theorem). Let L be a distributive lattice and let
! and D be any ideal resp. dual ideal of L such that I and D are disjoint.
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Among the ideals which are disjoint to D and contain I every maximal one
is prime.)

The proof of this lemma runs along the same lines as the proof of the
original assertion of STONE (see e.g. [1], p. 160).

Lemma Il. Let L be a distributive lattice. If the meet and the join of
the ideals I and. | are principal ideals, then I and J are principal ideals too.

Proof. Let I'\v/=(a] and I~ J=(b]. It follows from the distributiv-
“ity of L ({1], pp. 140--141) that for some x,y€/ and u,z€J, xz=a and
y~u=~b.ltis easy to check that (x wy)u (z— u)=a and (x ) ~(zwu)=b.
We assert /=(xwy] and J==(z-u]. If we had e. g. /3=(xy], then there
would exist in / an element w such that x oy <w. But then wou(zuwu)=
and w(zwu)=>5, that is, 2\ u has two relative complements in the inter-
val [, a], namely x\y and w. It is well known that in a distributive lattice
any element cannot have in every interval more than one relative complement,
which contradicts the fact proved above and completes the proof of this
lemma.

Lemma Ill. Let L' be any homomorphic image of the lattice L and
P’ a prime ideal of L'. The complete inverse image of P’ in L is a prime ideul.

Proof. Let P be the complete inverse image of P’; evidently, P is
an ideal. We prove that P is prime. Let us suppose that x,y¢ P, yet
x~y€P. Then, if we denote by x" and y’ the homomorphic image of x and
y, respectively, we get that x’ and y* are not in P, for P is the complete
inverse image of P’. Furthermore, X'~y =(x~y) € P, contradicting the
assumption that P’ is a prime ideal. Thus the proof is completed.

3. Possibility of factorization.

By a representatibfz of a lattice L we mean here a homomorphism of
L onto a distributive lattice. (This definition is not the same as, but is equi-
valent to, that of [5].)

Theorem 1 (Theorem 2.1 of [5]). The following assertions concerning
an ideal I of a lattice L are equivalent:

1) This is a somewhat generalized form of Stone’s Theorem, namely Stone restricts
himself to the case when the dual ideal D is principal. The above form of the theorem
has the advantage that every prime ideal P may be constructed in such a way (with /=:P
and D= L—P), while originally only the completely meet-irreducible prime ideals could
be ‘constructed (as it is an easy consequence of a result of G. Birknorr and O. Frink).
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(1) I is the intersection of the prime ideals which contain it; in other
words, I is the product of all its prime ideal divisors;

(2) I is the kernel of some representation.

Proof. Firstly we verify that (1) implies (2). Let / be the intersection
of all prime ideals which contain it, /=AP,. There exists to every prime
ideal P, a congruence relation ©. with the property that?) L(Os,)=~2 and
P, is a congruence class under ®.. Obviously, the kernel of the congruence
relation @ =A O, is I. Hence it remains to prove that © is a representation,
i. e. that xu(yN2)=(xwy)~(xw2)(0). But this is evident, for a=56(0Q)
if and only if a=0b(0,.) for all.c.®)

On the other hand, let / be the kernel of a representation @. The lattice L(©)
is distributive and has zero element. Using Lemma I, for all 0==a¢ L (@) we may
construct in L (@) a prime ideal which is disjoint to the dual ideal [a). The meet
of these prime ideals is the zero of L(®). [ being the complete inverse
image of the zero of L (@), the intersection of the complete inverse images
of all above constructed prime ideals is /. By Lemma llI, the complete inverse
image of a prime ideal is again a prime 1dea| so we get that /is the inter-
section of prime ideals. Qu. e. d.

Corollary 1. Every ideal of a distributive lattice is the product of
all its prime ideal divisors.

Corollary 2. Every maximal ideal of a distributive lattice is prime.

- (As a matter of fact these Corollaries are immediate consequences aiready - -
of Lemma I, for any ideal / of the distributive lattice L is the meet of all
P., agl, if. P, is defined as a maximal ideal with P,2/, a¢ P,:; by Lemma [
any P, is prime, hence the assertion follows.) Now we prove the converse
of Corollary 1 of Theorem I. '

Theorem Il (Theorem 2.2 of [5]). Each of the following conditions
is iecessary and sufficient in order that a. lattice L be distributive:

(1) every ideal of L is the intersection of the prime ideals which contain zt

(2) every principal ideal of L is the intersection of the prime ideals
which contain it;

(3) every ideal of L is the kernel of some -homoemorphism;

(4) every principal ideal of L is the kernel of some homomorphism.

2) L (©) denotes the homomorphic image of L induced by 6; 2 is the lattice of two
elements. 1t is evident that in §§2-—4 the whole lattice is considered as a prime ideal,
but in §§5—9 it is not.

3) See [1], pp. 23—24._
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- Proof. With respect to Theorem 1 and to its Corollary 1, we need
only prove that (4) implies the distrubitivity of L. If (4) is valid in L, but
L is npot distributive, then the latter fact implies that L has a sublattice iso-
morphic to the lattice of Fig. 1 or of Fig. 2. But in both cases the princi-
‘pal ideal (d] is the kernel of no homomorphism. For, if we suppose that (a]
is a congruence class under -the- congruence relation @, then it follows
b=enb=b~(awc)y=b~({dc)=b~c=d (0), but b ¢ (a], which is a

contradiction.
4
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* Fig. L. Fig. 2.

Corollary. Let L be a lattice satisfying the ascending chain condi-
tion. L is distributive if and only if (a] is prime for any meet-irreducible
element a of L.

Proof. In consequence of the ascending chain condition, every prin-
cipal ideal is the meet of a finite number of principal ideals, generated by
meet-irreducible elements. If we assume that every - principal ideal with
meet-irreducible generating element is prime, then we conclude that in L -
every principal ideal is the intersection of the prime ideals which contain it,
i. e. by Theorem I, L is distributive. On the other hand if L is distributive
and a is meet-irreducible, then as it is known, (a] is prime (for if x ~y¢€(a],
then a=(x"y)wa=(x—a)~(ywa), that is, xa=a or yua=a, i.e.
x or y € (a]).

4. Characterization of the lattice of factorizable ideals.
In what follows ¢ denotes the iattice of ali ideais of the lattice L.
Theorem Il (Theorem 3.6 of [5]). In case of a relatively comple-

mented lattice L the ideals whzch are the intersections of prime ideals form a
dual ideal % of <.

Proof. Let I be an ideal of the relatively complemented lattice L
which is prime factorizable, that is, the intersection of the prime ideals
" -which contain it and K,/ two ideals of L with A'>f/=2/ By Theorem I,
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there exists a homomorphic image L' of L with kernel /,  such that L’ is
distributive. We show that if K” and /' denote the homomorphic images
of K and -/, respectively, .then under this homomorphism K’==J. The case
J=1is trivial. If /DI, then let us choose three elements a, b,c such that
ac K—J and c€j—1*') bel. Without loss of generahty we may' assume
that b<c<a (for b<buoc<avboc and boceJ—1I avboce K—J). We
denote by ¢ any relative complement of ¢ in the interval [b,a]. Then
c€ K—], for in case c€J, a=cwc€J would be valid too. Now if K'=]’,
then with suitably chosen a and ¢, a==c¢ would be valid. It follows c =4,
that is, / would not be the kernel of this homomorphism.

Thus we have proved that every ideal which contains / is the complete
inverse image of its homomorphic image in L. As every ideal of L’
prime factorizable, the same is valid for all complete inverse iniages of them
(see the proof of Theorem ).

On the other hand, if the ideals 7 and J are prime factorizable, then
I~ ] is obviously prime factorizable, completing the proof.

Corollary. If a relatively complemented lattice has an element a
such that both (a] and [a) are prime factorizable, then L is distributive.

Proof. It is known that every convex sublattice of L is the set-theo-
retical intersection of an ideal / und a dual ideal J. If a convex sublattice
contains a, then I contains (a] and J contains [a). It follows, by Theorem
HI, that I is prime. factorizable. Consequently, by Theorem I, 7 is a con-
gruence classe under some congruence relations. Dually we get that J has the
same property. Hence, the set-theoretical intersection of 7 and J is also a
congruence classe under a suitable congruence relation.

We obtain that every convex sublattice containing a is a congruence
class under one and only one homomorphism. Thus this Corollary is a part
of the following Theorem of [2] and [3]:

. Le L be a lattice and x a fixed element in L. In order that every convex
sublattice of L which contains x be a congruence class under one and only
one congruence relation it is necessary and sufficient that L be distributive
and every interval [x, y] -or [y, x] as a sublattice be complemented.

%) A—B denotes the set-theoretical difference of the sets A and B.
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5. Uniqueness of factorization.

If /=AP., where every P, is a prifne. ideal, then it is called a fac-
torization -of / (naturally we suppose that if .« ==8 then P, == Pp).

Theorem IV (Theorem 4.1 of [5]). Let L be any lattice and [ an ideal
of L. If 1 is represented as an infersection of a finite number of prime ideals, .
then its irredundant®) factorization is unique.

Proof. Let
(*) [_—_P1r\P2f‘\---mP,,ﬁleQgﬁ‘-"f\QI.-

* be two irredundant factorizations of /. Let us consider the ideal /= Q,~
=N Qic1 N Qi - Q. (We have supposed k& >1. The case n=k=1
is obvious.) The factorizations (x) being irredundant, /> /, that is, there exists
an a€J such that ag /. Consequently, for at least one index j, a¢P;. For any
g€Q: we have g~a€Qinj=ISP;, but a¢p;, therefore g¢P; (for P; is
prime), that is, Q:< P;. In a similar way may be proved the existence of
some Q. such that P,S Q., that is, Q.S P;< Q.. Since the factorizations
(*) are irredundant, this is possible only in case Q:=P;= Q., that is ‘if
i=m. This at once implies that the two factorizations in (x) are the same.
In proving the Corollary of Theorem 1l we have seen that in a dis-
tributive lattice L a principal ideal (@] is prime if and only if a is meet-
irreducible (see [1], p. 142, too). Thus we have the following

Coro llary. In a distributive lattice L, the representation of an element
~as an irredundant meet of meet-irreducible elements is unique.

The orem V (Theorem 4.2 of [5]). The followmg statements concern-
ing a distributive lattice L are equivalent: :

(1) L is relatively complemented ;

(2) if an ideal of L is decomposed into the product of a finite number
of its prime ideal divisors, then this factorization is unique;

(3) every prime ideal is maximal;

(3) every dual prime ideal is maximal.

Proof. (2) implies (3). If the prime ideal P is not maximal, then
there exists an ideal / with Pc/==L. By Lemma I there exists a prime
ideal Q which contains /. Thus we get P=P~Q, i.e. the factorization
of P is not unique. ’

%) The factorization in case n >1 is called irredundant if Pi.~ ... NP,_1 P
P, for all i )

{
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(3) implies (1). Let b<c<a, and suppose that ¢ has no relative com-
plement in the interval [b,a]. Let us consider the dual ideal D, formed by
the elements d, satisfying d\w¢ = a, and the dual ideal®) E=(c]w D. Obvi-
ously b E, for in the contrary case b=c~d (see footnote 6) for some
deD, that is, d is a relative complement of ¢ in [6,a]. Soe Lemma I may
be used (for /=(b] and E), that is, there exists a prime ideal P, such that
P is disjoint to £ and b€ P. At last we consider the ideal (c]\ P. It is clear
that a is not an element of (c]\w P, for in the contrary case a=cvwp for
some p¢€ P, hence by the definition of D, p€D, contrary-to the fact that P
and E, and consequently, P and D are disjoint. According to Lemma I,
there exists a prime ideal Q containing (c]\w P such that a¢Q. By the defi-
nitions, Q properly contains P, that is, the prime ideal P is not maximal.

(1) implies (2). Let
(%) . I=P - -nP,=Q " -Q
be two factorizations of the ideal / of the relatively complemented - distribu-
tive lattice L. At first we show that these factorizations are irredundant.
Indeed, if /=P,~---~ P,,-then by the distributivity of the lattice of all ideals
of a distributive lattice (see [1], p. 141), P,=Py ol =(ProP)~---n(P,UP,), -
but every prime ideal in the lattice of all prime ideals of L is meet-irredu-
cible (for, if P is a prime ideal and P=/~J, P==1I, P==J, then let us
choose an x¢/—P and a y€/—P; obviously, x~y€/~ /=P, a contra-
diction), hence for.some i, P,\wP,= P,, i. e. the prime ideal P;is not maxi-

__.mal. By Theorem IV the two factorizations of / are the same, for in every
relatively complemented distributive lattice all prime ideals are maximal (see

[1], p. 160), that is, (1) implies (2).
Conditions (3) and (3') are dual to each other, condition (1) is self-
dual, consequently, (1) is equivalent to (3') too, completing the proof.
Theorem VI (Lemma 4.3 of [5]). If b covers a, then there exists at
most one prime ideal P such that a € P and b& P. Accordingly, if n is the
length of the shortest connected chain of the inferval |[a, b], then there exist
at most n prime ideals which contain a but not b.")

Proof. Let us suppose that P and Q are prime ideals, de P, Q and
bgP, Q. 1f PIp Q, then let us choose a y€ Q—P. Let x=ya€Q—P,
so that xg P. Obviously, b~ =a, but a € P, a contradiction.

%) The join of the dual ideals A and B is the dual ideal C generated by A and B.
In distributive lattices (see [1], p. 141) any c€C is of the form c=ab (a€ A, b€ B).
Hence if b€ [e)\w D, then b=¢d (¢ =c, d € D) and if, moreover, b =c, then b=c~\b=
=cNtMNd=cNd.

7) This is a somewhat sharpened form of Lemma 4.3 of [5]. We were unable to
find in [5] the proof of the following Corollary.
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Corollary. In the lattice L, let n and m be the (finite) lengths of the
shortest and the longest connected chains, respectively. Then L does not contain
more than n prime ideals. L is distributive if and only ifit contams m prime
ideals.

Proof. The first statement of the Corollary follows evidently from
Theorem VI. :

If Lisa dlstrlbutlve lattice, and l=ga,>a,>--->a,, =0 (x>y means
that x covers y) is a (maxnmal) chain of length m, then, by Lemma I, for
all 7 there exists a prime ideal which contains a;, but not a,_,. Consequently,
in L there exist at least m prime ideals.

Conversely, let us suppose that L contains m prlme ideals. These obvi-
ously separate (by Theorem VI) the chain i1=a,>a,> -->a,=0 (i. e. for
i==0,...,m—1 there exists a prime ideal P;, such that a; QP,H, Qiri € Pi). By
Theorem ll it is sufficient to prove that these separate all pairs of elements
y<x. Let 1=8,>06,>+-->0,=0 be a-maximal chain which is a refine-
ment of 1=x>y=0. Owing- to Theorem VI in L there is at most n prime
ideals. We have supposed the existence of precisely m prime ideals and we
know that n=m; it follows n=m and the fact that every pair b;, b;a
(i=0,1,...,n—1) is separated by some P;. Thus, obviously, some P; sepa--
rates x and y too. ’

We have shown (Corollary 1 of Theorem [) that any ideal of a dis-
tributive lattice is the product of its prime ideal divisors. The following
problem arises: in what lattices is every factorization unique?

Theorem VI (Theorem 4.3 of [5]). The followmg statements concern-
ing a lattice L are equivalent:
‘ (1) every ideal of L is decomposed umquely into the product .of prime
ideals;

(2) every principal ideal of L is decomposed uniquely into the " product
of prime ideals;

(3) ¢ is a relatively complemented distributive lattice;

(4) L is a relatively complemented distributive lattice in. which every
closed interval has a finite length.

Proof. By Theorem H, any one of the condmons (1)—(4) implies
the distributivity of the lattice L, hence it may be supposed without loss of
generality that L is distributive.

(2) implies (1). Let us suppose, in contradlcnon to (1), that there exists
an ideal / which is.factorizable into prime divisors in two ways: /=AP,=
=AQg. Let a be an element of / and let us consider the (unique) factor-
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ization of (a] =AR,. Obviously AR, ~AP; and AR, ~AQp are (after omitting
the R, equal to some P, and Q, respectively) two different factorizations of (a].

(1) implies (3). We consider ideals / and J such that /> /. Let /=AP,
and J=AP,~APgs be the factorizations of / and / where all ideals Py are
different from all P,. Consequently, Ps=p/ for all Ps. We assert that
(AP (APs)=L. Indeed if (AP.) < (APg)==L, then there exists a prime
ideal P which contains (AP,)\v(APg) and so P2/, therefore P is equal to
some P., so P, may be omitted from the factorization of /, in contradiction
to (1). Hence every interval of the type [/, L] is complemented, therefore &,
which is distributive, is relatively complemented.

(3) implies (4). Let b<a (a,b€L) and let / be an ideal such that
(a]oI>(b). From (3), / has a relative complement in the interval [(8], (a]].
Hence by Lemma Il, / is a principal ideal, i. e. (4) is indeed proved to be
true in L, for the interval [6,a] of L — obviously — is a finite Boolean
algebra in which every ideal is principal.®) ‘

(4) implies (2). Let (a] be a principal ideal which has two different
factorizations (a] =AP.=AQ,. We choose an element b >a. Obviously, b is
not element of all P, and Qp, e. g. let b¢ P, and b¢ Q.. Combining condi-
tion (4) with Theorem V, we get that in L every prime ideal is. maximal,
hence (b)\w P,=(b]'w Q, = L. Since in a distributive lattice the relative com-
plement is unique, we conclude (6] ~ P, 3= (b] ™ Q,,. furthermore (b}~ P, is a
prime ideal in (b]. If we consider those elements of A((b] ™ P.) and A((6] ™ Qp)
which are in the interval [a, b}, we get obviously two different factorizations of the
element a in the finite Boolean algebra [a, b]; this is clearly a contradiction.

6. 1deals and congruence relations.

According to Theorem Il every ideal of a distributive lattice is a kernel
of a suitable homomorphism. In general, it is possible that there exist more
than one homomorphisms with the same kernel. G. BIRKHOFF proposed the
following problem (see [1], p. 161):

Find necessary and sufficient conditions, in order that the correspon-
dence between the congruence relations -and ideals of a lattice be one-one.

&y See |1}, p. 161, Ex. 3. We can prove it in the following way: If in the Boolean
algebra B every ideal is principal, then every maximal ideal is also principal, that is, B
is dually atomic, and hence atomic. The ideal J generated by the atoms of B, contains
exactly those elements of B which are finite joins of the atoms of B, and the zero of B.
I is a principal ideal, and the generating element x is a finite join of atoms. Obviously
x is the greatest element of B -and so B is finite.
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“This problem is answered in the following

Theorem VIII (Theorem 7.2 of [5]). The congruence relations and the
ideals of a lattice L correspond one-to-one if and only if L is a relatively
complemented distributive lattice with O.

Proof. Necessity. The trivial (identical) homomorphism ought to have
a kernel, hence O exists. The necessity of the distributivity is assured by
Theorem II (condition (3)). At last, in order to verify the necessity of relative
complementedness (we may already suppose that L is distributive), by Theo-
rem V it is enough to prove that every prime ideal is maximal. But, in the
contrary case there exist in L two prime ideals P and Q such that Pc Q.
It is evident that there exists a. homomorphism with the kernel P, such that
the homomorphic image is isomorphic to the lattice of two elements. On the
other hand let A, =P, A,=Q—P, A,=L— Q. We define the relation @:
x=y(0O) if and only if x and y are in the same A; (i=1, 2, 3). It is easy
to verify that @ is a congruence relation; the homomorphism induced by ©
has the kernel P, and the homomorphic image is isomorphic to the chain of
~ three elements. Consequently, P is the kernel of more than one homomorphism.

Sufficiency. This follows from Theorem Il and from the evident fact that
in a relatively complemented lattice with zero element every homomorphism
is completely determined by its kernel ([1], p. 23).

9. Maximal extension of sublattices.

Generalizing a theorem of K. TAKEUCHI [6], ]. HASHIMOTO proves that’
any sublattice of a relatively complemented distributive lattice may be extended
to a proper, maximal one. In proving it he uses a lemma and by its aid he proves
Theorem 9.1; both the lemma and the theorem are proved by making use of
some topologies. The other parts of the proof have purely lattice-theoretical
character. For this reason now we prove only Theorem 9.1 (we need not use
the lemma).

Theorem IX (Theorem 9.1 of [5]). Let a be an element of a distri-
butive lattice L, which is neither O nor 1, and let S be a sublattice of L which
does not contain a. Then there exist a prime ideal P and a dual prime ideal
Q, such that (denoting by P+ Q the set-theoretical join of P and Q) P+ Q=28
and a § P+ Q.

Proof. Let us consider (if it exists) the ideal / generated by those ele-
ments of S which are less than a.. Obviously a@/, consequently, applying
Lemma | for / and [a), there exists a prime ideal P containing / but not
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a. Now we consider the dual ideal D, generated by those elements of S
which are not in P (if such elements exist). We prove that a@D. Indeed,
a ¢ D is equivalent to a=s~t, where s5,t€S, but s,t¢GP. Since a¢sS,
a=smt is impossible. Furthermore a > st implies, by the definition of
P, that s~t€ P, in contradiction to the prime property of P. Using again
Lemma I, we may construct a dual prime ideal Q containing D but not a.
P and Q fulfil the requirements.

If I is empty, then let P be any prime ideal not containing a. If D is
empty then P=2S, therefore Q may be an arbitrary dual prime ideal not
containing a. . '

Added in proof. It escaped our attention that in his paper [5]
J. HasHIMOTO also proves the following very interesting theorem (Theorem 8.5
of [5]) of purely lattice-theoretical character :

To any distributive lattice L there exists a generalized Boolean algebra
B having the properties:

1. the lattice of all congruence relations of L is isomorphic to the
lattice of all congruence relations of B

2. L is a sublattice of B;

3. if the interval [a, 6] of L is of finite.length, then [a, b] has the same
length as an interval of B.

HaAsHIMOTO devotes to the proof of this theorem an entire section:in
which he constructs B from L in a rather complicated- topological way.

Recently we have succeeded in finding two simple proofs. One of these
is an -easy consequence of a construction of MAC NEILLE (Lattices and Boolean
rings, Bull. Amer. Math. Soc., 45 (1939), 453—455), while the other is
based on the examination of the f-inaccessible elements of the laftice of all
congruence relations of a lattice and uses some results of [3]). The second
proof is also capable of some generalization.
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On complete semi-groups.
By RICHARD WIEGANDT in Oroshaza (Hungary).

§ 1.

By an (algebraic) structure we shall mean in the following a group, a
ring or a semi-group. A structure will be called a 7-structure if it has some
specified additional property 7.

It is a well-known fact that the Schreierian extensnons of a group ora
ring are the groups or rings, in which the given group or ring is a normal
subgroup or an.ideal, respectively. REDEI [3] treated the Schreierian exten-
sion theory of semi-groups with identity;') the Schreierian extensions of a semi-
group are the semi-groups in. which it is a "left-normal semi-group* (see
below). ' :

Definition. A T-structure S is called complete with respect to the
‘property T (shortly: T-complete) if it is a direct component (i.e. direct
factor or direct summand) in every T-structure which is a Schreierian- exten-
-sion of S.

Examples of complete structures are the complete groups among the
groups (each of their automorphisms is inner, their center consists of the identity
only), . the complete Abelian groups among the Abelian groups (for every
element a and positive integer n there exists an element x such that nx= a),
and the rings with identity among the rings. In these examples the property T
means group, Abelian group, or ring, respectively (BaEr (1], {2], ReDEI [4]).

In this paper our main purpose is to characterize the complete regular
semi-groups”) with identity; finally we make some remarks on groups and
Abelian groups, which are complete with respect to certain properties.

~

1) A semi-group is a structure in which an associative multiplication is defined. The
identity will be denoted always by e.

) A semi-group is regular, when xz=yz or zx=zy implies x==y for every
element x, j, z ‘
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§ 2.

Consider the case when the property 7 means ’regular semi-group
with identity. First we need some preparatory remarks.

Let F denote a semi-group with the identity e (F is not necessarily
regular). According to REDEI [3], a sub-semi-group N of Fis called left-nor-
mal, if F has a compatible classification of the form

(1) a,N, a;N, ... (a:€F, a,=¢)

and the products a;N are without repetition.

Similarly we can define the right-normal semi-group. If Nis at the same
time left-normal and right-normal in F, then N is called a normal sub-
semi-group of F.

Let us consider an example for a left-normal semi-group. Consider
the semi-group which is generated by the elements e, a, b (e is the identity)
and defined by the relation ab==25. It is easy to see that in this semi-group
the elements e, @ (n =1 integer) form a left-normal semi-group, but this left-
normal semi-group is not right-normal. '

Let b: (€a;:N) denote an arbitrary element of the class a;N; then
bNSaN (i=1,2,..)), and the equality sign is valid obviously in every
case if and only -if N is a group.

' .N contains the identity of F. Otherwise we should have, according to the
previous fact, N=eN&a:N (a.==¢e) for some-k==1, what is impossible.

So F and N have a common identity, further a; (k=2,3,...) is con-
tained in the class a. /N, but in general it is not possible to replace «. by
an arbitrary element of the class a. N.

The classification (1) is determined uniquely by the semi-group N.
Consider hamely beside (1) an other left-normal classification

2) biN, b.N, ... (b,=2¢)

of F. Every a: belongs to a fixed beN, and b to a fixed a;N. Since (2) is compa-
tible, so a;NS b N; from (1)follows by N a:N.Hence aiNEaN,a;N=aN
and &;N= b, N follows proving the statement. ‘

Lemma. If N is normal in the semi-group F with identity, then the
left-classes are identical with the right-classes. If a (€F) has an inverse in
F then the class of a can be written in the form aN, and we have aN == Na.

Proof. Let a.N be an arbitrary left-class and let a, belong to the
right-class Nb,. Since the classification is compatible, so ax =¥&,. Multiplying
from the right with an arbitrary element r (€ N), we get '

ar=br=be=b,
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thus a. NS Nb,. Likewise Nb; S a, N ; from these k= n and a,N = Nb, follows,
which proves the first statement.

Let the element a (€F) have an inverse in 'F, and let a belong to the
class ayN. Then .
_ aN&axN.

Multiplying from the left with a~!, we get

NCa lap N.
Consequently in both relations the equality 51gn is valid and so the class of
a is aN. :

The third statement follows from the preceding statements.

Let the property T mean that the structure is a regular semi-group
with identity. Such a semi-group is called complete by the above defi-
nition, if F is a direct factor of every regular semi-group with identity,
which contains it as a left-normal semi-group.

Now we prove the following

Theorem. The regular semi-group F with identity is complete if and
only if its automorphisms are all inner automorphisms, and its center consists
of the identity.

N

) ~Remark. If in particular F is a group, then the theorem reduces to
a known theorem of BAER [1] for groups.

Proof. The proof is a modification of BAER’s [1] proof.

Assume that F is complete, and let ¢ be an arbitrary automorphism
of F. Consider the factor-free Schreierian extension of F with an infinite®)
cyclic group: B = I o F ([ is the additive group of the integers). The elements
of B are the pairs (i, f) (i€, f€F) in which the multiplication is defined by

the following rule: . . s el
(l,f)(j,g)=(l+j,f g)
(¢ is the j-th power of the automorphisms a).
By theorem 1 of REDEI [3] Bisa semi-group, and Bis obviously regu-
lar too. It is clear that (0, e) is the identity of B.In B the elements (0,f)
form ‘a left-normal semx-group F, which is isomorphic to F. Embed F in
the usual way into B;. further denote the element (1, e) by ¢, and denote
the so formed semi-group by B. t has an inverse: ¢ —(—1 e). Since
| @, )= (1,60, /),

the elements of B are of the form ff. Since
(1: e) (O)f)(— l)e) =(O;fa)7 ’

3) If the order of the automorphism « is a finite number n, we may take instead of
the infinite cyclic group, the cyclic group of order n.
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the following relation holds in B:

tft =f (feF).
Thus the automorphism « of F is induced by the transformation of the
element t (€B). Since F is left-normal in B, therefore F is by the hypothesis a
direct factor in B. Hence there exists an endomorphism g of B with the
following properties :
B'=F,  f’=f  (f¢F).
In particular s=¢t*¢F, and
i) there exists an inverse of s in F,
ii) for every element f in F

sfsT =Ef = ftY =" =
Thus the automorphism ¢« is induced by the element ‘s of F, thus every -
automorphism of F is inner.

Let z be an arbitrary element .in the center of ‘F. Denote by /° the
additive semi-group of the non-negative integers, and consider the direct
sum /==/"+1". Consider the endomorphism-free Schreierian extension of F
with J: Z* = JoF. The elements of Z* are of the form ((i, f), f) ((i, /)€ ], f€ F),
and the muitiplication is defined as follows :

((l:])’f) (&, 0, g)= ¢+ k,J+1),fngL)
By theorem 1 of ReDE1 |3} Z* is a semi-group, further Z* is clearly regular.
Obviously ((0, 0), e) is the-identity of . Z*. In Z* the elements ((0, 0),f) form a
left-normal semi-group. F* which is isomorphic to F. Embed F ‘into Z* and
denote the elements ((0,1),e), ((1,0),e) by x and by y, respectively.
Denote the so formed seml-group by Z. It is easy to see that the following
relatlons hold in Z:
xy=yxz, xXf=fx, yf=fy  (f€F).

Since F is left-normal ifi Z, so F is by the hypothesis a direct factor in Z.
Hence there exists an endomorphism y of Z with the following properties :

Z'=F, f'=f  (feF).
Xf=x"f" = (xf)" = (fx)" =fx",

which proves that x! belongs to the center of F. Analogously, y* belongs
to the center of F. Consequently

, Yx¥=x"y = (xy)" = (yx2)’ =y"x72".
Since F is regular, we have z=e. Hence we have shown that the identity

is the only element in the center of F; and so we have proved the necessity
of the theorem.

If f€F then
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Assume conversely that every automorphism of F is inner, and its
center consists of the' indentity only, further F is left-normal in the regular
semi-group D with identity. Denote by. C the centralizer of F in D (which
consists of all those elements in D, which commute with every element in F).

We show that CF = D. Otherwise there would exist an elément w (€ D)
which does not belong to any class ¢F (c€C). Let w belong to the class
woF (W& C). It may be assumed that w, has an inverse; othérwise we should
~consider the semi-group obtained by adjoining to D an element w;' subject-
ed to the following relation: w;'wo=-e¢; since Dis regular, the obtained
semi-group is an extension of F in which F is also left-normal. wp induces
an automorphism of F, which contradicts the condition that every automorphism
of F is inner. Consequently D= CF. Since Cn F=e according to the
hypothesis, therefore D is the direct product of F and C. Hence F is direct
factor in D, and this completes the proof. '

§ 3.

Intermediate concepts between those of general groups and Abelian
groups are the concepts of soluble groups .and nilpotent groups.
Consider the complete soluble and complete nilpotent groups. It is easy
to see by the proof of the theorem that the center of a complete soluble
or complete nilpotent (or other complete not Abelian) group must be the
identity. On the other hand every soluble (and so every niipotent) group has
non-trivial centér. "So every complete soluble and complete nilpotent group
must be the identity.

Every finitely generated- complete Abelian group is the 1dent1ty They
are namely the direct products of cyclic groups; but the cyclic groups are
not direct factors in the containing cyclic groups. :

The author is grateful to Professor L. REDEl who kindly helped him
‘with the preparatlon of this paper.
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Uber die algebraischzahlentheoretische Verallgemeinerung
eines elementarzahlentheoretischen Satzes von Zsigmondy.*)

Von LADISLAUS REDEI! in Szeged.

Durchgingige Bezeichnungen und einige Benennungen:

»N“ bezeichnet eine nattirliche Zahi.

»0“ bezeichnet eine ganie algebraische Zahl.

»o ist eine . n-te Potenzzahl® soll bedeuten, daB @ die n-te Potenz
eines Elementes des durch w erzeugten Korpers ist. (Statt ,n-te Potenzzahl“
.werde fiir n=2, 3 auch ,Quadratzahl“ bzw. ,Kubikzahl“ gesagt.)

»R“ bezeichnet den Ring der ganzen rationalen Zahlen.

»R.“ bezeichnet den Ring der ganzen Elemente des durch @ erzeugten
Korpers. (Also R, =R fiir o ¢ R.)

- ,b¢ bezeichnet ein Primideal aus R,. (Ublicherweise werde stillschwei-
gend p==0, R, angenommen.) Diese Bezeichnung p wird auch im Zusam-
menhang mit den unten zu definierenden ., wY’,... (statt w) beibehalten.

»p¢ bezeichnet die durch p teilbare Prlmzahl oder — wenn kein p
festgewdhlt wird — eine beliebige Primzahl. '

o No(. . ), Sul.. )%, kiirzer ,N(...),S(...)* bezeichnen die Norm eines
Elementes oder Ideals bzw. die Spur eines Elementes von R,.

»0(...)“ bezeichnet die Ordnung (=1,2,...,00) eines Elementes einer .
(multiplikativen) Gruppe (die stillschweigznd auch Untergruppe irgendeiner
vorgelegten algebraischen Struktur sein darf).

»0(w(modp))“ bezeichnet fiir ein zu w primes p die Ordnung der Rest-
klasse w(modp), anders die Ordnung von wmodp, d. h. das kleinste n mit
o"=1(mod p). (Man pflegt o (w(modp)) auch den Exponenten von o mod p
Zu nennen.)

*) Erst nach der Fertigstellung des Manuskriptes dieser Arbeit wurde mir die Arbeit
" von H. Sacus, Untersuchungen iiber das Problem.der eigentlichen Teiler, Wiss. Zeitschrift
d. Martin-Luther-Univ. Halle—Wittenberg, 6, Heft 2 (1956/57), 223—259 bekannt, in der
ein allgemeineres Problem untersucht wird. Inhaltlich {iberschneiden sich beide -Arbeiten
nur sehr wenig.
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»®,° bezeichnet ein w mit unerfiillbarem o(w (modp))=n und wird
eine exzepttonelle Zahl (fiir n) genannt. Mehrere solche Zahlen werden auch
mit wf,”, w,L, . bezeichnet. Es ist klar, dafi die Menge aller w, gegen
Konjuglertenblldung invariant ist, weshalb konjugierte w, fiir gewdhnlich als
nicht verschieden angesehen werden.

o0, b, c“ bezeichnen Elemente von R.

»n, b,“ bezeichnen Elemente von R, deren siamtliche Primteiler in n
aufgehen. Insbesondere bezeichnen also a,, b, die Zahlen + 1.

»Polynom“ bedeutet hier stets ein Polynom iiber R. :

Hauptpolynom bedeutet ein Polynom in einer Unbestimmten mit dem
Anfangskoeffizienten 1.

»0rad...“ bezeichnet den Grad einer algebraischen Zah! oder eines
Primideals oder eines Polynoms. '

»Jo(x)“ bezeichnet das Minimalpolynom von o, d. h. das irreduzible
Hauptpolynom mit der Nullstelle . (Also ist Grad f.(x) = Grad .)

»0“ bezeichnet eine komplexe Zahl (==0) mit o(¢)=n, d. h. eine pri-
mitive n-te komplexe Einheitswurzel.

.R.“ bezeichnet also (als Spezialfall von R.) den Ring der ganzen
Elemente des n-ten Kreisteilungskorpers.

»Fu(x)“ bezeichnet das n-te Kreisteilungspolynom (ist also gleich f,(x)).

»p(n)* (= Grad ¢ = Grad F.(x)) bezeichnet die Eulersche Funktion.

~u(n)“ bezeichnet die Mobiussche Funktion.

#P¥||@“ bezeichnet das ‘Bestehen von p*|w und p**! }f .

§1. Einleitung.

Wir beschiftigen uns mit den exzeptionellen Zahlen w.. Nach obiger
Definition lassen sich diese auch so charakterisieren, daf w,— 1 eine Einheit
ist oder jeder Pimidealteiler von ihm schon in einem wi—1 (d|n, < n) aufgeht.

Die. rationalen .w,, d. h. die mit Grad w,=1, hat ZSIGMONDY [3]
bestimmt. (Mit [ ] verweisen wir auf das Literaturverzeichnis am Schlu8.
dieser Arbeit.) Sein diesbeziiglicher interessanter. Satz scheint sehr wenig
bekannt zu sein und fand in der Literatur unseres Wissens bisher keine
Anwendung. In einer anderen Arbeit [2] werden wir auf eine merkwiirdige
endlich-gruppentheoretische Folgerung dieses Satzes hinweisen. Hier unter-
suchen wir die w, bei beliebigem Grad w, und bekommen fiir sie weitge-
hende Aufkldrungen, jedoch gelang uns ihre restlosé Bestimmung nicht.
“Auf Grund unserer allgemeinen Resultate geben wir dann fiir den Satz von
ZSIGMONDY einen neuen Beweis, der kiirzer wird als der originale, ferner
bestimmen wir die w, mit Grad w, =2 vollstindig.



100 L. Rédei

Satz 1. Dann und nur dann ist o ein w,, wenn F.(w) in einem a,
aufgeht.

Korollar 1. Sind d,n natiirliche Zahlen und gehen alle Primteiler
d

von d in n auf, so stimmen di¢ wa, mit den Yo, iiberein,

Da niamlich
Fan(X) = F, (x)
ist und die Zahlen as, mit den a, iibereinstimmen, so folgt Korollar 1 aus
Satz 1.

Korollar 2. Ist n ungerade, so stimmen die w, mit denjenigen ——(1)1,,
iiberein, fiir die Fa.(w2) in einem a, aufgeht.

Da namlich : -
| Fau(X) = Fa(—x)
ist, so folgt Korollar 2 aus Satz 1.

Man bemerke, daf das Problem der Bestimmung aller o, wegen
Korollar 1 im wesentlichen auf den Fall von quadratfreien n zuriickgefiihrt
ist und man sich-dabei wegen Korollar 2 auf die geraden n beschranken~

- kann.

Korollar 3. Eine komplexe Einheitswurzel o ist dann und nur dann
I{ein w,, wenn n|o(w) gilt und %a—)—) (= 1) die Potenz einer zu n primen
Primzahl ist. \ | '

Dem Beweis dieses Kbrol‘lars schicken wir voraus, da ¢—1 bekarint—
lich dann und nur dann keine Einheit ist, wenn n=p°(e =0) ist, ferner

- gilt dann (¢ —1, p)== 1. Nunmehr beriicksichtige man

Fu(0)= ﬂ (0 —o0),

wobei ¢ jetzt alle Einheitswurzeln mnt ¢(e)=n durchlduft. Bis auf einen
Einheitsfaktor stxmmt die rechte Seite mit

A (we—1)

tiberein. Nach voriger Bemerkung ist dieses Produkt offenbar dann und nur
dann ‘durch mindestens ein zu n primes Primideal teilbar, wenn die Bedin-
gung von Korollar 3 erfiillt ist, weshalb- dieses aus Satz 1 folgt.

Wegen

No(Fu(@)) (= Nolfu(@)) = (=% TN, (£,(0))

‘146t sich Satz 1 auch so aussprechen:
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Satz V. Dann und nur dann ist o ein w,, wenn f,(0) in einem a,
aufgeht. '

 Gleich zeigen wir, dafl sich dieser Satz auch noch folgenderweise for-
mulieren 14Bt:

Satz 1”. "Man nehme aus R, die in mindestens einem a, aujfgehenden
Elemente, schreibe sie als f(o) mit Polynomen f(x) vom Grad < @(n), lasse
£(x) alle Hauptpolynome durchlaufen und setze

h(x) = g (x) Fu(x) +f(x).

Dann sind die (komplexen) Nullstellen der irreduziblen Polynome h(x) und die
der trreduzzblen Hauptpolynome f(x) eben die simtlichen w.,.

Die im Satz 1’ genannte Bedingung 146t sich namlich so aussprechen,
daB das irreduzible Hauptpolynom f,(x) einem der im Satz 1” genannten
f(x) mod F,(x) kongruent ist. Das beweist die Aquivalenz der Sitze 1’,17.

A Korollar 4, Fiir jedes Paar n, k (k=g(n)+1,9(n)+2,...) gibt es
unendlich viele w, mit Grad w,= k. ' '

Denn nehime man ein f(x) aus Satz 1”. Da F,(x) ein irreduzibles
Hauptpolynom ist und f(x)==0, Grad f(x) < Grad F.(x) gelten, so ist

@t zxt 4ot 2) P+ (=k—9@)
ein irreduzibles Element aus dem Polynomring R[x, z,...,2} Nach dem
Irreduzibilititssatz von HILBERT gewinnen wir also aus letzterem Polynom
unendlich viele irreduzible Hauptpolynome k-ten Grades, indem wir z;,...,2
durch passende Elemente aus R ersetzen. Hieraus und aus Satz 1”7 folgt
somit Korollar 4.

Vermutung 1. Korollar 4 ist fiir n > 1, k= ¢(n) richtig.

Vermutung 2. Korollar 4 ist fir 1 = k < ¢(n) faisch.

Uber Vermutung 1 bemerken wir folgendes. Ist p|n, so wende man
Satz 1”7 mit f(x)=p'(t = 0) und g(x)=1 an. Es folgt, daB die Nullstellen
derjemgen Polynome

F.()+1,
die irreduzibel sind, lauter Zahlen , mit Grad w,=— ¢(n) abgeben. In Hin-
sicht der Irreduzibilitit darf man auf die Polynome '
Fu(x 4 1)+ pf
ibergehen. Da nun diese Polynome fir n=p’(e = 1), ¢t = 2 der Irreduzibili-
tatsbedingung von EISENSTEIN geniigen,  so folgt, daf Vermutung 1 fiir
=p*(> 1) richtig ist. Wir bemerken ferner, daf fiir n=2,3,4,6 nach den

unten folgenden Satzen 4, 5 beide Vermutungen richtig sind.
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Eine wesentliche Verschidrfung von Satz 1 liefert der folgende:

Satz 2. Ist
(1) p|Fa (wn),
weshalb nach Satz 1 |
@ n=pm, pin, e=1 ‘
gesetzt werden kann, so gelten
3) m|plrad»—1, o(w, (mod p))=m
Besteht neben (1) und (2) auch
@ Wy p, :

so geht p in F.(w.) und p zu gleicher Potenz auf.

Satz 3. Die Anzahl der verschiedenen (rationalen) Primfaktoren von
einem N(F.(w.)) ist je nach den Fillen Grad w. =< 2, Grad w. = 3 hichstens -
gleich Grad w. bzw. —1 + Grad w,,.

Satz 4. (ZsigmonDY [3]). Die simtlichen rationalen . sind

=2, my=—1+a,w;=—2, w;=2, »
auﬁerdem noch w,=0 fiirn=1,3,4,5, ..., ferner v,= + 1 fiirn=3,4,5,....

Satz 5. Die samtlichen w, zweiten Grades sind")?)

a),=%(2+a+l/ag+4a,), S(o)=2++aq, N(w)=14a—a,,
(:)2=%(—2+0+Vaz—|—4a2), S(@)=—2+a, N(@)—l—a—a,

1) Die Filie mit einer Quadratzahl unter dem Quadratwurzelzeichen sind auBer Acht
zu lassen; diese Ausnahmen sind (teils wegen Hilfssatz 11) offenbar die- folgenden
w, fiir a'= + (1—ay);
, fir a=+ (1—a,);
oMfiir @y=——1, =3; oPfiir a,=1,—3; 0Piir a=—1,3;0%und @fiir a,=—1; 09 fiir a=-+1

W{iir a,=1,2; 0P fiir @, = + 2; P und 0Pfiir a, =1;
oiMfir gy=—1,—3; o fiir a;=1,-23; o{’fiir a;= —1,3; 0 und 0iir a;= — 1; 0Niira=+1. -

?) Abgesehen von ganz emfachen Fillen haben wir im Satz 5 auch die Spur und
Norm der exzeptionellen Zahlen o, ,® “ ),... (d. h. im wesentlichen die Koeffizienten der
definierenden Gleichungen dieser Zahlen) angegeben. Das wird den Beweis des Satzes
bequemer. machen. (Wir bemerken, da man die exzeptionellen Zahlen von mindestens
drittem Grade im allgemeinen gewiB durch jhre definierenden Gleichungen anzugeben zu
bestreben hat.)



Verallgemeinerung eines Salzes von Zsigmondy.

1
9>=7(

o — ; —a4+ V31 20,4 @), S@P)=—1—a;, N(@P)—1,

D — = ( —a,4+V—3—20,+d), S(@)=—=—1—a, N@P)=1+a.

—14+V=3"4aq,), - S@)=—1, N(@)=1+a,

o — ; (—1+a+! (—3—6a,+ @), S(@)=—1+a, N@)—1+a,

wf) = (—1-—a 4+ V(—3—6a; + a3), S@P)=—1—a,, N(@§)=1+-2a,

! w.‘f).—_-7(—1—2(ngr V(—3+4a), S@P=—1—2a, N(@)=1+a,

o — =T ¥a,

0P — 1 5 (. +V—ara), S@)=a., N(@)=1
wf”=—(ae+ V—444a,4+a}), S@=a, N(oP)=1—a,
o =5 o+ V4T am 1 d), S@¥)=—a, NE)=Il—a,

0§ =—14+V=1,

wg

(2)

We =— 7

3
o —

1)
w§’

(5)
wb

0’(7)=7( —3+15),

_ % (A +)=3=4a,), S@=1, N@P)=1+a,

5 La +a(+l/—3+2a6+a6), S(@P)=14a, N =1,

2 (1 +a +V—3—2a,4a), S@H=1+a, N@P)=1+a,
—;—(l—a(+V 3—6a,+d), S@)=1—a, N@o)=1+a,
%(1+a0+1/— —6a,+ ay), S(wé”)—l+a‘, N(wﬁ")~—1+2a,,

_J & (1 +2a+ V3143), S(@)=1+2a, N@)=1+a,
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oo = 17 3+ 15), : @ _

mso== 2 (£1+V5), wn=(x1+V5),

aupferdem noch die Einheitswurzeln |/ —1, % (—14-V=3) und lz (a+V=3)
fiir n==1,4 bzw. n==1,3, bzw. n==1, 2,3, 6.

§ 2. Beweis von Satz 1.

Um Satz 1 zu beweisen nehmen wir zuerst an, daf o -ein .w, ist, und
wollen zeigen, daB dann F.(w) Teiler eines a, ist. Ist F.(w) eine Einheit,
so ist das wahr. Im anderen Fall nehmen wir

- (9) plF.(o)
an. Noch mehr gilt dann
(6) plo"—1.

Wegen der Annahme folgt hieraus o(w(modp)) < n, also die Existenz einer
Primzahl ¢ mit .

n

(1) gln, ploT—1.

Da ferner .
xt—1 =

®) — =g (mod x7—1)
xt—1

besteht und die linke Seite durch F.(x) teilbar ist, so ergibt sich hieraus
(bei der Ersetzung x= w) wegen (6) und (7,) die Teilbarkeit p|g. Dies
beweist wegen (7,) die Behauptung, daB F.(w) in einem a,. aufgeht.
Umgekehrt, nehmen wir letzteres an. Wir haben zu zeigen, daB dann
o ein w, ist. Ist das falsch, so gibt es ein p mit o(w(mod p)) = n. Dies
bedeutet, daB (6) besteht und (7) fiir jede Primzahl ¢ falsch ist. Wegen

o*—1 =[] Fi(w), Fi(w)|o*—1

din

folgt hieraus die Erfiilitheit von (5). Dies und die Annahme ergeben p|n, -also



Verallgemeinerung eines Satzes von Zsfgmondy. . 105

auch p|n. Hieraus, aus p|N,(p) und aus dem Satz von FERMAT folgt
| wr.=or “Y=1(mod p),

also o(w(mod p)) < n. Dies bedeutet, daf e trotzdem ein w, ist. Mit diesem
Widerspruch ist Satz 1 bewiesen.

§ 3. Beweis von Satz 2.

. Hilfssatz 1. Es sei a(# 1) ein Element von R, mit p|c—1. Man setze

9) - plle—1, - v|p.
Gelten dann fiir eine natiirliche Zahl e alle Ungleichheiten ,
(10) o(pFg (i=1,....e),
so- gilt : , '
(1) pefle’—1
mit :
12 k,=min (p°k, pik+g, p2k+2g, ..., k+eg).
Dem Beweis schicken wir voraus, daB offenbar
(13) min (pk., k.+g)= k..
und (wegen ¢(p)p* = ¢(p*')) |
(14) P(P)k. =g <=>9(p)k=g

gelten, wobei <=> fiir ,dann und nur dann“ steht.

Nunmehr beweisen wir Hilfssatz 1 zuerst fiir e=1. Es gilt
(15)  «"—1=((e—=D+1)’—1=(e—1)"+p(e—1) (mod p(c—1)*).
Da ferner (10) fiir e=1 als (p—1)k+ g, d.h. als pk==g-k lautet, so
folgt aus (9) und (15)

pmin (rk, g+k)”(,p_1

Der Exponent auf der linken Seite ist rach (12) gleich %,, weshalb Hilfssatz 1
fir e=1 bewiesen ist.

Wir setzen dann Hilfssatz 1 fiir ein e voraus und beweisen ihn fiir
"e+ 1 wie folgt. Es sei (10) mit e+ 1 statt e erfiillt. Dies bedeutet das- Erfiilit-
sein von (10) selbst und wegen (14) das von ¢(p)k. == g. Wegen des ersten
und der Induktionsvoraussetzung besteht (11). Wegen des zweiten und
der fiir e=1 schon bewiesenen Richtigkeit von Hilfssatz 1 folgt also (mit
Anwendung auf «"” statt «) das Bestehen von

min (pkg, kot o+l
n » J)” 7 —1.

Wegen (13) ist hiermit Hilfssatz 1 allgemein bewiesen.
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Hilfssatz 2. Ist « ein Element von R, mit ple—1 und trifft

(16) po f p
mit einem e(= 1) zu, so geht p in
an Fpa™™)

und p zu gleicher Potenz auf.

Im Fall «=1 ist (17) gleich p, weshalb jetzt die Behauptung trivial
ist. Im iibriggebliebenen Fall ¢ <=1 iibernehmen wir die Bezeichnungen aus
Hilfssatz- 1. Wegen (9.) 146t sich dann (16) als

(18) o(p)>g

schreiben. )
Einerseits folgt hieraus

pk>plk-tkg, _
weshalb auf der rechten Seite von (12) sich das erste Glied streichen
1a8t, also . :
(19) _ ke=ke1+g (ko=k)
gilt.
Andererseits folgt aus (18) die Erfiilltheit von (10), also nach Hilfssatz 1
die von (11) fiir alle 1,...,e statt e. Letzteres und (9,) besagen

pk.-”(ci'i__l (i=0,. “ey e)’-

Man beriicksichtige diese Relationen aber nur fiir i=e,e—1. Werden sie
miteinander dividiert, so gewinnt man wegen (9,) und (19) eben die Richtig-
keit von Hilfssatz 2. ‘

Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir Satz 2. Um zuerst (3) zu
beweisen setzen wir

- (20) m* = o(w,(mod p)), also m*|pGradv —1,

Dann braucht zur Bestitigung von (3) nur m*=m ausgewiesen zu werden. -
Wegen (1) ist

1) -~ plon—1.
Dies und (20,) ergeben
(22) m*|n.

Andererseits bezeichne ¢ einen von p verschiedenen *Primteiler von n.
Aus (1) und (8) folgt hierfiir (bei der Ersetzung x = m,)

P¥w, T —1.
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Hiernach und nach (20,) ist
e, N
my —.
_ q
Dies besagt wegen (22), daB ;':; eine Potenz von p ist. Da ferner m* wegen

(20,) zu p prim ist, so folgt wegen (2) die erhoffte Gleichheit m*=m. Das
beweist (3). :

Um noch die andere Behauptung von Satz 2 zu beweisen setzen wir
(23) ' «=w,.
Wendet man

a=c"" (mod p)

mit geniigend groBem & an, so folgt aus (2), (21), (23) das Bestehen von
p|le—1. Hieraus, aus (4) und (23) folgt nach Hilfssatz 2, daB p in
(24) | Fo(ol ™)
und p zu gleicher Potenz aufgeht.

Nun entsteht aber aus

Fu=11 (x%.— [y

dln

nach Abtrennung der zu d=1, p gehorenden Faktoren die Gleichung :
(25) Fu()=F,(*) I (F —1)®,
: - d

wobei d die von 1, p verschiedenen quadratireien Teiler von n durchzulaufen

hat. Fur diese ist % wegen (2) kein Vielfaches von m, also ist fiir sie

wegen der schon bewiesenen Beziehung (3.)

7

1 4 ;" —1.

Wird also in (25) x = w, eingesetzt und (2) beriicksichtigt, so besagt das
liber (24) Festgestelite eben die Richtigkeit der noch zu beweisenden Behaup-
tung von Satz 2. '

§ 4. Beweis von Satz 3.

Satz 3 ist richtig, wenn F.(w.) eine Einheit ist. Im anderen Falle seier
(26) P<P2<-< P . k=)

die verschiedenen Primteiler von N(F,(w.)), die also nach Satz 1 in n
aufgehen.
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Da insbesondere (p, F.(w.))==1 ist, so trifft (1) mit einem Primideal-
teiler. p von p zu, weshalb sich (2) wieder ansetzen laft.. Also besteht dann
_ Pa...px|m. '

Andererseits wenden wir aus Satz 2 jetzt nur (3,) an. Hieraus und

aus Vorigem folgt
Ds... pi|pOradv—1.

Rechts darf wegen (26) durch p—1 dividiert werden. Wird dann ,,|” durch
»=" ersetzt, so hat man wieder wegen (26) und wegen Grad p = Grad w,
A+p) "= 14p+p 4 p 0

Je nach den drei Fallen

Grad w,=1,=2,=3
folgt hieraus der Reihe nach
k—1==0, =1, <—1+4Grad w,,

d.h.
k=1, =2 =—1+4GCGrad w,.

Da aber k eben die Anzahl der verschiedenen Primteiler von N (F.(w.))
bedeutet, so ist hiermit Satz 3 bewiesen.

. §5S. Beweis von Satz 4.

Hilfssatz 3. Ist n=p"‘m mit p||n, e=1 und « eine komplexe Zahl
mit |e¢| > 1, so gilt

ll:ll((t)l'?__ —Iilljﬂ___l_l___)(p(’").
e 1
Da némjich
- Fu(@)— Fu(@ )V Fu(@™yY,  Fu(x) =TT (x—0)
bestehen, wobei ¢ die ¢(m) komplexen Einheitswurzeln mit o(¢)==m durch-

lauft, so folgt wegen |o}=1 die Richtigkeit von Hilfssatz 3.
Um Satz 4 zu beweisen betrachten wir ein w, mit

(28) Grad w,=1.

Wir haben zu zeigen, daB diese w, eben die im Satz 4 aufgezihlten sind.
Insbesondere lassen sich die w, und @, nach Satz 1 durch

(Fi(w) =)w,—1=a, bzw. Fy(m,)=)m,+1=a,
charakterisieren. Diese bedeuten w,=1-+a(=1+1=2,0) bzw. w,=
= —1+a,. Hiernach ist Satz 4 fir n=1, 2 richtig..

/
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Trivial ist O fiir alle n ein w,, weshalb Satz 4 fiir », =0 richtig ist.
Ferner ist w, = 1 bzw. w, = —1 nach Korollar 3 genau fiir n =2, 3, 4, ..,

bzw. fiir n=1,3,4,... erfiillt, also ist Satz 4 auch fiir w,= + 1 richtig.
Wegen des Bewiesenen diirfen wir uns fortan auf den Fall

(29)  n=z=3, jw.z2
beschranken. :
Wegen (28) lautet jetzt (3,) als m|p—1. Hiernach folgt aus Satz 2

" daB in F.(w.) keine andere Primzahl als der grofite Primteiler von n auf-
gehen kann. Fortan werde dieser mit p bezeichnet und

(30) . ' n=pm, plin, ex=1

" gesetzt, wobei wegen (29,) T

@31 . pz3 ,

gilt. Da hiernach ¢(p)= 2, also (4) erfiillt ist, so folgt aus Satz 2 sogar
(32). Fi(w.)|p.

Andererseits sind wegen (29,) und (30) die Voraussetzungen von Hilfs-
satz 3 mit ¢=w, erfillt. Aus diesem folgt wegen (29,) und (31) noch
mehr : -

—

: . RIS .
(33) . IF"(O)")I > (% ]w”lw(p )) = |m"l(¢(r )- D

Da stets 2"'=p ist, so folgt aus (29,), (32), (33)

(p(P)—Ng(m) = p—2.
Dies erglbt wegen (31), dal im Fall -der Existenz eines w, mit (28) und
(29) notwendig

(34 | e=1, p=3, p(m)=1
gelten mufl. Ferner folgt hieraus und aus (32), (33)
(35) ' lwa "™ < p.

Wegen (29;) mufj also p = 3, somit wegen (34,) p=3 sein. Dies und (34.5)
besagen, daf nur noch n=3,6 in Frage kommen, ferner folgt aus (29,),
(35) und p=23, dali dabei notwendig |w.| =2, d.h. w,= + 2 gelten muB.

Fiir die so tibriggebliebenen insgesamt vier Moglichkeiten gelten (wegen
F(x)=x*4+x+1, Fi(x)=x>—x-+1)

F3(2) =1, Fa(—'z) =3, Fﬁ(z) =3, Fn.(—Z) ==

Satz 1 beriicksichtigend sind wir also zum Schluf gekommen, daB die
Bedingungen (28), (29) genau nur mit w;=—2; w, =2 erfiillt sind. Dies
mit den vor (29) erhaltenen Resultaten zusammen beweist Satz 4.
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Der Leser sieht, daB in diesem Beweis aus Satz 1 im wesentlichen nur
der Teil ,nur dann“ und aus Korollar 3 nur ein trivialer Teil benutzt wurde,
ferner sich der benutzte Tell von Satz 2 sich viel kiirzer als selbst dieser
Satz beweisen liefe.

§ 6. Erster Teil des Beweises von Satz 5.

Zum Beweis von Satz 5 haben wir die simtlichen w, mit
(36) Grad w,=2
zu ermitteln. Der groBeren Ubersichtlichkeit halber spalten wir den Beweis
in drei Teile auf, indem wir hier die quadratfreien geraden n, im § 7 die
quadratfreien ungeraden n, im §8 die iibrigen n an die Reihe nehmen.
Vorangehend erledigen wir aber gleich hier den Fall |w,|=1 und zwar’ fiir-
alle n.

Im Fall |w,|=1 ist w. wegen. (36) nicht reell, also eine Emheltswurzel
und zwar kommen wieder wegen (36) nur :
o(w,)=3,4,6

in Betracht. In diesen drei Fillen sind nach Korollar 3 die samtlichen unge-
eigneten n der Reihe nach die folgenden :

n=1,3 bzw. n=1,4 bzw. n=23,6.
Die geeigneten n sind also zunichst in allen drei Fillen die n=5,17,8,9, ...,
ferner noch einzeln in diesen drei Fillen der Reihe nach.

n=2,4,6 bzw. n=2,3,6 bzw. n=1,4.
Das beweist Satz 5 fiir [@,|=1 und berechtigt uns fortan die Annahme

(37) PHES

zu machen.®)

Hilfssatz 4. Ist p|ln,n=pm und « eine komplexe Zahl mit |a|>1,
so gilt
|Fu(@)] = ((Je|—Dlef 5.
Da namlich
=1 = |e e -"(lal—l)(lal+1)lal”‘
ist, so folgt Hilfssatz 4 aus Hilfssatz 3.

3) Einen Teil der gewiinschten w, werden wir (wie auch in Satz 5) mit Formeln
angeben, in denen a., a; oder a; als Variablen auftreten. Fiir einige ganz wenige Werte
dieser Variablen wird dabei Grad w,=1 oder |w,|=1 ausfallen. Diese w, (fiir die also
(36) oder (37) nicht zutrifft) werden stillschweigend auBer Acht zu lassen, was hier ein
fiir allemal bemerkt wurde.
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Hilfssatz 5. Ist plln,p=F=2,n=pm und e eine reelle Zahl mit

lel< 1, so gilt
. 1 \#00
@i (5]

Dem Beweis schicken wir voran, daB fiir zwei reelle Zahlen u, » und
eine komplexe Zahl ¢ mit

O<u<uv<l; |oj=1

stets

u—o 1
(38) Py 5
ist. '

Bezeichnet namlich o’ die zu o konjugiert komplexe Zahl, so ist (38)
gleichbedeutend mit '

4(P—(0+o)u+1)> —(o—r(;)b—}-l

Es gentigt dies fiir die beiden Extremalwerte: 640’ == +2 zu zeigen. Dabe1
handelt es sich um

4(u—1*> (z—1)* und 4(u+ P> (4 1)2
Das zweite ist trivial. Das erste ist gleichbedeutend mit 2(1—u)>1—1
d. h. mit 1+4v>2u. Da dies zutrifft, so ist (38) bewiesen.

Aus (27) (angewendet mit e=1) und aus (38) (angewendet mit
u=a?,v=a) folgt Hilfssatz 5 fiir positive « sofort. Da ferner (38) mit
—u,—v statt u,v richtig bleibt, so ist der Fall eines negativen « dem
. vorigen #hnlich.

Wir schicken noch voran, daB nach Satz 1 sich die ., als die ganzen
algebraischen Zahlen mit

(39) N(F, (w,.))’; b,
charakterisieren lassen. Da ferner fiir ein @ mit Grad w —2 die Formel

(40) w=-5 (S(w) + ]/S(w)z—4 N(w))
gilt, so folgt, daB sich die w, mit Grad w,=2 auch durch
ay Fo)=5@+V@Tda)

charakterisieren lassen. (Dabei-wurde (39) mit —a, statt b, angewendet, was
ja gestattet ist, da beide dieselben Zahlen durchlaufen.).

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir in diesem Paragraphen, wie
gesagt, weiter nur die quadratfreien geraden n betrachten und unterscheiden
d1e Fille n=2,n=6,n>6.
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Im Fall n=2 bekommen wir aus (41) wegen Fy(x)=x-+1 die simj-
lichen Losungen unseres Problems in der Form

(42) o= (—2a V@ AE) (it N(Fa(w)=—a).

(Mit der hierbei in Klammern gesetzten Bemerkung haben wir spatere Zwecke.)
Wegen (42) ist Satz 5 fiir n=2 richtig.
"~ Im Fall n=6 nehmen wir die definierende Gleichung eines w,
bequemlichkeitshalber in der Form
(43) wi— (1 + 8w+ 14c=0
an. Dann ist
' Fs(wg) = oi— s+ 1 =bwy—c,

also (wieder Wegen 43))

(44) N(F(wg)) =b0(1+c)—bc(1 +b)+=b—bc+".
Somit besagt die Bedingung (39) fiir die o, das Bestehen von
(45) ‘ b*—bc 4= b,.

(Offenbar kommt dabei nur ein positives b; in Frage.)
Wir behaupten, daB die samtlichen Ldsungen b,c¢ dieser Gleichung
durch die Tabelle

. b 0 af; a; |_ac a; |206
(46) ¢ a | 0 | a | a |2a] a
N(F(o)) | @& | ai | & | 3a2]|3a}]|3a:

angegeben- sind (wobei wir nach (44) jedesmal auch N(F;(ws)) berechnet .
haben). ) : _ .

Da namlich die linke Seite von (45) homogen ist, so geniigt es ein-
zusehen, daf die der Bedingung (b, c¢) =1 unterworfenen zwolf (,,primitiven®)
Losungen von (45) eben durch (46) mit a,= +1 geliefert sind. Das ist aber
klar, da dann &; (>0) quadratfrei und ungerade, also nur 1 oder 3 sein
kann, weshalb es sich jetzt um die b, ¢ mit

b*—bc+c*=1 oder 3

handelt. Somit ist die Behauptung iiber- (46) bewiesen.
Nach (43) ist

o= (b 4+ VTFF =2 T ).

Werden hier b,c aus (46) eingesetzt, so entstehen eben die in Satz 5 auf-
gezdhlten o, ..., of. Somit ist dieser Satz fiir n =6 richtig.

\
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Im Fall n >6 bezeichnen wir mit p den maximalen anteller von n
und setzen

“4n n=pm,
wobei also (da n quadratfrei ist)

(48) p=5pxrm
gelten.

Dann zeigen wir vor allem, dab sich jetzt die w, als dle ganzen algebrai-
schen Zahlen mit

(49) N(F.(o.))Ip?

charakterisieren lassen.

Wir haben nur zu zexgen daB jetzt aus (39) das Bestehen von (49)
folgt. Es geniigt ein w, zu betrachten, wofiir N(F,(w.)) keine Einheit ist.
Wir bezeichnen mit p, einen Primteiler von dieser Norm. Wegen (39) muf
Do|n gelten, weshalb wir mit einer natirlichen Zahl m,

n==p,mn,
setzen konnen, ferner hat p, nach der Annahme eineh Primidealteiler p, mit
Po| Fu(@.).
Wegen Grad p, =2 folgt aus Satz 2 zunichst
m|pi—1, d.h. m|(m—1) (p+1).

Hieraus und -aus ‘(481) folgt (da p der maximale Primteiler von n ist), dab p
kein Teiler von m, sein kann, d.h. notwendig

Po=Dp
ist. Indem wir entsprechend po==p setzen, so ist (4) (wieder wegen (48)))
erfiillt, weshalb aus Satz 2 weiter folgt, daB p in F,(w.) und p zu gleicher
Potenz aufgeht. Das hat (49) zur Folgerung, beweist somit die Behauptung.

Nunmehr wollen wir vor allem die nichtreellen o, bestlmmen Dann

" muB nach (49) oo <
" (,-)“ :p

sein. Hieréus, aus (37), (47) und Hilfssatz 3 folg't
| Jon'—1)
(50) ( |0)n|‘+1 J

Hiernach und nach (48,) muB noch mehr

A

p.

[&))

| P—1 -

CHE
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bestehen, weshalb |w.]| < V/3¥), d.h. N(®,)< 3 ist. Dies und (37) ergeben

(51) 5 N(w)=2, d.h. |w.]=V}2.
a
(2)"—1 _31
72 41 > 3 > 10

ist, so folgt aus (50), (51) p < 10, also (wegen (48,))
. p=5 oder p=T1.
Entsprechend lautet (50) wegen (51) als
(9—5)2)*™ =5 bzw. (17T—9)2)*™ =7,
woraus ¢(m) < 4 bzw. ¢(m)< 2 folgt. -Da aber m quadratfrei und gerade
ist, so sind nur m = 2,6 bzw. m =2 moglich. Nach (47) kommen also nur
(52) n=10, 30, 14

in Frage. : _
Andererseits 1iBt (51) nur die Fille

(53) .= +t1+4)=1, %(i‘l +V=7

zu. Unter den ‘durch (52), (53) zugelassenen insgesamt 12 Moglichkeiten trifft
aber (49) nach leichter Rechnung nur fiir den einzigen Fall n =10, w,, =1+
+ V=1 zu. Dies bedeutet, daB fiir ein quadratfreies gerades n(> 6) nur ein
einziges nichtreelles w,, namiich

(54) C we=14+V=1  (mit N(Fy(o))=5)
existiert. '

Wir haben noch die (49) befriedigenden reellen w, (fiir ein quadrat-~
freies gerades n>6) zu bestimmen. Man nehme ein solches w, an und
bezeichne mit w; sein Konjugiertes. Dabei darf

(55) lou| = |@i]-
angenommen werden, woraus freilich
(56) |@a|>1 -
folgt. Wir unterscheiden zwei Falle, je nachdem |w;| kleiner oder grofer
als 1 ist. ‘
Im Fall
(67) lonl<1

. ) Wie hier so auch spiter fassen wir oft eine reelle Quadratwurzel stillschweigend
als eine positive Zahl auf. Der Leser wird leicht sehen, wann das notig ist.
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gilt nach (47), (48), (49), (56) und den Hilfssitzen 3,5

} I(Unlp_’] )tp(m) .
e o) <7
Wegen, (48,) folgt hieraus
| |, —1
_——W ) < 25
also
(59) I(’)u[ < 3

. Dies und (57) ergeben [N(w,)|<3, d.h. [N(w,)]=1 oder 2. 'Hieraus
und aus (56), (59) folgt, dah nur

o =5 (1 +VB), 1HVZ, 14V3, 5 G413y

in Frage kommen. Diese vier Falle betrachten wir der Reihe nach.

Fir
_ 1 -
o =5 (1415) @0 o=+ 1+]3)
hat man S
{ 14
Iw"l —1 2
o > 165
2(Jou[+ 1)
woraus wegen (58) p < 16, also wegen (48))
p=5111,13

folgt. Wieder wegen (58) muf im ersten Fall ¢(m)<5 sein; da jetzt
5fm, 2|m ist, so hat man m=2 oder 6. Im zweiten Fall folgt dhnlich
¢p(m) < 4, also wieder m==2 oder 6. Im dritten und vierten Fall bekommt
man ¢(m) < 2, also m = 2. Somit kommen nach (47) nur

n=10,30,14,42,22,26

in Frage, jedoch trifft (49) nach leichter Rechnung in keinem dieser insgésamt
12 Falle zu.

Fiir

‘ fo ] =1+V2 (d.h. w,=+14+)2))
hat man

l(').l -—1
o+

woraus wegen (58) p< 7, also p=>5 folgt, ferner ergibt sich aus (58)

¢(m)< 2, m=2, n=10. Jedoch ist dabei (49) nicht erfiilit.
Fiir '

>T,

lo,|=1+)3 (d.h. .= +1+V3))
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hat man
| @a—1 R
v > 5,
2(fw.[+ 1)
weshalb jetzt sogar schon (58) mit keinem m erfiillt ist.
Fiir )
w,,=%(3+ V)  (dh o.—+ %(3 +V3))
hat man
jou—1 - _,
2o +D

wordaus wegen- (58) p < 7, also p =25, und weiter hieraus ¢(m) < 2, m = 2,
n =10 folgt. Da

N( ‘°(%(3+V3)))=5?¢ N(Fm(~%(3+l/5)))= 112

gelten, so ist (49) im ersten Fall erfiillt, im zweiten nicht erfiilit.
Wir haben bekommen, dafl fiir ein quadratfreies gerades n (> 6) nur
ein ‘einziges, der Bedingung (57) unterworfenes reelles ,, ndmlich

1 .
(60) o= @+V5)  (mit N(Fu(ow))=5
existiert. _ S
Zu betrachten ist noch der Fall
(61) ‘ || > 1.

Hieraus und aus (47), (49), (565) folgt nach Hilfssatz 3
(ld)ull'_] I (,)’I‘I/'_l Tﬂm)

[oul+1 joil+1
Genau so folgt nach Hilfssatz 4 '
(63) e =D (s = Dlwwwi)) ) = p

Wegen (55), (61) ist '
IN(0,)| =|o.w)) = 2.

3

P

(62)

lIA

Hiernach 14Bt sich '
©4) |0 = 5 (a+ V& £ 45) (@=0,b=2)

ansetzen. Die beiden Fille ,+“ untersuchen wir. getrennt.
Zuerst sei

(65) o] = %'(a +_Va‘2m) (also (| = -;— (—a+)a +4b)) .
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Dann folgt aus (61)
' —a+VEFa06>2, a*+4b>@+2p b>a+1,

also ,

(66) A a=b—2.

Ferner lautet (63) wegen (65) als

(67) (b+1—Va*F 4b)b" )™ = p*.

(Freilich diirfte ,—*“ wegen der Irrationalitit der linken Seite gestrichen
werden.)

Wire b = 4, so folgte aus (48,) und (67)
(b+1—Va>+4b) 4 < 5°.

Hiernach ist der erste Faktor kleiner als 1

5 also folgt (teils aus (66))

(b+%)-<a‘-’+4b = b+ 4.

Dies ergibt b+%<4, b<4. Wegen dieses Widerspruchs mui b = 3 sein.

Wenn b=3 ist, so folgt aus (66) a = 1. Wegen (67) muf} also

(4—V13)3"%)"" = p’
bestehen. Dies ergibt p <7, (wegen (48,)) p—=2>5, ferner o(m) <2, m=2,
somit (wegen (47)) n=10. Nach (65) kommen also jetzt fiir o, nur

ou=V3, £ 7 (1+T3)

in Frage. Jedoch ist (49) in diesen Fallen nicht erfiillt.
Im restlichen Fall 6—2 mufi wegen (66) @ =0 sein. Hiernach und
nach (65) ist
), == i VE
Hierfiir bekommt man aus (62)

40/'2)1'_-_1 9"('")<
( V2+1 ) =

‘Dies ergibt zundchst p < 10, also p==5 oder p="17. Ferner folgt fiir diese

Félle ¢(m) < 3, also m==2,6 bzw. ¢(m) < 2, also m=2. Wegen (47) kom-

men somit nur n==10, 30, 14 in Frage. Jedoch ist dabei (49) nicht erfiilit.

- Somit haben wir die Moglichkeit (65) widerlegt.

Es bleibt noch aus (64) die andere Moglichkeit

(68) |, =%(a+ a*—4b) (also |m,’[|=%(a—‘/aﬂ—4b)
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zu untersuchen iibrig. Wegen (61) muB dann

a—Y)a*—4b>2, (a—2)'>a*—4b, —a+1>—b,
also
(69) ' a=sb
sein. Ferner nimmt (63) wegen (68) die Form
(b+1—a)6")™™ = p*.
an. Hieraus und aus (69) folgt
" =p,
also (wegen (48 )) b< 3. Da aber b = 2 ist, so folgt 6=2. Dies: mit (£9)
und a =0 zusammen widerspricht nach (68) der Reellitit von .. .
] Dies und die bei (54), (60) ausgesprochenen Resultate besagen, daB
Satz - 5_fiir die quadratfreien geraden n(>.6) richtig ist. Vereinigt mit den
vorher erledigten Fillen n=2,6 bedeutet das die Richtigkeit dieses Satzes
fiir alle quadratfreien geraden n.

§_ 7. Zweiter Teil des Beweises von Satz 5.

Auf Grund der eben erledigten Fille beweisen wir jetzt Satz 5 fiir die
quadratfreien ungeraden n mit Hilfe von Korollar 2. Nach diesem werden'
niamlich die o, fir die gesagten n in der Form
(70) - , Wy == — 2,
erhalten, wobei rechts genau nur die ws, mit N(Fz, (»2.)) = a,, und Grad s, =2
einzusetzen sind. Dabei kommen also nur die n mit 2n=2, 6, 10, d. h. die .
n=1,3,5 in Frage. )

. Nun liefert diese Regel (70) angewendet mit n=1, 3,5 (unter Beriick-
51cht1gung der bei (42), (46), (54), (60) hmgestellten Normen) den Beweis
von Satz 5 fiir diese n.

. § 8. Dritter Teil des Beweises von Satz 5.
’Hilfssatz 6. Ein @ mit Grad o =2 ist dann -und nur dann eine
Quadratzahl, wenn das Gleichungssysteni
(71) ' Y=N(), x*=2y+S() (x,y€R)

losbar ist. Ist das der Fall, so liefern diq Losungen die sdmtlichen - Werte
von Jw in der Form

a2 ' Yt_u='7_12—(x+Vx"—4y).
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Hilfssatz 7. Ein o mit Grad v =2 ist dann und nur a'ann eine
Kubikzahl, wenn das Gleichungssystem -
13 yP=N(@), x—3xy=S8()  (xyER)
losbar ist. Ist das der Fall, so liefern die Losungen die simtlichen Werte von

T/(_u in der Form
(14) Vo= c+VT—43).

Diese zwei Hilfssatze sind Spezialfialle eines allgemeinen Satzes von
uns [1]. Ubrigens wird hier der zweite Teil von Hilfssatz 7 nicht benutzt.
Hilfssatz 8. Es ist 1+a, genau nur fiir
a;,=—1, 3, 8, 24, 48, 288
eine Quadratzahl.

Denn es gibt unter den negativen a, offenbar nur die einzige Ldsung
a,= —1. Nachher sei a;>0. Als Potenzen von 2 _oder 3 sind bekanntlich
genau nur a;,— 8 bzw. a;=3 passend. Nachher sei 6|a;. Damit 1+a; eine
Quadratzahl ist, mufi dann sogar 8|a;, also 24|a, sein. Wir setzen

14+a,=1+4+23/=(146a) iz=3/jz1

2-23i-t = a(1 +3a).
Da unter den zwei Faktoren rechts der eine gerade, der andere ungerade ist,
so muB im Fall j=1 gewil a=+ 1 sein. Die entsprechenden Losungen
sind @g=T7"—1=48 und a,=(—5—1=24. Im Fall j>1 muf
a=37"1b, 3kb, 2-2=b(143b)

sein. Hieraus folgt b= =1, also :

entweder b =1, 2-*=143/ oder b=—1, 22 =—1+43/,
Da j= 2 ist, so folgt im ersten Fall i =5, 8|14 37, was offenbar unmoglich
ist. Im zweiten Fall folgt ahnhch

an. Es folgt

iz 4, 4|—1+43, 2|j; 2 1~—(3 +1) (3’—1) 3’—1—2 j=2, a=—3,
weshalb nur noch die Lbsung a;=(1—6-3°’—1=17"—1= 288 entsteht.
Das beweist Hilfssatz 8. ,
Hilfssatz 9. Es ist —1+a, genau nur fiir
: A= 1, 2
eine Quadratzahl.
Denn aus —14a,=a* folgt sofort 3.ta;, 4¥a,, also a,]2, ferner folgt
a, > 0, weshalb nur a;=1, 2 ilbrigbleiben.



120 L. Rédei

Hilfssatz 10. Es ist 3-+a, genau nur fiir-
aQ, = _3, —2, 1, 6
eine Quadratzahl.
Denn aus 3+a,=a* folgt sofort 4kYas;, 9tas, also a6, ferner folgt
@; = —3. Hieraus entsteht die Behauptung leicht.
Hilfssatz 11. Es ist —3-+a, genau nur fiir
ag == 3, 4, 12
eine Quadratzahl.
Denn aus —3+a,=a’ folgt sofort 8 ra;,, 94a,, also a,12, ferner
folgt a, = 3. Hieraus entsteht die Behauptung.
Hilfssatz 12. Es ist 1+a, genau nur fiir
ali:—g, _2, _1
eine Kubikzahl.

Denn aus
1+a,=2a
folgt (a—1)(@*+a+1)=a,, a*+ a—+ 1|a, also das Bestehen einer Gleichung
@+a+1=b. ' ‘
Dies ergibt (2a+ 1)>’=—3+4b;, also kommen nach Hilfssatz 11 nur
: by=1,3

in Frage. Das 148t fiir a nur die Moglichkeiten ¢*+a==0 und @’4+a=2, d.h.
a=0,—1,1,—2

zu, von denen aber a=1 (wegen a;=3=0) herausfillt. Hieraus und aus
a;=—1+a° folgt die Behauptung.

Hilfssatz 13. Aus dem Bestehen voh
(75) X*—3x=1+4a, (x€R)
folgt das eine von ay=—3,—1, 1.

Denn die linke Seite von (75) ist gerade, also muf 2 fa; sein. Insbe-
sondere fiir a;= 3 ist (75) offenbar unlosbar. Wenn somit die Behauptung
falsch ist, so miiBte (75) fiir mindestens ein @, mit 9|a; bestehen. Dann gilte

x*—3x=1(mod 9).

Hierbei muB-aber x¥’=1 (mod 3), also x=1(mod 3), x=1+3y(y € R) sein,
woraus nach Einsetzung -

(1+3y)—3(1 +3y)=1(@mod 9), d.h. —3=0(mod 9)
folgt. Dieser Widerspruch beweist Hilfssatz 11.
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Nunmehr wollen wir den Beweis von Satz 5 beenden. Zu bestimmen
sind nur noch die w, mit Grad w., =2 fiir die natiirlichen Zahlen m mit
mehrfachen Primteilern. Korollar 1 liefert hierzu folgende Regel.

Man nehme die simtlichen w, mit Grad w, =2 und quadratfreiem
n(= 2), bezeichne mit d(= 2) eine natiirliche Zahl, deren alle Primteiler in
n aufgehen, und suche die Falle mit

4
(76) , Grad Yo, =2
heraus; so entstehen eben die sdmtlichen gewiinschten w, in der Form

") | Py
Man bemerke, daB in dieser Regel nach Satz 4 und dem schon bewie-

senen Teil von Satz 5 nur :

(78) n=23,5,6,10

in Frage kommen.
Insbesondere wenn d=:p (p|n) ist, so kommen nur

(79) o d=p=2,35 [

in Betracht, aber wir zeigen vor allem. daf§ (76) fiir p——3 5 nicht befriedigt

werden kann.
Denn betrachten wir zuerst den Fall

(80) d=p=3.
Nach (78) muf} jetzt n=23 oder 6 sein. Da nach Korollar 2 ]edes o0 unter

den —m, vorkommt, so geniigt es (wegen Grad V—(:).;=Grad V(u.;) unsere
Behauptung fiir n=06 zu beweisen. Wir haben auszuweisen, daB

(81) Grad Jm, =2 _
unmoglich ist, wenn hier fiir @, die in den Satzen 4, 5 aufgezihiten Wert:. 2
und o (i=1,...,6) eingesetzt werden.

Fiir ar_—2 nst das klar. Ferner besteht (81) nach Hilfssatz 7 fiir ein
w; = oy dann und nur dann, wenn das Gleichungssystem

82) Y=N(of), x—3xy=S(wi) ~ (xYER)
Josbar ist. Nun lautet (82) (s. Satz 5) fiir i=1,...,6 der Reihe nach als
(82) ¥y =14a, xX*—3xy==1,

(82) Yy =1, x*—3xy =1+a,,

(82%) y'=1+4as, xX'—3xy=1++a,,

(82%) Vi=1+a, 'x"—3xy=1—.au.,

(82) ¥ =14+2a,, X*—3xy=1+a,

(82) y=1l+a, x—3xy=142a.
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Entsprechend unserer Behauptung werden wir zeigen, ‘da diese Gleichungs-
systeme (829¥) (f=1,...,6) jedesmal nur fiir solche Werte von a, losbar
sein konnen, fiir die das zugehorige m{® entweder rational oder eine Ein-
heitswurzel ist.

Aus dem Bestehen von (82'7) (sogar schon aus dem von (82{")) folgt
x|1,x*=1(mod 3), x=1,y =0. Hieraus und aus (82{") folgt a;= —1.

Aus (82*) (sogar schon aus (82{?)) folgt y = 1. Hieraus und aus (82%)
folgt ‘nach Hilfssatz 13 das eine von a,=—3, —1, 1.

Aus (82®) (sogar schon aus (82{)) folgt nach Hiifssatz 12, daf

(83) entweder a,==—9, y=—2 oder ;= —2,y=—1odera;=—1,y=0
ist. Dabei geht (82%") bzw. in

(84) | x;’—{—6x=—'8, X*4+3x=—1, xX*=0

'ﬁber. Da hiervon nur die dritte Gleichung (in R) losbar ist, so folgt gs=—1.

Aus (82") schliet man &hnlich wie zuvor, die Abweichung ist, daB
statt (84) der Reihe nach die drei Gleichungen

X*+6x=10, ¥*4+3x=3, xX*=2

auftreten. Alle drei sind urlosbar, weshalb (84®) fiir kein a; besteht.
Aus (82®) (sogar schon aus (82{")) folgt nach Hilfssatz 12 a,=—1.
-Aus (82®) schliefit man dhnlich wie oben aus (83%), die Abwelchung ist,
daB statt (84) der Reiche nach die drei Gleichungen

X*+6x=—17, ¥+3x=—3, X**=—1

auftreten. Da hiervon nur die dritte Gieichung moglich ist, so folgt wieder
ai=—1.-

Man sieht hieraus tatsichlich, daB in den Gleichungssystémen (827)
(i=1,...,6) jeweils nur solche a; moglich sind, fiir die das'zugehorige
o’ entweder.rational (vgl. hierzu')) oder eine Einheitswurzel ist. Das beweist,
dafl (76) im Fall (80) nicht befriedigt werden kann.

Dann haben wir den Fall
(85) ' d=p=>5

zu betrachten. Fiir diesen erhalten wir das dhnliche Resultat sehr leicht. Jetzt
kommen nach (78) nur n=>5, 10 in Betracht. Da nach Korollar 2 jedes s

unter den —w,, vorkommt, so geniigt es (wegen Grad i/—wszrad»Va)
nur n=10 zu betrachten. Wir haben auszuweisen, daB

Grad (')1_0' =2
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nicht zutrifft, wenn fiir w,, die Zahlen
(86) oW =1+7T, et =5 G413

aus Satz 5 eingesetzt werden. Das ist aber kiar, da diese Zahlen keine 5-ten
Potenzen sind. Somit haben wir bewiesen, daf (76) auch im Fall (85) nicht
befriedigt werden kann.

. Das bisherige bedeutet, daB die Anwendung unserer. Regel unter den
drei Fallen (79) nur .im Fall d= p=2 Zahlen von der Form (77) liefert.
Freilich folgt hieraus sofort, daB in dieser Regel iiberhaupt unter allen d nur
noch die '

87 ’ d=2" e=12..)
in Betracht zu ziehen. sind. Dabei kommen (unter allen Zahlen (78)) nur
(88). n=2,6,10
. in Frage. Diese drei Fille betrachten wir einzeln.
Im Fall

(89) n=2 . e
bestimmen wir nach (77) zuerst dxe _

(90) w=w,,;

wobei nach (76) nur die w, mit '

91) . Grad Jw,=2

zu beriicksichtigen sind: Nach den Satzen 4,5 kommen als solche nur die
Zahlen.

92) - oy=—14+a,
und . '
(93) ' . 2=—(—2+a+l/a +4a,)

in Betracht. Fiir (92) ist (91) trivial erfiillt (ausgenommen wenn —1+-a, eine
Quadratzahi, d.h. wenn a,=1 oder 2 ist). Damit ferner (91) fiir (93) erfiillt
ist, ist nach Hilfssatz 6 notwendig und hinreichend, daB das Gleichugssystem
(94) y=1l—a—a, ¥=2y—2+d (x, yER) .
lgsbar ist; selbst den Losungen gehéren dann nach demselben Hilfssatz
vermbge (90) die

©) o= (kY —4)

zu. Um die Losungen von (94) zu bestimmen addieren wir die zwei Gleichun-
gen dieses Systems:

x-+(y—1)'=—



124 L. Rédei

Es geniigt diese Gleichung zu losen, da sich dann das passende a jedesmal
aus (94,) bestimmen laBt. lhre samtlichen Losungen sind in der Tabelle

x| o] &b |—b
y 1= 1 J1—b1—0,

angegeben. (Die entsprechenden Werte —b; bzw. —24&; von a, werden nicht
gebraucht.) Werden diese x,y in (95) eingeésetzt und a, fiir b, geschrieben,
so entstehen eben die in.Satz 5 mit w{’ (i=1,...,4) bezeichneten Zahlen.
Da ferner die Einsetzung von (92) in (90) zu keinen neuen , (sondern
wieder nur zu den of) fiihrt, so ist hiermit Satz 5 fiir n =4 bewiesen.
Dann haben wir entsprechend dem Fall (¢=2 d.h.) d=4 von (87) die
m. mit Grad m.=2 zu bestimmen. Anstatt aber diese nach (77) in der Form

3

m.= Vo, anzusetzen, wollen wir sie auf Grund von Korollar 1 als

(96) : o= o,

mit

97) Grad Jow,= 2

bestimmen, wobei die (eben bestimmten)

(98) m,=0f ' (i=1,...,4)

aus Satz 5 in Betracht kommen. Es wird sich zeigen, daB iiberhaupt kein
wmy mit Grad o.=2 existiert, d. h. (97) fiir (98) nicht erfiillt ist. Wenn /=1
(d.h. m4=m$":l/'——l+a4) ist, so ist das klar. Es bleiben die Fille
i==2, 3,4 zu untersuchen iibrig. Wegen Hilfssatz 6 haben wir zu zeigen, daB
die drei Gleichungssysteme '

¥ = N(®{), x*=2y+ S(of (i=23,4)
keine passenden Losungen x, y(€ R) haben. Diese Gleichungssysteme lauten
(nach Satz 5) der Reihe nach als

(99) y=1, xX*=2y+a,
(100) y=1—a,, x*=2y-+a,,
(101) y=1—ay, xX*=2y—a,.

Offenbar hat (99) nur die Losungen )
=1, x=0;y=1, x=+1; y=1, x=+2; y=—1, x=0,
ferner hat (100) nur die Losungen
y=0 x=+1,
endlich hat (101) iiberhaupt keine Losungen. Werden nun die gefundenen

2+ V=)
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eingesetzt; so entstehen lauter Einheitswurzeln. Das beweist auf Grund des
zweiten Teils von Hilfssatz 6 die Behauptung, dafi keine m. mit Grad
w.=2 existieren. Freilich folgt hieraus &hnliches fiir o, (k = 4) statt «..
Somit ist Satz 5 fiir n==2%(k = 3) bewiesen.

Im Fall \
(102) n=06
bestimmen wir nach (77) zuerst dié
(103) = V(-"_u
wobei nach (76) nur die o, mit .
(104) 7 Grad\JJem, =2 e S
_einzusetzen sind. Nach den Sitzen 4,5 kommen als solche nur die Zahlen
(105) m, =2
und
(106) ‘ = o) (i=1,...,6)

in Betracht. Fiir (105) ist (104) trivial erfiillt. Damit ferner (104) fiir (106).
erfiillt ist, ist nach Hilfssatz 6 notwendig und hinreichend, daff das Gleichungs-
system

Y =N(m), x*=2y+4 S(w}) (x,y€R)
losbar ist. Selbst die zugehorigen m,, entstehen nach Einsetzung der
Ldsungen x, y in

(107) : mi2=—;~(.\'—|— Y x*—4y).

Nun handelt es sich nach Satz 5 der Reihe nach fiir i=1,...,6. um die.- SN
folgenden Gleichungssysteme : '
r=1+4a, x*=2y+4+1,
=1, X =2y+1+a..
y=1+4a,, X = 2y -+ 14-a,,
y=14a, x*=2y+4+1—a,
y=1+42a, x*=2y-+1—a,,
y=1+4a, x*=2y-+1+4+2a.
Die in Frage kommenden Werte von g, erhdlt man aus Hiifssatz 8,
ausgenommen das zweite Gleichungssystem, bei dem man zu diesem Zweck
der Hilfssitze 9,10 bedarf. So bekommt man leicht, dafl die ersten drei
Gleichungssysteme der Reihe nach nur die Losungen .
y= O: X= i i;
y=1,x=0, +1, +2,+3; y=—1, x=0, +1;
y=0, -2, x=0

haben, dagegen die iibrigen drei unlosbar sind. Die Einsetzung dieser
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Losungen in (107) liefert (Einheitswurzeln und rationale Zahlen bei Seite
gelassen) die folgenden Zahlen :

(108) ou=3(+3+VB), 5 (+1+V5), V2

Da diese auch schon den aus (103), (105) entspringenden Fall m,,=}2
umfassen und mit den %) (i=1,2,3) in Satz 5 iibereinstimmen, so ist
dieser Satz fiir n=12 bewiesen. Da ferner unter diesen Zahlen (108) nur

die (:)12=%( + 3+ )/5) Quadratzahlen sind, so folgt (aus Korollar 1) auch,

daB die samtlichen ,, mit Grad w, =2 die
(109) wg,=V5£'=%( + 1+/5)

sind. Das beweist Satz 5 fiir n=24. Da endlich diese Zahlen (109) keine
Quadratzahlen sind, so folgt dhnlich, daB keine w, mit Grad m,=2 vor-
handen sind, weshalb Satz 5 fiir n =48 richtig ist. Freilich folgt ahnliches
fiir alie n=2%3 (k = 5).
Endlich ist aus (88) nur noch der Fall
n=10

iibrig. Jetzt kommen wir dhnlich aber schnell zum Ziel. Wir betrachten die
Zahlen

off =147, wt=5(3+5)

aus Satz 5. Unter diesen ist nur die zweite eine Quadratzahl, weshalb die
samtlichen my mit Grad m, =2 die :

oy=V of == (il-H/g)

sind. Das beweist Satz 5 fiir n=20. Da endlich wy keine Quadratzahl ist,
so folgt, daB keine w,, mit Grad w,=2 vorhanden sind, weshalb Satz 5
fir n= 40 richtig ist. Ahnliches folgt fiir alle n=2*5(k = 4). Hlermlt ist
der Bewels von diesem Satz beendet.
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Eine Bemerkung iiber die endlichen
einstufig nichtkommutativen Gruppen.

Von LADISLAUS REDEI in Szeged.

Einstufig nichtkommutativ heifit eine Gruppe, die nur kommutative echte
Untergruppen hat, ohne selbst kommutativ zu sein. Ob. es unter ihnen auch
unendliche Gruppen gibt, ist unbekannt. Die endlichen Gruppen dieser Art
-sind vollstandig bekannt.') Sie sind teils p-Gruppen, teils haben sie eine
durch genau zwei verschiedene Primzahlen teilbare Ordnung: Die letzteren
Gruppen haben stets genau nur eine normale Sylowgruppe. Diese ist freilich
'kommutativ, auBerdem ist sie elementar, worunter wir verstehen, daB ihre
Elemente (==1) von Primzahlordnung sind. '

Die Frage wurde bisher nicht aufgeworfen, ob jede endliche 'kommuta-
tive elementare Gruppe die normale Sylowgruppe von mindestens einer end-
lichen. einstufig nichtkommutativen Gruppe ist.

Satz. Eine endliche kommutative elementare Gruppe ist dann und
nur dann die normale Sylowgruppe von mindestens einer endlichen einstufig
nichtkommutativen Gruppe, wenn ihre Ordnung weder 2 noch 2° noch das
Quadrat einer Mersenneschen Primzahl®) ist.

Dieser Satz wird als Folgerung aus’) und aus einem elementarzahlen-
theoretischen Satz von K. ZSIGMONDY entstehen (s. unten). -

Nach’) gewinnt man namlich diejenigen endlichen einstufig nichtkommu-
tativen Gruppen, die keine p-Gruppen sind, folgenderweise. Man nehme ein
beliebiges (geordnetes) Tripel

O N g
bestehend aus zwei verschiedenen Primzahlen p, g und einer natiirlichen Zahl

1y L. Reoer, Das ,schiefe Produkt in der Gruppentheorie mit Anwendung auf die
‘endlichen nichtkommutativen Gruppen mit lauter kommutativen echten Untergruppen. und
die Ordnungszahlen, zu denen nur kommutative Gruppen gehoren, Commentarii Math. Helv.,
20 (1947), 225—264. .

?). Die Mersenneschen Primzahlen sind diejenigen von der Form 27 —1 (g Primzahl).
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. Man setze

) u=o(p(mod g)),
worunter wir verstehen, daB v die Ordnung der Restklasse p(modgq), d.h.

die kleinste natiirliche Zahl mit p”"=1(mod gq) ist. Man bezeichne mit K den
(endlichen) Kérper von der Ordnung

(3) O(K)y=p",
filhre in der Menge der p“g® Symbole
P.Q (0€K; i=0,...,q°—1)

die Multiplikation
(4) Pll Q'.'Pﬁ Qk == Pu-&m’.ﬂ Q(,':_)_-)

ein, wobei (i+-k) den kleinsten nichinegativen Rest von i+4-k mod ¢” und o
ein festgewidhltes Element (3=0) von K von der Ordnung - '

o(m)=gq.
bezeichnet. (Da aus (2) g{p"—1 folgt, so gibt es wegen (3) genau g— 1 solche
®.) Es wird durch (4) eine einstufig nichtkommutative Gruppe G von der
Ordnung
0G)=rvyq

definiert, dabei hédngt G (bis auf Isomorphie) nur vom Tripel (1) an, dage-
gen sind die zu den verschiedenen Tripeln (1) gehdrenden G paarweise
wesentlich verschieden und erschopfen alle endlichen einstufig nichtkommu-
tativen Gruppen, die keine p-Gruppen sind. Man sieht aus (4) auch, daB
die Elemente P. die (normale) p-Sylowgruppe von G bilden und diese zur
additiven Gruppe der Elemente von K isomorph ist. (Da G direkt unzerleg-
bar ist, so folgt hieraus schon, daB die g-Sylowgruppen nicht normal sein
konnen.) Hiernach ist die normale Sylowgruppe von G kommutativ und ele-
mentar, ferner ist ihre Ordnung wegen (3) gleich p".

Andererseits ist (2)- bei gegebenen p, u nach dem Satz von ZSIGMONDY?)
dann und nur dann mit keinem ¢ erfiillbar, wenn p* gleich 2 oder 2° oder
das Quadrat einer Mersenneschen Primzahl ist. Somit ist unser Satz bewiesen.

(Eingegangen am 20. Januar 1958.)

%) Siehe K. Zsigmonpy, Zur Theorie der Potenzreste, Monatshefte f. Math., 3 (1892),
265—284 oder L. Répei, Uber die algebraischzahlentheoretische Verallgemeinerung eines
elementarzahlentheoretischen Satzes von Zsigmondy, Acta Sci. Math., 19 (1958), 98—126.
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Bemerkungen iiber den Maximum-Modul
ganzer transzendenter Funktionen.

Von I. VINCZE in Budapest.

Einl\eitung.

1. In der vorliegenden Note beschéftigen wir uns mit der Frage, was
man in Kenntnis des Maximum-Moduls M(r) einer ganzen transzendenten
Funktion F(2) iiber die Koeffizienten der Potenzreihe von F(z) aussagen kann.
In neuerer Zeit hat W. K. HAymaN dieses Problem [3] fiir gewisse ganze Funk-
tionen und auch fiir Potenzreihen mit endlichem Konvergenzradius ausgear-
beitet. Die Bedeutung des Problems wird in seiner Arbeit an zahlreichen
Beispielen erldutert; wenn z. B. die Potenzreihe von F(2) nicht bekannt, oder
schwer zu behandeln ist, der Maximum-Modul von F(2) sich jedoch bestim-
men l4Bt, so kann man auch fiir die Koeffizienten der Potenzreihe eine asym-
ptotische Darstellung angeben. Es ist z. B. e¥® eine solche Funktion, wobei
P(z) ein Polynom mit nichtnegativen Koeffizienten bedeutet. — Unsere Arbeit
enthdlt einige mit elementaren Methoden erreichte Sitze in dieser Richtung
fiir beliebige ganze Funktionen. Die Resultate kdnnen wahrscheinlich noch
verscharft werden.

2. Nach der Ungleichung von Cauchy gilt
M(r)

. r" |

Gleichheit kann nur im Falle eines Polynoms bestehen, was wir im folgen-
den auBer Acht lassen werden. Es liegt nun an der Hand zu versuchen, aus
dieser Ungleichung die schirfste Abschitzung fiir |a.] zu finden, also den-
jenigen Wert von r zu bestimmen, fiir den @ minimal ist. Dieser Wert
ist fiir jedes n eindeutig bestimmt, was schon durch CAucHy [2] erwéhnt
wurde; wir werden ihn mit r, bezeichnen'). Es besteht also die Ungleichung
ME) _ | MO

r o<r<w| "

la,| =

(1 lan| < M=

1) Mit einigen Eigenschaften des Wertsystems r, hat sich Verf. [6] beschaftigt.
A9
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Wir fiihren die Funktion

M'(r)
M)
ein; wegen der logarithmischen Konvexitit von M(r) ist n(r) monoton.
zunehmend, sie kann jedoch abzdhlbar unendlich viele Sprungstellen haben.
Wie wir sehen werden, sind die Zahlen 7, durch die Relation n(r)=n
(n=1,2,3,...) bestimmt. Daher ist die Zahlenfolge r, monoton nicht abneh-
()

reelle n >0 definiert. Den Zusammenhang zwischen der Wachstumsordnung
von F(z) und dem Verhalten von n(r) gilt der in § 1 bewiesene
Satz 1. Es gilt®) fir r— oo

lim sup log n(r) _ limsup log log M(r) ‘
liminf logr  ~ lim inf log r )

n(ry=r

mend und die Zahlen r,, als Minimumstellen  der Funktion , ftr jedes

In § 1 werden wir uns mit einigen einfachen Eigenschaften der ‘Folge
I, Iy, ... beschéftigen. in § 2 werden emlge einfache Ungleichungen tiber die
Momente

! ‘u" JM(r)

sowohl mittels der Werte M,, als auch mit Hilfe der Koeffizienten der Pd'tenz-
reihe von F(2) abgeleitet.

3. Wihrend das Maximalglied den Ausdruck M(r)—|a.|r" mmlmxslert
wird in den Punkten r, die relative Abweichung

M) —|a,|r*
M(r)

. zum Minimum. DaB sich M(r) mit irgendcinem Gliéd der Potenzreihe von
F(2) am besten in den Punkten r, .abschitzen 14Bt, wird aus der folgenden
Bemerkung klar: zu einem beliebigen r gibt es einen Index n derart, daB

- die Ungleichung

‘- u(r) _ u(rm)
M(r) = M(r,)
gilt, namlich n=»(r). Dies folgt sofort aus der Definition des Maximalglie-

<1

2) Fiir den Fall einer Potenzreihe mit positiven Koeffizienten, und nur fiir die Aus-
sage iiber lim sup, vgl. PoLya—Szecd, Aufgaben und Lehrsdtze aus der Analysis, Bd. 1l
(Berlin, 1925), Aufg. 53, S.8, Losung S. 178.
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~des u(r) und aus (1):

p() __ lalr™ @ r el re 1
M(r) M) T M) T M)
wobei k= v(r,y) ist.
Es sei noch hier erwahnt, daB P.ERDOS und T. KOVAR! [4] zu jeder
ganzen Funktion mittels der Punkte r, eine Potenzreihe N(r) mit positiven
Koeffizienten konstruierten, fiir welche

1 M@
B N(@)

gilt. Im Zusammenhang mit einem Problem von L. KALMAR und P. TURAN
haben sie in [4] ein Beispiel fiir eine ganze Funktion angegeben, deren
Maximum-Modul keiner Potenzreihe mit positiven Koeffizienten asymptotisch
gleich ist. . :

Fiir die Koeffizienten gewisser ganzer Funktionen und auch fir die
Koeffizienten von Potenzreihen mit endlichem Konvergenzradius hat W. K
Hayman [3] die folgende asymptotische Darstellung angegeben :

M,

<3

2 a, ~ e n-—oc),
@ V2rb(r.) ¢ )
wobei M, dasselbe bedeutet, wie in (1), und

d*log M(r)

b(r)=—?i(log N
Wendet man (2) auf die Potenzreihe von e an, so erhilt man die Stirlingsche
Formel; daher kann (2) als eine Verallgemeinerung der Stirlingschen Formel
aufgefafit. werden. .
Nach (1) ist -I—:?”l <1; wir werden zeigen, dal die Folge dieser Quotien-
ten nicht zu rasch gegen Nuill konvergieren kann.

Satz 2. Es gilt

(a.|
n==0 Mn

Hieraus folgt fur beliebiges ¢ >0 die Existenz unendlnch vieler n mit

1 [an]
ni+¢ < M” :
1 ..
Nach WiMAN und VALIRON [5} gilt zwar M(r) < »(r)2 " u(r) bis auf
gewisse Intervalle von r, es ist aber eine offene Frage, wo die Ausnahmestel-
len liegen.

Ms

_ o,
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in Kenntnis von M(r) gibt der folgende Satz eine gewisse Auskunft
iiber die GroBe der Liicken, die in der Potenzreihe von F(z) auftreten konnen:

Satz 3. Gilt fiir ein Paar natiirlicher Zahlen n, s (mit s >n)

v

r.\'
-~ 5,
r.

so gibt es unter den Koeffizienten a,.»,a..i,q.,...,a. mindestens einen, der
nicht verschwindet.

4. Im Falle der Funktion F(z)=¢" = Za,2" gilt

@ ©

1 (e X
p— !: He~r = Ry
== Jiy A b n ?Jre dr (a=1,2,..)
L

Dal zwischen den Koeffizienten und den erwahnten Momenten ein allgemei-
nerer Zusammenhang besteht, kann man aus folgenden vermuten:
Bei beliebig klein gegebenem positivem & gilt flir unendlich viele n
1. A
—< n‘“J ——=dr.
ja =" )W)

Unter speziellen Voraussetzungen gilt der

Satz 4. Gilt fur irgendeine ganze Funktion \imsup | r,=1, so ist auch
N -1_ n—>m
. la.r "
IITi’up(\ M) ) =1.

0

§ 1. Uber die Folge r...

1. Zuerst machen wir einige vorbereitende Bemerkungen.

Nach BLUMENTHAL [1] ist M(r) stiickweise analytisch, M’(r) kann jedoch
abzihlbar unendlich viele Sprungstellen haben (M’(r+0) = M’(r—0)). Fiir
die Funktion

M(r)

S.(n= :
gilt daher
$.¢r +0) =10 (r M'(r + 0)

—=—n

M@

Nach dem Hadamardschen Dreikreisensatz gilt ferner in jeder Stetig-

ru+|
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keitsstelle von M’(r) und M”(r)

d*logM(r) __ d (, M’(r))>0.

d(logryr — " dr\' M(n)

Die Funktion n(r)=rM’(r)/M(r) ist also monoton streng zunehmend. Ist
die Funktion F(z), wie angenommen, transzendent, so strebt n(r) mit r — oo
gegen Unendlich und ist bis auf die Sprungstellen analytisch; daher nimmt
sie an oder iiberspringt den Wert n (> 0) nur an einer einzigen Stelle. Hier-
aus folgt, daB S.(r) eine einzige Minimumstelle r = r(n) besitzt. Auf diese
Weise ist eine wegen der Monotonitit von n(r) ebenfalls monoton wachsende
Funktion r,=r(n) definiert. Sie ist als inverse Funktion von n(r) stetig.

2. Nun wenden wir uns dem Beweis des Satzes 1 zu. Da n(r) die
inverse Funktion von r, ist, folgt aus der Eigenschaft von r. als Minimum-
stelle ; )

M@) _ M(e)
rn = g“(’)

(r>0,0>0).

Ist o festgelegt, so wahle man r so grof, daf

o<

gilt. Dann giit
n(r) r 2n(r)

- MO<) <)
oder : |
e
log M(r) < n(r) log (é) log :gg iw(,)_( logn(r)—i-ol;)f l(-)g (5) ’

woraus wegen

r’Z
loglog(;)-
—— 0 fir r—»

log r
lim sup log log M(r) _ limsup log n(r)
(1.1 L —2o o= R
lim inf logr liminf logr
folgt.

Andererseits gilt

nir+0) M(@g+0)
r M@
also :
[ _ng_t)_ dt = log M(r)—log M(g] .

e
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Ist nun M(g) >1, so gilt wegen der Monotonie von n(r)

n (g) < log M(r),
also

’
log n (Z} < log log M(r) 1
r log r 1

log ¢ 1= logr

Hieraus folgt die zu (I.1) entgegensetzte Ungleichung. Damit ist unser
Satz 1 bewiesen.

3. Es bezeichne wieder M, das Minimum der Funktion S.(r), also

Mn:: Ms,rn)
Es gilt fiir n— oc i
1
1 n
0 = lim sup M} = lim —Ai—r—@—=—}—
fir jedes r> 0, also ist
1
limM* =0.
1 .
Wie bekannt, gilt lim |a.|* =0. Es besteht jedoch — wie wir es in § 3 sehen

werden — fiir jede ganze, transzendente Funktion

: | @) )"__
lim sup (——M" = 1.
4., Fiir die Folgen {r.} bzw. {M,} bestehen folgende einfache Relatio-
nen fir n=1und n=k=1:

Mn-—l Mn

(l~ 2) M,, é I'n é M,,+1 (MO = | F(O),)’
(13) Ty M(rn)s f:: SM(r")
M) rm T nn..ornT M)’

n-k Mk n-k
1.4 TR I

(1. 2) folgt aus der Minimaleigenschaft von r,.; und r,::
Mo M) _ M)

n-1 = _g-1 — ‘AT
-1 n
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und
M M(rn+l) M(ru) Mn
nil = a1 = n¥l T .
- i+l I I'n

(1 3) und (1. 4) folgen aus (1.2) durch Multiplikation und aus der
Monotonitat der Folge r,.
Fiir F(z)=e¢" erhdlt man aus (1.2) die wohlbekannte Ungleichung

-+l

o) <e<(1+3]
(1—{-—,2— <e< l—l—;
und aus (1.3) die folgende schwichere Gestalt den Stirlingschen Formel:

"L_ n
PR
Vn.~e.

§ 2. Ungleichungen fiir gewisse Momente.

In folgendem werden wir die Momente

J re
=) mm ¢
mittels der M, und auch mittels der Koeffizienten der Potenzreihe von oben

abschétzen.
Sind a, b, n reell und nichtnegativ, b<n+ 1, so gilt

a

a+bM a+b M-a—-f-b—

(2. 1) u, < ‘a—b nt+l+a M ugl1-by
e 1
1 a+ 1 Mn . «tl b—] (Mn—b-{-l)b_l]
(2' 2) lu“ < Mn. [ a (M1L+l+a) - b Mn ’
Beweis. Es gilt wegen der Minimaleigenschaft von r, (v >0)
(2.3) M, = M(:") < M(,,r) , also r = —l——r""’.
: r, T r M)
Setzt man v=n-+a--1 und 1'—‘-n—b+1 (> 0), so folgt
: 1 1 g
=< - -1 b-1 .
M(f) - mln Mll+]+t d ’ Mn-hl—-b r

Fiir

+b
Mn+1- b_)“

r=r= (
Mn+l+u
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werden die beiden, zwischen { } stehenden Ausdriicke gleich; fiir 0 <r<7r
ist also der zweite, fiir 7 <7< oo jedoch der erste Ausdruck der kleinere.
Also gilt

T [

1 j 1 J 1 1 r’ 1 r-e
n < | re-tdr dr= — _
# M,s1oe 0 + M, 1144 J re+t Minie b + Mn+l+a a

>

woraus nach Einsetzen des Wertes von r (2. 1) folgt.
Zum Beweis von (2. 2) bestimme man zuerst die Zahlen 7 und 7 derart,

Fb-1 -a-1
daf} A';,.u - =ML,, und —jﬁ:ML"; dann wende man (2.3) fiir v=n-+
+1—b im Intervall 0<r =7, fir ¥=n+14a im Intervall F=r= oo,
und fiir v=n im Intervall 7 <7 < 7 an. — Aus (1. 4) folgt, daB 7 = 7 immer
besteht.

Wegen |a,| < M, konnen wir in (2.3) |a,| anstatt M, setzen, also

’ . . rt 1 n-y
2. 3) I6) <_'_l—ar r
schreiben. Mit Hilfe dieser Ungleichung lassen sich auf dhnliche Weise die
folgenden Ungleichungen ableiten:

, a+b -t -
(2- 1 ) ["n < % Ian+u+l| at+b |an—b+l| "+b;
L 1
, 1 (a+1 a | b—1 | auen °‘1) =
(2. 2 ) b < Ianl ( a Ansast b a, ’

fiir die Giiltigkeit von (2.2") muB man jedoch noch

1 1
at+l

b-1

Qr-bst
all

1

an+(1+l

voraussetzen, damit 7 < 7 herausfillt.

Es sei weiterhin eine interessante Folgerung von (2.1°) erwihnt: Ist in
der Potenzreihie einer transzendenten Funktion |ai|=|ax|=1, so besteht fiir
n=23,...,N—-2

N—1
oS aN—T—n)"

d. h. es gilt zwar w, — oo fiir n— oc, jedoch die ersten N—2 Glieder der
Folge t, 1, ... sind" klein.
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Setzt man insbesondere
z 2
FR)=e=1 +T—!+§_!+ el
S0 ist
px-2=(N—2)!.

Wenn wir aber in dieser Potenzreihe von e° nur einen Koeffizienten verdandern,
wenn wir also die Potenzreihe

27\ 1 Z’\ +1

betrachten, so besteht fiir diese
pr-e <1,

§ 3. Siitze iiber die Koeffizienten.

1. Der in der Einleitung erwihnte. Satz 2 ist eine einfache Konsequenz
der folgenden, fiir jedes r und fiir jedes natiirliche n giiltigen Relation:

n-1

k k .
M) _ Z|ak|r go'ladr ©

L= =~ MO = ME) +Z"’"M(r)
/ S
; < k:Zolaklr- SEEA

M(r) +k=n Mk ’
Da bei festgelegtem n die Relation

n-1

Z lax | r¥
,‘L‘E—W=°

gilt, so ist fiir jedes n

Z lakl

k=n

woraus Satz 2 der Einleitung schon folgt.

2. Zum Beweis des Safzes 3 betrachte man zu einem gegeben Index n
einen weiteren Index s, so daB s>n und r,>r, gilt. Es seien ferner r und
r’ zwei Zahlen mit

nn<r<r <r,.
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Bezeichnet man nun 93}(9)=Z]aklg", so gilt wegen M(o) = M(p)

1 r‘ﬁ}(o) do ! r'%“lak'gk do —
J M(o) r—rJ. M@
3.1) — 7= r.f_,’la:JJM() rZ’”"JM()

r

o*
- f _era’!J M(Q) d@

Wir schitzen jetzt die ersten und dritten Summen ab. Es gilt fiir A =n—3

( ) Ial.lo |ak|9" 1 = |ak| 1 — Iakl Mk ”}k <(£1~)n-k'
M() M(Q) Dn_k Mu [ M}; M“ O,

N

9

M n-k .
. . Daher ist

Es ist namlich ' "' <1 und nach (1. 4) des §

’

gk + (—’i)n—k . r;:-k ( 1 . 1 )
la| J'M(g) do = J 0 do= N—k—1 \ps1 k1)’

also
n-3

n-3 1 I I n-k-1
Z"""J M()d@on T—k—1 f—-r[(T) -

B 3 -],

Gilt nun k=s+1, so erhalten wir genau wie (3.2) die Ungleichung

e <(e)”

Daher ist
|ax| j 2 do= 1 !
M(o) k—s+1 r5°

(r/k s+1_rh s+l)

und

1

L 3 fofgae Sk (2]
r’—rk;:lla"lJM(p) d"ﬂ;g k r'——r[ rs rl |
. 0



Uber den Maximum-Modul. 139

Aus (3. 1) erhalten wir nun

o<} R kK
> |5 -7
r —ri= k rs) |
r’ rs
Man setze nun —=x, —=), —=a (1 <x < y<a), dann gilt
i It "

s 2 -]

Aus der fiir 0 = u < 1 giiltigen Potenzreihe der Funktion log 1

1 o
—y ergibt sich

1 & oF [ —1 x (a—x)"]_ 1
I <r_’;_r,%' ] [ M(o) do+ log —1 y \a—y 1 yx°
Wenn wir nun die Werte von x und y so wéhlen konnen, daB
) 1 y—li(a—x]”J_ 1
3.3) y—x log[x_] RV 1 % <1

besteht, so muB Z lel >0 sein; damit wird auch unser Satz bew1esen sem

H—

Nun 148t sich (3. 3) auf die folgende Gestalt brmgen.

x(@a—x)* 22 y(a 2y-
A TG e T s U )
—1 y—I1
Die Existenz eines Punktpaars x,y (I<x<y<a) mit dieser Eigenschaft
folgt nun fiir a=5 (und ja sogar fiir a>14/3) daraus, daff, wie man leicht
nachrechnet, f:(2) fiir diese Werte von a positiv ausfilit.

3. Nun beweisen wir unseren Satz 4. Aus (2.2) des § 2 und aus (1. 4)
des § 1 folgt
© : 1
la.|r la.| a+1( M, )T la,] a+1 |
[ M(r) dr < a Mn Mn+u+1 .

1



140 I. Vincze: Uber den Maximum-Modul.

Da fiir n— o voraussetzungsgeméﬁ
a+l

—

» il »
lim sup Vrows = lim sup ( I/r,,+,,+1) =1
ist, so besteht

lim sup(J“M'(irr; =1

W(r) Z, rs
o~ =131
oder, indem man von R bis R4 1 integriert,

F+1 n+l

ZZL' |a) J M()dr<2|a, [M() dr—l—ZlaLIJ?—W(—r)dr

14l

Andererseits gilt
1

lIA

was fir jedes feste n giiltig ist. Strebt nun R gegen Unendlich, so gilt
’ R+l

Z ‘|aA[M()dr-»o

I\—-U

woraus die Divergenz der RexheZJ la‘ dr folgt. Daraus ergibt sich
- . i
: i . la“lru )n
(3.4) hT..Smup(j M) dr] =1,

womit Satz 4 bewiesen ist.
Aus der Divergenz der Reihe Za,,u,, folgt weiterhin unsere in der

Einleitung zu Satz 4 gestellte Bemerkunc
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Marc Zamansky, La sommation des séries divergentes (Mémorial des Sciences
Mathémathues fascicule CXXVIll), 46 pages, Paris, Gauthier-Villars, 1954.

Les procédés appliqués & la sommation des séries divergentes, les résultats et les
méthodes de démonstration utilisées dans la théorie de la sommation sont diverses et
multiples. Le but de l'autéur est de servir d’un fil conducteur dans I'étude de cette théorie.
Dans Pintroduction sont énumérés, sans faire mention des applications, les procédés’
linéaires les plus connus (les procédés restreints de Noriunp, Cesiro, HoLDER, Riesz,
Hausporrr, et les procédés complets d’Aser, Riemany, LamBERT et BoRreL) et sont exposés
les- problémes de la régularité et de Pinclusion des procédés de sommation. La premiére
partie contient les résultats connus les plus importants concernant les problémes de la
régularité et de l'inclusion des procédés restreints usuels. La deuxiéme partie est consacrée
aux procédés de sommation engendrés par une fonction sommatoire. Tel procédé est
défini de la fagon suivante. Soit g(f) une fonctlon réelle, continue et a variation bornée

pour Ostgl telle que g0 =1.Si pour x — o la somme Z g( )zq a une limite

U=k=s
finie S, on dit que Zu;, est sommable et a pour somme S. Les résultats propres de
k=0
lauteur se rattachant aux problémes de la régularité et de l'inclusion de tels procédés
sont mentionnés sans démonstration. La méthode employée repose sur Vapplication des
transformées de Mellin et de Laplace de la fonction sommatoire. La méme méthode fournit
des résultats intéressants aussi pour les procédés linéaires usuels. La troisiéme partie
signale quelques résultats concernant les procédés complets. Enfin, on trouve des Notes
dont le but est d’indiquer quelques généralisations, de montrer que les théorémes taubéri-
ens de Wiener peuvent étre présentés par cette méthode, et de suggérer de nouveaux

champs _d’application. . K. Tandori (Szeged)

Horst von Sanden, Praxis der Differentialgleichungen, Vierte, erweiterte Auflage,
114 S, Berlin, Walter de Gruyter & Co., 1955.

Dieses bewihrte Lehrbuch stellt die praktischen Anwendungen in den Vordergrund,
betont die numerischen Losungsmethoden und beabsichtigt dem Leser eine gewisse Rechen-
angewandheit zu geben. Statt einer systematischen und exakten Behandlung der Differential-
gleichungen gibt der Verfasser einen elementaren und kurzen Uberblick iiber die Theorie
der gewohnlichen, linearen Differentialgleichungen und Differentialgleichungssysteine erster
und zweiter Ordnung und der Randwertprobleme. Die verschiedenen Ldsungsmethoden
werden durch zeichnerische Integration, numerisch angefiihrte Beispiele erliutert. Gegen-
iiber der dritten Auflage des Buches ist ein neuer Abschnitt iiber Differenzengleichungen
aufgenommen. : : K. Tandori (Szeged)
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Francesco G. Tricomi, Vorlesungen iiber Orthogonalreihen (Grundlehren der
Mathematischen Wissenschaften in Einzeldarstellungen, Band LXXVI), VI 264 Seiten,
Berlin—Gottingen—Heidelberg, Springer Verlag, 1955.

Das Hauptziel des Buches besteht darin, den Leser moglichst rasch in die Theorie
der trigonometrischen Reihen und der orthogonalen Polynome einzufiihren.

In Kapitel I werden die Elemente der allgemeinen Theorie der orthogonalen Funk-
tionensysteme behandelt, wie z. B. die Abzihlbarkeit eines orthogonalen Funktionensysiems,
der Satz von Riesz—Fischer, Bedingungen fiir die Vollstindigkeit eines Funktionensystems,
Vollstindigkeit des Systems der trigonometrischen Funktionen und der Potenzen von x,
die Parsevalsche Gleichung usw.

Kapitel II—III beschiftigen sich mit den Grundlagen der Theorie der trigonome-
trischen, insbesondere der Fourierschen Reihen.

Die folgenden Kapitel (IV—VI) sind den Orthogonalpolynomen gew1dmet Wihrend
in dem Teil iiber trigonometrische Reihen das Hauptinteresse auf der Konvergenzfrage liegt,
sind in. dem Teil iiber Orthogonalpolynome mehr die individuellen Eigenschaften derselben
in den Vordergrund gestellt. Die einheitliche Behandlung der klassischen Orthogonalpoly-
nome beruht auf einer verallgemeinerten Rodriguez-Formel. Diese Formel wird in Kapitel IV
bewiesen, hier werden auch andere allgemeinen Eigenschaften der orthogonalen Polynome
dargestellt, wie die Rekursionsformel, die Summationsformel von Christoffel—Darboux,
Differentialgleichung der klassischen orthogonalen Polynome, Verhalten bei Anderung der
Belegungsfunktion, sowie Lage der Nullstellen. '

Kapitel V ist den Orthogonalpolynomen in einem endlichen Grundintervall gewidmet.
Nach der Behandlung der hypergeometrischen Funktion folgt eine eingehende Diskussion
der Jacobischen Polynome; so werden Rekursionsformel, Differentialgleichung, asympto-
tischer Ausdruck, erzeugende Funktion fiir die Jacobischen Polynome, Zusammenhang mit
der hypergeometrischen Funktion und die Untersuchung der Nullstellen erortert. Nachher
ergeben sich, die ahnlichen Ergebnisse fiir die iibrigen Orthogonalpolynome im Wesent-
lichen als Spezialfdlle. Zwei Paragraphen behandeln Kugelfunktionen mit ganzen bzw. belie-
bigen Indizes. :

Kapitel VI behandelt orthogonale - Polynome mit unendlichem Grundintervall, insbe-
sondere die Laguerreschen und die Hermiteschen Polynome. Die Untersuchung der Her-
miteschen Polynome wird auf die der Laguerreschen Polynome durch gewisse von Szegd
stammende Formeln zuriickgefiihrt.

Vom Leser werden als Vorkenntnisse die Grundtatsachen der Differential- und Inte-
gralrechnung verlangt. Das klar geschriebene Buch eignet sich-auch zum Selbststudium.

T. Szerényi (Szeged)

: Carlo Miranda, Equazioni alle derivate parziali di tipo ellittico (Ergebnisse der
Mathematik und ihrer Grenzgebiete, Neue Folge, Heft 2), VIll 4 222 Seiten, Berlm—Gomn-
gen—Heidelberg, Springer-Verlag, 1955.

Es gibt manche Handbiicher, die die elliptischen partiellen Differentialgleichungen
von einem mehr oder minder praktischen Standpunkt aus behandeln. In den vollstindigeren
findet man auch, wie man die beziiglichen Randwertaufgaben in Integralgleichungen umfor-
men kann und der Studierende oder der Fachmann kann dann weiter in der Literatur der
Integralgleichungen nachsuchen. Endlich wird er sogar an ankniipfende Sitze der Funktio-
nalanalysis stossen. Sind ihm aber die Folgerungen wichtig, welche man aus diesen Resul-
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taten der Integralgleichungen und der Funktionalanalysis in der Theorie der elliptischen
Differentialgleichungen ziehen kannm, so findet er meistens ziemlich wenige Unterstiitzung.

Der Hauptverdienst dieses Buches besteht eben darin, daB8 es-nicht bei diesen Resul-
taten der Theorie der Integralgleichungen und der Funktionalanalysis stehen bleibt, sondern
in knapper Form eine Reihe von Resultaten mit Literaturangaben zusammenstellt, welche
sich direkt auf die Theorie der elliptischen Differentialgleichungen beziehen. Es werden
dabei neben den Sitzen iiber Integralgleichungen auch z. B. der Fixpunktsatz von Leray—
ScHauDER beriicksichtigt. In jedem Satze beziiglich Randwertaufgaben werden die Bedin-
gungen sowohl. iiber die Randkurve, als auch iiber die Randfunktion mit Sorgfalt und
Strenge formuliert. Die Literaturangaben am Ende des Werkes erfiillen 28 Seiten. Inhalts-
verzeichnis: I. Randwertprobleme fiir lineare Gleichungen. Il In Integralform dargestelite
Funktionen. IIl. Umformung der Randwertprobleme in Integralgleichungen. 1V. Veraligemei-
nerte Losungen der Randwertprobleme. V. Direkte Majorierung der Lésungen des Dirich-
letschen Problems. VI. Nichtlineare Gleichungen. VII. Andere Untersuchungen iiber ellip-
tische Gleichungen. Gleichungen hoheren Grades. Gleichungssysteme. .

Géza Freud (Budapest)

H. Ddlp—E. Netto, Grundziige und Aufgaben der Differential- und Integralrech-
nung nebst den Resultaten, 22-te, verbesserte Auflage, 201 S., Berlin, Verlag Alfred Topel-
mann, 1955.

Die Auigabensammlung von Dop—Netro ist seit Generalionen ein vielgebrauchtes
Lehrbuch der elementaren Praxis der Differential- und Integralrechnung. Die vorliegende,
verbesserte, schdn ausgestattete 22-te Auflage wird gewifl die Popularitit des Buches noch

erweitern. Béla Sz.-Nagy (Szeged).

W. H. Gottschalk and G. A. Hedlund, Topological Dynamics (American Mathe-
matical Society, Colloquium Publications, vol. XXXVI), VII 4 151 p., Providence, R. I,
American Math. Society, 1955.

Es Sei T eine topologische Gruppe von Automorphismen eines topologischen Raumes
X; X x T seidurch ¢ stetig in X abgebildet, derart, daB ¢ (x, 1)=x, ¢(x, st) = p(p(x, {),s)
(x in X; s, t in T) gilt. Dies ist eine Verallgemeinerung folgender klassischen 'Situation:
X ist der Phasenraum eines Systems von endlichvielen Massenpunkten bzw. eine invariante
Fliache in demselben; die Hamilton-Funktion hingt nicht explizit von der Zeit ab; 7 ist
die der Phasenstromung entsprechende einparametrige Gruppe, 7x =(fx=¢(x,f)|t in T)
also die Bahn des Phasenpunktes; man untersucht Wiederkehr-, Mittelwert- und Mischungs-
eigenschaften dieser Strémung; hinsichtlich der Methode bestehen dabei melirere Moglich-
keiten; man kann a) mit dem (nach LiouviLLe vorhandenen) T-invarianten MaB m arbeiten
- (vgl. E. Horr, Ergodentheorie, Berlin 1937), b) sich auf rein topologische Uniersuchungen
beschrinken oder c) maBtheoretische Begriffsbildungen mit topologischen kombinieren (vgl.
Oxrosy, Ergodic sets, Bull: Amer. Math. Soc., 58 (1952)). Untersuchungen vom Typ b) liegen
bereits bei G. D. Birkxorr (Dynamical Systems, Amer. Math. Soc. Coll. Publ. 1X, 1927) vor.

Im ersten Teil der vorliegenden — ebenfalls zum Typ b) zihlenden — Mondgraphie
werden diese Untersuchungen auf jede erdenkliche Weise verallgemeinert und systema-
tisiert. Es erscheinen zahlreiche Wiederkehrbegriffe, sowie Sitze, die das Vorkommen und
die gegenseitige Abhiingigkeit dieser Begriffe zum Inhalt haben. Beispielsweise wird der
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Begriff der Periodizitit wie folgt veraligemeinert: Sei x in X, dann heift P=(t|{x=1x)
die Periode von x; eine Menge M in 7T heifit syndetisch, wenn es eine kompakte Menge
K in T mit KT=T gibt. Ist die Periode P von x syndetisch, so heiBt x periodisch. Ist
fiir jede Umgebung U von x die Menge (&|{{x in U) syndelisch, co heifit x fastperiodisch.
{st X kompakt, so gibt es minimal-invariante abgeschlossene Mengen M in X; sie bestehen
dann aus fastperiodischen Punkten (dabei darf man in T sogar die diskrete Topologie
nchmen: K wird endlich). Es erscheinen einige bekannte Sitze, wie z. B. der Mittelwertsatz
fiir die klassischen fastperiodischen Funktionen.

Im zweiten Teil des Buches werden spezielle Beispiele (die symbolische Dynamik
von Morse—HeoLunp, die geoddtische -Stromung auf Flichen konstanter negativer Kriim-
mung, Zylinderstromungen; T ist hier slets zyklisch bzw. einparametrig) auf das Vorkom-
men dieser Begriffe untersucht. Dabei treten Sitze auf, die man in wesentlich scharferer
Forim als Satze von Typus a) kennt, so z. B. der Satz von der Transitivitit der erwihnten
. geoditischen Stromungen; die Abschwichung ist durch den Verzicht auf das (in natiirlicher
Weise gegebene) invariante MaB8 m bedingt.

Das Buch ist im Landau-Stil geschrieben und nur dann leicht zu lesen, wenn man
es ganz liest. Es empfiehlt sich, bei der Lektiire stets an den oben erwihnten klassischen
Spezialfall zu denken. Die auBerordentliche systematische und organisatorische Leistung

der Verfasser diirfte vor allem dem Spezialisten zugute kommen.
K. Jacabs (Miinchen)

Wilhelm Specht, Gruppentheorie (Die Grundlehren der mathematischen Wissen-
schaften--in Einzeldarstellungen, Band LXXXII), VHI 4 457 Seiten, Berlin—Gottingen—
Heidelberg, Springer-Verlag, 1956.

Dieses groBangelegte Buch enthélt in ihren Hauptziigen die Theorie der abstrakten
Gruppen. Das Hauptgewicht fallt.auf die Gruppen von beliebiger Michtigkeit, jedoch fin-
den erfreulicherweise auch die endlichen Gruppen vielmals eine besondere Beachtung.

Das Buch gliedert sich in—-drei fast gleich groBe Teile mit den Uberschriften: -

1. Einfiihrung; 2. Freie und direkte Zerlegung; 3. Allgemeine Strukturtheorie. Die Teile
umfassen insgesamt elf Kapitel: 1.1. Grundlagen; 1.2. Die-Untergruppen einer Gruppe;

1.3. Homomorphie und Isomorphie; 1.4. Gruppen mit Operatoren; 2. 1. Die freien Grup- .

pen; 2.2. Freie Zerlegungen; 2. 3. Direkte Zerlegung; 2.4. Theorie der abelschen Gruppen;
3.1. Theorie der Normalfolgen; 3.2. Theorie der p-Gruppen; 3.3. Erweiterungstheorie.
Die Kapitel selbst sind dann noch in Abschnitte geteilt. .
Der Zweck des Verfassers ist der systematische Aufbau des Lehrstoffes. Dabei wird
in dem Sinne Vollstindigkeit erstrebt, daB der Leser in den behandelten einzelnen Pro-
blemkreisen mit den bis heute erreichten &uBersten Forschungsresultaten bekannt gemacht
wird. Wo das durch den ohnehin groen Umfang des Buches nicht ermoglicht war, leiten
den Leser die am Ende des Buches stehenden wertvollen (literarischen) Bemerkungen und
Hinweise in die Wege. Aus dem Riesenmateriai des Buches werde die im letzten Kapitel
betrachtete, recht schwierige Erweiterungstheorie von Baer hervorgehoben, die zum ersten-

male in einem Lehrbuch Platz fand. Auch wurden viele Resultate der sowjetischen Grup- |

pentheoretiker aufgenommen. Jedoch konnten die Betrachtungen nicht auf alle wichtigen
Forschungsgebiete der Gruppentheorie erstreckt werden. So wurde insbesondere die Dar-
stellungstheorie beseitigt, auch fanden Anwendungen der Gruppentheorie keinen Platz.

Ein wirksames Hilfsmittel der erzielten Systematisierung bildet die in den letzten
drei Abschnitten des ersten Teils &ntwickelte Theorie der abstrakten Gruppeneigenschaften



Bibliographie. 145

(fiir Gruppen mit Operatoren). Im aligemeinen werde unter einer ¢-Gruppe eine Gruppe
von der Eigenschaft ¢ verstanden. Letztere wird eine abstrakte Gruppeneigenschaft genannt,
wenn mit einer e-Gruppe zusammen die mit ihr isomorphen Gruppen ebenfalls ¢-Gruppen
sind. Verfasser bemerkt, daB die meisten Untersuchungen iiber Gruppen darin bestehen, '
da man bestrebt ist: fiir passende abstrakte Gruppeneigenschaften ¢ die e-Gruppen mit
dem Ziel zu erforschen, auf diesem Wege schlieBlich alle Gruppen zu beschreiben. Eine
fundamentale Rolle spielen die durch die folgenden sechs Forderungen definierten Grup-
peneigenschaften: I. Die Einsgruppe ist -e-Gruppe. II. Die Untergruppen von ¢-Gruppen
sind ¢-Gruppen. Ill. Die homomorphen Bilder von ¢-Gruppen sind ¢-Gruppen. IV. Eine
Gruppe ist eine e-Gruppe, stets wenn sie einen Normalteiler hat derart, daB dieser und
seine Faktorgruppe e-Gruppen sind. V. Die Vereinigung einer ¢-Untergruppenkette ist eine
¢~Gruppe. VI. Das Kompositum von zwei ¢-Untergruppen ist eine ¢-Gruppe. Ferner werden
Il und V zu II* bzw. V* abgzschwicht, so daB man nur auf normale Untergruppen achtet.
Ahnlich entstehen aus VI zwei Abschwichungen VI*, VI**, indem man von einer oder bei-
den der betrachteten Untergruppen Normalitit verlangt. Vor allem beziehen sich auf diese
insgesamt zehn ,fundamentalen“ ¢ viele Sitze, zum Beispiel: Aus lll und IV folgt VI*; aus
1, V¥, VI** folgt, daB jede ¢-Gruppe genau einen maximalen ¢-Normalteiler hat. Man
bemerke, daB die Eigenschaft ,endlich zu sein“ den Forderungen I bis IV geniigt. Als
Svloweigenschaft § wird die-Erfiilltheit von.1 bis V definiert. Hierfiin gelten den Sylowschen
dhnliche Sitze, wobei die maximalen s-Untergruppen als die s-Sylowgruppen definiert sind.
Viele .weitere teils bekannte (abstrakte) Gruppeneigenschaften (darunter mehrere Spezial-
fille von 8) werden im Laufe der Betrachtungen untersucht, die ebenfalls einige von 1 bis
Vi** erfiillen. Es werde der folgende merkwiirdige ,Dualititssatz* extra erwahnt: Im Fall
einer abstrakten Gruppeneigenschaft ¢ mit I, 1I*, 1il, IV bilden in jeder Gruppe die ¢-Nor-
malteiler bzw. die Normalteiler mit c¢-Faktorgruppe einen nach unten bzw. nach oben
abgeschlossenen Verband. . .-

Der Stil des Buches ist sehr knapp, wodurch jedoch dié Klarheit nicht gefihrdet wird.

Der Verf. rechnet mit der Routine des Lesers im abstrakten Denken, versidumt
- jedoch nicht, wo es ihm nétig erscheint, die filhrenden ldeen der Betrachtungen mit wert-
vollen Bemerkungen hervorzuheben. So zum Beispiel wird klar gemacht, daB die Unter-
suchung der abelschen Gruppen (ohne Operatoren) hauptsichlich auf den Endomorphismén
A— A" (n=1,2,...) dieser Gruppen beruht. Dagegen ist ohne besondere Bemerkung
klar, 'daB der ganze dritte Teil im wesentlichen die Untersuchung der (ab- und aufstei-
genden) Normalfolgen, insbesondere Normalreihen bedeutet.

Beispiele wurden verhiltnismiBig wenige aufgenommen und bilden teils einen orga-
nischen Bestandteil der Entwicklungen. Obwohl daran an sich nichts auszusetzen ist, ist
jedoch beanstandbar, daB die freien Gruppen durch das recht schwierige Beispiel 5 (auf
S. 20—21) eingefiihrt werden.

Im Fall einer Neuauflage wire es wunschenswert das Buch mit mehreren ‘Beispielen,
ferner auch mit Aufgaben zu versehen. Die in den--,Bemerkungen und Hinweisen“ ange-
fiihrten vielen literarischen Angaben mdchten zu einem ,Literaturverzeichnis“ ergénzt wer-
den. Es wirkt etwas storend, daf die Definitionen verschiedenartig gefait sind. Viele (die
wichtigeren) sind den Lehrsitzen &hnlich formuliert und mit ihrem ganzen Text kursiv
gedruckt, was teils zu MiBverstindnissen AnlaB gibt, teils iiberfliissig ist. Bei anderen
" Definitionen werden nur die neu eingefiihrten Benennungen kursiv gedruckt, was ja dem
allgemeinen Brauch mehr entspricht. Eine dritte Art des Definicrens geschieht auf S. 92,
wo der Kern einer Gruppe im Satz 26 definiert wird. Es ist iiberhaupt empfehlenswert,
dafi man auf die althergebrauchte Weise durch ,4 heiBt B¢ (oder dergleichen) statt ,A ist B«

— . A
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definiert. Die ersten zwei Abschnitte der ,Bemerkungen und Hinweise“ sollten etwa im
Vorwort, aber jedenfalls vorne im Buche Platz finden. Unter den im Buch ohne Beweis
mitgeteilten klassischen Sitzen der Gruppentheorie diirfte auch der beriihmte Satz von
Frosentus iiber die endlichen Gruppen erwdhnt werden, der zugleich ein interessantes
Beispiel fiir die Retrakte bildet.

Es kann nicht geniigend betont werden, daB dieses Werk eine hervorragende Lei-
stung des ausgezeichneten Verf. ist und gewi zur wahren Freude der Fachleute und Stu-

dierenden dienen wird. L. Rédei (Szeged)

Nathan Jacobson, Structure of rings (American Mathematical -Society, Colloquium
Publications, Vol. XXXVI), VII + 263 p., Providence, R. I., American Mathematical Society,
1956.

After having published the two volumes of his “Lectures in abstract algebra”
N. Jacosson has again enriched the algebraic literature with an excellent book.

Since the publication of the author’s “Theory of rings” and ArTin—NEesBITT—THRALL'S
“Rings with minimum condition”, the structure of (associative but not necessary commutative)
rings without finiteness assumptions have been discussed by many authors in the last
fifteen years. JacoBson’s brilliant book, written in a clear but rather terse style, gives an
excellent study of the most important investigations of the ring theory without finiteness
conditions and is a great help for its further development.

The brief summary of this book is as follows.

In Chapter | are introduced the basic concepts of the irreducible module, primitive
ring, semi-simple ring and the Perlis—Jacobson radical approached from the point of view
of representation. In Chapter Il the density theorem for irreducible modules is formulated
firstly in the algebraic way, then its topological formulation is given. With the aid of the
results arrived at in the first two chapters, the principal theorems on the structure and
representation of semi-simple rings satisfying the minimum condition for right ideals are
discussed in Chapter lll. The theory of idempotent elements and matrix units in arbitrary
rings is required for the theory of non-semi-simple rings with minimum conditions.
Chapter IV deals with the completely reducible modules which play an important role in
the study of primitive rings having minimal one-sided ideals. The main structure theorem
characterizes these rings as certain rings of continuous linear transformations. Chapter V
is devoted to the properties of Kronecker products of modules and algebras, and the
structure of Kronecker products of algebras of known structure is investigated. Completely
reducible modules and their centralizers, and the G.lois theory for rings of linear transforma-
tions are discussed in Chapter V1. The aim of Chapter VII is to lay the foundation for a
general theory of division rings. As tools, sonie of the results considered previously are
developed again reducing them to this case. The discussion of the finite and the infinite outer
Galois ‘theory for division rings, furthermore the generalizations of WEDpDERBURN'S theorem -
on finite division rings and the Carran—Brauer—Hua theorem are treated. Nil ideals and
prime ideals dre found in Chapter VIIl. The main results about the lower nil radical of
Baer and the nil radical defined by Levitzki are studied here. In Chapter IX a certain
topological space (whose points are the primitive ideals of a ring) called the structure
space of the ring is introduced to study the structure of certain classes of rings, namely
I-rings, st-regular rings and biregular rings. In the last chapter some applications of the
structure theory are taken up. Firstly certain commutativity theorems are discussed, which
may be considered as generalizations of WEebpexBURN’S theorem mentioned above. Then
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follows the theory of algebras satisfying polynomial identities (Pl-algebras). The last part
of this chapter deals with some problems on algebraic algebras and among others
KapLansky’s solution of Kurosw’s problem is given.

The value of the book is rather increased by the raising of unsolved problems and
by the complete bibliography since about 1943. (The earlier references can be found in
the bibliography of the author's “Theory of rings”.)

J. Szendrei (Szeged)

C. G. J. Jacobi, Canon Arithmeticus. Nach Berechnungen von W. Patz in verbesserter
und erweiterter Form neu herausgegeben von H. Brandt (Mathematische Lehrbiicher und
Monographien, II. Abt.,, Band 1I), XVI + 432 S., Berlin, Akademie-Verlag, 1956.

Dieses Tabellenwerk gibt in fast aller Hinsicht mehr und ist Vollstiandiger, als sein
klassischer Vorldufer aus 1839; so trégt es den alten Titel gewiB nur aus Pietdt und auf
Grund des Erbrechtes der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin. Nur die
obere Schranke des Moduls und in einigen Fillen der zugrunde gelegte primitive Wurzel
wurden von den Tafeln von Jacos! unverdndert iibernommen.

Das Werk enthilt Index- und Numerustafeln fiir alle Moduln unter 1000, fiir die es
primitive Wurzeln gibt, auBerdem fiir 2" mit n=4,5,..., 11. Die Moduln 2P, mit un-
geradem P, wurden neu aufgenommen. Fir die primitiven Wurzeln g wurden konsequent
immer die kleinsten positiven Werte gewihlt. Fiir die ungeraden Primzahimoduln findet
man im Prinzip neue Tabellen, die ind (x4 1) und ind (x —1) fiir ind x geben, also den
Additions- und Subtraktionslogarithmen entsprechen. — Der Herausgeber berichtet iiber
die Berechnung der Tabellen und gibt fir die Anwendung 24 Beispiele.

Die neuen Tafeln von Patz und Branot werden gewiB fiir die Forschung gute Hil f

leisten. T. Bakos (Szeged)

A.  Delesalle, Carrés magiques, 70 pages, Paris, Gauthier-Villars, 1956.

C’est un livre de caractére intermédiaire entre un traité et un livre de mathémati-
ques amusantes.

La premiére partie explique des procédés connus pour obtenir des carrés magiques
d’ordre n composés des nombres 1,2,3, ..., n?; notamment si Pordre est un premier > 2,
ou un nombre impair, ou pair, suivant les cas. Par la nature méme du probléme le procédé
donné pour n pair est le plus laborieux.

La deuxiéme partie considére les carrés magiques d’ordre n composés de nombres
quelconques (c’est-a-dire que les nombres du carré magique ne sont pas préscrits ; pourtant
si n n'est pas premier ils doivent vérifier quelques conditions).

La troisiéme partie énonce des conditions pour des ensembles de nombres capables .

d’étre disposés en carrés magiques.
T. Bakos (Szeged)

Salvatore Cherubino, Calcolo delle matrici (Consiglio Nazionale delle Kicerche,
Monografie Mathematiche 4), VI + 322 p., Roma, Edizioni Cremonese, 1957.

Le but de lauteur est de présenter un traité de la théorie des matrices en langue
italienne, qui suscite I'intérét des cultivateurs des mathématiques pures et est en méme
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temps utile 2 ceux qui appliquent le calcul des matrices a des fins “opératives et techni-
ques”. 1l accomplit ce but par une originalité remarquable tant dans le choix des sujets.
particuliers traités que dans la p:ésentation.

Le livre est divisé en quatre chapitres. Le premier, intitulé “Propriétés formelles”,
contient les définitions fondamentales et des problémes a la solution desquels on n’a.
besoin que des opérations rationnelles. Paragraphes: 1. Définitions et notations. 2. Somme
et produit. 3. Réduction a forme triangulaire. 4. Les équations A X= B, YA = C. 5. Symétrie.
et antisymétrie. Diagonalisation. 6. Normalisation. Valeur maximum d’une déterminante.
7. Formes quadratiques et hermitiennes. Matrices définies ou semidéfinies. 8. Permutabilité.
et orthodiagonalisation. 9. Notion sur les anneaux et corps numériques. 10. Matrices aux
éléments polyndomes. 11. Matrices entiéres. 12. Notions sur les Algébres abstraites.
13. Dérivation et intégration. 14. Produit intégral. 15. Espace numérique, espace vectoriel,
espace projectif. — L’auteur-définit les matrices et leurs sommes et produits d’une facon
dogmatique, sans aucuné motivation par les substitutions ou transformations linéaires; en
efiet, les espaces vectoriels ne sont qu’effleurés dans le dernier paragraphe. Il ne s’agit
pas de telles notions que la matrice d’une transformation linéaire par rapport a de
différentes bases, ce qui est d’autant plus étonnant que dans le § 12 ori traite de ques-
tions particuliéres telles que les tableaux de multiplication des Algébres abstraites. Dans
une période du développement des Mathématiques otl les espaces linéaires et leurs opéra-
teurs sont en premier rang des recherches, cette attitude de l'auteur parait presque
archaique.

Chapitre II, sur les “Propriétés de structure”, traite des formes canoniques de Jorpan
et plusieurs applications intéressantes. Paragraphes: 1. Equations et racines caractéristi-
. ques. 2. Théorémes de Lappo—DaniLevsky et de Frosenius. (Il s’agit ici des racines carac-.
téristiques des matrices aux éléments positifs et des matrices qui sont majorées par de
telles matrices.) 3. Coordonnées orthogonales dans l’espace §,. Maxima et minima des
formes quadratiques. 4. Transformations par contragrédience ou par similitude. (C’est ici
qu’on démontre, entre autres, la forme canonique de Jorpan.) 5. Permutabilité avec une
matrice donnée. 6. Inverse, résolvante, formule de SvivesTEr et de FroBenws. Algébres
commutatives.

" Le Chapitre IlI, sur les “Approximations et limitations des racines caractéristiques”,
est constitué des paragraphes suivants: 1. Approximation de la racine dominante.
2. Théorémes de MoOLLER, Ostrowski, LEvv—Hapamarp et conséquences. 3. Représentation
du spectre dans le plan complexe. 4. Matrices A racine caractéristique de module inférieur
a l'unité. Enfin, le Chapitre IV, intitulé “Fonctions de matrices”, embrasse le paragraphes :
1. Séries de matrices. 2. Fonctions dans une algét.re complexe douée de module (c’est-a-dire
contenant un élément unité). 3. Foncfions analytiques et fonctions holomorphes dans une
algébre de matrices douée de module. — L’auteur esquisse ici quelques résultats
de SpampinaTo et de lui-méme. Il est A regretter qu'il ne mentionne pas ici les résultats
voisins ou méme plus généraux dg quelques autres auteurs, comme par exemple larticle
de’ E. R. LorcH sur les fonctions analytiques dans des algébres abéliennes normées (de
dimension quelconque), Transactions Amer. Math. Soc., 54 (1943), 414—425.

Un index bibliographique de 8 pages et un index analytique détaillé terminent le livre_

Béla Sz.-Nagy (Szeged)
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