50282 e R
spet

SoRa ‘
/4 [’I ACTA UNIVERSITATIS SZEG] DIENSIS .

ACTA
SCIENTIARUM
MATHEMATICARUM

ADIUVANTIBUS

" L. KALMAR, L. REDEI ET K. TANDORI

REDIGIT

B. SZ.-NAGY

TOMUS XXI
FASC. 1—2

SZEGED, 1960

/,‘
s
/e .

INSTITUTUM BOLYAIANUM UNIVERSITATIS SZEGEDIENSIS




A SZEGEDI TUDOMANYEGYETEM KOZLEMENYEI

- ACTA
SCIENTIARUM
- MATHEMATICARUM

. KALMAR LASZLO, REDEI LASZLO ES TANDORI KAROLY
'  KOZREMUKODESEVEL

SZERKESZTI

'SZOKEFALVI-NAGY BELA -

21. KOTET
1-—2. FUZET .

SZEGED, 1960. MAJUS HO

SZEGEDI TUDOM[\NYE.GYETEM BOLYAI-INTEZETE



ACTA UNIVERSITATIS SZEGEDIENSIS

 ACTA
'SCIENTIARUM
MATHEMATICARUM -

" ADIUVANTIBUS
L. KALMAR, L. REDEI ET K. TANDORI .

REDIGIT

B. SZ-NAGY .

"TOMUS XXI

1960

. SZEGED, 1960

INSTI_T‘UVTUM BOLYATANUM UNIVERSITATIS SZEGEDIENSIS

K ¢
/§ﬂ LN

£ sregen o)




A SZEGEDI TUDOMANYEGYETEM KOZLEMENYEI

~ ACTA
SCIENTIARUM
MATHEMATICARUM

KOZREMUKODESEVEL

SZERKESZTI

SZOKEFALVI-NAGY BELA

-21. KOTET

1960 -

SZEGED, 1960. NOVEMBER HO

SZEGEDI TUDOMANYEGYETEM BOLYAI-INTEZETE



INDEX —TARTALOM
TOMUS XXI —1960 — 21. KOTET

Aczél, J., Uber die Gleichheit der Polynomfunktionen auf Ringen.
@Adam, A., Zur Theorie der Wahrheitsfunktionen .
Carlitz, L., A note on exponential sums .
Cassels, J. W. S,, On the representation of mtegers as the sums of drstmct sum-
mands taken from a fixed set . .
Erdds, P., and Hajnal, A., Some remarks on set theory Vll .
Fodor, G., Uber transfinite Funktionen. I .
Foias, C., Gehér, L., and Sz.-Nagy, B., On the permutabrhty condmon of quan-
tum mechamcs .
‘/Eonas, C., et Sz.-Nagy, B., Sur les contractrons de lespace de Hllbert lV
Fréhlich, A., A prime decomposition symbol for certain' non Abelian number
frelds
Gallai, T., und Mllglam, A N Verallgememerung eines graphentheoretrschen
Satzes von Rédei
Gehér, L., Foiag, C., and Sz. -Nany, B On the permutabrlrty condmon of
quantum mechanics L. ..
Griitzer, G., and Schmidt, E. T., On maccessrble and mmrmal congruence re-
lations. | .
Hajnal, A., and Erdés, P., Some remarks on set theory Vll
Hosszu, M., Notes on vanishing polynomials .
Ité, N., Uber die Gruppen PSL,(q), die eine Untergruppe von Prlmzahlmdex
enthalten
Janko, Z., Uber das Redersche schrefe Produkt vom Typ G@I’
Uber das nicht ausgeartete Rédeische schiefe Produkt GoI’
Kertész, A., On independent sets of elements in algebra .
Kochendorffer, R., Hallgruppen mit ausgezeichnetem Reprasentamensystem
o/Kovacs, L., Un complément a la théorie de I’ “intégration non commutative”
Kulbacka, M., Sur Pensemble des points de I'asymétrie approximative
Kypow, A T, Co6ogHbie CyMMbl My/JbTHONEPATOPHBIX IPYyMNn
Leindler, L., Uber die orthogonalen Polynomsysteme .
Milgram, A. N., und Gallai, T., Verallgemeinerung eines graphentheoretlschen
: Satzes von Rédei .
b%ﬂm, A., Erweiterung des Begriffs der Raume skalarer und konstanter Krummung
agell, T., Les points exceptionnels sur les cubiques . e
Neumann, B. H., and Neumann, H., On linked products of groups
Neumann, H., and Neumann, B. H., On linked products of groups .
\/eak I., Uber gewisse spezielle kompatible Klasseneinteitungen von Halbgruppen

Pag.
105—107
4752
135—143

111—124
154—163
343—345

78—89
251—259

229248
181—186
18— 89

337—342
154—163
108—110

206—217
4—6
144—153
260—269
218—223

7—11
90—95
187—196
19—46

181—186
53—T77
173—180
197--205
197—205
346—349



\Aedel, L., Uber die quadratischen Zahlkérper mit Primzerlegung :
Reichardt, H., Eine Aufspaltung von Wmdung und Kriimmung in affin zusam-
menhdngenden Rdumen . . . .
Sachs, H., Einfacher Beweis des Frobemusschen Fundamentalsatzes der Grup-
pentheorie fiir den Fall eines quadratfreien Exponenten

Schmidt, E. T., and Gritzer, G., On inaccessible and minimal congruence rela- .

tlons l. . .
hwarz, S Semigroups in Wthh every proper sub1dea1 is a group
zasz, G., Remarks to the theory of semi-modular lattices
Szasz, P., On a theorem of L. Fejér. concerning trlgonometrrc mterpolatlon
Szekeres, G., On finite metabelian p-groups with two generators
Szendrei, J., Uber die Szépschen Ringerweiterungen .
Szép, J., Uber die Nichteinfachheit von faktorisierbaren Gruppen
\§z/ -Nagy, B., Foiag, C,, .and Gehér, L., On the permutability condition of quan-
tum mechamcs .o
‘)Sz/ Nagy, B., et Foias, C., Sur les contractlons de Iespace de Hrlbert IV
\/mdon, K., Bemerkung zu einem Satz von G. Alexits
Ein Summationssatz fiir Orthogonalrerhen mit monotoner Koeffrzrenten-
folge .
Jdber die orthogonalen Funktronen lX (Absolute Summatlon)
Turan, P., A theorem on diophantine approximation with application to Rlemann
zetafunctlon
Wiegandt, R., Bemerkung uber dle emstuflg mchtregularen nge
Wielandt, H., Der Normalisator einer subnormalen Untergruppe .
anpn, G., Sull’esistenza di sottogrupp1 normali di Hall in un gruppo frmto

BIBLIOGRAPHIE

F. RenBock, Darstellende Geometrie. — U. Grenanper and G. Szeco, Toeplitz
forms and their applications. — ManLon M. Day, Normed linear spaces.

— A. D. Micuat, Le calcul différentiel dans les espaces de Banach.
— H. G. Garnig, Les problémes aux limites de la physique mathéma-
tique. — L. S. Pontrjaciy, Topologische Gruppen. — G. HosEeiser, Auf-
gabensammlung zu den gewohnlichen und partiellen Differentialgleichun-
- gen. — K. P. Groremever, Analytische Geometrie. — Loo-kenG Hua,
Die Abschitzung von Exponentialsummen und ihre Anwendung in der
Zahlentheorie. — C. Berae, Espaces topologiques. Fonctions multivo-
ques. — G. Szisz, Bevezetés a haloelméletbe. — G. Pickert, Analy-
tische Geometrie. — S. VaLenTiNER, Vektoren und Matrizen. — L. Baum-
GarTNER, Gruppentheorie.
H. Ricuter, Wahrscheinlichkeitstheorie, — C F GAUSS, Gedenkband LLoo KENG

Hua, Additive Primzahltheorie. — Proceedings of the International Con-
gress of Mathematicians, 1958. — P. B. FiscHer, Arithmetik. — F.. Bacn-

manN, Aufbau der Geometrie' aus dem Spiegelungsbegriff. — Livres

regus par la rédaction. .

1-3
300—308
309—310

337—342
125—134
319—323
164—165
270—291
166—172
247—250

78—89
251—259
12—14

15—18
292—299

311-318
350—352

324—336
224228

96—104

353—336



50282

Uber die quadratischen Zahlkérper mit Primzerlegung
Von LADISLAUS REDEI in Szeged

Die Zahlen —4, + 8 und + p (=1 (mod 4), p rationale Primzahl) nen-
nen wir Stammdiskriminanten. Offenbar zerlegt sich die Diskriminante D eines
(absolut) quadratischen Zahlkorpers eindeutig in ein Produkt von Stammdis-
kriminanten, die wir deshalb die Stammdiskriminantenfaktoren von D nennen
diirfen. Es gilt der

Satz. Die Diskriminante D eiries quadratischen Zahlkbrpers Q mit
Primzerlegung ist entweder eine Stammdiskriminante oder das Produkt von
zwei negativen Stammdiskriminanten.

In etwas weniger scharfen Form war dieser Satz bekannt und spielt in
der Erforschung des Euklidischen Algorithmus in quadratischen Zahlkdrpern
eine Rolle. Vier Beweise liegen fiir ihn schon vor, und zwar ein klassenkor-
pertheoretischer (BEHRBOHM und REDEI [1]), ein idealtheoretischer (INKERI [2]),
ferner ein elementarer, aber etwas miihsamer, und ein sehr kurzer, auf dem
Satz von DIRICHLET fuBender (EnnoLA [3]). Der dritte dieser Beweise hat uns
zu einem weiteren, ebenfalls elementaren und sehr leichten Beweis angeleitet,
der zugleich obige Verscharfung hergab.

Mit R werde der Ring der ganzen Elemente von Q bezeichnet. Die
Voraussetzung hat zur Folge, dafi irgend zwei Elemente «, 8 von R einen
(bis auf Assoziierte bestimmten) groBten gemeinsamen Teiler in R haben,
den wir mit (e, 8) bezeichnen. :

a ~ § bezeichnet, daB «, @ assoziierte Elemente von R sind.

E und E’%;‘_b“gzeichnen die Gruppe der Einheiten bzw. der Einheiten-
quadraten von. R. Im Fall D >0 bezeichnet ¢ die Grundeinheit (> 1) von R.

N bezeichnet die Norm der Elemente von Q.

Fiir ein Element « von Q bezeichnet «’ das Konjugierte von e. Also
~ besteht N(a) =<'

Lateinische Minuskeln bezeichnen ganze rationale Zahlen. Insbesondere
bezeichnen p, ¢ verschiedene (positive) Primzahlen, ferner bezeichnet m den

Al



2 ' L. Rédei

quadratfreien Kern von D. Dies bedeutet D==m fiir 24D und D=4m fir
2|D. Stets ist also sowohl J/D als auch }Jm ein erzeugendes Element von Q.

Beim Beweis diirfen wir uns auf die D beschrinken, die keine Stamm-
diskriminanten sind. Zu beweisen ist dann, da D das Produkt von zwei
negativen Stammdiskriminanten ist.’

Hilfssatz. Wenn p|D ist,so gibt es ein n(€ E) mit Jpn € Q.
Um dies zu beweisen unterscheiden wir die zwei Falle
plm bzw. pym(also p=2, m=—1(mod 4)).

~ Entsprechend setzen wir .

a=(p,Ym) bzw. a«=(2,14+Vm).
Dann ist ‘

@ =(p*,m) bw. E=(4,1+m+2Ym)=(4,2)m),

also in beiden Fillen «*~ p, d.h. «*==pn mit einem 7(€ E). Wegen « € Q
gilt dabei auch }pn€ Q. Somit ist der Hilfssatz bewiesen.

Wenn nun D <0 ist, so mufl, da D keine Stammdiskriminante ist, sogar
D < —4 gelten. Folglich besteht E aus 1 und —1. Da aber Q imaginir ist,
kommt im Hilfssatz nur 7=—=—1 in Frage. Hiernach solite Q alle J—p
(p|D) enthalten. Da dies falsch ist, ist der Fall D <0 gar nicht moglich.

Es ist nur noch. der Fall D >0 iibrig. Im Hilfssatz muf jetzt >0
gelten. Da ferner 7 nur mod ¢ in Frage kommt, so darf =1 oder n=¢
angenommen werden.

Wenn dabei fiir ein p der Fall n=1 zutrifft, so folgt /p€ Q, m =p,
D =4p, p < 2. Hiernach gilt jetzt die Stammdiskriminantenzerlegung D= —4.
—p. Somit ist der Satz fiir diesen Fall bewiesen.

Zu betrachten ist nur noch der Fall, daB im Hilfssatz stets n=¢ gilt,
d.h. alle [/pe(p|D) in Q liegen. Dies zunichst nur fiir ein - p beriicksichti-
gend, ergibt sich hierfiir /p&' € Q, ¢ >0, also

N =1.
Gelten ferner p|D und ¢|D, so folgt Vpe Vge e Q,Vpg€Q,
m=pgq.

Da hierdurch p und ¢ (bis auf die Reihenfolge) eindeutig bestimmt sind, so
kann D auBler p und g -iiberhaupt keine weiteren Primteiler haben. Das be-
deutet, daB D nur zwei Stammdiskriminantenfaktoren hat. Diese sind (wegen
D > 0) von gleichem Vorzeichen. Wir nehmen an, daB sie positiv sind; durch
einen hieraus abzuleitenden Widerspruch wird der Satz bewiesen sein.
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Wegen der. Annahme ist jedes von p und ¢ entweder kongruent 1 mod 4
oder gleich 2. Also besteht eine Gleichung

pg=a’+b (2 xa).

=b+Vpg, o=(a,o).

Man setze

Dann gelten .

09 =——-(12, (9: 2)~ 1, (9: Q’)N 1,
also '
0" = (", 0*) = (00', ") ~ 0.

Hiernach ist w?¢-! ein Element von E mit negativer Norm. Dies ist aber
wegen N(¢)=1 unmoglich. Durch diesen Widerspruch ist der Satz bewiesen.
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Uber das Rédeische schiefe Produkt vom Typ GO
Von ZVONIMIR JANKO in Listica (Jugoslavien)

Es sei GO das schiefe Produkt (vgl. [1]§ 13) zweier Gruppen G, I
mit den Elementen (a, «)(a € G,« € I') erklart durch

(1) (@), 8)=("b" 8" (@, b"€G;d, g eD).

F. RUHs hat (in [2]) die Gruppe G© 1" untersucht und gezeigt, dafi
diese Gruppe zum direkten Produkt G XI" isomorph ist, jedoch ist sein
Beweis unvollstdndig?), obwohl seine Behauptung richtig ist, wie es sich aus
Folgendem erhellt.

Wir beweisen zundchst:

Satz 1. Jede Gruppé GO ist zu einer solchen Gruppe G ® I isomorph,
die (e, ¢) zum Einselement hat, wo e, ¢ die Einselemente von G bzw. I" sind.

Beweis. Wenn (u, ) das Einselement aus G® I ist, dann ist nach (1)
(a,@) (u, ) = (a"u”, «"“2%) = (u, 2) (@, @) = (u“ 0, laa" =(a, @).
Daraus folgt
®)) o du* =u"a"=a,
(3) ¢V =1"d"=«a
fiir alle a€ G, €I | '
Wir wenden (2) mit a=u und (3) mit ¢=2 an. So foligt
4) u®=r, =0
fir alle « € I" bzw. a-€ G, wobei r und ¢ feste Elemente aus G bzw. I” sind.

), (3) und (4) zeigen auch, daf r,¢ Zentrumselemente aus G bzw. F
sind, da ", «" alle Elemente von G bzw. I" durchlaufen.

1) Die Unvollstindigkeit des Beweises in der erwihnten Arbeit besteht darin, dafl
an zwei Stellen gewisse ,Transformationen® von (1) verwendet werden, die aber unzuléssig
sind, da sie. das Auftreten von vier Funktionen bewirken, wogegen in (1) nur zwei Funk-
tionen figurieren.
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Aus (u, 2)(u, A) =(r?, 0°) =(u, %) folgen die Beziehungen
(5) u=r = g%
Wir betrachten die Permutation I7 und ihre Inverse 11", definiert durch
I, e¢) =@ "a,i"«), IT'(a, «) = (ua, La).

Man definiere nach ReDE! ([1] §2) in der Menge der Paare (q, ) eine neue
Multiplikation durch

(a, @) X (b, ) = LI(IT"'(a, &) IT"' (b, B)) =
— (™ (wa)* @by, 7 2e)”* 25)"),

wodurch eine zu G® I" isomorphe Gruppe entsteht. Es folgt nach (5) unter
Beachtung, daB r, ¢ Zentrumselemente sind:

(6) (a, @) X (b, By = (r " (uay’ r* by, o' (he)®o™ (A8)").

Dies ist wieder von der Form (1) mit r'(ua)'®, o '(Aa)" statt a®, «". Die
neue Gruppe ist also wieder vom Typ G® I, aber mit dem Einselement
(e, 8), denn es ist

H(u,2)=/e, ), w.z. b.w.

Satz 2. In der Gruppe G® I mit der Einheit (e, &) darf man sich auf

den Fall
e*=e, =

beschréinken.

Beweis. Aus (a,«a)(e &) =(a%¢® «'&")= (e, &) (a, &) =(e*a®, &a’) =
= (a, «) folgt
(7) ate® — e f — a, @8t — gl — ¢¢
fiir alle a € G und alle ¢« € I'. Also muB e®* =3 fiir alle ¢ ¢ I, sowie & =0
fiir alle a € G bestehen, wobei s und o feste Elemente aus G bzw. I’ sind.
Insbesondere gilt

(er 3) (8, 8) = (32! 02) = (e’ 8),

also
8 s?=ze, oE=zs.
Aus (7) folgt weiter
ats=sa*=a, a’o=0e’'=a,

und diese Beziehungen zeigen, dal s und o Zentrumselemente von G bzw. I’
sind, denn @?, et alle Elemente von G bzw. I" durchlaufen.
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. Wenn wir jetzt statt a®, ¢* die neuen Funktionen a®s, «* o nehmen, daﬁn gilt
9) e*s=s>=e, #g=0>=5s,
und weiter
(10) (a, @) (b, B)=(a"sb"s, " 6" 0) = (a°b°S°, 2" 8° ") = (", " "),

da s,0 Zentrumselemente sind. Wegen (9) und (10) haben wir Satz 2
bewiesen.

-Literaturverzeichnis
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Un complément a la théorie
de I’“intégration non commutative”

Par 1. KOVACS a Szeged

Préliminaires

Dans ce travail on désignera par M un anneau d’opérateurs dans un
espace hilbertien complexe . La partie positive de M, c’est-a-dire P'ensemble
des éléments hermitiens = 0 de M sera désignée par M*. .

M est dite de genre dénombrable’) si toute famille de projecteurs?) de
M non nuls et deux & deux orthogonaux est dénombrable.

Une forme linéaire ¢ sur M est dite positive si I'on a ¢(7)=0 pour
tout 7¢ M*. Lorsqu’il en est ainsi, on dit que o est normale si, pour tout
ensemble filtrant croissant FcM* de borne supérieure 7 €M™, o(T) est la
borne supérieure de o(F). On dit que ¢ est fidéle si les conditions ¢(7)=0,
T ¢ M*, entrainent 7==0. '

Soit ¢ une forme linéaire positive sur M. Les conditions suivantes sont
équivalentes (cf. [3], chap. I, § 3, th. 1; §4, th. 1 et exerc. 9):

(i) o est normale; '

(ii) pour toute famille (E,) de projecteurs de M deux a deux orthogonaux,
on a @(ZE,)=Z@(E,);

(iii) la restriction de ¢ a la boule unité M, de M est faiblement (forte-
ment) continue.

Dans ce qui suit nous supposerons que M est fini (ceci veut dire qu'il
ne contient que des projecteurs finis®)) de genre dénombrable. En ce cas on

1) Dans la théorie de P'intégration des hypothéses de dénombrabilité sur Pespace de
base sont utiles. La considération des anneaux d’opérateurs de genre dénombrable présente
une utilité analogue dans la théorie de I' “intégration non commutative”.

2) Le mot “projecteur” est pris toujours au sens de “projecteur orthogonal”.

3) Un projecteur P dans un anneau d’opérateurs M est dit fini si M ne contient
aucun opérateur partiellement isométrique de projecteur initial P et de projecteur final
Q=P Q=P
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montre ([3], chap. lll, §4) qu’il existe sur M une forme linéaire positive
normale fidéle ¢ possédant la propriété suivante: pour tout R€M on a
p(R*R)y=¢@(RR"). On appelle ¢ une trace normale finie fidéle sur M.

On peut définir I'espace vectoriel complexe, désigné par L'(g), des
opérateurs (non nécessairement continus) intégrables par rapport & ¢. - L'(¢p)
contient M et ¢ peut &tre prolongée en une forme linéaire positive sur L'(¢)
désignée par la suite par la méme lettre ¢. L'(p) et ¢ ont les propriétés
suivantes: si S€M et T€ L' (g) ona ST, TS< L' (p) et (ST)=¢(TS); si
Tel'(p) ona T |T| €L (p).) On démontre que l'espace L'(p), muni de
la norme T— ¢(|T]), est un espace de Banach complexe. M est partout
dense dans L'(+) et le dual de L'(p) s’identifie 4 I'espace de Banach
complexe M muni de la norme S-—||S||?) (cf. [2] et [5]). La norme d’un
élément 7 ¢ L'(¢) sera désignée par ||T|},.

L’ensemble des projecteurs de M sera désigné par Mp.

Le théoréme et son corollaire

La théorie générale de I'intégration pour des opérateurs dans un espace
hilbertien complexe, développée en particulier par J. DIXMIER [2] et 1. E. SEGAL
[5], montre que la théorie des anneaux d’opérateurs généralise dans une
certaine mesure la théorie de lintégration ordinaire. Ainsi on parle parfois
d’ “intégration non commutative”. En recherchant les analogies entre la
théorie des anneaux d’opérateurs et la théorie de l'intégration ordmalre nous
venons d’obtenir le théoréme suivant:

Théoréme. Soit 0,,0, ... une suite de formes linéaires positives
normales sur M. Supposons que la limite ¢(T) = lim 0.(T) existe pour tout

TeM. o(T) est alors elle-méme une forme linéaire positive normale sur M.

Ce théoreme peut étre regardé dans une certaine mesure comme le
pendant “non commutatif”’ du théoréme suivant de ViTALI—HAHN—SAKS dans
la théorie de lintégration ordinaire: Soit (X, S, «)°) un espace mesuré, de
mesure w non-négative, et soit 1,,4,, ... une suite de fonctions d’ensemble, a
valeurs complexes, additives et absolument continues par rapport ¢ w sur S.

4) Si T est un opérateur fermé & domaine dense on appelle décomposition polaire
de T la décomposition T=U|T|, ol |T|=(T"T)’-l‘ et U est partiellement isométrique
admettant pour sous-espace initial I'adhérence de |T|$. Si T€EM on a |T|, UEM.

%) |} || est la norme usuelle des opératéurs continus.

¢) Pour la terminologie de la théorie de la mesure nous renvoyons le lecteur a [1].
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Supposons que la limite lim L,(E) existe pour tout ensemble E€S. Alors

n—>o

lim ,(E) =0,

w(E)y—>0
uniformément par rapport a n ([1] I, 7.2).
Nous démontrons d’abord deux lemmes:

Lemme 1. Dans la métrique induite”) par L'(p) lensemble Mp est
- complet. .

Démonstration. Soit Py, P, Ps, ... une suite fondamentale d’élé-

ments de Mp, c’est-a-dire pour laquelle on a lim ||P,—P,|i=0. La con-

vergence de || Pn—P.lli = @(|Pn—Pu|) vers zéro implique la convergence
forte de |P,—P,| vers zéro (cf. [3], chap. I, §4, prop. 4). Soit P,—P,=
= Uy, n|Pm—P.| la décomposition polaire de P,—P, et soit x un élément
quelconque de £. L’inégalité

”(Pm""Pn)xH: HUm,anm"“Rlle é |||Pm—Pnlxl|

montre que la suite (P,).=1 tend fortement & un élément de M qui est un
projecteur nécessairement, ce qui achéve la démonstration du lemme 1.

Lemme 2. Soit o un forme linéaire positive normale sur M. La con-
dition ||P— Polli =@ (|P—Po|)— 0 sur Mp entraine o(P)— o(Py).

Démonstration. Le raisonnement de la démonstration du lemme 1
montre que la condition ¢(|P—Ps|)—0 sur Mp entraine la convergence
forte de P— P, vers zero. Alors, notre assertion résulte de la continuité forte
de o sur M; (cf. Préliminaires). '

Cela étant, passons a la

Démonstration du théoréme®). Il est clair que ¢ est une forme
linéaire positive sur M. Pour achever la démonstration, prouvons d’abord
que pour tout & >0 il existe un nombre J>0 tel que sur Mp la condition
¢(P) < Jd entraine ¢,(P) =& pour tout n.

D’aprés le lemme 2, chaque o, est continue sur I'espace métrique
complet Mp. Ainsi, pour tout & >0, les ensembles

Mm, nz{Pe MP: |Qm(P)—Qn(P)| = 8} (m, n= 1, 2, B ..),
My= 1 Mnn @=1,2,..)

m, n=q

7) Par la métrique de M, nous entendrons dans ce qui suit cette métrique induite.
8) L’idée fondamentale de la démonstration est analogue a celle de la démonstration
usuelle du théoréme de VitTaLi—HaHN—Saks.
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sont fermés dans I’espace métrique complet Mp. Comme lim o, (P) existe pour
tout P¢Mp, on a Mp= {J M,.
q=1

D’aprés un théoreme de catégorie de BAIRE (cf. [1], I, 6.9), Pun des
M, a un point intérieur. Donc il existe un nombre entier p, un nombre
positif 7 et un projecteur Q, € Mp tels que

low(P)—ex(P)=¢  (m,nz=p)
pour tout P de la boule

K={PeMp: ||IP=Qyli<r}.

Pour des projecteurs G et H de M, désignons par GU H le plus petit
projecteur majorant G et H. Evidemment G U H appartient 2 M. En vertu du
lemme 7. 3.4. de [4], (GUH)—H =G"). ll en résulte que

I(GUH)—H|:i=¢((GuH—H) = ¢(Q),
(GUuH)—G)—H[i=[[(GUH)—H)— G| =
= [(GUuH)—H|:+||G|: = 2¢(G).

En appliquant ces inégalités et le lemme 2, on peut choisir un nombre ¢
(0 < d <) tel quepour tout F € Mp satisfaisant & la condition ¢(F) < d on ait

o.(F)<e¢ (n=1,2,...,p)

FuQy, [(FuQ)—F]eK.

0a(F) = 0p(F) +[0n(F) — 0y (F)] =
‘—_—-Op(F)’l"[@p((FU Qz’)_F)_Qn((FU Q}))_F)]“‘i"‘
+[0.(FU Q) —0,(FU {y)]

" montre que o.(F) = 3¢ pour tout 7. A
Montrons finalement que ¢ est normale. Il suffit de prouver que pour

toute suite décroissante (P.)w=1 de M, telle que ﬂ P, =0,") o(P,) tend vers

n=1

et

Alors, I’identité

9) Deux projecteurs P et Q de M sont dits équ1va1ents et on écrit P~Q, s'il -
existe un élément U de M tel que U*U=P, UU*=Q. On écrit P<Q, ou Q>P, sl
existe un projecteur de M équivalent a P et majoré par Q..

[so]
10) Pour des projecteurs Py, P, ... de M, [\ P, désigne le projecteur correspondant
@

n=1 .

au sous-espace [ (P, 9).

n=1
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zéro. Soit ¢ >0 arbitraire. Il existe un nombre entier N(g) tel que, si m = N(e),
on a .
‘Qn(Pm)|§s . (n=1,2,...).
Ainsi |o(Py)| = ¢ pour m = N(e), ce qui établit notre assertion.

Corollaire. La partie positive de L'(¢), cest-a-dire 'ensemble des
éléments hermitiens = 0 de L'(¢), est faiblement compléte ™).

Démonstration. Soit TI,TQ,... une suite d’éléments hermitiens

non-négatifs de L'(p) satisfaisant & la condition suivante: pour tout 7€M
[ij[fP(Tm T)—¢(T.T)]=0

Pour tout n, 0.(T)=¢(7T.T) est une forme linéaire positive normale sur M_.~

(cf. [5], p. 423 et p. 430). D’apres notre théoreme, ¢(7)= lim ¢.(T) est une

forme linéaire positive normale sur M. En vertu du théoréme de RADON—
NixoDYM dans les anneaux d’opérateurs (cf. [5], th. 14) il existe un opérateur
hermitien non-négatif A de L'(¢) tel que

P(AT)=0o(T) = lim ¢.(T) = lim 90(Tn ),

ce qui achéve la démonstration.

Bibliographie

[1} N. Dunroro—]. T. Scuwartz, Linear operators. Part 1: General theory (New York, 1958).

(2] J. Dixmier, Formes linéaires sur un anneau d’opérateurs, Bulletin de la Soc. Muth. de
France, 81 (1953), 9—39.

[3] J. Dixmier, Les algébres d’opérateurs dans l'espace hllbertzen (Algébres de von Neumann)
(Paris, 1957). '

[4] F. ]J. Murrav—]. von Neumann, On rings of operators, Annals of Math., 37 (1936), 116—229.

[5] 1. E. SecaL, A non commutative extension of abstract integration, Annals of Math., 57
(1951), 401—457.

" (Recu le 3 septembre 1959)

11) La topologie faible de L!(p) est la topologie faible définie par son dual M.



Bemerkung zu einem Satz von G. Alexits
Von KAROLY TANDORI in Szeged

G. ALexiTs hat den folgenden Satz bewiesen!):

Bezeichne {c,} eine positive Zahlenfolge mit konvergentem 2 c%, fiir die
n=1

die Ungleichungen

(1) Vne.=Vn+1cun (n=1,2..)
und
2 ’ e =n+1)Yea  (n=1,2,...)
gelten. Ist die Orthogonalreihe 7

0
) : ”%1 @, P (x)

im Grundintervall [a,b] fast iiberall zur Funktion f(x) Abelsch summier-
bar und gilt

) a,=0(c),

so besteht fiir jede Indexfolge {vn} (11 <va< .+ <, < -.:) bei jedem a > %z

> 1) — o =o(n)

m=1

fast iiberall, wo 0%)(x) das m-te (C, B)-Mittel der Reihe (3) bezeichnet.

In dieser Note werden wir beweisen, da die Behauptung dieses Satzes
auch ohne die Bedingung (2) gilt. Fir e=1 habe ich dieses Resultat schon
frither erhalten. ?)

1} G. Acexits, Eine Bemerkung zur starken Summierbarkeit der Orthogonalreihen,
Acta Sci. Math., 16 (1955), 127—129.

2) K. Tanpori, Uber die orthogonalen Funktionen. 1V (Starke Summation.), Acta Sci.
Math., 19 (1958), 18—25. :
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Beweis. Ist die Reihe (3) fast tiberall nach der Funktion f(x) Abelsch
summierbar, so folgt aus einem Satz von A.ZYGMUND, daB lim 0% (x) = f(x)

m—>

fast tiberall®) (¢>0), somit gilt fiir eine beliebige Indexfolge {.}

®) | mz_ @) — @ =o()  (8>0)

fast iiberall. Also haben wir die Behauptung nur fiir den Fali %< a<l zu
beweisen. Da

31/ — o5 @ = 2 3" (0 — o +2 3 [0, ) — o5 "W

m=1

gilt, haben wir nach (5) nur zu zeigen, daB die letzte Summe fast {iberall die
GroBenordnung o(n) hat. Nun ist aber

Vm

© > f (05200 — oW dx = oy X A(a))o_(A(‘fn_li)kak,

" wo A® den m-ten Binomialkoeffizienten g-ter Ordnung bedeutet. Es gibt
bekanntlich von m unabhingige, positive Konstanten C;, Co derart, daB
Ci(m+1)=AP = C(m+1Y (8>—1;m=0,1,...) ist, foiglich gilt wegen
4) und v, =m (m=1,2,. )

[¢s]

(@-1)32,2 2
(7) . m%l (A(tx) 2 Z (A'lm—l\) k ary =—
m-1

—00)(ZE S ok 7+ 3ot 3 ek

v,

m
m==1 M7 ’ k= m=1 M Vy i =n )

Wegen (1) ergibt sich

@ Vi

® 2 E 2 k) T A= 20

m=—1 m’Vm k=m

Z (rm—k+ 1)k

Da wegen u>—;— und v =zm (m=1,2,...)

Vm V=Ml

2 O — ke k= 20 R = [ 1) =

Vo =M

m

— 0(1)( ; et +m(a/m—m)2“"l) =0

3) A. Zvomunp, Sur l'application de la premiére moyenne arithmétique dans la théorie
des séries orthogonales, Fundamenta Math., 10 (1927), 356—362.
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gilt, so ist nach (8)'
Ym

© 2 3 e —0() S <.

mwv,, k=m m=]

Auf Grund der Ungleichungen ¢ <1 und »,=m (m—l 2,. ) ergibt sich

-1

2 2a-2
e 2wk 1R G = 2K D) S =k 1) _
m=1 MV, k=l et = me
(10) © © -
< N kcf Z Lm k")t 1)
k=1 m=Fk m-
1
Da wegen « >
@ Qe -2 = g~ © 96-3
> m—k+ )" 3 (m—k+ D" (m—k+ 1)
a2 Z et 2,
k ©
-l _ _9, 1 m?d-? . 1
S ———— T ——
o ; m%:’llc lng" O( k)
besteht, so gilt nach (10)
m-1 »
an 21 — Z(vm—k+1)"“ Ka=0(1)D ¢ < .
m= m k=1 st

~ Auf Grund von (6), (7), (9) und (11) ergibt sich mit Anwendung des Satzes
von B. LEvi, daB die Reihe

> gty — o) (%)

Oy
m=1 M "

fast uiberall konvergiert, woraus sich nach einem oft verwendeten Kronecker-
schen Lemma fast iiberall

z [0 2(x) — or () = o(n)

ergibt.
Damit haben wir unsere Behauptung bewiesen.

(Eingegangen am 18. September 1959)
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Ein Summaticenssatz fiir Orthogonalr_eihen
mit monotoner Koeffizientenfolge

Von KAROLY TANDORI in Szeged

Es sei {¢,(x)} ein im Grundintervall [a, b] orthonormiertes Funktionen-
system. Wir betrachten die Orthogonalreihe

o | S 0o

mit einer positiven, monoton nichtwachsenden Koeffizientenfolge {a,}. Es ist
bekannt, dafi jede der folgenden zwei Bedingungen:

25

) ", (log log n)’ < oo, 1)
n=2 -
2 a
€) 2V )

fiir die (C, 1)-Summierbarkeit fast iiberall der Orthonalreihe (1) hinreichend ist.
In dieser Note werden wir den folgenden Satz beweisen. Gibt es eine
Indexfolge {m}(ny<ns<---<nm<---), fiir die

) kzl min {@, [ M1 — nx, aik(nm— me) log’k} < oo

gilt, so ist die Reihe (1) fast iiberall (C, 1)-summierbar.
Es ist leicht einzusehen, daf die Bedingung- (4) schwacher als (2),
oder (3) ist. Gilt namlich (2), oder (3), so ‘ist

[es]

fso]
a%2tlog2k < oo, oder X ayl/2*< oo,
D/ .

k=2 k=1

1) S. Kaczmarz, Uber die Summierbarkeit der Orthogonalreihen, Math. Zeitschrift,
26 (1927), 99—105; D. Mencuorr, Sur les séries de fonctions orthogonales. Deuxiéme partie,
Fundamenta Math., 8 (1926), 56 - 108.

2) G. Acexits, Ein Summationssatz fiir Orthogonalreihen, Acta Math. Acad. Sci. Hung.,
7 (1956), 5—9.
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und so besteht auch (4) mit n,=2* (k=1, 2, ...). Andererseits es gibt eine
positive, monoton nichtwachsende Koefflzlentenfolge, fur die (4) erfiillt wird,
aber weder (2) noch (3) bestehen. Es sei ndmlich

! (F=n<2™(k=2,3,..).

) = e
Vo2t 9% klog k
Dann ist .
® [ee]
ZL min {a22k /22;&+1 . 22/»', aij’ﬂ (2275+1 _ 221:) long} — Z;'/;E < oo,
k=2 ) - F=2
aber

07+1 -1 .

Za;(loglogn) Z Z a2 (log log n)* —Z log g k="

’Il_.-.-:

und

[
]

1 1

= klogk

18

w
N dn

= = — = o0,

wztyn =

IQM 8

[N

Beweis des Satzes. Seien hi<hko<--» <ki<--- die Indizes &,
fiir die
. - 2 2 —_
min {@, Y nisi— i, @y (s — i) 1087k} = @, | o — i

ist, und I, < /s <o <lj< ... seien die iibrigen Indizes. Nach (4) ist dann

éj[s,,,ki n () =8y, ()] dx = Vo6—a ;g V j(s,,ki ()= (X)) dx =

© © ’
= Vb— aZ aiki+1 + s -|—a‘,21ki+1 = V’b'_ a,%—:a”ki Vnkﬁ“l—nki < oo,

i=1

und so konvergiert die Reihe

(5) % (S"ki+1 (x) — S“ki(x))

auf Grund des Satzes von B. Levi fast iiberall.
Wir betrachten das orthonormierte Funktionensystem

ank+1 (Pnk+1 (x) + e + a"l.‘-i—l 90111‘.+1 (x)
(a?llc+1 +oe a;2'1c+1)|/2

Sei co=(dis +---+ai,, )* fir k=L (j=1,2,..) und =0
sonst. Auf Grund von (4) mit Anwendung des Satzes von D. MENCHOFF

Dy(x)= ‘(k= 1,2, ..)).
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und H. RADEMACHER 3) folgt, dafl die Reihe
Z Ci @A (),

=1

d. h. die Reihe .
(6) ;1 (sn 1 (0 — S, )
fast iiberall konvergiert. Durch Addition von (5) und (6) ergibt sich, dabB
die Reihe

_ ; (S"k+l (%) — Su, (x))
und _folgliéh die Folge {s.,(x)} fast tiberall konvergiert.

Aus (4) folgt

U 2 @, (M — 1) < 06,

. k=1
Daraus ergibt sich®)

8

g Z(n) [(S)n \X) S (x)) dx— Z, Z(ﬂ) . (aik+1 + .- +a§") —

1 g, <2<y, o+l k=1 m, <2 <pyy

Ay <y, 41

21 9 () .n ‘ 3 2 .
= 21 Qn,, 2 @"—n) = O(])kzl' Ay, (M1 — M) < 00,
k= . v=.

und so konvergiert die Reihe

<, ﬁ(n)
2 2 () —s, ()
=1 ny <o <"k+1
auf Grund des Satzes von B. LEvi fast iiberall, also ist $,.(x)—s,,(x)—0
(ne < 2" < niyy) fast iiberall. Damit haben wir bewiesen, daB die Folge {s,.(x)}

fast iiberall konvergiert. Da nach (7)

Zan<oo

n=l1

gilt, so ergibt sich nach einem Satz von S. Kaczmarz®), dali die Reihe (1)
fast iiberall (C, 1)-summierbar ist.

3) D. MENCHOFF, Sur les séries de fonctions orthogonales (Premiére partie),- Funda-
menta Math., 4 (1923), 82—105; H. RapemacHer, Einige Sitze iiber Reihen von allgemeinen
Orthogonalfunktionen, Math. Annalen, 87 (1922), 112—138.

1) 3™ pedeutet, daB man in bezug auf n zu summieren hat.

5) S. Kaczmarz, Uber Réihen von allgeneinen Orthogonalfunktlonen Math. Annalei ,
96 (1927), 148—151. _
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Damit haben wir den Satz bewiesen.

Bemerkung. Aus dem Beweis des Satzes sieht man, daf auch die
folgende, etwas schdrfere Behauptung gilt: /st (4) fiir die positive, monoton
nichtwachsende Koeffizientenfolge {a.} mit einer Indexfolge {n:} erfiillt und
gilt c;=0(ay), so ist die Orthogonalreihe ,

gl Cupn ()

fast iiberall (C, 1)-summierbar.

(Eingegangen am 18. September 1959)



Uber die orthogonalen Polynomsysteme
Von LASZLO LEINDLER in Szeged

§ 1. Einleitung
Nach dem bekannten Satz -von MENCHOFF und RADEMACHER ist die

n=2

jedes orthonormierte Funktionensystem {g.(x)} fast iiberall konverglert‘)

MENCHOFF [1]—{2] hat diesem Konvergenzsatz auch einen Dzvergenzsatz gegen-
iiberstellt : :

Zu jeder positiven Zahlenfolge W(n), welche die Bedingung W(n)—
=o(logn) erfillt, kann man eine Zahlenfolge {a,} und ein- im Infervall
(a, b) gleichmdfpig beschrinktes, orthonormiertes Funktionensystem {¢,(x)} finden,
derart, daf )

Bedingung Zan log’ n < oo hinreichend dafiir, daB die Reihe Zancpn(x) fir

Z a W? (n) -

n=()

konvergiert, und

Z @ (x) -

in (a, b) iberall divergiert.

Mit zusitzlichen Uberlegungen hat MENCHOFF [3] diesen Divergenzsatz
weiter so verschirft, daf man die Funktionen ¢.(x) auch als Polynome
wdahlen kann.

Neuerdings hat Herr K. TANDORI eine Reihe von weiteren Divergenz-
sdtzen bewiesen, wobei immer die Existenz eines orthonormierten Funktionen-
systems mit gewissen Divergenzeigenschaften behauptet wird. Nun besteht
die Frage, ob auch die Tandorischen Ergebnisse derart verscharft werden
konnen, daB man fiir die orthonormierten Funktionensysteme mit den betref-
fenden Divergenzeigenschaften auch Polynomsysteme wihlen kann.

1) In dieser Arbeit beniitzen wir den Logarithmus mit der Basis 2. Wir betrachten
nur reellwertige Funktionen, undzwar auf einem endlichen Intervall.
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Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit diesem Problem. Unter Be-
niitzung der Grundideen von MENCHOFF, die er im Beweis seines verschirften -
Satzes angewendet hat, werden wir zuerst einen-allgemeinen Approximations-
satz beweisen (Satz 1), der uns gestattet, von orthogonalen Funktionensystemen
allgemeinen Typs zu orthogonalen Polynomsystemen unter Erhaltung gewisser
Eigenschaften zu iibergehen.

Satz 1. Es sei {g.(x)} (n=1,2, ...) ein im Grundintervall {(a, b) ortho-
normiertes Funktionensystem. Dann kann zu jeder positiven Zahlenfolge {&;}
(i=1,2,...) und z2u jeder Indexfolge {N:} (0=N,<N,<---<N;<---)ein in
(a, b) orthonormiertes Polynomsystem {P.(x)} (n=1,2,...) und eine Folge
von meBbaren Mengen Gi(S(a, b)) (i==1,2,...) derart angegeben werden,
daf3 die folgenden Bedingungen erfullt sind ; fur x€CG; 2) und’ fiir jedes n
mit Noy<n=N,; gilt

1. 1) |¢,1(x)—(—1)ff<”>13,,(x)1gsi (jf(x)=o oder 1),
(1.2) : w(G)=&.

Man kann die P,(x) sogar so wdhlen, daj |

3. P =2 sup [9u (9] + 1))

gilt. Ist also insbesondere das Funktionensystem {¢.(x)} im Grundintervall
(a, b) gleichmdfig beschrinkt, so kann das Polynomsystem {P,,(x)} ebenfalls
gleichmdpig beschrinkt gewdhlt werden.

Es ist vielleicht von gewissem Interesse zu bemerken, dafi eine der-
artige Approximation nur fiir ein orthonormiertes Funktionensystem {g,(x)}
(n=1,2,...) moglich ist; es gilt ndmlich der folgende

Satz 1*. Es sei {g,(x)} .(n=1,2,...) ein im Intervall (a, b) definiertes
System von quadratisch integrierbaren Funktionen. Wir nehmen an, dafi es zu
Jeder positiven Zahlenfolge {&;} (i=1,2,...) und Indexfolge {N;} (0= N,<
<N, <---<N;<---) ein solches in (a, b) orf/zonormiertes Polynomsystem {P, (x)}
und eine solche Folge von mefbaren Mengen E(S(a,b)) (i=1,2,...) gibt,
dafi die folgenden Bedingungen erfiillt sind: fiir x € CE; und jedes n mIt
Nia<n=N; gllf .
(1.9 C e@— P PR@Iss (=0 ader 1),

(1.5) - uE)=s,

2) CH bezeichnet immer die Komplementirmenge der Menge H in bezug auf das
jeweils betrachtete Grundintervall (a, b). Mit #(H) wird das Lebesguesche MaB der Menge
H bezeichnet. '

3) Natiirlich ist diese Bedmgung nur in dem Falle ven Bedeutung, daB sup | @n (x)]
endlich ist.




Uber die drthogonalen Polynomsysteme ‘ . 21

und fiir x € (a, b) und fiir jedes n gilt
(1.6) |Pu(x)| = Kulpu ()| + 1,

wobei K, eine nur vom Index n abha‘ngigé positive Zahl ist. Dann ist {¢.(x)}
ein im Intervall (a, b) orthonormiertes Funktionensystem.

Aus Satz 1 ergibt sich der folgende -

Satz 2. Es seien vorgegeben : eine reelle Zahlenfolge {s.}, ein im Inter-
vall (a, b) orthonormiertes Funktionensystem {¢.(x)}, eine Folge von mefbaren
Mengen G,.(S(a, b)), eine Indexfolge {N,} (0=N,<N;<-+<Npn<--:) und -
eine positive Zahl s. Wir nehmen an, daf3 u(lim G,)=b—a ist, und daf es

 fiir jedes x€ G, einen Index n,(x) (< Nywi — N.) derart gibt, dafs die Ungleichung
(1_‘ 7) . |st+l PN+ (x) + i SNyt (@) PNty () (X)' = D(m)

besteht, wo {D(m)} eine positive, monoton nichtabnehmende Zahlenfolge ist.
Dann kann ein in (a, b) orthonormiertes Polynomsystem {P,(x)} ange-
geben werden, derart, daf3 die Ungleichung

(] : 8) ISN1n+1 PNm'H (x) + e + SNm'*’”m(m)'PNm‘*’”m("‘) (x)| = (1_b)D(m)

fiir fast alle x € (a, b) bei unendlich vielen Werten von m erfiillt wird. Ist das
Funktionensystem {@.(x)} in (a, b) gleichmdfig beschrdnkt, so kann auch das
System {P.(x)} gleichmdfig beschrinkt gewdhlt werden.

Unter ‘Beniitzung der Sétze 1 und 2 kénnen wir die Divergenzsétze von
K. TanpORI im schon erwidhnten Sinne verschirfen. Es handelt hier um die
folgenden Divergenzsitze.?)

, Satz A. (TANDORI [1]) Es sei {a.} eine positive, monoton nichtwach-
sende Zahlenfolge, fiir die die Bedingung

2}
2 2
vZanlog n=oo

n=2

erfiillt ist. Dann existiert ein System {¢,(x)} derart, daf die Reihe

2, ahpu(x)
n=0

fiir jede ‘Koeffizientenfolge {a,} mit ay=na. (n=0,1,...; n>0) fast iiberall
divergiert, das System {@.(x)} kann sogar beschrinkt gewdhit werden.

4) Wobei {¢,(x)} immer ein in (a, b) “orthonormiertes Funktionensystem bedeutet;
das System {g,(x)} heiBt beschrankt, wenn |¢,(x)| =K fiir alle x€ (2, b) und n=1,2,..-
gilt. )
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- Satz B. (TANDOkl 1)) Es sei {l,} eine positive, monoton nichtab-
nehmende Zahlenfolge, welche die Bedingung

Z& log*n _
n=2 1121
erfiillt. Dann existiert ein System {¢.(x)} derart, daf

N

2 on(x)|=

n=0
fast iiberall gilt. Das System {@,(x)} .kann auch beschrinkt gewdhit werden.
Satz C. (TanDoRrI [1]) Es sei {4,} eine positive Zahlenfolge mit
&1 _

n=0 Z'n

~

lim L
No>ow 11\

Dann existiert ein System {@.(x)} mit-

(1.10) Tm - Px(X)] = o0,
: . Noow ZN
fast iiberall in (a, b).
Satz D. (TANDORI [2]) Es sei {w(n)} eine positive, monoton nichtab-
nehmende Zahlenfoige, die die Pedingung w(n)=o(logn) erfiillt. Dann kann

eine Koeffizientenfolge {a,} € I*°) und ein System {(p,l(x)} derart angegeben
werden, daf die orthogonale Reihe

(1:11) ' Zanrp,.(x)

n=0

in (a, b) fast iiberall (C, 1)-summzerbar ist und jedoch
Tim
NLn:o (N )

fast iiberall besteht. Das System {¢.(x)} kann auch beschrinkt gewdhlit werden.

. Satz E. (TanDorl [1]) Es sei {w(n)} eine positive, monoton nichtab-
nehmende Zahlenfolge, welche die Bedingung w(n)= o(log log n) erfiillt. Dann
gibt es eine Koeffizientenfolge {a,,} €1* und ein System {p.(x)} derart, daﬁ fur

fim ——

jedes >0
(@ oo @ (M + «
om w(N) A(a) Z Al\ v Qy Py (X) = (Am ""( m ))

fast iiberall besteht. Das System {¢.(x)} kann auch beschrinkt gewdhit werden.

Z anpu(x)| =

n=0

o]
\ bezeichnet, fiir die Z a:<ooist.

5) Mit 2 wird die Klasse der Koeffizientenfolgen {a,}
L. n=0



Uber die orthogonalen Polynomsysteme 23

Satz F. (Tanpori [1]) Es sei {4.} eine pbsitive, monoton nichtabneh-
mende Zahlenfolge mit (1.9). Dann gibt es ein System {p.(x)}, fiir welches
bei jedem «(>0) .

lim — (a) ZAE(Q,,(;*, (%)=
N> 1\ 1\7 =0
, fast iiberali gilt.
Satz G. (TANDORI [2]) Es sei {ay}€* eine positive Zahlenfolge, fiir
die die Bedingungen

Vnai=Vnflam (1=1,2,..), 2 (a)(loglogn)*= oo
: : . n=2

erfiillt sind. Dann existiert ein System {g.(x)} derart, daf die Reihe (1.11)
fiir jede Koeffizientenfolge {a.} € P> mit a,=na, (n=1,2,...;9>0) fas!
iiberall nicht (C,1)-summierbar ist.

_ Satz H. (Tanpori [2]) Es sei {w(n)} eine positive Zahlenfolge mit
Vn=o(w(n)). Dann kann eine positive Koeffizientenfolge {a,} € * und ein
System {¢.(x)} derart angegeben werden, daf

gilt und die Reihe (1.11) fast iiberall nicht (C,1)-summierbar ist.

" Satz I. (TANDORI [4]) Es gibt ein System {@.(x)}, eine Koeffizienten-
folge {a,} € ' und eine Indexfolge {n.} derart, dafi die Reihe (1.11) in (a,b) .
‘fast iiberall zu einer quadratisch infegrierbaren Funktion f(x) (C, 1)-summier-
bar ist, aber die Folge der Mittel '

Su () 4+ 81,0
N

in (a, b) fast iiberall divergiert, wobei Si(x) die k-te Partialsumme der Reihe
(1.11) bezeichnet. Das System {g,(x)} kann in (a,b) beschrinkt gewdhlt
werden.

Satz J. (Tanport [3]) Es sei {A.} eine positive, monofon nichtab-
nehmende, ins Unendlich strebende Zahlenfolge, fiir welche die’ Bedingung
(1.9) erfiillt wird. Dann kann man em System {@.(x)} derart angeben, dafi
fast iberall in (a, b) gilt: '

b
: f
N> ;*-N

(1.12) ~ Tim

N

> ¢1L<x>q),¢<t)ldt>d<>0>

n=1
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und

(1.13) | f

a

N

Z‘ #a(X) 90 (1) [ dt=0(ly).

n=1

Satz K.” (TANDOR! [3]) Es sei « ein gegebener positiver Parameterwert
und {1.} eine positive, monoton nichtabnehmende, ins Unendliche strebende
" Zahlenfolge, fiir welche die Bedingung (1.9) erfiillt ist. Dann existiert ein
von «-abhdngiges System {@®(x)} derart,daf3 im Intervall (a, b) fast iiberall

b
-— 1
lim —
N> ;VN
b

IIn

Satz L. (TANDORI [5]) Sei {A(n)} eine positive, monofon gegen Unendlich
© konvergierende Zahlenfolge mit A(n)= O(log®n). Dann existiert ein System
{p.(x)} (n=1,2,...) mit den folgenden Eigenschaften: es gilt fiir fast alle
x € (a,b) ‘ '

77 S AP fpfw(t)] dt>o(>0)

N n=.J)

und

1\ n=0

25 ZA@,xp@(x)w(ﬂ{ dt=0(ix)

gilt.

b

J

{2

und fiir jede positive Zahlenfolge {w(n)} mit w(n)=o(i(n)) gzbt es eine
Koeffizientenfolge {a,} mit konvergentem

n

erk(x)%(t)l dt — o)  (n=1,2,...)

18

a?, w(n)

und fast iiberall divergentem
’;‘ a, (Pn(x)

Auf Grund der Sitze 1—2 werde ich beweisen :

Satz 3. Jeder der Stitze A—L lapt sich so verschdrfen, daﬁ das betref-
fende Orthonormalsystem {@.(x)} aus Polynomen besteht.
L3
‘Ich mochte dem Herrn Dozent KAROLY TANDORI meinen aufrichtigen
Dank aussprechen, daB er mich in dieses Thema. eingefiihrt und bei der
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Fertigstellung dieser Arbeit mit wertvollen Ratschldgen unterstiitzt hat. Herrn
Professor BELA Sz.-NAGY bin 1ch fiir seine wertvollen Ratschlage ebenfalls
dankbar.

§ 2... Zwei Hilfssiitze von Menchoff

Zum Beweis des Satzes 1 bendtigen wir die folgenden zwei bekannten
Hilfssdtze (siehe MENCHOFF [3], 29—30, bzw. 32—33).

Hilfssatz I. Es seien 7, (x) (1=r = N) stetige Funktionen und @,(x)
(I=s=N ) Treppenfunktionen®) im Intervall [0,1]. Dann kann zu jedem
positivem ¢ eine mefibare Menge E(S(0,1)) und ein Funktionensystem {F,(x)}
(1=s=N’) derart angegeben werden, daf dze folgenden Bedingungen erfiillt
sind: .
1. w(E)<e, _
2. jede Funktion Fi(x) ist in [0, 1] stetig,
3. fiir x € CE gilt F, (x)—( 1Y® @, (x), wobei j(x) gleich O oder 1 ist
(Iss=N),
‘ 4. max |F(x)|< max)d)(x)l (1<s<N)

”n,(x)F(x)dx‘<s (I=r=N, I=s=N’).

Hilfssatz II. Seien ﬂn(x) (1=n=R) und Q.(x) (R<m<R) nicht
identisch verschwindende Polynome. Man setze
u=max { max |n,,(x)|  max |Q,,.(x)|}

nm 0=x=l1

=min { Jﬂn(x)dx IQm(x)dx}

n,m

o — max | Unn(x) Qm(x)dx‘ | j Q%) Qn

n,m,l

m;ét

7 == max und A= yﬁ(R"Rﬂ).

4R,: U, '6: 1
Ist das System {m.(x)} (1=n=R) in (0,1) orthogonal und gilt

o<
STAY

%) D. h. fiir jede @, (x) kann das Intervall (q, b) in endlich viele Teilintervalle zerlegt
werden, so daB die Funktion @, (x) in jedem Teilintervall konstant ist.
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S0 kann man es derart zu einem orthogonalen Polynomsystem {m,(x)} (1=
=p=FR’) erginzen, daj3 die lzmzugefugten Polynome n(x) (R<m=R")
der Bedingung

gen[igen . I Qm(x)_‘ﬂm(X)l = A0 (0 é.x = 1)

§ 3. Weitere Hilfssiitze

Zuerst werden wir Satz 1 im speziellen Fall beweisen, daB das Ortho- -
normalsystem {¢.(x)} (n=1,2,...) aus einzeln beschridnkten Funktionen
besteht. Dann konnen wir sogar mehr zeigen. Es gilt namlich der folgende:

Hilfssatz III. Seien v,(x) (n=1,2,...) im Infervall (a, b) definierte,
einzeln beschrdnkte Funktionen und sei {Ni} (0=N, <N, <:--<N;<--+) eine
gegebene Indexfolge. Wir nehmen an, daf fiir jedesi (i=1, 2, ...) die Funktionen
Wu(x) (Nioi<n=N,) je ein Orthonormalsystem in (a,b) bilden. Dann kann
zu jeder positiven Zahlenfolge {&} (i=1,2,...) ein solches in (a, b) ortho-
normiertes Polynomsystem {P.(x)} (n=1,2,...) und eine solche Folge von
mefibaren Mengen Ei(S(a, b)) (i=1,2,...) angegeben werden, daf3 die fol-
genden Bedingungen erfiillt sind: ' ’

3.1 |yn(x)—(— 1)’ p, (x)|<sL fiir xe CE; und fiir N.i<n=N,;

(i=1,2,...),
wobei ji(x)=0 oder 1 ist,
(3.2) ' w(E) =¢
und _ ‘
(3.3) [PuI=2( sup [u[+1)  (1=12,..).

Es ist klér, daB sich aus dem Hilfssatz Il der Satz 1 fiir orthonormierte
Systeme von einzeln beschrankten Funktionen ergibt.

Beweis von Hilfssatz Ill. Offensichtlich gentigt es, den Hilfs-
satz Il fiir das Intervall (0, 1) zu beweisen ; weiter kann & = (i=1 2,..))
angenommen werden. Wir werden die folgenden Bezelchnungen einfithren :

M,=0, M, =Osugl{max(|1//Ni_1+1(x)}, oo len, (), M)+ 1) ((=1,2,..)),
R <z

und :
(3.4 A; = (8 N; M) N Ni-1tD (i=1,2,...).

Wir approximieren die Funktion ,.(x) durch Treppenfunktionen. Auf
Grund des Egoroffschen Satzes ist leicht zu sehen, daB man solche Treppen-
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funktionen @,(x) und meBbare Mengen E; finden kann fiir welche folgende
die Benehungen gelten : :

@3.5) |¢n(x)—@,1(x)[<:; fir x€CE, und fir Nei<n=AN;

z

(3.6) max | D, (x)| = sup |w.(x)| fir Noi<n=N;
0zl - 0<z<l
und
"/ sl
3.7 ‘ w(E) = e

- Fiir die Funktionen zz(x)=1 und. @,(x) (1=n=2N,) wenden wir den

Hllfssatzl mit £_A3 an. So ergibt sich die Existenz eines Funktionensystems

{F.(x)} (n=1,2,...,N,) und einer meBbaren Menge E1(£(0, 1)), fiir welche
die folgenden Bedmgungen erfiillt sind: .

‘ 1. u(E1)<A3,

2. die Funktionen F,(x) (n=1,2,...,N,) sind-in [0, 1] stetig,

3. fiir x € CEf gilt F,(x) = (— )]‘(’)(D (x), wobei jl(x) gleich O oder 1 ist,
4.  max IF,I(x)I = max |<T),l(x)|

JF,,(x)dx

Auf Grund von 2, und unter Verwendung des Approxxmatxonssatzes
von WEIERSTRASS erhiit man ein Polynomsystem {Q.(x)} (n=1,2,...,N})
derart, dafl .

(3.8) | max!E,(x)——Qn(x)[<f':—% (n=1,2,...,N)
gilt. '

Es sei El—El U E7, dann folgt nach 1, (3. 4) und (3. 7) die Beziehung
(3.2) fiir i=1.- Wir setzen

0,== max t

max an(x)dxi, \ [Qn(x)Q,,,(x)'dx\ |
n;ém
= max { max (1, Qn<x>[>}

Gl—- min ;1 [Qn(x)dx}

I=nu=N,

y,=max 4N, u,, und 4, =D,

a"
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Wegen 4, (3.4), (3.6) und (3. 8) ist
(3.9 u =2 M,

Auf Grund von (3.4), 3. 5) (3.6) und (3.7) erhdlt man im
Na<n=N;:

dl' )= [ (Pu() =) v ()) x = _l‘ YA dx+

+|[ o (®) =) + (@)= () x| =

(3.100 =1 +] ‘[,(2'¢,L(x)(q>,, () — 1 (X)) + (P (x) — (x))Q)dXI +

CE;

+| f (2 (N (Pu)— (X)) +(Du(x) — 9 (X)) x| =

o &
=142M; 8SMP L
+ Ad+ AT +2A‘

und auf dhnliche Weise :

1

’ ) ") &;

3.1 D.(Ndx=1——..
( ) j ) 2A;

Aus 1, 3, 4, (3. 4) (3.6), (3.8) und (3.11) ergibt sich

JQﬂ(x)dx__an(x)dx 20, 3_an(x)dx 2M1A

CI'1

—Jq)n(x)dx——JfDn(x)dx 2M1A— =

1

=

—_— =1 .8_1_ = L

A3 2
Daraus . folgt o

" (3.12) | Gz —.

Auf Grund von (3.4), (3.9) und (3.12) ist
3.13) , M= Al

Falle

(1=n=MN).
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Wegen 5 und (3.8) gilt

(3.14) UlQn(x)dx = ‘Jlﬁl(x);ix

+ UI(Q;(x)—ﬂ(x»dx =24

(1=n=N,) und nach 1, 3, 4, (3.4), (3.5), (3.6), (3.7), (3.8)

= UIF,,(x)Fm (x)dx

1 .
| UQ,,(x)Q,,,(;c)dx +2M, Gt
0

(3.15) = Jd)n(x) @, (x)dx| + UF“(x)Fm(x)dx F3m e
U(D,,(x)@m(x)dx —|—1J¢>n(x)q§ () dx|+M: A3+3M
[ f () Do) 0 D)) )@ ) 5 =

= [ f((!) (P () —u (X)) + (x)(d)m (x)—wm(x)))dx +

| [(@u (@) + @) x|+

9 &1 &

A+ B5M; ‘_2M1A5+4M A3+5M1A3 x

(=nm=Ny; n#:m). Wegen (3.14) und (3.15) ist o, é%. Auf Grund
) . 1

von (3.13) ist also 0,4, = Z—<l

. )

Fiir die Polynome 7z(x), Q.(x) (n=1,2,...,N,), kann also der Hilfs-
satz 1l angewendet werden. Also gibt es ein in (O 1) orthogonales Polynom—
system {n"(x)} (n=1,2,. Nl) derart, daB

@3.16) |Qu(x)— m(x>|<olzl<A—- (1=n=N;0=x=l)
1 .

gilt. Auf Grund von 1, 3, 4, (3.4), (3.6), (3.8), (3.10), (3.11) und (3.16)
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erhidlt man

fn,l(x)dx>jQ,,(x)dx 4M1 an(x)dx 2M1A3 4M1£‘—;
1

3.17)
J(I)n(x)dx 6 M, ———J(I)n(x)dx——j@,,(x)dx 6M1A
CF .
1
=l 7M‘ tzl-preg
und
Jn‘n(x)dx <JQ,l(x)dx—{-4M1 jE‘(x)dx+2M‘A3+5M1A
1
(3.18) = f‘l)n(x)dx—}— JF,, (x)dx+7M1
T ocE! : B
& 2‘ & &

M
Aus 4, (3.4), (3.6),.(3.8) und (3.16) folgt ferner |
15,09] = Qu) |+ 15,09 — Qu) S IR+ QuO—Ful0)] - =

(3.19) = max l@"(")HAd*‘j = max | D, (x)|+ 1= M,.
. <Lz 1

Wir setzen

to| =

(3. 20) P.(x) _ Va7t (X) Mit v, = (Jnﬁ (%) dx‘J‘ (I1=n=N,).

Die Polynome P.(x) bilden in (0, 1) ein orthonormiertes System Nach (3. 6),
(3.17) und (3.19) ist

|Pu(¥)| = 2| (x)| = 2(0rgg§1| Q. (x)|+1)= 2(Ogt;gllwn(x)| +1) (1=n=N),

also gilt (3.3) fir 1=n=N,. Wegen (3.17), (3.18), (3.19) und (3.20) ist

[nn(X)—Pn(x)]=]nn(x)]]l—a/,,lé

(3.21) L N |
T 2 g,
(1+4‘jwl) —1,1— ( 4M1) =M -5 4M1 =

= 211/.11 max
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Daraus und aus 3., (3.4), (3.5), (3. 8) (3.16) und (3.21) folgt fir x € (0, 1),
x¢ETUEL:

|1 (%) — (— 1Y@ P, (x) ]| = | (x) — Du(x) |+ | Pu(x) — (—1) O Fu(x)| +
Hkﬂmﬂw—GﬂMQﬂww—Wﬁ@@—memwH

+wmmm@—ewwamwm+m+A F=a

also ist (3.1) erfillt fir 1=n=N,.

Nun sei k eine beliebige natiirliche Zahl, >1. Wir nehmen an, daf}
die Polynome P.(x) (1=n=N,;) und die meBbaren Mengen E(&(0,1))
(1=i=k—1) schon derart definiert sind, daf (3.1), (3.3) und (3.17) fiir
1=n= N1, und (3.2) fir 1=i=k—1 erfiillt sind. Fiir .die Funktionen
7.(x) (1=n=N;1) und D,(x) (Ny-1<n=N;) wenden wir den Hilfssatz I

mit &== 8—"5 an. Laut diesem gibt es ein Funktionensystem {F,(x)} (n = Ni-1+ 1,
.,Ni) und eine meBbare Menge E;(S(0,1)) derart, daff die folgenden
Bedingungen gelten:
Ek
1. w(E) < —
w(Ex) i

k

2. die Funktionen F,(x) sind in [0, 1] stetig,

3. fiir x € CEf gilt F,(x) = (—1)"® @, (x) mit ji.(x)=0 oder 1,
4. max |F,,(x)|< max |(D7,(x)|

5 f () Fa(x)dx| < Ag (1= m = N1, Ner <= N).

Aus 2 und unter Verwendung des Approximationssatzes von WEIER-
STRASS ergibt sich ein Polynomsystem {Q.(x)} (Ni-1<n=N;) derart, dal}

(3.22)  max [Fu(x) —Qu(x)| < % T (Niecai<n=Ny)
: ) =zx=1 k
gilt. .
: Es sei Ex= Ei UEY, dann gilt nach 1, (3. 4), (3.7) die Beziehung (3. 2)
fiir i=k. Wir setzen
1

G,= [ll']l[l { ‘I‘?T?(X)dx; [ Qi(X)dx},
Mk:gﬁfél{ngix (lﬂl(x) l | Qn(x) l)}:

o= max ‘ f 70(x) Qn

L, n, m(n¥Em)

n m
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wobei [ die Zahlen von 1 bis Ny, und n,m die Zahlen von N,_;4 1 bis
N, durchlaufen, ferner sei :

’y = max 4N 7lu'k7 G ] und lk:yg(Nk_Nk_ﬁ_l)'
Auf Grund von 4, 3. 4), 3. 6), (3.19) ‘und (3.22) ist

Nach 3, 4, (3.4), (3.6), (3. 11) und (3. 22) ergibt sich mit einer einfachen
' Rechnung

fQi(x) dx = % (N <n=Ny).
; |

Daraus folgt wegen (3.17) die Beziehung

< 1.
3.24) | Gz '

Auf Grund von (3. 4), (3.23) und (3.24) ist

3.25) I = As.

Weiter erhalt man wegen 1, 3, 4, 5, (3.4), (3.5), (3:6), (3.7), (3.19) und
3.22) g = % und nach 4(3. 25) 0l é_% <1.

k

Fiir die Polynome 7,(x) (1=n= Ni_1), Qu(x) (Nx-1<m = N,) kann

also Hilfssatz 11 angewendet werden. Also glbt es. Polynome 7.(x) (N, 1<
<n = N,) derart, daB

(3.26) | Qu(x) — 7 (x)| = O'lclk = (Nk—l <n=N;0=x=1)

A

gilt und das ganze System {(x)} (1=n=N) in (0,1) orthogonal ist. Auf
Grund von 1, 3, 4, (3.4), (3.6), (3.10), (3.11), (3.22) und (3. 26) erhdlt man

. 43.27) 1— 4‘;;'11( ;fﬂi(x)dx =1 —1—4%(4,— (Ni-1 < n = Ny).
0
Ferner ist auf Grund von 4, (3.4), (3.6), (3.22) und (3. 26)

76,0 = Qu(x)] 170 () — Qi ()| = | Fu®)]| + ] Qu)—Fu()| + 4 =
(3.28) . ,

= max {(l)n(x)|+s—’;—{—is max | D, (x)|+ 1= sup v ()| +1=M;
O<a<l A, A, oze<i O<a<l .
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(Ni-i<n=Ny). Wir definieren die Polynome P.(x) (Ne.i<n=MN,) durch
die Formel (3.20). Dann bilden die Polynome P,(x) (1=n = N.) ein ortho-
normiertes System in (0,1). Nach (3.17) und (3.28) wird (3.3) auch fiir
Ni-i<n =N, erfiillt. Zur Analogie von (3.21) ist, auf Grund von (3.20),
(3.27) und (3.28), - '

(329 o m@—PEI= g

Daraus folgt wegen 3, (3.4), (3.5), (3.22), (3.26) und (3.29) fiir x € CE,
wie vorher, daf} (3.1) auch fiir Ny.i <n= N; erfiillt wird.

Auf diese Art ergibt sich mit vollstdndiger Induktion ein orthonormiertes
Polynomsystem {P.(x)} und eine Mengenfolge {E}, fiir welche die Bedmgungen
des Hilfssatzes IIl erfiillt sind.

Damit haben wir Hilfssatz Il vollstindig bew1esen.

Zum Beweis des Satzes 1 benétigen wir auch den folgenden.

~ Hilfssatz IV. Essei {g.(x)} (n=1,2,...)ein im Grundintervall (a, b)
orthonormiertes Funktionensystem. Dann kann zu jeder positiven Zahlenfolge
{e:} und zu jeder Indexfolge {N;} (0= N,<N,<-.--<N;<---) ein solches in
(@, b) normiertes System von beschrdnkten Funktionen {,(x)} und eine solche
Folge von mefbaren Mengen H:(S(a, b)) angegeben werden, daj3 die folgenden
Bedingungen erfiillt sind :

b _ . .
(3. 30) | [$ ) wnxdx=0  Ner<n<m=N;i=1,2,..),
(3.31) Cgn(X)—ya(x)| <& fir x€CHi,, Noaa<n=N;

und . : ’

(3. 32) - Cw(H)<e  (=1,2,..).

Beweis von Hilfssatz IV. Da die Funktionen g.(x) (n=1,2,...)

quadratisch integrierbar sind, so existiert zu jedem &< -] eine positive

2
Zahl O; (sogar mit J;=g¢;) derart, dafl fiir jede melibare Menge H mit
u(H) = d; die Ungleichungen

_[90?,(x)dx<si  (NViaa<n=N;i=1,2,...)

. H
bestehen und fiir jedes n
(3.33) lim u(E$") =
N>

ilt, wobei EY” die Menge derjenigen Punkte x bedeutet, fiir die |@.(x)|= N
g , 1g¢ d !

A3
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ist. Nach (3.33) existiert zu jedem n ein Index N,, fiir welchen

i

“(ER) = ZN—nNry

(Na<n=N)

ist.
Wir setzen

E= U E (=12..)

" =1\'L'_ 1+1

dann ist u(E;) g—g—i. Wir iiberdecken die Menge E; mit einer offenen Menge
H; vom Maf

(3.34) w(H)=29d;
und fiihren die folgenden Bezeichnungen ein:
(3.35)  M=sup( max_ g+ 1), K=ry_y o (=12..).

a€CH; NL-__1<11§N1;

wobei die Zahlenfolge {y,} durch die rekursiven Gleichungen

n-1
(3.36) y, =1 yn=1+%ﬁ (n=2,3,...)
definiert sind; fernér sei
;o &; .
(3.37) B : sL~—-—Mi_Ki (i=12..)

Mit derselben SchluBweise, wie oben, erhalten wir, daB es eine positive
Zahl d¢ derart gibt, daf.fiir jede mefbare Menge H’' mit w(H')=0; die
Ungleichungen ' o

-~ (3.38) [idx<s = (Nei<n=N;i=1,2,..)

&
bestehen, und daB es zu jedem r anch einen Index N, = N, gibt, fiir welchen

4

H (El(\;g) = m (N'—l <n= Ni)

gilt. Wir setzen

’
3

Da w(E) = 5 ist, konnen wir die Menge E/ mit einer offenen Menge H;

*) Wegen N, =N, ist E(\”’,)lg Egj:l, also auch E;SE,.

n—
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derart tiberdecken, daB : .
H{SH; und w(H)=0]
gelten. :
Hiernach teilen wir die Menge H/ in N;—N,, paarweise disjunkte
meBbare Mengen /2 (I=1,2,..., N;—Ni.;), die alle vom gleichen MaB sind,

d. h. mit
' (3.39) w(l?) = J

Ni— N, (l=-1)2y---: M—Ni-l).

Dann definieren wir ein System von Funktionen vy, w(x) (I=1,2,..., N,;—
—Niy;i=1,2,...) folgenderweise : C
ox_n(x) ' fir x¢€ CH;,

I fir xel®
(s=1,2,...,1—1),

. 1
(3.40)  Yk_u(x)= N._\T :
! i) = (s’ N "1) fir x¢ 9,

0 fiir die tibrigen Punkte
x von Hj,

wobei ¢(>? Konstanten sind, die so gewdhlt werden sollen, daf} die Funktionen
Wy, w(x) ((=1,2,...,N;—N;,) ein orthogonales System bilden, d. h. die
Bedingungen

b
0= j‘#f\m 1+ (x) ")D:\"i— 1+ (x) dx= j szllvi_ i (x) 1.2"’5\’1'_1“ (x) dx+

k .
(Bw) o( 9,5
(),_ 13 ’
NN &

(I=k<I=N;—N.,) erfiillt werden. Die Werte von ¢{°*? (/= 2) ergeben
sich eindeutig aus den Bedingungen (By), dadie Integrale an der rechten
Seite offenbar nicht von den Konstanten c¢®? (/= sz= 2) abhingen. Ferner
bekommen auf Grund von (3. 38), (3.39) und (3.40)

(3.41) G| =c6D  (1=2,..., Ni—Niy; i=1,2,...).

Dann koénnen wir die Werte der Konstanten ¢§»?- (I = 3) aus den Bedingungen
(Bz) bestimmen, da hier die Integrale rechts offenbar nur von denjenigen
Konstanten ¢{>% abhangt, die schon bestimmt wurden. Auf Grund von (3. 36)
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~ (3.38), (3-39), (3.40) und (3.41) ergibt sich.

|egn] = yyeid  (1=3,4,..., N—Niy;i=1,2,...).

So fortfahrend bestimmen wir mittels der Bedingungen (Bs) die Werte der
Konstanten c¢{»» usw. Durch Rekursion konnen wir also alle die Konstanten
¢V bestimmen und sie geniigen Ungleichungen von der Form

(3.42) g = (I=k=I=N—Ni1;i=1,2,..)).

Nach' der Definition von Yy (x) und wegen (3. 35), (3.37), (3.38), (3.39)
. und (3.42) ergibt sich nach einfacher Rechnung

(3.43) 1—-&—J¢ x)dx=1 —i—— fir N <n=Ni
Wir betrachten nun die normierten Funktionen

(3.44) wn(x)—p,,w,,(x) mit o,= (Jw (x)a'x) - (n=1,2,..).

Nach (3.35), (3.40), (3.43) und (3.44) gilt fir x € CH,

3.45)  |pu(X)— (@) =] () —0npu(X)| = |pn(D)|[1—0. = &
(N[..1-<Il =N;i=12,.. .).

Danach ist es wegen (3.34) und (3.45) klar, daB die so erhaltenen Funk-
tionen Yn(x) (n=1,2,...) und Mengen H; (i=1,2,...) die in der Behaup-
tung des Hilfssatzes IV vorkommenden Bedingungen erfiillen.

Damit haben wir den Hilfssatz IV vollstindig bewiesen.

§ 4. Beweis von Satz 1

Sei {@.(x)} (n=1,2,...) ein im Intervall (a, b) orthonormiertes Funk-
tionensystem, {N;} (0= N,<N,<---<N;<--:) eine beliebige Indexfolge und -
{&} (i==1,2,...) eine positive Zahlenfolge. .

Wir werden auf das Funktionensystem {¢.(x)} und die Folgen {Ni},

% .den Hilfssatz IV an. Also existiert ein normiertes System {y.(x)}
(n=1,2,...) von beschrinkten. Funktionen und eine ‘Mengenfolge {H}
(i==1, 2,...), die (3.30), (3.31) und (3. 32) erfiillen.

Danach wenden wir a-uf das Funktionensystem {w,,(x)} die Indexfolge

{N;} und die Zahlenfolge den Hilfssatz Il an. So erhalt man ein ortho-

7
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normiertes Polynomsystem {P.(x)} (n=1,2,...) und eine Mengenfolge {E;}
(i=1,2,...), die (3.1), (3.2) und (3. 3) erfullen

Es sei G;=E;UH; (i=1,2,...).
. Wir beweisen, daB dieses Polynomsystem {Pu(x)} (n=1, 2,. ..) und
diese Mengenfolge {G;} (i=1,2,...) die in der Behauptung des Satzesl
vorkommenden Bedingungen erfullen Fir x€ CG;

@ 1) pu(®)— (=1 Pu(x)] = |9u () — )| + | u () —(— 1)"(’”’P M|=a
(N, (<n=N;i=1,2,..)

und
(4 2) ‘ #(GL) = lL(E,') —f—‘u(Hi) =g (l= 1,2.. )
bestehen. '

Da die Folgen {N;} und {&} beliebig waren, folgt aus (3.3), (4. l)und
(4.2), daB (1.1), (1.2) und (1.3) erfiillt sind.

Damit haben wir den Satz 1 vollstindig bewiesen.

§ 5. Beweis von Satz 1*

Wir nehmen an, der Satz sei falsch. Dann gibt es zwei Indlzes q,r,
fiir die

If¢4@¢xndx—v;

ist. Wir wahlen die lndexfolge {N} (i=1, 2 ) s0, daf Npa<q,r=N;
gilt. Wir setzen '

=g >0

=maxt fcpi(x)dx,pjcpf(x)dx},' K — max {K,, K}
und ‘ ' o
min (g, 1)

FATDERET0—a T

Dann kann ein J derart angegeben werden, daB fiir jede Menge E, fiir die
p(E)< 0 ist, die Beziehung

G.2) max | [g}(0dx, [gR(x)dx} < S?

S (5.1) | Si=

besteht. Nun sei {&} (i=1,2,...;i5k) eine beliebige Zahlenfolge und sei
5.3) ' A & = min (J, Sk).

Betrachten wir das in diesem Falle existierende Polynomsystem {Pn(x)}
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(n=1,2,..). Dann sind auf Grund von (1.4), (1.5), (1.6), (5.1), (5. 2)
und (5. 3) '

b

= | [ (e ) — (— 1) 6o () P () 4 (— 1) g5, (x) P (x) —
— P P)ax| = | [ 5,9 () —(— 1Y P, ()] +

[ P Og0—Pr)ax] =| J#i— 1 Py +

+ || o) () — (= 1) P, ())ax| +

) 13

+] [ P (=1, () — P(x»dxl+l | P () — Pu)dx| =

CEy, £y

s| [riar [daf [ g@ar] &+ 107 [ i+ +

CE k CEy,

[ P; (x)dx skdx] +H [cpr(x)dx] +s§!“’}-”(k'q+1) Jq)q(x)dx] —i—e;f} =

Clgy Ey, Iy,

=g Vb—a A+ S[(Ke+ 1Skt 8 + &) b—a +
' +(K Sk + e (K, + 1) S+ 8. é%cq,.. |

Aus diesem Widerspruch folgt die Richtigkeit von Satz 1%,

§ 6. Beweis von Satz 2
Wir wenden auf das Funktionensystem {@.(x)} (n=1,2,...) und die
Indexfolge {Ni} O=N,< N1 <---<N;<--+) von Satz 2, mit der Zahlenfolge

& ,
©.1) B 2H(N;— Ni.)) max {sx,_j+1, . -+, Sx;} G

den Satz 1 an. Es sei {P.(x)} das so erhaltene in (a,b) orthonormierte
Polynomsystem und es seien Gi(S(a, b)) (i=1,2,...) die so erhaltenen Mengen.
Fiir x € Gi— G, besteht nach (1.1), (1.7) und (6.1) die Beziehung (1.8) fiir
i=m. Es sei Z== hmG "Zum Beweis von Satz 2 zeigt man einfach, daf3

u(Z)=0 ist. Offensichtlich ist aber
' 5

IICS
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fiir jedes i,. So ist auf Grund von (1.2) und (6.1)

TOEDWICESE

=i, L—lo

fiir jedes i,, daraus folgt ;L(Z): .
Damit haben wir den Satz 2 bewiesen.

§ 7. Beweis von Satz 3 -

Wir werden nur die behauptete Verschirfung der Satze C,F und I vor-
fithren, da die Sitze A, D, G und H auf Grund des Satzes 1 und die iibrigen
Satze auf Grund des Satzes 2, mit Zuhilfenahme der urspriinglichen Beweisfiih-
rungen des Herrn TANDORI analog behandelt werden konnen.

Verscharfung von Satz C. Ist fiir die positive Zahlenfolge {An}
die Bedingung (1.9) erfiillt, so kann man eine positive, nichtabnehmende
Zahlenfolge {4.} angeben, fiir die
(7. 1) ' ln = O(ZN)
und '

18
|l__.

>
(]

—
- =0
bestehen (TANDORi [1]). Nach einem Satz von TAnDORI ([1], Satz V) gibt es
ein in (a, b) orthonormiertes System von Treppenfunktionen {®@,(x)} (n=
=1, 2,...) und eine Folge von mefibaren Mengen {/,} (n==1, 2, ...) derart, dai

=

"

| @y (x)| =2 fiir X €1 (m=1,2,...)

gilt und jeder Punkt x€{(a,b) in unendlich vielen [, enthalten ist. Mit
Anwendung von Satz 2 mit s,=1 (n=1,2,...), Nu=m, Gu=1., (m=
=1,2,...) ergibt sich ein in (g, b) orthonormiertes Polynomsystem {P.(x)}
(n=1,2,...) derart, dal§

|Pu(x)| = (1—~#) 4

fiir fast alle x fiir unendlich viele m besteht. Aus (7. 1) folgt dann, dafl (1. 10)
anstatt ¢,(x) mit P.(x) fast tiberall in (q, b) gilt.
- Damit haben wir die gewiinschte Verschdrfung von Satz C bewiesen.

- Verschidrfung von Satz F. Nach einem Satz von Tanpor! ([1],
Satz X), kann zu jeder positiven, monoton nichtabnehmenden Zahlenfolge {4.},
die die Bedingung (1.9) erfullt, eine positive, monoton nichtabnehmende,
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ins Unendhche strebende Zahlenfolge {1,) angegeben werden, die die Be—
dingung :
(7 2) ) I‘{n = 0(;_”1)

erfiillt. Weiter. kénnen ein im Intervall (a, b) orthonormiertes System von
beschrankten Funktionen {¢.(x)} (n=1,2,...) und Indexfolgen {n;} und
{m;} derart angegeben werden, daB fiir ]ede natiirliche -Zah! r und- fiir
]edes x in (a, b) die Ungleichung :

AR ()
(7 3) A(,) ((Pns(x)|— 24 ‘(P (x)l = i””n
_ns 19&’15
fiir unendlich viele Indizes n; gilt wobei ¢(r) eine nur von r abhingige po-
sitive Zahl ist.
Es sei {N;} (O—N,<N,<---<N;<--) eine beliebige Indexfolge. Wir
wahlen die Folge {&} (i=1,2,...) so, daB

(7. 4) ' > (Ni—Nizi)e; < o

1—]
besteht Dann ergibt sich unter Anwendung des Satzes 1 ein orthonormiertes
Polynomsystem {P,(x)} (n=1,2,...) und eine Folge von mefBbaren Mengen
E{(S(a, b)) (i=1,2,...) derart, daB fiir x¢ CE; und Nii<n=N;

(1.5) [pu(x)—(—=1)"*P,(x)| =&  (j(x) =0 oder 1)
und
(7.6) o wE)=¢

gilt (=1,2,...).
Nach (7.4) ist
(1.7) > s, <oo.

i=l1 t
Aus (7.6) und (7.7) erhdlt man durch eine einfache Rechnung
(7.8) i w(lim Ej)=0.
Auf ‘Grund von (7. 8)' existiert zu fast jedem x € (a,b) ein solches i, daf

x& E; fiir i>i,. Es sei .
Jo()=ji(x)  (Na<n=N;i=12..).

Wenn xoeC(hm E) und N eine beliebige natiirliche Zahl ist, besteht wegen

i->
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(7.4) und (7.5) fiir jedes «>0 die Beziehung

1 nl [+3 o,
@ 2 AR (P ) —(— 1) Vg () | =
N »=0

N :
5 DAL P — (D ()] = 3P —(— 1) g =
. : =0

N =0

- (1.9)

=

M

IP 1'(x0)_( 1)]1’(%)- Pw(Xo)| =

Nio .o @
=2+ 2 iAo — (g0 = C+ 3 (Vi Nes < C )
Hierbei sind C(x,) und C’(x) VVOn N unabhingige positive Zahlen. Es sei
(r)(x)

A(,) Z‘Aff),,P (x) (n=0,1,...).
Nach (7.3) und (7.9) ist | ‘
|ﬂ5733(xo)| = (r) Z‘ASZ?S_,,[(Py(xO)_——(—1)"'""") P (%)) +(—1)" P, (x))] | =
(7.10) = A") Z‘A&??s-y(—bmxo)q;y(xg) — .
’Jus =0
°n y o - c(r
|2 3 AP — ) | 2 Do, —C 5
2ng v=0

Aus (7.2), (1.8) uqd (7. 10) folgt, daﬁ die Relation

(1.11) . hm i 1n’>(x0)|_oo
fast iiberall im Intervall (a, b) gilt. Wenn (7. 11) fiir r = ¢,> 0 erfiillt wird, dann
gilt es auch fiir jedes .« =«, (TANDORI [1], Satz X). Da r beliebig ist, so
ergibt sich, daf fir dieses Polynomsystem {P,(x)} (7.11) fir «>0 fast
iiberall im Intervall (a, b) besteht. '

Damit haben wir die gewiinschte Verschiarfung von Satz F bewnesen

Verschédrfung von Satz I. Wenn die positive, monoton nichtab-
nehmende, ins Unendliche strebende Zahlenfolge {4.} die Bedingung (1.9)
erfiillt, so konnen nach einem Satz von K. TanpOR1 ([3], Satz Il), eine im
strengen Sinne monoton wachsende Indexfolge {N;} (i=1,2,...) und ein im
Intervall (a, b) orthonormiertes System von beschrdnkten Funktionen {g,(x)}
(n=1,2,...) derart angegeben werden, daB iiberall im Intervall (a, b) fiir
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jede natiirliche Zahl N

69 an(f) b dt = \ Z: a0 tpn(t)‘ dt+

"=Nm 1+

(1.12)

. .

+J ' \Z‘ ?n(x) an(t)‘ dt: O(;v,\’) (Nk_] < NéNk)
N==1 Ji— 1 .

gilt, und fast iiberall in (a, b) fiir unendlich viele Indizes m

b
J‘ N
n=1
a

711

0|t = j | pom|a—

Vim-1+1

(1.13)

Ni;

D (%) (pn(t)‘ dt=cly,

n=Ny_q+1

m-1

—2

besfeht, wobei ¢ eine posxtlve Konstante ist.
Wir fiihren die folgende Bezeichnung ein:

- M;= sup ( max [(p,,(x)H—l) (i=1,2,...).

aZx<lb N _1<n=N,

Wir wihlen die Folge {s;} (i=1,2, ...) derart, daB die Beziehung

(1.14) (Ni— N ) Mie;< oo

M

besteht. Nach Satz 1 existiert also ein orthonormiertes Polynomsystem {P.(x)}
(n=1,2,...) und eine Folge von meBbaren Mengen E;(E(a, b)) (i=1,2,...)
derart, dal} die folgenden Bedingungen erfiillt sind: fir x¢ CE; und fiir
M-] <n= Ni ist

(7.15) () —(—1) PP, (x)| =&  (ji(x)=0 oder 1),
(1.16) P =2M; ' '
und ‘
(7.17) uw(E) =e.
Nach (7. 14) ist
(7.18) Dlai< oo,

Aus (7.17) und (7.18) erhilt man durch eine einfache Rechnung
(7.19) w(lim E)) =0. ’

-0
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Auf Grund von (7.19) existiert zu fast jedem x,€ (a, b) ein solches i, daB
x¢E; fir i>i, gilt.

Ist x, € C(l_lm E)und N (>N, und Ny < N= N,) eine beliebige natiir-
liche Zahl, so besteht wegen (7.12), (7.14), (1.15), (7.16) und (7.17)

b b )
N k-1 Ny

j >’ p (xO)P,,(t) dt= le NZ+ P,,(x[,)Pn(t)‘dt-i-
n=1 m= N=Npy .1

N
> Pu(x)Pa (z‘)‘ dt=
1—1\'k_1+1

b
+ 1.

7)1

2> (Pilx)—(— 1), (%) + (— 1) . (x,)) -

=Ny _1+

(Pu(®)—(=1)"" %(f) + (=1 fpn(t))l dt+

+ J ln 1;1+1 (Pn(xo) ( )J';.-(zo) PNEN) +(__1)jk(10) q)n(xo))-'

(Pl — (=1 9.0+ (=1) an(f))‘ dt =

iy » k-1 !
(2+2)j
m=1 m=ig+1

+JLW %wmw—ewwmwﬂ+

m -1t

+J

> (Pule)—(— wwwmmmﬂw+ 

n=N}._1+

m

> mm><WM@mmmM+

=Ny, _1+

lIA

%w%dmh
A=Np; _1+1

b
+)
N

2;mmmm—&w%mMW+JL§;mmwﬂwé

11:1\7}{_14-

b
+]




44 L. Leindler

b

f 2 P D POl

n=nN,, 1+1

=C(x)+ Zk-:

m=iy+1

U [ 3 incalipo—- o0l +00) =

CF”I }”"l 1“ 1
= C(xo) + ;:I (N;i—N;-1)2M;&(b—a)+ 2‘; (Ni— Ni.)Miei(b—a) +

+%—-1: (N’:'—NL'--I)BM?SL‘."*— O(Z'N)y
folglich

N

Z P.(x) P(t)|d t=C'(x)+ O ().

n=1

b
(7.20) f
Hierbei sind C(x,) und C’(x,) von N unabhédngige positive Zahlen.
Aus (7.19) und (7. 20) folgt, daB (1.13) mit P.(x) anstatt ¢,(x) fast
tiberall im Intervall (q, b) gilt.
_ Es sei Z’ die Menge derjenigen Punkte x in (g, b), fiir welche die
Bedingung (7. 13) nicht gilt; nach der Bedingung ist

(1.21) ' w(Z')=0.

Auf Grund von (7.13) ergibt sich unter Anwendung'der vorigen Ab-
schitzungen, fiir x,€ C(( hm E) U Z ) und fiir einen beliebigen Index N,.(> N,,),

die Beziehung

f

N,

m

2, Pa(x) Pa(t) | dt-= f lu s o P Pull) at—

n=1

f|“’meQM=
n:Ak 1+

b

-J

a

'N"I l
Z (Pn (xo) _ (_ 1 )Jm(xo) Pn (xo) +(—1 )Jm(a:o) ®n (xo)) .

"=.Nm—l‘*'1

(P — (1Y, (t) +(—1)" p, (t))]dt—
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*‘k

” (P =D )+ ()

n= NLI

(Pl — (1) g (t) + (=1, (t))] dt=

b

m

2 rpn(xo)qon(t) ' df—

n=Ny, _1+1

a

111

- i (P = (=) ) Py (t)l a—

a

— _Z o) P — (1Y 1) at—
-J].Z. 3.0)

( m 1
zo+1

” Z (Puli)—(— )J'k‘4°)q>4l(xo}) P, (l‘)’dH—

-I—J n=z%1 Pu(x) (Pu(t)—(— l)fk(t)qon(t))‘dt-{—J‘m;l gon(xo)gon(t),dt%_z

m-1

>Jl Z ?11(xo)90n(f)*dt—z

n=Ny_1+1

Z 919D ‘ dt—C’(x),

n=Np_1+

folglich ist

b ox

(1.22) J

a

m

2 P, (x,) P,,(t) dtz e, —C'(x).

n=1

Aus (7.19), (7.21) und (7. 22) folgt, dall (1. 12) mit P,l(x) anstatt ¢.(x)

fast iiberall im Intervall (a, b) gilt.
Damlt haben wir die Verschdrfung von Satz | vollstandxg bewiesen.
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Zur Theorie der Wahrheitsfurktionen
Von ANDRAS ADAM in Szeged

§ 1. Einfiihrung

Die vorliegende Arbeit enthdlt drei Sitze tiber die einfache wieder-
holungsfreie Superposition von Funktionen des Aussagenkalkiils.

Satz 1 erlautert den Zusammenhang der Prim-Implikanten der super-
ponierten Funktion und der Prim-Implikanten der beiden Funktionen, die in
der Superposition auftreten. (Dieser Satz ist ersichtlich sukzessiv anwendbar
fiir eine beliebige wiederholungsfreie Superposition.) Sédtze 2 und 3 beziehen
sich auf den Fall, dal die dufBiere Funktion monoton von der inneren Funk-
tion abhdngt; Satz 2 liefert eine dquivalente Bedingung dafiir, daf eine Teil-
menge der Variablen einer Wahrheitsfunktion als die Menge der Variablen
der inneren Funktion in einer passenden Superposition abtrennbar ist, und
Satz 3 besagt, daf diese Abtrennbarkeit auch fiir den nicht-verschwindenden
Durchschnitt abtrennbarer Variablenmengen gilt.")

Satz 2 ist in gewissem Sinne eine Verallgemeinerung einiger bekannter
Resultate von KusNnjEzow und TRACHTENBROT. TRACHTENBROT ([6], Satz 6,
S. 252) gibt ndmlich ein Kriterium dafiir an, da ein Teilgraph eines zwei-
poligen Graphen ein (eventuell nicht-eigentlicher) zweipoliger Graph sei; diese
Bedingung ist im wesentlichen die Aussage B) unseres Satzes 2 (vgl. den
Zusammenhang der Bahnen eines zweipoligen Graphen und der Prim-Impli-
kanten den entsprechenden Wahrheitsfunktion: [1], S. 209, oder [4], S. 177).
Andererseits kann der Satz an der Seite 197 der Arbeit [5] so umformt
werden, daB er eine andere logische Bedingung fiir dieselbe graphentheore-
tische Beschaffenheit gebe; diese Bedingung besteht darin, daf die Vari-
ablen, die den Kanten des Teilgraphen entsprechen, durch eine monotone
Superposition abtrennbar sind. So gibt die Vergleichung der zitierten Ergeb-

1) Es ist ein offenes Problem, ob der unserem Satze 3 analoge Satz auch im allge-
meinen Fall fiir abtrennbare Mengen gilt.
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nisse von KUSNJEzow und TRACHTENBROT einen mittelbaren Beweis fiir
unseren Satz 2 im Spezialfall einer monotonen Wahrheitsfunktion, die durch
einen zweipoligen Graphen ohne Wiederholung realisiert werden kann.

§ 2. Terminologie

Unter einer Funktion verstehen wir immer eine Wahrheitsfunktion (mit
anderer Benennung: Boolesche Funktion), d. h. eine eindeutige Funktion der
Form f(x,,...,x.), deren Wert und jede Variable wahr () oder falsch (|)
sein kann.

Wir bezeichnen die Negation durch eine Querhme die Kon]unktlon
durch & oder als Multiplikation.

Eine Konjunktion®) heift eine Elementarkonjunktion von f, wenn jedes
Glied derselben entweder eine unnegierte oder eine negierte Variable von f

-ist. Dieselbe Variable darf nicht in einer Elementarkonjunktion zweimal auf-
treten (in entgegengesetztem Falle konnten ja entweder einige Vorkommen
derselben gestrichen werden, oder wére die Konjunktion identisch falsch).
Die Buchstaben %, 3,... werden immer Elementarkonjunktionen bedeuten.
Wir sagen, dal} die Elementarkonjunktion 9 eine /Implikante von f ist, falls
A die Funktion f impliziert, d. h. falls f das Wert 1 hat in jedem solchen
Falle, daf “[—T ist. A ist eine Prim-Implikante von f, wenn % eine Impli-
kante von f ist, aber keine echte Teil-Konjunktion von 9 die Funktion f
impliziert.!) (Fir diesen Begriff siehe die Arbeiten [2], [3] von QUINE, und
die Seite 175 der Arbeit [4] von Kusnjezow.)

Enthédlt eine Elementarkonjunktion 9 jede Variable von f (entweder
negiert oder unnegiert), so sagen wir, daf} U eine volle Elementarkonjunktion
von f ist. Ist % eine volle Elementarkonjunktion von f, so entspricht 9 in bekann-
ter Weise einer Stelle des Definitionsbereiches von f, so daB wir iiber den
Wert einer Variablen in 9(, ferner {iber den Substitutionswert f(3() (d. h. den
Wert von f an der einzigen Stelle, wo ¥ erfiillt wird) sprechen kdnnen.

Sei die geordnete Menge der Variablen x,,..., x, durch @ bezeichnet;
wir schreiben f[@] statt f(x,,...,x.). Sei @ eine beliebige Teilmenge von
6. Im Falle, dall zwei Wahrheitsfunktionen f*[(© — @") U x'], f'[@'] existieren (wo
die Anordnung von @ auch auf die Mengen @— @ und @ iibertragen wird,
und x’ eine in @ nicht auftretende Variable ist, die in (@—@")u x’ als letzte
auftritt), so dafi durch die Substitution x” = f’[@’] eine Funktion entsteht,
die als Funktion von Xx,...,x.  (in dieser Reihenfolge) aufgefaBt, mit f[@®)]

2). Auch die Konjunktion mit einem Gliede und die leere Konjunktion (deren Wert
4 ist) wird erlaubt.

3) Die identisch falsche Funktion hat keine Prlm-lmphkante, die identisch wahre hat
eine einzige: die leere Konjunktion.
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fibereinstimmt, sprechen wir “iiber eine Darstellung von f[@] in der Form
einer einfachen wiederholungsfreien Superposition.*) Existiert einé' solche
Superposition fiir eine Teilmenge @’ .von @, so heiBt @ eine abtrennbare
Teilmenge (fiir die Funktion f).

. Man sagt, daB die Wabhrheitsfunktion f von der Variablen x; monoton
wachsend abhingt, wenn keine zwei solche volle Elementarkonjunktionen 2,
B existieren, dab

(1) 9 die Variable x; unnegiert, B aber x; negiert enthiit,
(ii) jede andere Variable gleichen Wert in 9 und 3B hat,

(iii) fQA) == und f(P) =1 ist.
Es ist leicht ersichtlich, daf dies dann und nur dann der Fall ist, wenn-
keine Prim-Implikante von f die Variable x; negiert enthilt.

"Die Funktion f hdngt von x; monoton abnehmend ab, wenn keine zwei
solche volle Elementarkonjunktionen existieren, dafl

() o die Variable x; unnegiert enthdlt, B aber x; negiert enthalt,
(ii) jede andere Variable gleichen Wert in 9 und 9 hat,

(iii) fQA)=1 und f(B)= gilt. ,
Dies ist genau dann der Fall, wenn keine Prim-Implikante x; unnegiert
enthalt. )

Ist f eine monoton wachsende oder monoton abnehmende Funktion von
X;, 80 sagen wir, dall f eine monofone Funktion von x; ist. Ist f* in einer
Darstellung von f in der Form einer einfachen wiederholungsfreien Super-
position eine monotone Funktion der Variablen x’, so sagen wir, daf @ eine
monoton-abtrennbare Teilmenge von @ (fiir f) ist.%)

Ist 9 eine Elementarkonjunktion von f[®] und @ eine beliebige Teil-
menge von @), so bedeutet Ay diejenige Teil-Konjunktion von 9, die genau
die gemeinsamen Variablen von 9% und @’ enthalt (jede Variable ist unne-.
- giert oder negiert je nachdem wie sie in ¥ vorkommt).

) 4) Das Wort ,wiederholungsfrei” bezieht sich auf die Tatsache, daB f’ und f* keine
gemeinsamen Argumente haben. Das Wort ,einfach” ist fiir die Unterscheidung von den
Superpositionen, wobei mehr als eine Variable von f* substituiert wird, ferner von den
iterierten Superpositionen zweckmiBig. Der betrachtete Superpositionsbegriff wird im Hilfs-
satz 1.1 der Arbeit [5] von Kusnjezow (8. 192) von einem anderen Gesichtspunkt aus
erleuchtet. B .

5) Es ist moglich, daB eine Teilmenge der Variablen abtrennbar, aber nicht monoton-
abtrennbar ist: z. B. die Menge {x, y} fiir die Funktion
X2vyzviyz=(xvy)«->2z.
A
A
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§ 3. Ergebnisse

Satz 1. Betrachten wir eine Darstellung der Wahrheitsfunktion f[©)]
in der Form einer einfachen wiederholungsfreien Superposition. Eine Elemen-
tarkonjunktion 9 ist dann und nur dann eine Prim-Implikante von f, wenn
eine der folgenden drei Aussagen fiir N wahr ist:

@) ="Aoo und A ist eine Prim-Implikante von f*,

8) Ve ist eine Prim-Implikante von f' und Ye.o- & X' ist eine Prim-Im-
plikante von f*,

v) Yo ist eine Prim-Implikante von f' und Ye.er & X' ist eine Prim-Im-
_ plikante von f*.

" Bemerkun g. Es ist klar, dafi fiir jede Elementarkonjunktion nur eine

der Aussagen «), ), y) gelten kann.
Der Beweis griindet sich auf zwei Hilfssitze.€)

Hilfssatz 1. Ist W eine Prim-Implikante von f und ist e nicht leer,
so ist entweder

8') Ne eine Implikante von f* und Ne_e- & x" eine Implikante von f*, oder
¥') Ne eine Implikante von [ und e-o» & X' eine Implikante von f*.

Beweis. Ist' %o keine Implikante von f' oder f, so existieren
zwei passende volle Elementarkonjunktionen 8B, ¢ von f’, deren o eine
gemeinsame Teil-Konjunktion ist, und fiir die "f"(B)=1,f(®) = gelten.
Es sei © eine beliebige volle Elementarkonjunktion von f, deren 9e.e- eine
Teil-Konjunktion ist. Wenn f'(De) =1 ist, dann mufi

f(®)=f(Do.or & B)=1

gelten (die erste Gleichung gilt, weil die Werte der Variablen von f* iiberein-
-stimmen; und die zweite gilt, weil 9% eine Teil-Konjunktion von De.er & B
ist). Wenn f'(De) = ist, dann muf (aus dhnlichen Griinden)

f®@)=f(To.0 &R¥)=1

gelten. Daher ist %Ao.o eine Implikante von f; das ist aber im Widerspruch
zur Annahme, dafi ¥ eine Prim-Implikante ist. .
Wir haben die Behauptung von £’) oder y’) iiber Ao bewiesen; wir
sollen noch die Richtigkeit der entsprechenden Aussage iiber %e.e- zeigen.
Wir nehmen an, dafl e die Funktion f* impliziert, und betrachten den

%) Wir lassen im Beweis dié Spezialfille auer Acht, wenn f’ identisch + oder ¥
ist, und iiberlassen dem Leser die Richtigkeit des Satzes in diesen entarteten Fillen ein-
zusehen und ihn einfacher zu formulieren.
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Wert von f* an einer beliebigen Stelle, wo Ye.e- & X wahr ist. Dann muf
f° mit f(€)=1 iibereinstimmen, wo € eine beliebige volle Elementarkon-
junktion von f ist, die A als Teilkonjunktion enthdlt. Daher ist Ye.o & X’
eine Implikante von f*. Der Beweis verlduft dhnlich, wenn e die Funktion-
f' impliziert.

Hilfssatz 2. Gilt eine der Aussagen 8, v") fiir eine Elementarkon-
junktion A, so ist A eine Implikante der Funktion f.

Beweis. Wir nehmen an, dafl ') erfiillt ist und U beziiglich einer
Stelle des Definitionsbereiches von f wahr ist. Dann ist f* wahr an der ent-
sprechenden Stelle, und auch e.e- wird geniigt. Daher gibt die Substitution
von f’ fir x" der Funktion f den Wahrheitswert 1. Im- Falle, daf ¢’) gilt,
verlauft der Beweis analog.

Beweis des Satzes 1. Es sei eine Prim-Implikante 9 von f ange-
geben. Im Falle A=%o.e- wird &) ersichtlich erfiillt. Im entgegengesetz-
ten Falle konnen wir den Hilfssatz 1 anwenden. Wire g) erfiillt, aber g)
nicht, so konnten wir eine Teil-Konjunktion von e betrachten, die eine -
Prim-Implikante von f* ist, ferner eine Teil-Konjunktion von e & x’, die eine
Prim-Implikante von f* ist. (Es muf in mindestens einem Falle eine echte
Teil-Konjunktion-Relation bestehen.) Durch die Anwendung des Hilfssatzes 2
wiirden wir dann eine Implikante von f bekommen, die echter Teil von A
ist, was der Bedingung fiir % widerspricht. Im Falle, dall y’) erfiillt wird,
aber y) nicht, schlieffen wir analog.

Umgekehrt, ist §) oder y) giiltig, so ist wegen des Hilfssatzes 2 9 eine
Implikante von f. Wire U keine Prim-Implikante, so sollte sie eine Prim-
Implikante echt enthalten; der Hilfssatz 1 fiihrte dann aber zu einem Wider-
spruch. — Gilt «), so ist A offenbar eine Prim-Implikante von f.

Satz 2. Die folgenden Eigenschaften A) und B) sind dquivalent fiir
eine beliebige Teilmenge €’ der Variablenmenge @ der Wahrheitsfunktion f[©]:

A) @' ist monoton-abtrennbar,

B) sind A und B zwei beliebige Prim- Impltkanten von f, und ist weder

Nor noch Be- die leere Konjunktion, so ist auch o &Ve-o eine Prim-Impli-
kante von f.

Beweis. Wird A) erfiillt, so ist es unmoglich, dal in zwei passenden
Prim-Implikanten der Funktion f* die Variable x’ unnegiert bzw. negiert
auftritt. B) mufl wegen der Aussage #) oder y) des Satzes 1 gelten.

Umgekehrt, es sei B) erfiillt. Betrachten wir die Funktionen f'[@’] und
F i(@—®)ux], die durch die Formeln

FlO1=2¢ v--v AP
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und : }
M -0 ux]= A" v v AP VA e X v v A G e X

definiert werden, wo AP, ..., A" die simtlichen Prim-Implikanten von f
sind, und A& (1 =i=m) genau im Falle k <i=m die leere Konjunktion ist.

Der Beweis wird vollstindig sein, wenn wir zeigen, daf} f gleich f* ist,
wenn x'==f" gilt. In der Tat, substituieren wir die die Funktion f* definie-
rende Formel fiir jedes Vorkommen von x' in (1), und wenden die Distri-
butivitit an. Die Aussage B) versichert, daB auf diese Weise die sidmtlichen
Prim-Implikanten von f und nur diese an der rechten Seite von (1) entstehen
"(dieselbe Prim-Implikante kann in mehreren Exemplaren auftreten), was die
Gleichheit der superponierten Funktion mit f bedeutet.

Satz 3. Sind & und ©®" monoton-abtrennbare Teilmengen von © fiir
die Funktion f, deren Durchschnitt nicht leer ist, so ist auch @' n ®" monoton-

‘abtrennbar fiir f.

Beweis. Satz 2 hat ein Kriterium dafiir gegeben, daf§ eine Teilmenge
monoton-abtrennbar sei; deshalb geniigt es zu beweisen, dal @ n @ die
Aussage B) erfiillt, wenn beide von @ und @ sie erfiillen. .

In der Tat ist dann Ao & Vo-e €ine Prim- lmpllkante von f, und damit
ist auch

o & Vo-0)or & Vo.om=Wone” & Be-oyn0r & Vo.ew ==
= Nore" & Veo-@n0")
eine Prim-Implikante von f.
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Erweiterung des Begriffs der Riume
skalarer und konstanter Kriimmung

Von ARTHUR MOOR in Szeged

Einleitung

Ein n-dimensionaler Riemannscher Raum 9., in dem die Metrik durch
- das Bogenelement

0. 1) v ds=|g,;(x)dx'dx (x: x1,%2,...,x")

bestimmt ist, wird ein Raum von skalarer Kriimmung genannt, wenn der
durch den metrischen Grundtensor g;(x) bestimmte Krimmungstensor R
die Form

©0.2) RYu=2R(x)gu:94 ")

hat. Der Kriimmungstensor R/_'m des Raumes 9, ist von den gy durch die
sog. Ubertragungsparameter I/ abhingig, wo die I/, die aus dem metri-
schen Grundtensor g gebildeten Christoffelschen Symbole sind. -

Die Ubertragungsparameter I'J; bestimmen bekanntlich die Parallel-
tibertragung der Vektoren und die geodatischen Linien des Raumes H,.

Bestimmen wir nun die Metrik des Raumes durch die Grundform (0. 1),
die Paralleliibertragung der Vektoren aber statt der Ubertragungsparameter
I';% durch andere Ubertragungsparameter von der Form :

(0.3) Ly =¥+ AP,

so bekommt man einen Raum R;, dessen Struktur durch die beiden Funda-
mentaltensoren gy und A7, bestimmt ist. Aus (0. 3) sieht man namlich un-
mittelbar, daB A4;/. nur einen Tensor bedeuten kann, falls die Transformations-
formeln von L7 und I’/ tibereinstimmen, was wir im folgenden immer
bedingen wollen. Eine derartige ,,Erweiterung” R, des Raumes 9, hat sowohl

1) Wir verwenden die Schoutensche Symbolik; vgl. [7], insb. Kap. 1. § 3. (Die Lite-
ratur befindet sich am Ende unserer Arbeit.)
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physikalische, wie geometrische Anwendungen. Wir verweisen beziiglich der
physikalischen Anwendungen auf die Arbeiten [3] und [5], und beziiglich dér.
geometrischen Anwendungen auf die Arbeiten [6] und [7], Kap. HI.

In vorliegender Arbeit sollen Ri-Riaume von skalarer Kriimmung, in zu-
den Riemannschen Radumen skalarer Kriimmung formal analoger Weise (d. h.
gemaf Formel (0. 2)), definiert werden. Danach soll festgestellt werden, welchen
geometrischen Inhalt diese Definitionen haben. Die N:-Riaume von skalarer
Kriimmung haben die charakteristische Eigenschaft, dal in diesen Raumen
in jedem Punkte und in jeder Richtung eine geoditische Hyperfliche gelegt
werden kann. Diese Eigenschaft gibt eine geometrische Verallgemeinerungs-
moglichkeit fiir die Definition der Rdume von skalarer Kriimmung.

Dementsprechend werden wir in § 1 die Grundformeln der 9i%-Riume
zusammenstellen; in § 2 werden wir die Definition der 9,-Rdume von ska-
larer Kriimmung angeben und die Giiltigkeit des Schurschen Satzes in diesen
Réumen untersuchen. In § 3 betrachten wir einige wichtige Grundbegriffe der
Theorie der Hyperflachen in Bezug auf die Paralleliibertragung der Hyper-
flichenvektoren und in § 4 und § 5 untersuchen wir die geometrischen Eigen-.
schaften der 0N,-Rdume von skalarer Kriimmung. Endlich, in §6 wollen wir
durch Beispiele die Existenz dieser Ehn Raume bewelsen

§ 1. Grundformeln der N;-Riume -

In einem n-dimensionalen N)-Raum seien die geometrische Struktur
bestimmenden Fundamentaltensoren g;(x) und 4 (x), wo der symmetrische
Tensor g;; die Metrik des Raumes bestimmt und fiir gi;(x) die quadratische
Form g;;(x)y*)7 in den Hilfsverdnderlichen y* positiv definit ist. Der Tensor
A7 definiert durch (0. 3) die Ubertragungsparameter des Raumes.

In dem $}-Raum existieren zwei kovariante und zwei invariante Dif-
ferentiale je nach den beiden Ubertragungsparametern (0. 3) und “]'f, Die
kovariante Ableltung nach den Ubertragungsparametern (0. 3) bzw. I’ wol-

len wir mit v, bzw. Vi bezexchnen Fiir einen Vektor & bzw. & ist. also

(1.1) (3) Tl Mg, + I, (b) V& & Fijk%tj_:
(1.2) (@) ViES o8 +L5%E = ViE + 4,38,

(1.2) (0) NTuE 2 gk L = ok — A,

* Die entsprechenden invarianten Differentiale sind durch die Formeln
(1.3) DES G, Eax', DES G, Edx"=DE + A4 Fdx"

bestimmt.
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Neben den geoditischen Linien existieren im Raum 9 die sog. auto-
parallelen Kurven. Da die Paralleliibertragung der Vektoren lings einer Kurve:
x'=x'(¢) durch

D§¢ def dEL
(1.4) o5 arth 1§’
festgelegt ist, definieren die leferentlalglelchungen (1.4) fir f=x'= a;;l

d. h. die Differentialgleichungen

dx dxi  dxk
(1.5) | ~g T L (t)) TR TR
solche Kurven, deren Tangentenvektoren x‘= ‘fit langs der Kurve parallel

verschiebbar sind. Wir bemerken, daB die Gleichungen (1. 5) nicht parameter-
invariant sind. Die parametermvarlante Form von (1.5) ist (vgl.[4] § 7 und

§ 22)
dx" {d2xi i dxi dxk dxi (d‘zx” wodx) dxF)
(1.53) dv (dc~+L]kd'v d’L‘)_ dv \de® Li drt d'l,')_—o'

Der affine Parameter f in (1.5) ist bis auf eine lineare Transformation be-
stimmt. Die Kurven (1. 5) nennt man autoparallele Kurven. Der Parameter: # ist
in (1.5) im allgemeinen nicht die Bogenldnge: s, sondern ein geeigneter
affiner Parameter des durch L.’ bestimmten affinen Zusammenhangs (vgl.
[4] § 22. Offenbar kommt in (1.5) nur der symmetrische Teil von L/ vor).

Ist z. B. die Ubertragung (1.2) metrisch, d. h. 6,;g,-,~=0, so kann {=s ge-
nommen werden da jetzt aus (1.5)

—;t—.(gu.-(x (t)xi%)=0, d.h. gux'x"=konst.

folgt. Ist also fiir einen konstanten Wert #,

o7 o & . dX”
Gu(x(t) X =1, %= o
so ist diese Relation lings der ganze Kurve giiltig, d. h. x’ ist der tangente

Einheitsvektor®). _
Der zu den Ubertragungsparametern L;’; gehorige Kriimmungstensor ist
durch die Formel
. -—2(‘)[1L11| 1]+2LL [/L|t[ il

?) Wire diese Relation fiir ein beliebiges f, nicht giiitig, so wiirde ihre Giiltigkeit
nach einer Parametertransformation von der Form o=ct - die den Charakter von (1.5)
unverdndert 1Bt — erreichbar sein. Es wire dann o=s.
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festgelegt (vgl. [7] Kap. 11, Formel (4. 2))?). Auf Grund von (O 3) kann dieser
Tensor auch in der Form:

(1 6) . LIZ—RLI(I_I—SL”

angegeben werden, wo R der zu den Christoffelschen Symbolen I/ ge- .
horige Riemannsche Kriimmungstensor ist, und der Tensor S/ durch

(1.7) S 17—2V[IA|z| k]+24z [kA|1| 1

bestimmt werden kann [vgl. [7] Kap. 1l (4. 22a)]).

Man kann leicht verifizieren, daB der Kriimmungstensor R’ den fol-
genden Identititen — die die Verallgemeinerungen der sog. Bianchischen
Identititen sind — geniigt: '

(1. 8a) TR+ 2R k=0, Q"E 4y,

(Vgl. [7] Kap. 1II (5.19)). Diese Identititen konnen auch in der aqu1valenten
Form:

(1. 8b) T R+ A wR ' — 45 uRiy g =0

angegeben werden. Dié entsprechenden ldentititen fiir den Riemannschen
Kriimmungstensor R,/ bekommt man aus (1. 8b), wenn A, =0 gesetzt wird.

Wegen seiner Anwendungen in der Geometrie und in der Physik ist
der Fall

(1.9) A= — A, A d—efg]t/.l, k

besonders wichtig. Die Relation (1.9) bedeutet, daB die durch (0. 3) defi-
nierte Ubertragung metrisch ist. In diesem Falle existieren also im Raum
N zwei metrische kovariante Ableitungen, und zwar (1.1) und (1.2) (vgl.
[6] §1). Beziiglich der physikalischen Anwendungen verweisen wir auf die
Arbeit [5].. Die Relation (1. 9) beeinfluBt die schiefsymmetrischen Eigenschaften
der Kriimmungstensoren Rju und Sia. Aus (1.7) folgt dann unmittelbar auf
Grund der Formel V;g;=0, dal

Sijkl—_—'_ jikl
ist, und wegen :
(1.10) s Rijin=—Rjmn
wird nach (1.6) auch der Krijmmungstensor R in I, j schiefsymmetrisch.

%) In der Arbeit [7] sind unsere Ubertragungsparameter L7, mit I';7, und der Ten- ,
sor Ry, ist durch Rj;;’ bezeichnet.
4) In der Arbeit [7] sind die Bezeichnungen ‘ﬁk und V/, im Vergleich zu unserer
Arbeit verwechselt. Statt 4,7, steht in [7] T;;7 und statt Q. steht S;°.



Rédume skalarer und konstanter Kriimmung 57

" Die schiefe Symmetrie von Rj; konnte man iibrigens im. Falle einer metri-
schen Ubertragung auch.von den Identititen von Riccr leicht ableiten. Die
Identitdten von Riccr sind ndmlich z. B. fiir einen Tensor zweiter Stufe:

(1.11) (61&% VJVI)Tab—_“ :t]leb_Rb]! t_ZQ]Ivt ab -

Ist nun §jgab=0, so ergibt (1.11), falls statt 7., der metrische Fundamen-
taltensor g., gesetzt wird, unmittelbar die érwihnte Relation R{u)z =0.

' Die geoditischen Linien und die autoparallelen Kurven sind in dem
9% -Raum identisch, falls die Relationen '

(1.12) ‘ A=~ d;
bestehen. Wegen der langs (1. 5) giiltige Relation

kann in (1. 5) bei diesem Typ f=s gesetzt werden. Dieser, durch (1. 12)
charakterisierte Typ findet seine physikalische Anwendungen in den Arbeiten
I. und II. von [3]. In den durch (1.12) charakterisierten 9R}-Raumen ist

(1.12a) . A =7

Die schiefe Symmetrie der Kriimmungstensoren Rfj; und SW in den Indizes
1 und j ist aber jetzt nicht giiltig. .
Ist endlich

(1.13) , A= 4,

so sind die Ubertragungsparameter L/, nach den Formeln (0. 3) in den In-
dizes i, k symmetrisch. Auch dieser Typ kann in der Physik angewandt werden
(vgl. [3] 1II und IV). Es gilt jetzt

(1133) L;,—O

Die Identitaten (1.8a) fiir den Kriimmungstensor R;’, werden jetzt dieselbe
Form haben, wie die Bianchischen Identititen fiir den Riemannschen Kriim-
mungstensor R;.. Statt der kovarianten Ableitung <7, steht aber in den
Bianchischen Identititen des Kriimmungstensors R}’ die kovariante Ableitung
Vi (vgl. (1.1) und (1.2)). Der durch (I.13) charakterisierte Fall ist im We-.
sentlichen die Zusammensetzung eines metrischen und eines affinen Raumes
mit symmetrischer Vektoriibertragung. Die Vektoriibertragung ist zwar nicht-
metrisch, doch existiert im Raume eine Bogenldnge fiir die Kurven und ein
Langenbegriff fiir die Vektoren.

Die Relationen (1.9) und (1.12) konnen gleichzeitig bestehen. Der
" Tensor Ay wird dann in allen seinen Indizes schiefsymmetrisch sein. Das
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miissen wir noch nur auf j, k¥ beweisen. Es ist aber nach (1.9) und (1.12):
/Iijk = —/1]'17; = /1kfj = —/tn;j,

und das beweist unsere Behauptung. Offenbar kénnen (1.12) und (1.13) nur
dann gleichzeitig bestehen, wenn A,;;=0 ist. Ebenso folgt aus (1.9) und
(1. 13), falls diese gleichzeitig bestehen sollen, daB ;=0 ist. Es ist ndm-
lich nach (1.9) und (1.13) . '

(1.14) Aiji=— i = — dyiy = dij == djri = — dji = — diji,

d. h. A= — A, und das beweist unsere Behauptung.
Selbstverstindlich muf§ in diesem letzten Falle n > 2 vorausgesetzt wer-
den, denn vollstindig schiefsymmetrische A konnen nur fiir n > 2 bestehen.

§ 2. Definition der 9;-Riume von skalarer Kriimmung

Die Definition der 9t%-Riume von skalarer Kriimmung wollen wir in
der Weise angeben, dall der 9t,-Raum in den gewdhnlichen Riemannschen
9.-Raum von skalarer Kriimmung iibergehe, falls 4/, =0 gesetzt wird. Wir
definieren erstens die 9)-Riume von skalarer Kritmmung durch formale For-
derungen ' '

Definition. Ein N,-Raum soll ein Raum von skalarer bzw. konstan-

ter Kriimmung erster, zweiter, bzw. dritter Gattung genannt werden, falls
eine 'der Relationen

2.1 - Rijn = 2R"yipey 1
(2.2) R'ij‘= 2R yirgim, (2.2a) Rija=2R*'gpyim,
(2.3) - Riw=2R"gugn

giiltig ist. Der Tensor vyu, soll dabei durch die Grundtensoren g. und A/
bestimmt sein. R*(x) ist der Kriimmungsskalar des Raumes, ist R* eine Kon-
stante, so ist der N,-Raum von konstanter Kriimmung.

Die Typen (2.2) und (2.2a) haben gleichartigen Charakter, somit wol-
len wir nur (2.2) eingehender untersuchen. Wir werden jetzt einige Satze in
Bezug auf die Rdume von skalarer Kriimmung beweisen.

Nehmen wir an, daf der nicht unbedingt symmetrische Tensor yu durch

2.4 Viya=0, Det(ys)#0
festgelegt ist. Wir beweisen den folgenden
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Satz 1. Ist in einem Ri-Raum (n>2) von skalarer Kriimmung (2.1)
und (2. 4) giiltig, so besteht fiir den Kriimmungsskalar R* die Relation

(2.5) O log\R \— (2 we— A —{—}/zd(mz‘)’o)
wo yi' durch
ot . . 1 fiir b=,
ruyo =7yuyy =0 = | 0 fir bs=c

festgelegt ist (Selbstverstindlich ist y§ von y" = g"g”y, verschieden.)
, Beweis. Ziehen wir in (1.8a) den Index r herab, so wird wegen:
Vigij = —2Ayjy:
v 0Ri1 w1+ 2 ARl 11+ 2 Rirtjin 'y = 0
bestehen. Beachten wir jetzt die Gleichungen (2.1) und (2.4), so wird: '

(2.6) {2 VlR*')’i[j'}’lrlk] + 4Rt(4(n-)z)',|j}’tz.-] + thz}’z[n’p»u])} + {zykl.};u =0,

wo {zykl.};x eine zyklische Permutation auf die Indizes j, &, bedeutet. Man
bekommt aus der Formel (2. 6) nach einer Uberschiebung mit i und dann
31

mit v§ im Hinblick auf die Relation ¢y =g"":
(2 7) (n—l)(n—Z) <71R*—2R*(ﬂ—2) (zgltt——g{j/,l('j)l—}—’)/tld(jl)k')’](‘:{)zO.

Beachten wir jetzt, daB fiir einen Skalar R*, ViR =0,R" ist, s0 folgt aus (2..7)
wegen n > 2 unmittelbar die Formel (2.5), w.z. b.w,

Der bekannte Schursche Satz behauptet in den Rlemannschen Réumen
(vgl. [2] § 26), daB in den Riemannschen Rdumen von skalarer Krimmung
der Kriimmungsskalar R*(x) eine Konstante ist, falls n> 2 besteht®). Als eine
unmittelbare Folgerung des Satzes 1 entsteht das folgende

Korollar. In den durch (2.1) und (2.4) charakterisierten Rdumen ist
 der Schursche Satz dann und nur dann giiltig, falls

28, tt = /-Iftk - '}’tk Ay ‘/{.l

ist. In diesen Nn-Rdumen von skalarer Krz'ilhnzurzg erster Gattung st
R* = konst.

%) In der Formulierung des Schurschen Satzes steht in [2] § 26 statt des Begriffs
von ,Rdumen von skalarer Kriimmung” der Begriff der Riume, deren Kriimmung von der
Orientation (d.h. von der Zweistellung) unabhingig ist. Bekanntlich sind aber dlese beiden
Typen von Riemannschen Raumen identisch.
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Ist die Ubertragung (0. 3) metrisch beziiglich der g, so reduziert sich
nach (1.9) unsere letzte Formel auf £2,°—0.
Fiir die 'durch (2. 2) charakterisierten Rdume beweisen wir den folgenden

Satz 2. a) Besteht in einem N;-Raum von skalarer Kriimmung die
Relation (2. 2), ist weiter R*:/=O und ist yg.s<c gu, so kann die durch (1.2)

bestimmte Ubertragung Vi in Bezug auf den Grundtensor i nicht metrisch
sein.

b) Sind yy und A7x in' i, k symmetrisch, ist R* = konst., weiter existiert
eine Zahl N derart, daf die letzte Gleichung des Systems

(2. 8) '};[(1 VIml... V7nr| yj)k_};}r(iVIml.., er{}’j)l: 0 (l‘ = 1, 2, ey N+ 1)

eine Folge der vorigen sei, und ist endlich y;="1y; eine Losung dieses Glei-
chungssystems, dann ist V,..y,,——O.

c)y Ist 52/};—:—0, v‘ky,-j =0, so ist fiir n>?2

. . 2 i
0x l0g | R = — —= 75 V u¥iia-

Beweis. a) Im vorigen Paragraphen haben wir gezeigt, da im Falle
einer in Bezug auf den metrischen Grundtensor. g metrischen Ubertragung
R*iiya=0 ist. Auf Grund von (2.2) wire dann:

yir&u; + yin&ni =0.
Von dieser Gleichung folgt nach einer Uberschiebung mit g/

1 e ]
'}’ik=7 Cgu, Cg—jyjzgﬂ.

Dies ist aber ein Widerspruch zu unserer beziiglich des Tensors yi. gestell-
ten Bedingung.

b) Die Integrabilititsbedingungen von 6@7,-,-:0 sind (vgl. [4] § 29)
R =0, 7T Y Ra=0  (=1,2,..).
- Da nach unserer Annahme (2.2) besteht, und R*=konst. ist, sind die In-
tegrabilitatsbedingungen die folgenden
| Y6 Veitin="0,
6 b g Vi — 46V . oy i =0 (r==1,2,..)).

Ist nun y; =1y, so ist dieses Glelchungssystem wegen (2. 8) erfiillt. (Die
erste lntegrablhtatsbedmgung ist fiir y;;=y; immer identisch erfillt).
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Der 9i%-Raum ist im Falle b) auch ein Riemannscher Raum von kon-
stanter Kriimmung mit dem metrischen Fundamentaltensor y;. Die Bedingung
Aty =0 (47 ist jetzt in i,k symmetrxsch) sichert, daB auch L/x in ik

symmetrisch ist; dann ist L aus Vk}’u—O eindeutig bestimmbar, falls noch
det (y;;) # 0 ist; die L/, werden eben die aus y; gebildeten Christoffelschen
Symbole. Auf Grund von (2.2) wird:

) R:];rl =2 R‘}’i[kdljjf
¢) Ist nun 27, =0, Viy;50, so wird nach (1.8a) und (2.2)
(ViR yi; 0+ R* Vuyid) +{zykl}n =0

bestehen. Setzen vs‘/_i‘r r=k, summieren wir dann auf &, so wird nach einer
Kontraktion mit y3: o log |R’| die im Satz 2 angegebene Form haben.
Fiir die Rdume skalarer Kriimmung dritter Gattung bemerken wir, daf§

t
QI: t

. 4
dx log |R |=n__1

bestehen wird, falls Y'/,g,]—o gilltig ist: dies folgt aus (1.8a) nach einer
Ver]ungung auf r, k und nach einer darauffolgenden Kontraktion mit g¥. I[st

nglﬁéo so besteht der folgende

_ Satz 3. Hat der Kriimmungstensor R die Form (2.3), so ist fiir
den Kriimmungsskalar R*(x) '

s 1
(2.9) - drlog |R| =7;‘_T(Aktt_/jtkt)
gliltig, falls n> 2 besteht.
Beweis. Nach (1.8b) und (2.3) w1rd wegen Vg —O _wenn wir
noch in (1.8b) den Index r herabziehen:
{ViR gl[Jgk], + R (Amg,[,dk]—dl 1814i€nr)} + {zykl.}jw =0.

Uberschieben wir diese Gleichung. erstens mit g und dann mit g¥, so wird:
(n—1) (n—2)a, R+ (n—2) R (4a' — 4,") =0,

da ,R*=a,R" ist. Aus unserer letzten Gleichung folgt aber wegen n>2
unmittelbar (2. 9), w.z. b.w.

Auch in diesem Falle zexgt die Formel (2.9), daff der Schursche Satz
nur in den durch A.'y= A’ charakterisierten Raumen bestehen kann. Ist
Am in-den - ersten beiden Indizes schlefsymmetnsch so stimmt (2.9) wegen
Ap' — — A", mit (2.5) tiberein.
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Bemerkung. Der Teil b) von Satz 2 bestimmt die Bedingungen
dafiir, daff der M}-Raum wieder ein Riemannscher Raum von skalarer Kriim-
mung mit dem Fundamentaltensor y; sei. Untersuchungen in Bezug -auf das
Problem, daffi der }-Raum wieder ein allgemeiner Riemannscher Raum . 9%,
sei, befinden sich in [8]. Der Typ (2.1) bestimmt im ' allgemeinen keinen
Riemannschen Raum von skalarer Kriimmung, da

R*ijkl =+ R‘(}’ik d{ - }’ﬂ_di),

wenn fiir Ry, die Formel (2.1) giiltig ist. Von den L/ erhalt man namlich
R'7., und das Herabziehen von j in der Formel (2.1) geschieht mit gj, und
nicht mit y. — .

Wir werden jetzt die Rdume von skalarer Kriimmung durch die Verall-
gemeinerung einer geometrischen Eigenschaft der Riemannschen Réume von
konstanter Kriimmung definieren. Die Vektoriibertragung des 9i,-Raumes in-
duziert auf jede Hyperfliche F,., eine Paralleliibertragung fiir die Vektoren
von F,.i. Auf Grund dieser induzierten Ubertragung — die wir im § 3 ana-
lytisch formulieren wollen —, kdnnen die autoparallelen Linien von F,.; de-
finiert werden. Jetzt konnen schon die autoparallelen Hyperflichen A,., — die
die Verallgemeinerungen der geoditischen Hyperflichen eines Riemannschen
Raumes sind — auch definiert werden.

Definition. Eine Hyperfliche F,.-, ist eine aufoparallele Hyperﬂache
A,-1 von N5, wenn die beziiglich der induzierten Paralleliibertragung von F,..
autoparallelen Linien auch beziiglich der Ubertragung von R, autoparallel sind.

Die Rdume von skalarer Kritmmung vierter Gattung definieren wir nun
in folgender Weise:

Definition. Der W,-Raum ist ein Raum von skalarer Kriimmung
vierter Gattung, wenn in jedem Punkte Py von N, und in jeder Richtung eine
autoparallele Hyperfliche A.., gelegt werden kann. (Der Ausdruck: ,,in jeder
Richtung” bedeutet, dafi der Flachennormalenvektor »; im Punkte P, beliebig
angegeben werden kann.) '

Im ndchsten Paragraphen werden wir die Grundziige der Theorie der
Hyperflachen und die charakteristischen Bedingungsgleichungen der autoparal-
lelen Hyperflichen bestimmen. Erst dann -konnen wir die analytische For-
mulierung der 9N} -Rdume von skalarer Kriimmung vierter Gattung angeben.
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§ 3. Grundziige' der Theorie der Hyperflichen im %;-Raum |

. Eine n-dimensionale Hyperfliche F,_; kaun durch die Funktionen von
(n—1) Veranderlichen

3.1 X=xi(u', v ..., 0"  (i=12,...,n)
oder durch die einzige Gleichung von .der Form
3.2) p(x', %%, ..., x)=0

angegebeh werden. Die Tangentenvektoren von (3. 1) sind durch

i def OX
e 6[19

bestimmt®). Wir werden immer bedingen, daB der Rang der Matrix (B;)
gleich (n—1) ist. Der metrische Grundtensor von F,._; soll mit Qup bezeichnet
werden; bekanntlich ist a,s die Projektion des metrischen Grundtensors gy, -
auf die Hyperfliche F,_;. In gewohnlicher Weise definieren wir die kontra-
varianten Komponenten a* von a.s durch die Gleichungen a®az, = d5. Wir
benodtigen noch die Projektionsvektoren

(3.3) . Bi ¥a™g,Bi,

die im Wesentlichen nur eine andere. Form der Tangentenvektoren sind.
Beziiglich der weiteren Bezeichnungen bemerken wir, dafi wir die
Flachenkomponenten eines Tensors immer durch griechische Indizes, wéihrend
die Raumkomponenten durch lateinische Indizes bezeichnen werden.
Der R,-Raum induziert éine Paralleliibertragung in die Hyperflache
F._i. Diese induzierte Ubertragung wollen wir dadurch festlegen, daf wir
fordern, dafl das induzierte invariante Differential 4& eines Vektors & von

F.-1 gleich die Projektion des invarianten Differentials DE des entsprechen-
den Raumvektors & sei. Analytisch gibt diese Forderung die Relation

(0=1,2,...,n—1)

DE 4
dt T dt
Diese Formel ist vollstdndig analog zur entsprechenden Relation der Riemann- -
schen Geometrie (vgl. [2], Formel (24.10)). Die Formel (3.4) ermoglicht,
daf mehrere Eigenschaften der geoditischen Linien auch fiir die autoparal-
lelen Kurven der R;-Réume giiltig bleiben.

Die Formel (3. 4) ist gleichwertig damit, daf die Ubertragungsparameter
®,”, der Flicheniibertragung gleich der Projektion von L/ sind. Da die von

G4 B

6) Die griechischén_ Indizes sollen” jetzt und in den Paragraphen 3—4 immer die
Zahlen 1,2,..., (n—1) bedeuten. Die lateinischen Indizes laufen von 1 bis n.
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aqg gebildeten Christoffelschen Symbole die Projektion.von Iy sind (vgl. [2],
§ 24, insb. Formel (24. 9)), wird ®.’, die Projektion von LL,, falls wir 4%
auf die Hyperfliche F,.; proizieren, und die Projektion 4.° , von A zu der
Projektion 17.%, von I/, addieren. — Ist der zu den —von a.s gebildeten
Fidcheniibertragungsparametern— 1.7, addierte Tensor ,”, nicht die Pro-
jektion von 4/ auf F..,, sondern ,a priori” angegeben, so ist zwar die
Flache F,.; ein 9%.;-Raum, doch (3. 4) wird im allgemeinen nicht giiltig sein.

Auf Grund der Formel (3.4) kann der folgende Satz leicht bewiesen
werden (fiir den analogen Satz im RN,-Raum vgl. [2] Kap. Il § 24).

Satz 4. Ist eine Kurve C:x'=Xx(t) einer Fn 1 aufoparallel in Bezug

auf die Ubertragung D des N:-Raumes, d. h. ist Dx'==0, so ist C auch in

Bezug auf die induzierte Ubertragung 4 von F,., autoparallel, d. h. es ist
dir=0.

Ist aber C autoparallel in Bezug auf die mduzterte Ubertragung 4 von
F._y, so ist C in Bezug auf die Uberz‘/agung D des 9i-Raumes entweder

auch autoparallel, oder es steht der ,,affme Krummunosvektor D'ici von C or-
thogonal auf die Tangentenvektoren von F,_;.

Bemerkung. Dxi st im aligemeinen nicht parameterinvariant. Da
aber nach der Voraussetzung die Kurve C in Bezug auf die Ubertragung 4
von F,., autoparallel ist, bestimmt die Relation 4i°=0 einen ausgezeichne-
ten affinen Parameter t der Flicheniibertragung, definiert durch die Ubertra~
gungsparameter @,”,. Es ist dann

xi(t) = x*(u'(t), u*(t), . . ., u”-l(t))

und D% kann als ein affiner Kriimmungsvektor in Bezug auf die Flichen-
iibertragung 4 betrachtet werden.

Beweis des Satzes 4. Es sei in der Formel (3. 4) der Flachen-
vektor & eben der Tangentenvektor i° einer Flichenkurve u® = u”(¢).

st nun D% =0, so folgt aus (3 4) wegen
(3.5) §'=x=Bgu, =4

unmittelbar °4i® =0, und das beweist die erste Hilfte des Satzes 4.
Nach einer Uberschiebung der Formel (3. 4) mit a,, bekommt man auf
Grund von (3. 3) und (3.5)

Dx" Au®
J —
8:iBs == e

woraus die zweite Halte des Satzes 4 unmittelbar folgt.
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- In dem Riemannschen Raum R, kann man im Satz 4 statt autoparal-
lelen Kurven die geoddtischen Linien nehmen, da im %n diese Kurven mit
den autoparallelen Kurven identisch sind.

. Die zweite Halfte des Satzes 4 driickt aus, daB falls die Kurve u*= u*(t)
in Bezug auf die Flacheniiberfragung 4 autoparallel ist, so hat der normierte
Kriimmungsvektor

S . D¥ 1 ]/  Dx Dz
77—@(1‘)7; —\O(T)“, ng— dt
die Richtung des Fliachennormalenvektors »; d.h. ni= -+ ». (o(¢) ist bloB

ein Normierungsfaktor, und nicht die Kriimmung der Kurve, falls ¢ nicht die

Bogenldnge ist.) Offenbar ist »* unbestimmt, wenn Dxi=0, d.h. die Kurve
eine autoparallele Linie des h-Raumes ist. In diesem Falle kann 7' beliebig
gewdhit werden. Wir wollen aber auch in diesem Falle 2 durch 2=
bestimmen. Die zweite Hélfte des Satzes 4 kann also auch in der folgenden
wichtigen Form formuliert werden:

Satz 4* Ist die Kurve C autopdrallel in Bezug auf die induzierte
Fldcheniiberfragung, so ist der normierte Kriimmungsvekfor ' bis auf Vor-
zeichen mit dem Fldchennormalenvektor v identisch.

. Bemerkung. Der normiérte Kriimmungsvektor 7 ist in dem Riemann-
schen Raum der Hauptnormalenvektor der Kurve. Im 0,-Raum ist das nicht
immer richtig, nur dann, wenn das invariante Differential f) metrisch ist. In
~ anderen Fillen steht namlich D*xz auf x* nicht immer orthogonal. Aus

12() &L g (x (£)) %
sieht man, daB /> von dem Tensor ;. unabhingig ist und es folgt somit
nach der Ableitung D/dt wegen Dgi=2Au,;dx’

dl D3
77 — I = XXXk Ay A G X 77

und das beweist unsere Behauptung. Lings gewisser einzelnen Kurven kann
seibtsverstandlich Dx* auf x* orthogonal stehen, wenn namlich lings einer

Dglk

a , ...
Kurve Z—ETI xtx

Satz 4 lings der autoparallelen Kurven der Hyperﬂache In diesem Falle ist
t der durch A1e=0 bestimmte Parameter.

Wir wollen jetzt die autoparallelen Hyperflichen A,_, untersuchen. Die
Definition der autoparalielen Hyperflichen haben wir im Paragraphen 2 an-

giiltig ist. Z. B. ist das der Fall auf Grund von

A5
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gegeben. Mit den Bezeichnungen D und 4 der invarianten Differentiale
bedeutet die Autoparallelitit einer Hyperfliche, daf fiir eine Kurve u®=u®(¢)
der Hyperfliche aus Aui°=0 stets die Relation ﬁ(B,izi%):O folgen mub.

Offenbar sind auf Grund ihrer Definition die autoparallelen Hyperfldchen
A,_1 im Riemannschen Raum 9, mit den geodatischen Hyperflachen iden-
tisch, da die geoditischen Linien im 9,-Raum zugleich autoparallele Kurven
sind.

Wir geben jetzt die analytische Formulierung der A,.,-Flache von 9.

Die Fliche A,.; sei durch (3.2) angegeben. Es sollen die notwendigen
und hinreichenden Bedingungen bestimmt werden, die die Autoparallelitét
von (3.2) sichern. Es besteht der folgende

Satz 5. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf3 die
durch (3.2) bestimmte Hyperﬂac/ze auatoparallel sei, ist die Existenz eines

Vektors a;, derart, dap VJCVL(/J in der Form -

(3.6) VIJVi(P:a(in)(P—Qi er(P; V*k(Pg—ii(?k(P
darstellbar ist.

(Im Riemannschen Raum ist £/,=0 und statt Ty steht 7. Vgl. [1]
Kap. VI, § 3, Formel (10)).
' Beweis. Es sei xi=xi(¢) eine beliebige Kurve der Hyperflache (3. 2).
Man hat somit nach (3.2):

3.7 p(x'(t), x2(t), ..., x*(t)) =0.
Nach zweimaliger Ableitung nach ¢ wird:

; DE sdef ., ZSX”.
(3.8) (Vi Vi) EE A+ Vi = =0 FEX=—r.

Ist nun die Kurve x*=xi(t) eine autoparallele Kurve des 3)-Raumes d. h. ist
DE =0, E=x!, so folgt aus (3.8):

(3.9) (ViVip)EE =0, wemn (V.g)&=0

ist. (Die zweite Relation von (3.9) driickt aus, daf die Kurve auf der Hyper-
flache liegt.)

Wir beweisen, daf die Relation (3.9) fiir die autoparallelen Hyper-
flichen charakteristisch ist. Dazu mtissen wir noch zeigen, daB aus (3.9) fiir
jede autoparallele Kurve der Flache (3.2) die Relation Dx=0 folgt.

Aus (3. 7) folgt aber nach einer Ableitung nach ¢, daB n;= Vip der
(nicht unbedingt auf 1 normierte) Normalenvektor der Fliache (3.2) ist. Ist
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nun die Kurve x‘=x'(f) eine autoparallele Kurve der Hyperfliche (3.2), so
ist auf Grund des Satzes 4: DE=—in‘. Aus (3.8) und (3.9) folgt aber dann
An;n'=0, und da die quadratische . Form gun'n®* positiv definit ist, wird
£=0, d. h. Dxb—~0 das beweist unsere Behauptung beziiglich der Relation
3.9

( )Die autoparallelen Hyperflichen koénnte man also auch durch (3.9)
charakterisieren, wir zeigen aber, dal} aus (3. 9) die Relation (3. 6) folgt Vor
allem bemerken wir, dab in (3.9) nur der symmetrische Teil von Vk \71

d. h. V(kVL)q) vorkommt. (3.9) kann man also in der dquivalenten Form
(3.10): (6(1»%1‘)9’)?51":0 -+ wenn (61-(#)5"':

bestlmmen Ist aber (3. 10) eine Folge der Relation (v,(p)E" 0, wo & ein
beliebiges Element einer (n—1)-dimensionalen linearen Mannigfaltigkeit von

Vektoren ist, so hat V'(zﬁi)(p nach einem Hilfssatz der Tensoralgebra (vgl. -
[t] S. 133) die Form

(3.11)v %(lsVz’)(P:a(in)(P; VI:(P.E(%-(P, a; = a;(x).

(In unserem Falle ist & in der Gleichung (3.10) ein beliebigeé Element

der Tangentenvektoren in einem Punkte unserer Hyperfldche.) Y}k V*i(p kann
aber immer in der Form :

(3.12) T = VaVaee+ Vo

bestimmt werden. Auf Grund der Identitit Q) = A/} folgt die Relation

(3; 13) %[kﬁi](]):"_girk Ve

Aus der Formel (3.12) folgt nun unmittelbar auf Grund von (3.11) und
(3.13) die Formel (3.6), w.z.b. w.

-In dem Riemannschen Raum 9, konnen die geodatlschen d. h. die
autoparallelen Hyperflachen unter den allgememen Hyperflachen durch fol-
gende Eigenschaft charakterisiert werden:

E). Hat die Hyperfliche F... die Ezgensc/zafz‘ daf3 sie alle Vektoren
dauernd enthdlt, die lings einer Kurve C von F,.1 durch Parallelverschiebung
entstanden sind, so ist diese Hyperfliche eine geoddtische Hyperfliche.

Im allgemeinen R7-Raum hat eine autoparallele Hyperfliche A..; nicht
immer die Eigenschaft E). Wahrend also im $i,-Raum durch die Eigenschaft
E) die geoddtischen Hyperflichen charakterisiert werden konnen, kénnen
durch diese Eigenschaft im %}-Raum die A,.;-Flachen im allgemeinen nicht
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charakterisiert werden. Das ‘kann durch eine einfache Rechnung bestitigt
werden, indem wir beweisen, dafl eine A,., nicht alle parallelverschobene
Vektoren enthalten mul.

Die Gleichung (3. 2) soll die Gleichung einer A,., sein. 6" soll einen
Vektor von A,.; und xi=xi(¢t) eine Kurve C von A,.; bedeuten. Analytisch
bedeutet das die Giiltigkeit der folgenden Relationen:

Y dxt = *
(3.14) (@) 6Vig=0, (b) ——Vip=0, Vig=0ig.

Durch Ableitung nach ¢ von (3.14) (a) bekommt man die Formel:

D0'
(v, Ve ¢)0 + V2 @ ==,
be
Ist nun der Vektor 6 langs C parallel verschoben, d. h. ist 9 ——=0, so
folgt aus der letzten Gleichung:
. - * . d i

Wire die zur Eigenschaft E) analoge Eigenschaft im 9i;-Raum giiltig, dann
miifite (3.15) eine ldentitit sein, da die Fliche A..: d.h. ¢(x)=0 eine
autoparallele Hyperflache ist, und selbstverstandlich die Relatlonen (3.14) (a)

und (b) fiir den Vektor 6 bzw. d gult:g sind. Aus der charakteristichen
Gleichung (3. 6) folgt aber nach (3. 14) (a) und (b):

axk
dt -’

LI o dx*
(V:.-Vftp)ﬁ”—ch: Q.6 ¢

Die Gleichung (3.15) konnte also nur dann giiltig sein, wenn aus (3.14)
die Relation
rogic dx* —
gefolgert werden konnte. Offenbar ist aber (3.16) nicht in allen 3}-Rdumen
fiir eine A,. giiltig, wenn auch (3.6) und (3.14) erfiillt sind.
‘Der formale Grund dafiir, daf im R3-Raum die A,.;-Flichen durch die
Eigenschaft E) nicht charakterisiert werden konnen ist das folgende die

Definition der autoparallelen Hyperflachen bestimmt blof V(kv1)¢ Im Rie-
mannschen Raum ist aber VuViyp=V1Vi¢.
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§ 4. Uber die Form des Kriimmungstensors in den H;-Riumen
von skalarer Kriimmung vierter Gattung

In diesem Paragraphen beweisen wir, daff falls der Kriimmungstensor
eine gewisse Form hat, der Jiz-Raum ein Raum von skalarer Kriimmung
vierter Gattung ist. Es besteht der

Satz 6. Hinreichend dafiir, dap der R),-Raum ein Raum von skalarer
Kriimmung vierter Gattung sel, ist das Bestehen der Relationen:

4.1) RL w=R yl[]dzj— V[lu-;] L+Qit[jgz;]rt+9jtl;9irt
und '
4.2) v VR + R*(V[k}’j]i_git[j'}’k]t + thk}’it) =0, 7uy=0.

Bemerkung. y; spielt in der Formel (4.1) die Rolle des metrischen
Grundtensors, wie das ein Vergleich von (0.2) und (4.1) zeigt. Die Formel
(4.2) bestimmt den Zusammenhang von y; mit L/; bzw. mit 4

Beweis des Satzes 6. Es sei @(x) eine zunichst beliebige Funk- -
tion. Wir definieren durch den Ansatz

4.3 Vibi=—R Oy;—L.ip,

ein Vektorfeld, wenn y; den in (4.1) und (4.2) vorkommenden symmetri-
schen Tensor bedeutet. Berechnen wir die hoheren Ableitungen von p; gemiB
(4. 3), so bekommt man wegen der Voraussetzungen (4.1) und (4. 2) direkt:

4.4 V[/ V;]pz R ey —§ jrkérpi"]"‘R*'}/i[de:](pr— D,),

also Uberemstxmmung mit den Riccischen Identititen, falls dabei p;= (D =V, D
gesetzt wird. Dies ist aber gerechtfertigt, denn aus (4.3) folgt auf- Grund
von (1.2) (b) und (0. 3) sofort:

(4.5) 0ipi=— R‘yij(p+(ritj+/l(L'j))pt =0:p;.

Das Differentialgleichungssystem (4. 3) ist also unter der Bedingung d (D =
= p;dx’ integrabel,

Wir miissen noch zeigen, daﬁ im E)? -Raum, fiir den (4.1) und (4.2)
giiltig sind, wirklich in jedem Punkt Po((ag)) eine autoparallele Hyperfliche

bestimmt werden kann, deren Normalenvektor: p; eine beliebig vorgegebene
Richtung p! hat. Wir betrachten die allgemeinste Losung p; = ’\:/'-id)(x) des



70 A. Modr

Differentialgleichungssystems (4. 3) fiir die

(4.6) P(x )=0, p (g)“’) o4
besteht. Die durch .
D(x', x2,...,x)=0

bestimmte Hyperflache ist eine autoparallele Hyperfliche. Auf Grund von
(4. 3) wird namlich nach ViD=

ViVi®=—Ry; d—Q/ 7 D.
Langs der Fliche ®(x)==0 ist nun

(V37 DYEE =0,

und das ist eben mit der charakteristischen Gleichung (3.9) der autoparal-
lelen Hyperflachen identisch.

Gewisse - spezielle Typen der R,-Rdume von skalarer Kriimmung vierter '
Gattung konnen auch durch andere Relationen als (4.1) und (4. 2) charak-
terisiert werden. Zu solchen Rdumen gelangen wir dadurch, dall wir die In-
tegrabilitétsbedingungen der Relationen (3. 6) bestimmen. Der folgende Satz
ist giiltig:

Satz 7. Hinreichend dafiir, dafi der 9i;-Raum von skalarer Kriimmung
vierter Gattung sei, ist das Bestehen der folgende Relation fiir den Kriim-
mungstensor:

4.7) R j= ()T’fﬁjlai, v[’aJ]d & @0 +292,52: —

—2(V[I--J] Z—Q ]‘.-/] ;)—I—a,(P []();] th;;()}.).
Beweis. Betrachten wir das leferentialgleichungésystem

(4.8) _ Vibi= aupy—82:';p,.
Offenbar wird die allgemeinste Losung p:(x) von (4. 8) der charakteristischen
Gleichung (3.6) der autoparallelen Hyperflichen gentiigen, falls p,-=V*iGJ
gesetzt werden kann. Durch die Anfangswerte (4.6) wird die Losung eine
Hyperfliche ®(x)=0 bestimmen, die den Punkt P,(x’) enthdlt, und deren
Normalenvektor p;(x) ist. )

In analoger Weise, wie beim Beweis von Satz 6 bekommen wir durch

die Berechnung der hoheren Ableitungen von p; gemil (4.8) wegen der
Voraussetzung (4. 7)

» »* ] U r *
V[/;Vj]pf=—71?f j/.~[)r—|-Q N »Diy
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die ebén die Riccischen Identitaten fiir den Vektor p; sind. Da nach (4.8)
und auf Grund von (1.2) (b) und (0. 3):

8;pi=aapy + I35+ A¢"n) p- = 0:;

ist, ist (4. 8) mit p;= '('71(1) integrabel, und das beweist den Satz 7.

Wir wollen in einigen Spezialfallen die durch (4.7) charakterisierten
Riume niher untersuchen.

Im ersten Falle nehmen wir an, daB der N,-Raum ein Riemannscher
Raum 9, von skalarer Kriimmung ist. Da jetzt 2,4=0,vV =1 und Rfjm:'
= R/, bestehen, wird aus (4.7)

R ji= d[k(vJ’]ai_ ?aj]aiJ — Vnajo:.
Setzen wir r=1Fk, so wird nach einer Summation iiber &

: 1 1
Ry = o (n—1) (Vjai‘_ o aiaj) — V1i4j)-

Beachten wir jetzt, daf der Raum R, nach der Annahme ein Raum von ska-
larer Kriimmung ist, d. h. (0.2) besteht, so wird auf Grund von (0. 2)

Rikjk = (n—1)Rgy.

Aus den beiden letzten Formeln folgt
1 1
(4 9) 7(n—1)(vjal—7maj)—V[La]]=(n—1)Rg7J

Da die rechte Seite dieser Gleichung in i, j symmetrisch ist, mufl der schief-
symmetrische Teil der linken Seite verschwinden. Daraus bekommt man leicht

) Viai—Viaj=Oy
und nach (1.1)

(4. 10) 9;ai—3:a;=0.

Der Vektor a; ist also ein Gradientvektor. Aus (4.9) bekommt man fiir den
metrischen Grundtensor g;; die Form
(4.]]) g{j:%R—l (Vjai———;—aiaj). aig—‘—ﬁ@ia.

Die Bedingungen (4. 11) und (0.2) sind offenbar Beschridnkungen fiir
den metrischen Grundtensor g;; fiir n=2, d.h. fiir den zweidimensionalen
Raum bedeutet schon (0.2) keine weitere Einschrankung, da der Raum 9t

bekanntlich immer ein Raum von skalarer Kriimmung ist.



72 : A. Moér

Die Relation (4. 10) bekommt man auch fiir einen R}-Raum von ské-
larer Kriimmung vierter Gattung, wenn die Relationen ’

(4.12) () 2%=0, (b) Riyu=0

bestehen, d. h. die Ubgrtragung symmetrisch ist, und R einen gewisser-
maBen zum Tensor R/ ahnlichen Charakter hat. (4.12) (b) ist namlich fiir
den Kriimmungstensor R/ eines Riemannschen Raumes immer giiltig (vgl.
[2] § 8, insbesondere die Gleichung (8.14) und" die nachfolgenden Zeilen).
Aus (4.7) wird jetzt:

., .| 1 * "
(4. 13) R = 6[19 (‘Vj]ai—— 5 aj]ai)——V[ka]] ;.

" Setzen wir nun in (4.13) r=k, so wird nach einer Summation iiber &

* ]

X 1 * 1 *
(4. 14) R = -2—(11—1) (Vjat—7altaj)+ 14 -

Aus (4.12) (b) folgt nun leicht wegen (4.14) die Relation V*[,a,,—o und
das ergibt wegen (4.12) (a) die gewunschte Relation (4.10). Aus (4.14)
wird jetzt

* o 1 * ’ 1 . i
R &R ]k—7(n_])(v1'ai_7aiaj), 0 9;a,

und somit kann der Krimmungstensor R:" nach (4.13) wegen v‘[,;aj]=0
in der Form

} * 2 * o
(4. 15) R = r— Ri;0

angegeben werden. er bemerken noch, daB aus (4. 15) und (4. 14) die Formel
(4. 13) folgt, wenn v“al]*O ist.

Zuletzt wollen wir noch in diesem Paragraphen bemerken, dal wenn R
ein Raum von skalarer Kriimmung vierter Gattung ist und A=/, besteht,
dann auch der durch g, bestimmte Riemannsche Raum N, ein Raum von
skalarer Kriimmung ist. Diese Bemerkung folgt einfach aus der Tatsache, daf}
jetzt die autoparallelen Kurven von 9 mit den geodatischen Linien von 9q,
iibereinstimmen. Auch aus (4.1) -falls R, die Form (4.1) hat- kann das
leicht verifiziert werden. Driicken wir ndmlich von der Formel (1.7) den
Tensor S/, mit Hilfe der kovarianten Ableitung Vs aus, (vgl. die Formeln
(1.2)), so wird:

Su —2\7[1/I| | I\]+2/’l [I/l]t| I]+2/IL 2.4,
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beachten wir dann noch (1.12a), so folgt aus der Formel (4.1):

| * " 1 .-
7[\)' w=R )’f[jdk]-i-—é-si ke

Nach (1.6) folgt dann nach Herunterziehen von r, daf

1 .
(4.16) 5 Rijp.=R 7i jg;qr
besteht. Beachten wir jetzt (1.10), und setzen wir fiir Rij,;z den Ausdruck von
(4.16) ein, so erhdlt man nach einer Kontraktion von (1.10) mit g fir yu
die Form; ya==c gs und das beweist nach (4.16), dafi 9, ein Raum von
skalarer Kriimmung ist.

§ 5. Uber die Kriimmung der autoparallelen Unterriume
bei den symmetrischen Ubertragungen

In der Theorie der Riemannschen Riume spielen die zweidimensionalen,
in einem Punkte P, geoditischen Flichen G: bei der Bestimmung der Raum-
kriimmung eine wichtige Rolle (vgl. [2] § 25), da die Kriimmung von G: in
P, eben die in der Richtung von G: in P, bestimmte Raumkriimmung defi-
niert. In gewissen speziellen 9;-Raume kann fiir die in einem Punkte auto-
parallelen Fldchen ein etwas schwicherer Satz bewiesen werden.

Nehmen wir an, daB die durch die Ubertragungsparameter (0. 3) be-
stimmte Ubertragung symmetrisch ist, d. h. 2/,=0 besteht. In einem Punkte
P, konnen dann beziiglich dieser symmetrischen Ubertragungsparameter L
Normalkoordinaten eingefiihrt werden, in der Weise, dai Py der Anfangspunkt
mit den Koordinaten (0, ..., 0) sei (vgl. [4] § 22). Die Gleichung der auto-
parallelen Kurven durch P, hat dann die Form (vgl. [4] Formel (23. 1))

xi=§t."

Wir betrachten nun in P, m linear unabhdngige Vektoren E («=1,2,...,m).")
Diese Vektoren bestimmen einen in P, autoparallelen Unterraum A%, mit den
Gleichungen

(5.1) x' =& u”.

Wir beweisen den folgenden

) Die griechischen Indizes sollen in diesem Paragraphen die Zahlen 1,2,...,m
bedeuten.
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Satz 8. Ist 27.=0, so ist der Kriimmungstensor R ugy; des durch
(5.1) bestimmten im Punkte P, autoparallelen Unterraumes A%, die Projektion
des Kriimmungstensors Rja von 9, d. h.

(5. 2) R:ﬂydlu‘:O == RZ]'I-‘I ‘E;‘ngg{;/g; ot

Beweis. Bezeichnen wir mit
def i ed
aapég;ﬁ;?fz

den metrischen Grundtensor von A}, so werden die Festsetzungen von § 3
beziiglich der induzierten Flacheniibertragung auch in diesem Falle giiltig sein,
da ja fiir die Fldcheniibertragungsparameter die Dimensionszahl keinen Ein-
flul hatte. Der einzige Unterschied ist jetzt, dal die Projektionsvektoren
B, =& Konstanten sind, und somit bekommt man fiir die Projektion I'7,

(5. 3) I-‘aﬁ'yzriAl".Eaggg‘)\l'

Nach (5. 3) werden also die Ubertragungsparameter von A, die Form
(5. 4) . @aﬂ'y = LIJLE;g#;;g}"I

haben, wo nach (3. 3)

(5.5) 8l 4o g, Bl

ist. Da wir jetzt Normalkoordinaten beniitzt haben ist nach (5.4)
L7(0,...,00=0, ®.2,(0,...,00=0,

und somit wird wegen | .

R & 201 Pia” v1+2@ ‘P’

im Punkte x'=0 die Relatlon T

wr=) = Rt " §e§5§§|d_o

bestehen. Beachten wir jetzt (5.5), so wird nach einer Kontraktion m1t age

unsere letzte Gleichung eben in die Formel (5. 2) ubergehen w. z. b. w.

Nach unserer Bedingung war im Satz 8 die Ubertragung A symmetrisch,
und somit ist die Ubertragung in Bezug auf gy sicher nicht-metrisch. Wire
namlich die Ubertragung in Bezug auf gy metrisch, so wiirde neben (1.9)
auch noch (1.13) bestehen, und dann wire nach (1.14) 4 =0, der Raum
9Ny ware somit mit dem Riemannscher Raum N, identisch.

Aus dem Satz 8 ergibt sich leicht das folgende

Koroltar. Jst der Raum N, in einem Punkte P, ein Raum von Ska-
larer Kriimmung zweiter Gattung, so ist in Po auch jeder autoparallele
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- m-dimensionale Unterraum ein N, -Raum von skalarer Kriimmung zweiter
Gattung. :

Beweis. Nach unserer Annahme ist in P, die Relation (2.2) giiltig.
In P, hat aber der Kriimmungstensor Rzsys von R die Form (5.2). Setzen
wir R von (2.2) in (5. 2) ein, so wird in P

" » def i g
Rapys=2R hapyaipsy, Hoy=7:ii &y,
" w.z.b.w.

§ 6. Beispiele fiir die %.-Riume von skalarer Kriimmung

Wir nehmen an, daf der Basisraum 9, ein Riemannscher Raum von
skalarér Kriimmung ist, d. h. der Kriimmungstensor R/, die Form (0. 2) hat.
- Setzen wir

Aijh == PDijk,
wo p; einen kovarianten Vektor bedeutet und beachten, daB dann die kovari-
ante Ableitung <7; von gy identisch verschwindet, so bekommen wir nach (1. 7)

‘ ®. 1) Siji==gix(V1pi— pip)) — &7 (T x Pi— DiPx)-
Mit der Bezeichnung
(6. 2) Yik :piplc_Vkpi _l" Rgih‘
bekommt man auf Grund von (0.2)°%) und (6.1) aus der Formel (1. 6):
(6.3) Riju = 2yug)jn;

der N7 -Raum ist also von skalarer Kriimmung zweiter Gattung. Es ist R*=1.
Ist noch p; ein Gradientenvektor, so ist nach (1.1) (b) und (6. 2) der Tensor
ya in i, k symmetrisch.

Wihlen wir aber

A i = D; &k,
so bekommen wir aus (1.7)
(6.4) S =g (V10 + pip)— &a(xPj + DiD)-
Nehmen wir jetzt fiir ys den Tensor
v = \1p;+ pip.+ R,

so wird nach (0.2) und (6.4) aus der Formel (1. 6)

(6.5) R =2gupy 1m0

8) Selbstverstdndlich miissen wir in der Formel (0.2) den Index j herabziehen.
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der Kriimmungstensor hat also die Form (2.2a) mit R*==1. Die Ubertra-
gungsparameter L7, sind in diesem Falle symmetrisch in i, k, und falls p; ein
Gradientenvektor ist, so ist auch y; symmetrisch.

Um ein Beispiel fiir den Typ (2.3) zu bekomen, nehmen wir

i ==GiiPx, Pr==0xD.
Es ist jetzt: '
R :jkl =R i]kl .

Besteht noch (0. 2), so ist der 9,-Raum ein Raum von skalarer Kriimmung
dritter Gattung. :
Um einen Typ (2.1) fiir den Kriimmungstensor zu bekommen, nehmen
wir fiir A die Form:.
Aiji = pji7in,
wo fiir y; die Relationen '

(6.6) ijZYik=plj}’ih—grj(alrirh+Fitkrtrl); : Vzpj+p1j+p"ytzpj= Yit

bestehen. Offenbar bildet (6.6) ein Differentialgleichungésystem fir vix, pir,
gax und p;. Es wird jetzt nach (1.7):

(6.7) S =27ax(Vap; + pui+ P yimp) — R

Auf Grund der zweiten Formel von (6. 6) wird die Formel (1.6) wegen (0. 2)
und (6.7) die Relation

R == 2715

ergeben; der Ji-Raum ist somit ein Raum von skalarer Kriimmung erster
Gattung. '

Zum Schlufi wollen wir noch darauf hinweisen, da ein zweidimen-
sionaler N3-Raum, falls die Ubertragung Uk in Bezug auf den Grundtensor
ga. metrisch ist, immer als .einen N5-Raum von skalarer Kriimmung von erster
und zugleich von dritter Gatiung betrachtet werden kann.

Ist namlich die Ubertragung Vi in Bezug auf gy metrisch, so ist (1.9)
giiltig, und der Kriimmungstensor Rj;; ist — wie das in § 1 bemerkt wurde —
in i, j und selbstverstindlich nach seiner Definitionsformel auch in k,/ schief-
symmetrisch. Im zweidimensionalen Fall hat also Rjj. im wesentlichen die
einzige von Null verschiedene Komponente: R*22. Die beiden Tensoren

(6.8) Fya & 2ypym und Gy 2 288151, ‘

wo v einen beliebiger Tensor zweiter Stufe ist, haben aber dieselben schief-
symmetrischen Eigenschaften, wie Rf:. Sie haben also im R3-Raum auch nur
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eine von Null verschiedene Komponente, nimlich I912 bzw. Gigie. [y und
Gy stimmen also im N3 bis auf einen skalaren Faktor mit R, {iberein,
d. h. es ist

R?jkz = REF)F ikl Rfjm = RZG) Gijkl .

Im allgemeinen ist natiirlich R{r)=< R{s). Nach (6.8) driickt das eben unsere
Behauptung aus.

Fiir wertvolle Bemerkungen spreche ich den Herrn Professoren H. RUND
und O. VarRGA meinen besten Dank aus.
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On the permutability condition of quantum mechanics
By C. FOIAS in Bucharest, L. GEHER and B. SZ-NAGY in Szeged

1. Introduction

A problem of importance for quantum mechanics is to find all couples
of symmetric operators P, Q on Hilbert space §, satisfying the permutablhty
condition

(©) , PQ—QP=—i],

I denoting the identity operator. There arise mathematical difficulties in the
very formulation of this problem. Indeed, there exists no couple of bounded
operators satisfying this condition') and so it is necessary to consider non
bounded and hence non everywhere defined operators too, and then one may
require that (c) holds only on some linear subset ® of 9, i.e.

(PQ—QP)f=—if for feD;

in order to avoid trivial cases (such as the case D==(0)) it is however
reasonable to require that this subset be not too sparse in 9.
The Schrodinger functional operators

pr F@— LD g i

]

on Ls(— o0, o0) yield in this sense a particular solution of (c). D, ?) consists
of those f(x)€ Ls which are absolutely continuous and such that f'(x) € Ls;
D, consists of those f(x) ¢ L. for which also xf(x) € Ls; both p and ¢ are
selfadjoint. The condition (c) holds on the whole set Dpq-¢p =Dy N Dy p,
consisting of those f(x) € L. which are absolutely continuous and such that
xf(x), f(x), xf'(x) also belong to L.. This set is dense in Lo; moreover, the
restrictions of p and ¢ to D,,-, are essentially selfadjoint®). Further, there

1) See WieLanpT [9].
2) The domain of definition of an operator T will be denoted by .
3) An operator T is essentially selfadjoint if its closure is selfadjoint.
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exists a linear subset of D,,-,,, which is invariant with respect to p and ¢,°)
and nevertheless large enough that the restrictions of p, ¢, and p*>+¢° to this
set be all essentially selfadjoint: such is the set D of all infinitely differenti-
able functions f(x) for whichl |lim X' fO(x) =0 (m,n=0,1,2,...). Both Dpqp

and D% are mapped onto themselves by the operators p + il, ¢ - il.

These statements may be proved by more or less straightforward reason-
ings, using incidentally the fact that the Fourier transformation F maps both
Dpy-ap and D onto themselves, and carries p in g over: p=F"'qF. (Con-
cerning the operator p*+-g* see RELLICH [5].)

Any couple "of operators {P, Q} on a Hilbert space of dimension N,
which is unitarily equivalent to the couple {p, q}, will be called a Schridinger
couple. Any Schrodinger couple, and also the direct sums {P, Q} of Schro-
dinger couples {P., Q.}°) are then equally solutions of the permutability
relation () and inherit also the other properties mentioned above, of the
couple {p, q}.

The problem is if-we have obtained thus all the solutions of (c), at
least if we suppose some suitable additional conditions implying in particular
that the set © on which (c) holds is not to sparse. This is the unicity
problem for the permutability condition (c).

If we calculate with P and Q formally as if they were everywhere
defined and bounded operators, we get from (c) the relations PQ"— Q"P=
=—inQ""' (n=0,1,2,...) and hence

Pe(Q—¢(QP=—ig"(Q
for any entire function ¢(4)=ao+a1A+a=4>- ---, in particular
Pes¢ — e P=ge"¢, thus e QPes¢ =P+l
Calculating further we gét e P & — (P4-s1)" (n %O, 1,2,...) and hence
&0y (P) et — (P s))
for any entire function yw(A)==by+ o144 bs224----, in ﬁarticular '

£-isQ pitP pisQ . it (P+sT) —— pits pitP

4) A set © contained in the domain of definition of an operator T will be called
invariant with respect to T if TO S ®.

9 If P, and Q, act on the Hilbert space $, (of dimension N;) then P and Q act
on 9= >'@Y, and we have, by definition, P= 3B P,, Q= > D Q,.
o a «
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Thus we are lead from (c), at least. by a formal calclilus which was
indicated first by H. WEvL [8], to the permutability condition

(C) ‘ pitP pisQ — pits pisQ pitP (_ 00 < S, < N)‘

“Now, by the spectral theory, the exponential functions Us== €', V, = ¢
(— oo <t s < o0) have a well defined meaning for any selfadjoint operators
P, Q; {U:} and {V} are namely the (uniquely determined) strongly continuous
one parameter groups of unitary operators whose infinitesimal generators are
iP and iQ, respectively, i.e.

iPf=lim(Ui—Df  iQg=lim+(V.—I)g,
t>o t ' s>0 S

the domains of P and Q consisting of those elements f and g for which the
respective limit exists.

' In particular, the Schrodinger functional operators p, ¢ (on Ls) generate
in this sense the following operators u, = ei?, v, =e"1:

u f(x) = f(x+1), vs f(x) = e f(X),

and these operators satisfy obviously the permutability condition (C). This
implies that (C) is satisfied by all one parameter groups {U;=¢""}, {V,=¢"?},
which are generated by Schrédinger couples {P, Q} or by the direct sums
{P, Q} of Schrodinger couples.

J. VON NEUMANN [4] proved in 1931 that these are the only solutions
of (C):9) ’

Theorem of von Neumann. In order that a couple {P,Q} of
selfadjoint operators on Hilbert space © be a Schridinger couple or the direct
sum of Schridinger couples it is necessary and sufficient that the one para-
meter unitary groups {U,=e""}, {Vs=€"? (—oo <5, 1< o0) satisfy the per-
mutability condition (C). ‘

The problem has been left open under which circumstances the formal
equivalence of the two permutability conditions becomes an exact equivalence.
Thus the solution of the unicity problem for (C), by voN NEUMANN, did not
yield automatically a solution of the unicity problem for (c).

The unicity problem for (c) was attacked later, in 1946, directly, by
F. ReLLICH [5]; his results were recently improved by ]. Dixmier [1].

Theorem of Rellich—Dixmier. In order that a couple of closed
symmetric operators P, Q on Hilbert space $ be a Schridinger couple or the

6) See also Mackey [3], [4].
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direct sum of Schridinger couples it is necessary and sufficient that there
exists in DpN Dy a dense linear set D, such that

(i) D is invariant with respect to P and Q,

(ii) the restriction of P>+ Q? fo D is essentially selfadjoint,”)

. (iii) the permutability condition (c) holds on D.

These conditions imply also that the restrictions of P and Q to D are
essentially selfadjoint.

2. The theorems of this paper

The aim of the present paper is to study in a direct way the exact
connections between the permutabilily conditions (c) and (C). In fact, we
shall consider the permutability condition (C) more generally, for any two
one parameter semi-groups of contraction operators {S}s=0, {7:}¢=0, €ach
depending (strongly) continuously on its parameter®); for sake of brevity,
we shall call them simply confraction semi-groups. Our result is the following

Theorem L. Let {Ss}s=o0, {Ti}i=0 be two contraction semi-groups on
Hilbert space ), and let A and B be their infinitesimal generators:

A=lim < (S,—1),  B=lim +(T,—1).)
t—>+0 t

s>+0 S
In order Ihat the permutability condition
) T.S,—eS,T, (5,1 =0)

hold it is necessary that Daim_pa be dense in D, invariant with respect to

") In ReLucw’s version it was supposed that P2 Q2 is “decomposable in D7, i.e..

that it has a selfadjoint closure JAdE, such that, for any finite interval (q, b), the subspace

(E,—E)9 is contained in 9.
§) l.e. we suppose that S, S, =S, .,

IS =L T =1, lim S,=1, lim T,=1 (strongly)

T T, —Tt+t (1 Sa, 8, =0, §=Ty=1,

9 It is known that for any contractlon semi-group {Wt},>(J on Hllbert space 9, the

infinitesimal generator A= 11m —(W —1I) is a closed and densely defined operator. The
+ot

operators (A—I)™! and W— (A+1I)(A—I)! are everywhere defined and bounded, W is
moreover a contraction operator having not the eigenvalue 1; W is called the infinitesimal
cogenerator of the semi-group {W,}. Conversely, any contraction operator W which has
not the eigenvalue 4 =1 is the infinitesimal cogenerator of exactly one contraction semi-
group {W,}. (See Sz.-Nacv—Fous [7].)

A6
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(A—D"" and (B—I1)"",") and the permutability condition
() AB—BA=—il

hold on Dap-pa. .

Conversely, in order that (C') hold it is suffzczem‘ that (¢’) hold on some
linear subset © of Dap-pa, for which (B—1)(A—1)® or (A—1)(B—1)D
is dense in 9.

From Theorem I and from VON NEUMANN’s theorem follows readily :

Theorem Il In order that a couple of selfadjoint operators P, Q on
Hilbert space © be a Schridinger couple or the direct sum of Schridinger
couples it is necessary and sufficient that there exist a linear set ®, contained
in Dpg-qr, Such that

@) (PHiD(Q+iD)D or (Q+il)(P+il)D be dense in &,

(ii) the permutability condition (c) hold on .

These conditions are namely, by Theorem I, necessary and sufficient
that the unitary operators U, =¢"l, V,=¢"? satisfy (C) for s,t=0 and
hence (as a consequence of the relation U., = U;", V.,=V;") for all real s, ,
and so we have only to apply the theorem of vON NEUMANN.

Corollary. In order that a couple of closed symmetric operators P, Q
on Hilbert space  be a Schrodinger couple or the direct sum of Schrodinger
couples it is necessary and sufficient that there exist in Dpg-qr a dense linear
set D, such that

(i) (PELi)D2D, (Q L i)D2YD,
(ii) the permutability condition (c) holds on .

Indeed, (i) and the fact that © is dense in © imply that the closure
P of the restriction of P to ®© has the deficiency indices (0, 0), thus P is
selfadjoint, and since P is a symmetric extension of the selfadjoint P, so
is P==P, i.e. P is itself selfadjoint; analogously for Q. Further, (i) implies
that (P4+il)(Q+i/)D2D and since D is dense, we have only to apply
Theorem Il to get the “sufficiency part” of the Corollary. The “necessity
part” follows from what has been said above on the Schrodinger functional
operators.

It is interesting to compare these results with those of RELLICH and
Dixmier. Though each set of conditions stated characterizes Schrodinger

10) This implies that Dyp s S(A—DNDyp pss Dyp.paSB—NVyp.pa S
B—NA—-1)D,up s thus(B IN(A—1)D,5_p4 and analogously (A—1)(B—1)D,p_p4
are dense in 9.
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couples and their direct sums (and thus they are equivalent), they do not
seem to imply simply each other. ‘

The theorems of REeLuicH, DixmiER, and vON NEUMANN have been
stated by their authors also in the more general case where operators
Pi, Qi, Ps, Qq, ..., Py, Q. are concerned with the permutability relations
P.Qr— QuPr=—il(k=1,..., n), all operators with different subscripts
being permutable. It is possible to generalize our results in the same direc-
tion too; but since this generalization is straightforward we treat the case
n=1 only.

The rest of this paper deals with the proof of Theorem I

3. Summary of the functional calculus for contractions

We shall make use of the functional calculus for contraction operators,
developed by Sz-NAGy and Foias [7], in the particular case of contraction
operators which have not the eigenvalue 1, i.e. which are the infinitesimal
cogenerators of some contraction semi-group (cf.®)).

Let W be a contraction operator having not the eigenvalue 1. -Corres-
pondingly, we consider the class € of those complex-valued functions ¢(2)
which are defined and continuous on the set

K={i: || =1, 11}
in the complex plane, and holomorphic and bounded in its interior
' Ko=1{i: |A| < 1}.

Then, by this functional calculus, to each ¢(4) € € there corresponds a bounded
linear operator ¢ (W) such that -

(@) (pa)=$c,,z"_.¢(W)=$an" if $|c,,f'<o§;.
) 1pi(Z) +copa(d) = c1pi (W) 4 cogpa(W);

@) 91(2) p2(8) = 1 (W) 2(W);

@) oWl = sup le(D)1;

(&) if a sequence @u(4) € C converges on K boundedly to a limit
@(2) € C, then @, (W)— ¢(W) strongly

In particular, the functions

(1) et())—exp( fﬁ;) (t=0)
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belong to € (we have [e(4)| =1 on K); and the corresponding operators
(2) - Wt=€c(W)

form precisefy the contraction semi-group {W:};=0¢ whose infinitesimal co-
generator is equal to the given W.
Conversely, W may be derived from W, by the direct formula

3) W=tli1:10[Wt—(l—t) I} [We— (141" (strong limit).

Cf., for all these statements, the paper [7].™)

4. Proof of the “necessity” part of Theorem I

Let {S}s=0, {T¢}¢=0 be two contraction semi-groups satisfying the per-
mutability condition (C’). Let A, B be their infinitesimal generators and S, T
their infinitesimal cogenerators, respectively;

S=@A+NA—-N", T=B+NHB—I)".

Differentiating both sides of (C’) with respect to f at f=0 (from the
right) we obtain that S0 SDx (s = 0) and
) BS)f=S8;Bf+isS,f for f¢€ Dp.

If we differentiate now with respect to s at s=0 (from the right) we obtain,
using also the fact that B is closed, the relations

5) ' DaNDas s Dna
and
(6) BAf—=ABf+if for f€DanDas.

Since Dap=Dayn Dy it results from (5):
DaNDup=DaN(DanN D) =D N (DaN Van) & Dp N Dpa.

If we carry out the differentiations in the reverse order we obtain

analogousl :
s y DN Dpa S DVanN Dag.

Consequently,
(7 DaNDup=DpN Dpa=2".

1) The functional calculus, as developed in the cited paper, applies to a somewhat
larger class of functions, but for our present needs it is sufficient to consider only the
above class C.
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Since obviously o
D' EDVuapN Vs EVp N Dpa =2,
we have also

8) D =DurN Dpa==Dan-na.

Thus, by (6), the permutability condition (¢’) holds on D*—= Das-pa.

We have still to prove that ©* is dense in § and invariant with respect
to (A—7)" and (B—I)".

We need to this aim some relations connecting the infinitesimal gener-
ator of one semi-group and the infinitesimal cogenerator of the other.

First we observe that the operators S =S, (s =0) form, for any
fixed £ = 0, a contraction semi-group whose infinitesimal generator is A” =
— A+ itl; denote its infinitesimal cogenerator by S“. The permutability
condition (C) implies

7.8, =SP T,
hence
(S —al) Tu(S.—b1) =(S?—bI) Ti(S.—al)

for any scalar a, b, thus
Tu(Ss—b1) (Se—al) ' =S¥ —aly (S¥—boN T;

if |a| > 1, for then the inverse operators indicated exist, are bounded and
everywhere defined. Put in particular a==1+4s, b=1—s (s>0); letting
s—+0 apply the limit formula (3). It results

(10) T¢S=S(‘) T: (féO)

We wish to differentiate both sides of (10) with respect to ¢ at t=0,
from the right. To this effect we write S, for #>0, in the following form:

| SO— (A4 1) (A®— 1) = {(1 + %) (A +1)—%(A — 1)] {%(A ++

ity . A it it ][t i),
=] [+ D)s— 2] L s [1- 2)]" —nes
where h,(S) is the operator corresponding to the function
ity, it
[1+5)i-

7z
it it
7“(‘—?)

h(R) = €e
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The function

P, i G—1y
Ly —g=—L EZD7
! 2148 G-

also befongs to © and when t—+0 it converges on K boundedly to the

function ——;—(iv—l)2 €@. By the functional calculus we have therefore

=+ (s<‘>—3)=_»—21‘-[m(3) — 8] — (S — 1Y

Using this result and the fact that B is closed we obtain from (10) by
differentiating with respect to f at == 40 that

(11) SRS s
and
(12) BSf=SBf—-fZ(S—1)2f for fefDB.

These are the relations we need, between the infinitesimal generator B
of {7:} and the infinitesimal cogenerator S of {S.}.
Let f€ Dp, g=(S—1)f. From (11) and (12) we deduce
Bg—B(S—1)f =SB/ —Bf— 4 (S— 1} = S — 1) |Bf— L (s~ 1],
Since, by the definition of S,. ‘
(13) : S—I=2(A—1)",

we see that both g and Bg belong to Di;=Da, i.e. g€ DanDas. This
proves that

(14) (A—1)"'Dp S Dan Das
Oﬁ the other hand we have
(15) DN DsaS(A—1)"' Dn

since f€ DpN Dpa implies (A—1f=Af—f€ Dp.
Comparing (14), (15), and (7), we obtain

(16) - . D =(A—1)"Ds. .

If we interchange the role of the two semi-groups in the above reason-
ing we obtain the analogous relation

(17) D*=(B—1)" Da.
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Since D*E Dy and D*E Dy, (16) and (17) imply that D* is invariant
with respect to (A— /)" and (B—1)".

Finally, " is dense in . In the contrary case there would exist g==0
in ©, orthogonal to D*= (A —1)"' Dg=(S—1)Dp. Then (S* —/)g would
be orthogonal to Dy, thus (S*—/)g=0 since D is dense in H. But
S*g=g implies Sg=g,’®) in contradiction to the fact that S has not the
eigenvalue 1. '

Thus the “necessity’’ part of Theorem 1 is proved.

5. Proof of the “sufficiency” part of Theorem I

We suppose now that the infinitesimal generators A, B of the contrac-
tion semi-groups {S.}, {7} satisfy the permutability condition (c") on a linear
subset © of Dap-na, such that (B—N(A—I1)D is dense in H. The case
when (A—1)(B—1)9D is dense in § may be treated in an analogous way.
Since A—17 and B— 7 have continuous inverses, both conditions imply that
D itself is also dense in 9.

By (¢’) we have for any f€®

(A+DBf=B@A+ Hf—if.
Putting g = (4 — /) f and remembering of the definition of the infinitesimal
cogenerator S we obtain hence that

. S(Bg—if)=BSg—if,  SBg— BSg=i(S—I)f,
1. €.

(8) (SB—BS)g—5(S—Irg

since, by (13), f=(A—1)’1g=%(S—1)g. Thus (18) has been proved
for the elements g of (A—17)D. ‘

We shall now prove that (18) holds for all elements of Ds. Let g be
such an element. Since (B—I)(A—1/1)® is dense in @, there exists a

<)

sequence {f,} € ® such that, putting g,=(A—1)f.,, we have

B—NHg.—~B—-1)g.
Since B—1 has a continuous inverse this implies g,— g and consequently
Bg,=(B—1)g.+g.—~(B—1)g+g=Bg. Now (18) holds for g, € (A—1) 9D,
thus, by the fact that S is continuous and B is closed, it results that Sg € ©p
and (18) holds also for g € Ds.

2) A contraction operator and its adjoint have the same invariant elements, cf. [6]
p. 402.
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We have thus proved that ®j is invariant with respect to S and (18)
holds for the elements g of ®y. This implies by induction

(S'B —BS")g=%nS"'1(S—1)2g (g€Dp;n=0,1,...).

Using again the fact that B is closed we obtain hence
i » 2 7
(19) - [P(SB—Bo(S)lg=5(S—I ¢ (S)g ~ (g€Dn)

w . [oe]
for any function @)= > c,4" and its derivative ¢’ (2)= > c,n2"" if the
0 1

convergence radius of these power series is greater than 1.
This is the case in particular for the function e, ,.(d)=e;(rd) (s=0,

0<r<1), where e,(A)=exp (sé_i_—i) (see (1)). Thus if we introduce also

the function

3 1 A—1\ .
&y ()= (1— 1)%;,,(1):—%(——1) e, (1) €@

’
we have

(20) [es,»(S) B— Be, .(S)]g =ié; . (S)g for g€ Dsp.

On K we have |e,,(2)|=1 and lés,r(iv)lgé, and when r—1—0

e, »(4) converges on K to e;(4) and é;.(4) converges to —se,(4). By the
functional calculus, e, .(S) converges therefore to e,(S)=3S;, and é, .(S) to
—s8;. So it results from (20), again by the fact that B is closed, that

21) S:DpE D
and '
(SSB_BSS)g:_ISch
i.e. ‘ ‘ _
(22) 'S,Bg=(B—is)S,g for g€ Ds.

For any fixed value of s, B =B —is/ is evidently the infinitesimal
generator of the contraction semi-group {7¥ =€ ™ Ti}i=o. Let T be the
corresponding infinitesimal cogenerator, i.e. T® = (B 4+1)(B“ —1)*. From
(22) we get - :

S(BFNg=(B"TS.g,
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whence we see that

TO[Sq(B—1)gl=S,(B+1)g for any g€ Dp

i. e,
TOS,h =S, Th
for any
h=B—NHgeB—NTp=9. .

Thus -
' ‘ 798, =S, T.
From this equation we deduce

@(T) Se= S, ¢(T)

first for the functions @(A)=2" (n=0, 1,2, ...), then for any function ¢(4)
which is holomorphic in a domain containing the closed unit disc in its
interior, finally, reasoning again through the auxiliary functions ¢,(1) = ¢(ri)
(0 <r<1), for any function ¢(2) € C. If we take in particular ¢(4)==-e:(4)
(f=0) we obtain '

T8 =S. T,
and this proves (C').
Thus Theorem I is fully proved.
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Sur ’ensemble des points de Pasymétrie approximative
Par MARIE KULBACKA i Lé6dz (Pologne)

Etant donné une fonction f(x) de variable réelle, désignoné par Eq
(a réel, ¢ positif) 'ensemble des points x pour lesquels

lf(x)—a|<e.

Nous appelons le nombre fini a une valeur limite approximative de droite
de la fonction f(x) au point x,, si pour chaque &>0

E":5 N (XO, 00)

posséde au point x, la densité supérieure (éventuellement densité extérleure
supérieure) positive.

~ En remplagant la condition x,<x< oo par la condition —oo <Xx< X,
nous obtenons la définition d’une valeur limite approximative de gauche.

Les symboles D,,E, D.,E, D.,E appliqués dans le présent travail signi-
fieront respectivement: la densité, la densité supérieure et la densité inférieure
de l'ensemble E au point x,. Au cas ot l’ensemble E est non-mesurable, il
faut comprendre ces symboles comme les densités extérieures correspondantes.

Jindiquerai par W*(x,) et W7 (x,), selon les cas, ’ensemble de toutes
les valeurs limites approximatives de droite ou de gauche de la fonction f(x)
au point x,.

Il est facile d’observer que “les limites -approximatives supérieures et
inférieures (a condition qu’elles soient finies) sont des valeurs limifes approxi-
matives et que de plus '

lim appr f(x) = sup W (xo), lim apbr JF(x) = inf W'(x,),

x>t x->xyt

lim appr f(x)=sup W™ (x,), lim appr f(x) =inf W™ (x,).

T-Tg= T

Par conséquent, si f(x) posséde au point x, une limite approximative de
droite ou de gauche, alors W'(x,) ou W7 (x,), selon les cas, est composé
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d’un seul point (d’une facon analogue comme pour les ensembles des valeurs
limites ordinaires).

Un théoréme de YOUNG') affirme que, pour toute fonction f(x), ’ensemble
des points x, pour lesquels l’ensemble des valeurs limites de droite n’est pas
identique a I’ensemble des valeurs limites de gauche est tout au plus dé-
nombrable. Vu ce théoréme se pose la question qu'est-ce que Ion peut dire
de I'ensemble des points x, pour lesquels W+(x0)q&W (x0).?) La réponse
nous est donnée par le suivant

Théoreme. L'ensemble N de tous les x, pour lesquels W+(x0)4= W™ (x)),
est de la liére catégorie.’)

1) W. H. Young, La symétrie de structure des fonctions de variables réelles, Bulletin
des sciences math., (2) 52 (1928), 265—280.

2) Mlle L. BELOWSKA a prouve que I'ensemble des x, pour lesquels lim appr f(x)
a—ragt

- lim apprf(x) peut étre de la puissance du continu et Mlle H. Matysiak a démontré que

cet ensemble est de la liére catégorie. C'est une partie de 'ensemble {x: Wt(x)# W~ (x)}.

3) (Note ajoutée le 1 mars 1960.) Par analogie on peut prouver que N est de mesure
nulle (remarque de M. Akos Csiszir). Voici une démonstration de ce fait (que jai trouvée
indépendamment, aprés avoir pris connaissance de la remarque de M. CsAszir). Les
notations employées ici ont le méme sens que dans la démonstration du théoréme que
N est de la litre catégorie. On sait de la démonstration du théoréme plus haut que
L= U F, et que, si x,€F,, on a

m=1

@  DJE 4 N(=oo,x)]=0, D,[E, ,N(x,%)) >0  pour tout ¢>0.

Yo m

Désignons par F, Pensemble des x,€ F,, pour lesquels

C 1
(b) ye(” ”+]

4m’ 4m

[o4] ’ o«
Il est évident que F,= |J F,. et par conséquent L= U U Fon-

n=-o N m=1 n=-0
Prenons en considération Yensemble F,, o m et n sont fixés (mais arbitraires).
En vertu de (a) et (b) on a pour tout xy€ Fy,

on . on+42 = n nt2
Dmo X: Z-”;<f(x)< Wgn(—oo,xo)zo, D:r(){x; E<f(x)<m ﬂ(xo,oo)>0.
Mais ces densités sont les dérivés de D1 de la fonction
. n nt2
') =si P — — 0,
() =sign&|x 4m<f(x)< im }ﬂ( E)I

qui est presque partout dérivable; il en résulte que F,,, est de mesure nulle et par con-
séquent L est de mesure nulle. De la méme fagon on peut prouver que Z est de mesure
nulle. N= LU Z est alors aussi de mesure nulle, ce qu’il fallait démontrer.
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Démonstration. En premier lieu on prouve que les ensembles
W*(x;) et W (x,) sont. fermés. v

Soit y, un point d’accumulation de Pensemble W*(x,) et soit ¢ un
nombre positif arbitraire. Soit 3, un point de W*(x;) appartenant a inter-
valle (y,—¢, yo+¢). Prenons & >0 tel que

(yl_'?l; N +81) c (yo_f; y0+8)'
Vu que y, € W'(x;), on a
D-"o[E.l/nEx n (xO’ oo)] > O’

et puisque )
E!/HEICE.I/OJE
on a a plus forte raison
BTO[E!IOJ n (XOJ oo)] > O
Cela étant valable pour tout ¢ >0, il en résulte que
Yo € Wﬁn(xo)

ce qui prouve que I'ensemble W*(x,) est fermé. On prouve de la méme facon
que l'ensemblie W7 (x,) est fermé.
Soit L I’ensemble des points x, pour lesquels 'ensemble W™ (x,)\ W™ (x,)
n’est pas vide. Démontrons que I'ensemble L est de la liére catégorie.
Faisons correspondre & chaque point x,€ L un nombre y,==y(x,) €
€ W (x)\ W™ (xo). Vu que y,€ W (x,), il existe un nombre naturel m,= m(x,)
tel que

) Dy[E, 1 n(—o, %) =0,

On peut admettre, puisque W7 (x,) est fermé, que le nombre m,=m(x,) est
choisi tellement grand que [Iintervalle yo—,—711~,yo+mi) ne contient aucun
0 0

point de W™ (x,).

Ainsi a4 chaque point x,€L on a fait correspondre [Iintervalle
(yo—ni],yo—i—,—nl—) olt y,=y(x,) et mozm(xo). Désignons par F,, ’ensemble

0 90

des points x, de I’ensemble L pour lesquels m(x,) a la valeur fixée m. Il est
évident que
L=\ Fa.
- m=1
Vu que y,€ W*(x,), 'ensemble
(2) - E 1 N (XO: °°)

07 9o
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posséde au point x, la densité supérieure positive. Désignons par F,.; I'ensemble
des points x, de F, pour lesquels

b
k+1

3) <D.JE, 1 N, )] g-}g (k=1,2,..).
%' 9m .

Il est évident que
Fn.z = U Enk-
k=1

En vertu de (1) il existe un entourage gauche (§ x,) du point x, tel
que pour les points x de cet entourage on a

|Ey0 1N (X, X)]|

(4) ) L
Xp—X <2k

Divisons les ensembles F,. en des ensembles F, tels que (4) a liew pour

tous les points de.!lintervalle (xo——l—, xo). De méme que précédemment, on a

-y
I:mk == U I:mkr-
r=1

Divisons. maintenant I'axe des y en des intervalles demi-ouverts de

longueur , en posant

10m

,=tﬁ_&ﬂ]
P\10m’ 10m |’

ou p passe par toutes les valeurs entiéres. Désignons par F.i, l'eénsemble
des x, € F,. pour lesquels y, € [,. Comme

®
Enka'= U Enkrp,

p=-0

on aura

@ oo @ w
L=U U-U U Fun.
m=1t k=1t r=1 p=-@
Je dis que les ensembles F,u,, sont non-denses. Supposons qu’un des
Fap ne soit pas non-dense, c’est-a-dire qu’il soit dense sur un certain
intervalle (@, b). On peut admettre que la longueur de cet intervalle soit plus

petite que lr .
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Soit X, € Furp N (a, b). Vu que la densité supérieure de I’ensemble (2)

ZLk’ il existe un intervalle (x,, x), ol
x> X, et.x €(a, b), sur lequel la densité moyenne de I’ensemble (2) est plus

est en vertu de (3), plus grande que

| S
grande que 55 © est-a-dire

lEy“ _1_ﬂ(xo,X)l
.-X—XO > ﬁ.
Puisque la fonction
/ ’ lETlu _1_n(x0)§)l
r — 0T 9
© TE—x,

est une fonction continue de la variable § pour §>x, et que Fiu,, est dense

sur l'intervalle (a, b), il existe un point x, € Fouy N (a, b) tel que I'(x)) >
c’est-a-dire que

1
2k’
IE 1 n(XO’xl)l

(5) Yo, g~ ]_
' X1 —X, > 2k’

: . 1 1
Or nous avons supposé b-—a-<7, donc X=X <—; vu que X, € Foprp €t
en vertu de (4) nous avons donc

[E 1 n(X,x)|
(6) Yo oF <-1_
X1 —Xo - 2k

ol y, est un nombre de I'ensemble W*(x,)\ W~ (x;) qui correspond au point x;.
Ensuite puisque x, et x, appartiennent a F,., on a y,¥:€1,, donc

|yl—yol<10—1m—, d’otr il résulte que

1 1 1 1
(yo_ﬂ; yo+m)¢(y1—‘ayy1+7n‘)-
On en tire que
E 1cE

Yo, — Yy, —
Yoo o Yo o

et cela implique que les inégalités (5) et (6) sont contradictoires.
D’aprés ce qui précéde chacun des ensembles F,u., est non-dense et
par conséquent I’ensemble L est de la liére catégorie.
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De la méme fagon on peut prouver que l'ensemble Z de tous ces
nombres réels x, pour lesquels W™ (x)N\ W' (x) n’est pas vide, est de la liére
catégorie. Vu que N=LUZ, N est aussi de la liére catégorie, ce qu’il fal-
lait démontrer. - ‘ '

Faisons pour terminer une observation, a savoir que pour les valeurs
limites on connait le théoréme suivant:

~ ,,Pour toute fonction f(x) a valeurs réelles I’ensemble des points x pour
lesquels 'ensemble des_valeurs limites du c6té droit ou ’ensemble des valeurs
limites du coté gauche ne contient pas le nombre f(x), est tout au plus dé-
nombrable.”

La démonstration de ce théoréme est analogue a la démonstration du
théoréme de YOUNG. Par analogie on pourrait espérer que la proposmon
suivante est vraie:

,Pour toute fonction f(x) a valeurs réelles ’ensemble des points x pour
lesquels W*(x) ou W™(x) ne contient pas le nombre f(x), est de la liére
catégorie.”

Cette proposition est toutefois fausse, ce que prouve I'exemple suivant:

Soit ’ensemble E un Gs dense, de mesure nulle et soit y,.(x) la fonc-
tion caractéristique de P'ensemble E. Dans chaque point x, nous avons
hm appr ZL(X)—O donc les ensembles W¥(x,) et W (x,) contiennent le seul

nombre zéro. Vu qu’aux points de I'ensemble E on'a y (x)=1, donc E est
Pensemble des points, dans lesquels W+(x) et W7(x) ne contiennent pas le
nombre y,(x). Mais I'ensemble E est de la 2iéme catégorie (il est méme
résiduel), ce qui prouve que la proposition plus haut est fausse.

(Recu le 26 octobre 1959)
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Fritz Rehbock, Darstellende Geometrie (Grundlehren der math. Wissenschaften in
Einzeldarstellungen, Bd. 97), XV 4 232 Seiten, Berlin—Gottingen—Heidelberg, Springer-
Verlag, 1957. .

In diesem schon ausgestatteten Buch sind die wichtigsten Konstruktionsmethoden der
Mongeschen Darstellung, der Axonometrie und der Zentralprojektion kurz zusammengestellt
und an vielen interessanten Beispielen (meistens aus der Technik und Architektur) illus-
triert; auch einige einfache Aufgaben der kotierten Projektion, der Photogrammetrie (hier
,Bildausmessung” genannt) und die Grundbegriffe der Relief-Perspektive sind behandelt.
Ferner sind zahlreiche Hinweise fiir die Geschichte und die Literatur der Darstellenden
Geometrie gegeben. ) .

Die Figuren sind gut geplant und mit groBler Sorgfalt ausgefiihrt, so daBl viele Kon-
struktionen allein durch Anschauen der betreffenden Figuren verstanden werden kénnen. So
ist dieses Buch gleichzeitig ein sehr gutes Handbuch fiir Fachleute und ein brauchbares
Hilfsmittel fiir Studenten. Der Text des Buches ist aber tibermifig kurz gefafit; deshalb
konnen wir es fiir Anfanger zum Selbststudium kaum empfehlen.

G. Szdsz (Szeged)

.

Ulf Grenander and Gabor Szegd, Toeplitz forms and their applications, VIl 4 245
pages, Berkeley—Los Angeles, University of California Press, 1958.

"Es sei f€L eine reelle, nach 27 periodische Funktion mit der Fourjerreihe

el
fx)~ 2 c,e™. Die Hermiteschen Formen

-
L
> Gty
u, v=0
werden nach O. Toepuirz, der sie zum ersten Male untersuchte, Toeplitzsche Formen ge-
nannt. G. Szec6, der Senior der Verfasser, hat in Veroffentlichungen zwischen 1915 und
1921 recht wesentlich zur Kenntnis dieser Formen beigetragen. Spédter wurden seine Unter-
suchungen in Richtung eines wichtigen Anwendungsgebietes seiner Resultate, nidmlich der
Theorie der orthogonalen Polynome, abgelenkt. Er nahm seine urspriinglichen Forschungen
erst in den letzten Jahren wieder auf. Der andere Verfasser, U. Grenanper, fand jiingst
bemerkenswerte Anwendungen dieser Ergebnisse in der Wahrscheinlichkeitsrechnung und
Statistik.
Der erste, einleitende Kapitel bringt neben Definitionen und Bezeichnungen einige
grundlegende Sitze, z. B. iiber eine Darstellung nichtnegativer Funktionen, welche die
Fejér—Rieszsche kanonische Darstellung nichtnegativer trigonometrischier Polynome verall-
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gemeinert. Im zweiten und dritten Kapitel werden knapp aber doch gut lesbar die wich-
tigsten Sitze iiber orthogonale Polynome auf dem Einheitskreise zusammengestellt. Kap. 4
behandelt die Losung des trigonometrischen Momentenproblems und Kap. 5 Sitze iiber
die Verteilung der Eigenwerte der Matrizes |cu-s]. In § 6 wird eine Verallgemeinerung

Toeplitzscher Forme angegeben: Es wird K, (f) = ’ff(x) ’ Z Ve P (x)]‘2 dx bei verschiedener
P

Wahl der {g;} und T untersucht, wobei ¢, ¢1,..., 9, ein System (komplexwertiger) ortho-
gonaler normierter Funktionen {iber T bilden. In § 7 wird eine noch weitergehende Verall-
gemeinerung der Toeplitzschen Formen behandelt, welche sich auf Kernfunktionen iiber
Produktmengen zweier MaB-Riaume bezieht. Es bildet eine Einfihrung zum Studium jiingst
erschienenen Originalarbeiten. Damit endet Teil I des Buches. In Teil Il werden Anwendungen
der Theorie angegeben: § 9 Anwendungen auf analytische Funktionen, § 10 Anwendungen
in der Wahrscheinlichkeitsrechnung, § 11 Anwendungen in der Statistik.

Ein Nachtrag enthilt die Hinweise auf die originalen Abhandlungen und noch manche

wertvolle Bemerkungen.
. & G. Freud (Budapest)

Mahlon M. Day, Normed linear spaces (Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenz-
gebiete, neue Folge, Heft 21), 140 Seiten, Berlin—Gottingen—Heidelberg, Springer-Verlag, 1958.

Die Theorie der linearen normierten Riume ist im dritten Dezennium unseres Jahr-
hunderts aus den bahnbrechenden Arbeiten {iber lineare Funktionalgleichungen und lineare
Operatoren,_von F. Riesz, E, Hewy und H. Harn entstanden, und wurde zu einer der wich-
tigsten Disziplinen der Mathematik. Das klassisch gewordene Buch von S. Banacu war lange
Zeit die einzige zusammenfassende Arbeit aus diesem Thema; die wichtigsten seither erziel-
ten Ergebnisse findet man in den ,Espaces vectoriels topologiques” von Boursaki Das
vorliegende Heft gibt eine iibersichtliche und —der Natur der Ergebnissereilie entsprechend—
konzentrierte Zusammenfassung, die auch die neuesten (teilweise durch den Verfasser selbst
erzielten) Resultate enthilt.

Das Heft beginnt (Kap. 1 und 2) mit einer kurzen Zusammenfassung der wichtigsten
Hilfsbegriffe und aligemeinen Eigenschaften der topologischen bzw. normierten Vektorriume
(die Existenz und Gleichméchtigkeit der Basen, lineare Funktionalen, konjugierte Riume,
Topologien in normierten linearen Rdumen). Kapitel 3 und 4 beschiftigen sich mit verschie-
denen topologischen Eigenschaften der linearen Riume: Vollstindigkeit, Kompaktheit, Ref-
lexivitat, verschiedene Begriffe der Konvergenz, Existenz der Schauderschen Basen, sowie
mit den grundlegenden Eigenschaften der vollstetigen Operatoren. In Kap. 5 findet man
Untersuchungen iiber Extremalpunkte von kompakten konvexen Mengen, den Fixpunktssatz
und die Charakterisation der Riume der stetigen Funktionen als ein spezieller Fall der
Banachschen Réume. Kap. 6 fiihrt den Begriff der Vektorverbinde ein und gibt eine Cha-
‘rakterisation der abgeschlossenen Unterverbdnde der Rdume der in einem kompakten Haus-
dorffschen Raum stetigen Funktionen. Dieses Kap. gibt auch Bedingungen fiir die Verall-
gemeinerungen des Hahn—Banachschen Satzes fiir den Fall, da der Bildraum ein teilweise
geordneter linearer Raum ist. Kap. 7 enthilt eine kurze Diskussion der metrisch-geomet-
rischen Beziehungen in einem normierten Raum. Am Schiuf dieses Kapitels findet man ver-
schiedene Charakterisationen der R3ume, deren Norm aus einem inneren Produkt hergelextet
werden kann. Das letzte Kapitel enthilt einen kurzen historischen Uberblick.

Das Heft schlieBt mit einem sehr reichlichen und gut brauchbaren Literaturverzeichnis.

L. Gehér (Szeged)

AT
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A. D. Michal, Le calcul différentiel dans les espaces de Banach. Vol. I: Foue-
tions analytiques. Equations intégrales, XIV 4 150 pages, Paris, Gauthier-Villars, 1958.

Dieser erste Band enthiilt die Zusammenfassung der schonen Arbeiten, die Verf.
1936—1954 verdffentlicht hat. Die Anregung zur systematischen Ausarbeitung dieser Ergeb-
nisse gab ihm M. Freécuer. Die Erscheinung des Buches ist ein Gewinn fiir die moderne
Funktionalanalysis. Das Ziel des Verf. war, mit Hilfe des Begriffes des Fréchetschen Dif-
ferentials die klassischen Ergebnisse der Analysis auf lineare Rdume und Banach-Riume
tiberzufiihren.

Kap. I enthilt die grundlegenden Definitionen. Als Einleitung wird die Kklassische
Theorie der Volterraschen Integralgleichungen kurz behandelt. In Kap. II findet man die
grundlegenden Eigenschaften. der linearen normierten Rdume und die Definition sowie die
Haupteigenschaften der homogenen Polynome, die auf solchen Ridumen definiert sind. Mit
Hilfe dieser Definitionen und Eigenschaften werden die analytischen Funktionen in Banach-
Rédumen definiert. Diese Betrachtungen sind die schénsten und wichtigsten Teile des Buches.
In Kap. Il wird das Fréchetsche Differential definiert, die grundlegenden Tatsachen des
Differentialkalkiils in Banach-Rdumen bestimmt. Die Beziehungen des Fréchetschen Diffe-
rentials zum Géteauschen werden festgelegt. Die bisher gaschilderten Ergebnisse werden
auf die klassische "Volterrasche Integralgleichungstheorie angewandt (Kap. 1V) und es wer-
den die wohlbekannten Sétze von einem einheitlichen Standpunkte aus abgeleitet. Interes-
sant sind diejenigen Forschungen, welche der Verfasser beziiglich der Theorie der Fred-
holmschen Integralgleichungen in Banach-Raumen unternahm (Kap. V). In Kap. VI werden.
Differentialgleichungssysteme untersucht, deren Koeffizienten stetige Funktionen sind. Dort
werden die Losungsfunktionen als Funktionale der Koeffizientenfunktionen bztrachtet. Viel
interessantes findet der Leser auch in den Paragraphen, welche sich mit Differentialglei-
chungen in linearen normierten Rdumen beschiftigen. Zum Schiufl wird die Exponential-
funktion in Banach-Rdumen betrachtet.

Neuere Ergebnisse werden leider nicht betrachtet, z. B. diejenigen von L. V. Kan-
ToroviTscH und seinen Mitarbeitern, und die von M. M. Weinsera. Der Text ist leicht ver-
stdndlich geschrieben, die abstrakten Begriffsbildungen werden mit vielen und interessanten
Beispielen erliutert. Diejenigen Sitze, deren Beweis zu lang ist oder besondere Vorkennt-
nisse erfordert, werden oft nur formuliert. An diesen Stellen wird der Leser an die Origi-
nalliteratur hingewiesen. Das Buch ist auch fiir eine erste Einfiihrung in dieses Gebiet
geeignet, aber auch fiir den Kenner bietet es viele Anregung fiir weitere Forschungen.’

St. Fenyé (Budapest)

H. G. Garnir, Les problémes aux limites de la Physique Mathématique (Lehr-
biicher und Monographien aus dem Gebiete der exakten Wissenschaften, Mathematische
Reihe, Bd. 23), 234 Seiten, Birkhduser Verlag. Basel — Stuttgart, 1958.

Es handelt sich in diesem ausgezeichneten Buche um die grundlegenden Grenzwert-
aufgaben der Mathematischen Physik. Der Verfasser behandelt zuerst einen Sonderfall,
und zwar die Probleme von Diricuier und Neumann beziiglich des metaharmonischen Ope-
rators und geht spiter zu allgemeineren Problemen, namentlich zu den Problemen von
DiriciLer und Neumann® beziiglich des Differentialoperators a9’ -4 69, +c—4 mit 4=

w
=Zoil. iiber (g, b, ¢ sind reelle Konstanten).
k=1 ¢ .
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Die Aufgaben werden wie moglich allgemein gestellt, ohne iiberfliissige Vorausset-
zungen zu beniitzen. Es wird der Begriff der Distributionen von L. Scuwartz stark beniitzt;
natiirlich wird es immer untersucht, in welchen Fillen die Dlstrlbunonenlosungen mit ge-
wohnlichen Funktionen identisch sind.

Das Buch enthiilt vier Teile. Der erste ist eine schéne Einfilhrung in die Theorie
der Funktionen- und Hilbertschen Riume. Im zweiten werden die Probleme von DiricHLET

und Neumann beziiglich des metaharmonischen Operators diskutiert. Der dritte Teil enthdlt -

die Behandlung einer Funktionentransformation von Laplacescher Art. Mit Hilfe dieser
werden die Probleme der Wellengleichung und der Diffusionsgleichung in Probieme iiber
die metaharmonische Differentialgleichung tberfithrt. Der letzte Teil 16st mit Hilfe der
vorigen Transformation die grundlegenden Randwertaufgaben der Wellengleichung und der
Diffusionsgleichung.

Das Buch enthilt viele neue Ergebnisse, auch die Auffassung und Formulierung der
Aufgaben scheint uns neu zu sein. Der Standpunkt des Verfassers ist ganz. modern; die
einheitliche Behandlungsart, die Klarheit des Textes und der logische Aufbau des Stoffes
sind hervorzuheben. Doch gehort das Buch nicht zu den sog. ,leichten” Lehrbiichern. Be-
sondere Vorkenntnisse werden vom Leser zwar nicht gefordert, doch muB er sich bemiihen
wenn er das Buch in allen Einzelheiten durcharbeiten will. Fast zu jedem Kapitel fiigt der
Verfasser eine reiche Auswahl von Ubungsaufgaben und Problemen, darunter findet man
auch ziemlich schwere (die Ldsungshinweise zu diesen sind niitzlich und enthalten schine
mathematische Gedanken). Derjenige, der diese griindlich durcharbeitet, kann eine beson-
dere Gewandtheit auch in der Technik der behandelten Theorie gewinnen.

Das vorliegende Buch weist kiar auf die Tatsache hin, daB die modernen Methoden
der Funktionalanaiysis in der Mathematischen Physik duBerst fruchtbar sind.

St. Fenyé (Budapest)

L. S. Pontrjagin, Topologische Gruppen. [n zwei Binden, 2634-308 Seiten, Leipzig,
B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, 1957—1958.

Der Begriff der topologischen Gruppe entsfand im Zusammenhang mit der Unter-
suchung der Gruppen stetiger Transformationen. Die Grundlage einer allgemeinen Theorie
dieser Gruppen hat Sopnus Lie in der zweiten Halfte des XIX. Jahrhunderts gelegt. In wei-
teren Untersuchungen zeigte es sich, daB zur Behandlung der meisten hier auftretenden
Probleme keine Notwendigkeit besteht, die Gruppen als Transformationsgruppen zu betrach-
ten. Es geniigt die Gruppen von dem Gesichtspunkte aus zu untersuchen, daB in ihnen
ein Stetigkeitsbegriff fiir die Gruppenoperation definiert ist. Damit entstand ein neuer
mathematischer Begriff: die topologische Gruppe.

Das urspriinglich 1938 in russischer Sprache erschienene Buch des Verfassers lieferte
die erste zusammenfassende und allgemeine Bearbeitung der Theorie der topologischen -
Gruppen. Es wurde 1939 in die englische Sprache iibersetzt; 1954 erschien eine wesentliche
erweiterte und umgearbeitete zweite Auflage des russischen Originals. Die vorliegende
deutsche Ubersetzung folgt diese zweite Auflage.

Die wichtigste Erginzung der zweiten Auflage ist das 11. Kapltel in dem die Struktur
der kompakten Lieschen Gruppen sehr eingehend unfersucht wird. Diese Untersuchung fiihrt
zu einer Klassifikation dieser Gruppen, die auf einer Klassifikation der kompakien Lieschen
Algebren nach ihren Radikalsystemen beruht. Das 3. Kapitel ist mit einem Abschnitt {iber
die Gruppen stetiger Transformationen ergénzt. Ein neues Kapitel (Kap. 4) beschiftigt sich
mit der Struktur der lokalbikompakten nicht diskreten Kérper. Dem der Integrationstheorie
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auf bikompakten topologischen Gruppen gewidmeten Kapitel wurde ein Abschnitt iiber die
Theorie der Integralgleichungen hinzugefiigt. Ein neuer Paragraph des 7. Kapitels behandelt
die Begriffe der glatten und analytischen Mannigfaltigkeiten und ihre Zusammenhinge mit
den Lieschen Gruppen. In Kap. 8 kommt zur Untersuchung der bikompakten Gruppen noch
die Untersuchung der bikompakten Transformationsgruppen hinzu. In Kap. 9 ist die Be-
trachtung der Uberlagerungsriume weiter ausgebaut.

Eine wesentliche Anderung in der vorliegenden zweiten Auflage, gegeniiber der ersten
besteht darin, da man die Bedingung des zweiten Abzidhlbarkeitsaxioms in vielen Kapiteln -
des Buches, insbesondere im zweiten, den topologischen Rdumen gewidmeten Kapitel, ver-
meidet. So spiegelt das Buch besser den modernen Stand der abstrakten Topologie wider.

Interessante Beispiele erleichtern das Verstehen der allgemeinen Theorie. '

Die treffliche Ubersetzung und die schone Ausgabe werden diesem wichtigen Werk
gewiBl einen weiteren groflen Erfolg sichern.

1. Kovdcs (Szeged)

G. Hoheisel, Aufgabensammlung zu den gewdhnlichen und partiellen Diffe-
rentialgleichungen. Dritte, durchgesehene und verbesserte Auflage (Sammlung Goschen, Band
1059), 124 Seiten, Berlin, Walter de Gruyter & Co., 1958.

Der Verf: verbesserte die Stoffanordnung und so wurde das Buch iibersichtlicher
geworden; die Anderung ist besonders in den Kapiteln 2 und 3 augenfillig. Das Buch hat
sich auch mit einigen neuen Aufgaben erweitert. Es ist gut brauchbar als Hilfsmittel fiir

das Studieren der Differentialgleichungen.
L. Gehér (Szeged)

Karl Peter Grotemeyer, Analytische Geometrie (Sammlung, Goschen Bd. 65/65a),
202 Seiten, Berlin, Walter de Gruyter & Co., 1958.

Das Werk behandelt die analytische Geometrie des dreidimensionalen euklidischen
Raumes unter weitgehender Verwendung des Matrizenkalkiils, der eine kurze und elegante
Formulierung der Sitze ermoglicht. Besonders wird damit die Bestimmung der einzelnen
Typen der Flichen zweiter Ordnung erleichtert. AnschlieBend der analytischen Geometrie des
euklidischen Raumes wird eine kurze Zusammenfassung der affinen und projektiven Geo-
metrien angegeben. Die Klassifizierung der verschiedenen Geometrien wird durch die in
der neueren Untersuchungen eine so wichtige Rolle spielende Theorie der kontinuierlichen
Gruppen durchgefiihrt. Besonders interessant sind die im letzten Kapitel behandelten ver-
schiedenen projektiven Erzeugungen der Quadriken nach Staupbr, SteiNer, Macnus und
Sevpewitz, die alle auf gewisse charakteristische Eigenschaften der Quadriken begriindet sind.

A. Modr (Szeged)

Loo-Keng Hua, Die Abschiitzung von Exponentialsummen und ibre Anweundung
in der Zahlentheorie (Enzyklopiddie der mathematischen Wlssenschaften Bd. I, Heft 13,
Teil 1), 123 Seiten, Leipzig, Teubner, 1959.

The last comprehensive treatment of the analytical number theory was given by the
encyclopedia article of H. Bonr and H. Cramer. This gave a complete picture of the subjetc
up to May 1922. Since that time all results of this theory have been largely superseded
so that the need of a new summary of the theory was more and more felt. The develop-



Bibliographie 101

ment made it necessary to split up the land of the analytical number theory into counties;
the one dealt with in this article is centered around the estimations of exponential sums.
The borders between the counties are not always clear and incidents at the borders of the
land will be quite possible (with the probability theory e. g.). However the material treated
in this work is presented masterfully; no wonder since the author is one of the top-wor-
kers on this field. He starts with a survey of the elementary methods, with highlights on
an exposition of Linnik’s elementary solution of the Waring problem, on SeLBERG’S impro-
vement of Brun’s sieve method (also the question of lower bound!) and beside the elemen-
tary proof of the prime number theorem by Erpds and SeLserg, on an ingenious proof due
to VinoGrADOFF to an estimation of the remainder-term in the ,circle problem”. Next he
turns to an exposition of the exponential-sum estimating methods due to H. WEvL, vaN DER
Corput, Kuzmin and VinoGraDorF; the last one, which is the most successful, is treated in

P o
a fashion due. to the author. After a discussion of sums of type 2 exp l%f(v)]
r=1
(f(x): a polynomial with integer coefficients) he gives the main ideas of ViNoorADOFF'S
Htrigonometrical sieve'. ‘
Sofar was everything arithmetical essentially. Then he continues with an analytical
treatment of the distribution of primes from Riemann on but inserting the improvements
* obtained in the mean-time, particularly essential being the results concerning the difference
of consecutive prime numbers. Ample space is given then to the Harbv—LiTTLEwoOD—
Ramanujan analytical ,.circle method” in Vinocranorr’s ,finite” variant, applied to the prob-
lems of Waring and Govupsact with Vinoarapore's arithmetical ideas and unified by Hua.
As other field of applications of estimations of trigonometrical sums the theory uniform
distribution mod 1 is treated next and a detailed discussion of lattice-noint problems close
the article. . :
The main feature of the article is that in a few pages it gives also the main ideas
of many complicated proofs. It is certainly a gap-filling work.
The reviewer has observed only one little slip, on p. 107. Instead of

Tlim sup (x log x) "M [A(x) — 7t x] >0 (x>00)
only

lim sup x~1/4 [AX)—7tx] =" o<
is proved at present (whereas the inequality
lim inf (x log x)" "M [A(x)—71x] < O

is correct) and similar remark applies to D(x).
: Paul Turdn (Budapest)

Claude Berge, Espaces topologiques. Fonctions multivoques (Collection Universi-
taire de Mathématiques MI), XI 4- 272 pages, Paris, Dunod, 1959.

- Cet ouvrage sert a introduire un étudiant, familier avec les éléments de I'Analyse
et d'une certaine maturité en mathématiques, aux théories modernes 'de la topologie géné-
rale et des espaces vectoriels topologiques. Un trait caractéristique de 'exposé est d’étudier
systématiquement les applications multivoques (faisant correspondre a chaque élément x
d’un ensemble X un sous-ensemble /" x, vide ou non, d’un autre ensemble Y) et d'illustrer
les résultats de la théorie par des exemples tirés des domaines trés variés, entre autres
surtout de la théorie des jeux.
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Trois chapitres de caractére introductoire présentent les connaissances nécessaires
sur le domaine de la théorie des ensembles. On y trouve, auprés des notions bien connues,
les notions de base de filtre et de treillis, de méme que I’élude des applications multivo-
ques et de leurs inverses, et les éléments de la theéorie des ensembles ordonnés, y compris
les différentes formes de I'axiome du choix (lemme de Zorn etc.).

On trouve dans le quatriéme chapitre les notions d’espace métrique, espace L* et
espace topologique. Comme généralisation des suiles dénombrables, Vauteur se sert des
familles filtrées, c’est-a-dire des familles {x;:/ €/}, une base de filtre étant donnée dans
I’'ensemble d’indices I; par la, il parvient & une synthése des suites de MoorRe—SmiTH et
des filtres. Il étudie ensuite les espaces séparés (= espaces de Hausporer), réguliers, nor-
maux, compacts (== bicompacts et séparés) et connexes, de méme que les produits et les
sommes d’espaces topologiques.

Le chapitre suivant est consacré a 'étude des espaces métriques, tandis que le
Chapitre VI expose la théorie des applications multivoque$ semi-continues supérieurement
ou inférieurement. L’aufeur réussit a généraliser de fagon nalurelle cette théorie due a
BouLicanp et KuraTtowski; il traite aussi des limites topologiques de familles filtrées d’en-
sembles, de la distance de Hauspborrr d’ensembles fermés dans les espaces métriques, et
des décompositions demi-continues supérieurement.

Les trois derniers chapitres (comprenant 4 peu prés la moitié du volume) constituent
une introduction a la théorie des espaces vectoriels topologiques. Le premier est consacré
a la partie purement algébrique de cetle théorie (espaces vectoriels, applicalions linéaires,
variétés linéaires, cones, ensembles convexes, jauges, théoréme de Haun—Banach). Le second
étudie les ensembles convexes et les fonctions convexes dans Pespace euclidien R". On y
trouve les théorémes sur la séparation des ensembles convexes par des hyperplans, le
théoréme sur les hyperplans d’appui des ensembles convexes compacts, le théoréme de
'Krein—MiLman et le théoréme de Kakutant (spécialisés toujours a R"); la démonstration de
celui-ci est fondée sur le lemme de Sperner par lintermédiaire du lemme de Kuratowski—
Knaster—Mazurkiewicz. On étudie ensuite les fonctions convexes dans les ensembles con-
vexes Cc R"; au dela des propriétés bien connues, on trouve le théoréme de BoHNENBLUST—
Karuin—SHarLey, celui de Heiry et le théoréme minimax de von Neumann, appliqué en
théorie des jeux. Comme généralisations, 'auteur fait connaitre les fonctions quasi-convexes,
les fonctions sub-# de Beckensach et les fonctions S-convexes de Schur, la théorie de
celles-ci étant basée sur les matrices bistochastiques et les théorémes dis & Harpy—LiTTLE-
woop—PoLya et 4 BirkHOFF— voN NEUMANN.

Le dernier chapitre renferme I'étude des espaces vectoriels topologiques, en parti-
culier des espaces localement convexes, normés et de Banach; on y trouve les formes gé-
nérales des théorémes de séparation etc., présentés au chapitre précédent pour I'espace
R", et la notion de convergence faible, avec le théoréme de BanacH—SteiNHAUS, de méme
que celui sur la compacité faible de la boule unité. )

L’exposé est concis et clair, présentant un grand nombre de définitions et de résul-
tats en relativement peu de place. Malheureusement, la lecture est rendue désagréable par
une quantité considérable de fautes d’impression, de changements de notation, d’assertions
inexactes et de démonstrations incomplétes. Pour en citer quelques-unes: dans I'espace
R®, les variétés linéaires forment un treillis modulaire (p. 18) (ce n’est valable que pour
espace projectif); un sous-espace d’un espace normal est normal (p. 70); l'intersection de
deux applications semi-conlinues inférieurement est semi-continue inférieurement (p. 120)
(contre-exemple: X=Y =R, INx={x}, lN'ax={—x}); o étant une application univoque
d'un espace compact X dans un espace Y, si I'image d'un ensemble fermé est toujours
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fermé, les ensembles o~ 'y forment une décomposition demi-continue supérieurement de X
(p. 137) (contre-exemple: X =[0,1], ¥Y=1{0,1}, 6x=0 pour 0=x< %,.ax=1 pour

1
2 .
—f(x, p)=a(x, p) h+b(x,y) k+c(x, y) >+ d(x, y) hk+-e(x, y) k2 +-e(x, p, b, k) (h2 - K?), et
si e(x,y, h, k) tend vers O, pour h, k-0 (x et y restant fixés), les dérivées partielles f,.,
fry et f,, existent partout dans G (p. 205) (contre-exemple: G=R? f(x,y)=g(x+y),

112 .

gu)= t sin lt dt pour x =y =0); ¢(f) = /% est concave pour 0 < =1, t >0 (p. 223);

= x =1); G étant un ensemble ouvert dans R? si 'on a pour (x,y) €G f(x-+h, y+k)—

Q —
la démonstration du théoréme de Kakutani (p. 181). n’est valable que si I" est une appli-
cation continue, ce qui est particuliérement regrettable, puisque plus tard (p. 260) on aurait
besoin de ce théoréme pour I~ semi-continue supérieurement (et non continue). Cependant,
un lecteur attentif pourra corriger la plupart des erreurs et trouvera dans ce manuel une
bonne introduction aux théories modernes traitées par l'auteur.
Akos Csdszdr (Budapest)

Szasz Gabor, Bevezetés a haléelméletbe [G. Szisz, Einfiihrung in die Verbands-
theorie], 225 Seiten, Budapest, Akadémiai Kiadd, 1959 (Ungarisch).

Das Ziel des vorliegenden Buches ist die grundlegenden Begriffe und die hédufigsten
Methoden der Verbandstheorie darzubieten und ihre Verbindungen mit verschiedenen an-
deren Gebieten der Mathematik zu zeigen. Deswegen kdnnen auBer den Anfingern auch
diejenigen dieses Buch gut gebrauchen, die die Grundlagen der Theorie hauptséchlich wegen
ihrer Anwendungen studieren wollen. Die bearbeiteten Themen wurden geschickt ausgewéhlt
und der behandelte Stoff ist vielseitiger als in den bisher erschienenen einleitenden Biichern
der-Fachliteratur. Die ausfiihrliche und klare Darstellung macht das Buch leicht lesbar
auch fiir die-Anfinger und bietet eine gute Ubersicht iiber einige der grundlegenden und
wichtigsten Problemenkreise der Verbandstheorie. Mehrere Ergebnisse und tiefere Unter-
suchungen konnen in diesem Rahmen nur beriihrt werden, in diesen Fillen weist aber der
Verf. immer auf die einschldgige Literatur hin. Die von verschiedenen Gebieten der Mathe-
matik (Mengentheorie, mathematische Logik, Algebra, Geometrie, Topologie und Wahr-
scheinlichkeitsrechnung) genommenen’ zahlreichen Beispiele und die am Ende jedes Kapi-
tels stehenden Ubungsaufgaben bieten reichlich Gelegenheit zur Vertiefung des Verstind-
nisses des behandelten Materials. Die Titel der Kapitel sind: I. Halbgeordnete Mengen;
II. Uber die Verbdnde im allgemeinén; IIl. Vollstindige Verbinde; 1V. Distributive und
modulare Verbédnde; V. Spezielle Unterklassen der modularen Verbiande; VI. Boolesche Al-
gebren; VII. Halbmodulare Verbinde; VIII. Ideale von Verbinden; IX. Kongruenzrelationen.

Erwidhnt seien auch die schonen, treffenden Abbildungen, das reichliche Literatur-

verzeichnis und endlich die musterhafte typographische Ausstattung, die den Wert des
Buches noch erhohen.

J. Szendrei (Szeged)
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Giinter Pickert, Analytische Geometrie (Mathematik und ihre Anwendungen in
Physik und Technik, Reihe A, Bd. 24), XII--410 Seiten. Dritte, bearbeitete Auflage, Leipzig,
Akademische Verlagsgesellschaft Geest & Portig K.-G., 1958,

Ziel dieses Buches ist einen axiomatischen Aufbau der analytischen Geometrie im
n-dimensionalen Raum (im allgemeinen {iber einem Schiefkdrper) zu entwickeln. Beziiglich
des Inhalts verweisen wir auf die Besprechung der ersten Auflage im Band 16 (1955) die-
ser Acta, S. 276. Die vorliegende Auflage unterscheidet sich von der vorigen nur wenig.
Wesentliche Anderungen sind nur in einigen Paragraphen durchgefiihrt und der Anhang 11
wurde ganz neu geschrieben. In diesem Anhang wird gezeigt, wie die Voraussetzung, daf
die Vektoren mit Skalaren aus einem Schiefkérper multipliziert werden kénnen, durch die
Einfiihrung von geeigneten geometrischen Grundbegriffen und Axiomen ersetzt werden kann.

' J- Szendrei (Szeged)

Siegfried Valentiner, Vektoren und Matrizen (Sammlung Gdschen, Band 354/354a),
252 Seiten, Berlin, Walter de _Gruyter & Co., 1958. Achte, erweiterte Auflage der ,Vektor-
analysis”. Mit einem Anhang von Hermann Kénia.

Fiir die Beliebtheit des frither mit dem Titel ,,Vektoranalysis” erschienenen Biichleins
spricht, daf§ diese achte, erweiterte Auflage notig war. Die ersten zwei Teile wurden nur
unbedeutend verdndert. Der dritte Teil wurde aber stark erweitert und die Matrizen und
ihre Anwendungen sind jetzt in den Mittelpunkt der Behandlung gestellt. Hier handelt es
sich um lineare Vektorfunktionen, Matrizen, Matrizen als Summen von Dyaden, und um den
GauBschen Algorithmus fiir die Auflésung linearer inhomogener Gleichungen. Der Leser
kann auch von der neu hinzugefiigten, durch H. Konie zusammengesteliten Aufgabensammiung

guten Gebrauch machen.
J. Szendrei (Szeged)

L. Baumgartner, Gruppentheorie. Dritte, vollstindig neubearbeitete Auflage (Samm-
lung Géschen, Band 837), 110 Seiten, Walter de Gruyter & Co., 1958.

Diese dritte Auflage weicht wesentlich von der zweiten ab. Inhaltlich ist das Buch
moderner, abstrakter, einheitlicher und mehr gegliedert geworden. Einige Abschnitte wurden
ganz weggelassen, z. B. die alten Abschnitte 1l (Der Gruppenbegriff in der Geometrie)
und 1V (Anwendung der endlichen Gruppen in der Theorie der algebraischen Gleichungen)
dafiir wurden mehrere neue Abschnifte aufgenommen. Die neuen Abschnitte VI (Die Homo-
morphie), VIl (Die Automorphie), VIII (Die Endomorphie; charakteristische und vollin-
variante Untergruppen), IX (Freie Gruppen und Gruppen mit Beziehungen zwischen den
Elementen), I1X (Genaueres iiber die Gruppenpostulate) sind auch inhaltlich ganz neu. Die
iibrigen neuen Abschnitte 1 (Einfithrung in den Gruppenbegriff), 11 (Gruppentheoretische
Grundbegriffe und -methoden), Il (Uber endliche Gruppen), IV (Vertauschbarkeit von Ele-
menten und Untergruppen), V (Die Faktorgruppe), X (Reilien von Gruppen) enthalten haupt-
sdchlich Material aus den friiheren Auflagen.

In jedem Abschnitt findet man mehrere Aufgaben, insgesamt gibt es 94, also umge-
fihr doppelt so viel, wie in der letzten Ausgabe. Das Buch ist.auch mit einigen Tafeln

(fiir einige wichtigere Gruppen) ergéinzt.
. J. Szép (Szeged)
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