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A fuzzy halmazok elmélete és karyometriqi alkalmazása 

Káczy T.László, Győrffy Zoltán és Hajnal Miklós 

I. Bevezetés 

A fuzzy halmaz fogalmának többé-kevésbé egzakt matematikai 
definiálása (Zadeh 1965, 1969), ugy tűnik, számos tudományág és a l -
kalmazási terölet előtt nyitott meg uj távlatokat. 

A fuzzy halmaz elnevezés tartalma lényegében az intuitív hal-
mazfogalommal egyezik, amely matematikai szempontból valamilyen 
"nem jól definiált", azaz "elmosódott határu" halmaznak felel meg. E-
szerint a hagyományos halmazelmélet egyik leglényegibb alapfogalma, 
a "halmaz eleme", vagyis más szóval a "tartalmazás" relációja elve-
sziti kitüntetett szerepét, helyét az általánosabb "tartalmazás mértéke" 
veszi át . 

A Zadeh-féle elmélet kiterjesztésének alapján (Goguen 1967) 
a fuzzy halmaz helyett fuzzy objektumot is mondhatunk, amely tulaj-
donképpen az "objektumok" fuzzy halmaza. 

Az A fuzzy objektum megadásához tekintsük az objektumok X 
univerzumát. Az X elemein definiáljuk az alábbi A ^ M tagsági 
függvényt : 

Ennek értelmezése: yu^(xg) az XQ€T A állítás szubjektív igazság" 

értékét (akceptanciáját) adja meg, ahol 
A 0 

A a ( X q ) = l ] = x 0 £ A / 2 / A 0 / 2 / 

és 
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[ M * o ) = 0 ] é * 0 4 A - / V 

/ 2 / és / 3 / biztosítja, hogy a hagyományos halmazelmélet a fuzzy e l -
mélet része legyen. (Ez nem jelenti azonban azt , hogy a hagyomá-
nyos halmazelmélet nélkül a fuzzy halmazelmélet felépíthető!) 

A fent röviden ismertetett szemlélet alapján logika is értelmez-
hető (Lee és Chang 1971, Lee 197-1). Ez lehetővé teszi a nem egzakt 
kijelentések kalkulusának felépitését, majd ennek alapján a biológia, 
pszichológia, sőt egyes társadalomtudományok logikai formalizálását. 

További lényeges alkalmazási területet jelent az ember-gép 
rendszerek, valamint a szubjektív kritériumokat tartalmazó algoritmusok 
hatékony szimulálása, kontrollálása, il letve realizálása. 

E tanulmány az utóbbi terület egy résztémájóval foglalkozik, 
célja egy adaptív osztályozó (cluster-analizoló) algoritmus bemutatása, 
amely egyszerű formájában is alkalmas a karyometria alapproblémájának, 
a sejtmag-alakfel ismerésnek, il letve clusterolásnak megoldására. 

I I . A fuzzy c-algebra 

A hagyományos halmazalgebra (Birkhoff 1945) analógiájára a fuz -
zy halmazfogalommal egyidejűleg megszületett a fuzzy algebra egy kez -
detleges rendszere is (Zadeh 1965). Ennek bizonyos ellentmondásai néhány 
definíció módosításával kiküszöbölhetők (Kóczy 1974, Kóczy és Győrf fy 
1974/1), vannak azonban olyan lényegi jellegzetességei is, amelyek mind 
elméleti , mind alkalmazási szempontból megalapozatlanná teszik e rendszer 
definícióit. 

E jellegzetességek olyan, az intuitív következtetési sémákkal való 
kontradikciók, amelyeknek feloldása csupán egy lényegében uj műveleti 
definiciórendszer magalkotásával történhet. A Zadeh-rendszer további hát-
ránya néhány olyan tulajdonság, amely az adaptiv algoritmusokban történő 
alkalmazhatóságot megnehezíti. (Idempotencía, szük halmazfogalom, stb.) 

Véleményünk szerint három alapvető feltételpór adható meg, ame-
lyeknek egy - az intuitív gondolkodást jól modellező - valódi fuzzy algeb-
rában ki kell elégülni, a Zadeh-algebrában azonban nem tel jesülnek: 
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1.) A hagyományos halmazok speciális esetét kivéve az uniá 
mUvelet eredménye szigorúan nagyobb, az interszekcióé 
szigorúan kisebb kell legyen mindkét operandusnál. 

2 . ) Valódi fuzzy halmazok esetén mindkét irányú disztributiv 
törvénynek szigorú egyenlőtlenséggé kell módosulnia -

3. ) Mindkét alapműveletnek (uniá, ínterszekciá) mindkét ope-
randusra nézve szigorúan monotonnak kell lenni. 

Utóbbi feltételből a műveletek invertálhatósága is következik 
- a 0-val való osztás analóg esetét kivéve. 

Á fentiek számos egyszerU intuitív logikai döntést ¡ál model-
leznek. 

Az itt ismertetett feltételeket azért tartjuk a cluster-analizis 
szempontjából lényegesnek, mert a tanulás és az osztályozás algorit-
musa hasonló kell legyen az emberi agyban lejátszódó megfelelő fo-
lyamatokhoz - jó hatásfok elérése esetén, hiszen az ismert legtökéle-
tesebb tanuló rendszer az emberi agy. 

A fent ismertetett szempontok vezettek el a Zadeh-algebra 
(Zadeh 1965) helyett egy lényegében uj, un. fuzzy c-algebra defini-
álásához (Káczy 1974), amelynek természetes voltát egy igen előnyös 
formális tulajdonság is igazolja : a c-algebra a folytonos differenciál-
hatóságot konzerválja. 

A c-algebra axiómarendszerét itt nem ismertetjük (Káczy és 
Győrffy 1974/1,2), csupán az általunk alkalmazott igen egyszerU és 
természetes reprezentánsának legalapvetőbb definiciáit közöljük: 

/ 5 / 

^ ( x ) = 1 - ma(X) A/ 

(Utóbbi az egyedüli közös definíció a Zadeh-rendszerrel.) 

A fentiek szerint: 
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M , (x) = 
A U " B 1 -

/ V 

M 
ac\-]B 

(x) = 
MdM 

E műveletek számos lényeges tulajdonsága (kommutativitás, asz-
szociativitás, non-idempotencia, disztributiv egyenlőtlenségek, De Mor-
gan törvények, stb.) az algebrai alapmüveletek tulajdonságaiból viszony-
lag egyszerűen levezethetők (Kóczy 1974, Kóczy és Győrffy 1 9 7 4 / 2 ) , e -
zeknek nagy a j e l e n s é g e az alkalmazás egyes lépéseinek elméleti meg-
alapozásában. 

A fentieken kivül lényeges uj definícióink a komplex fuzzy hal -
maz fogalma : 

Az A komplex fuzzy halmazt a 

M A ( x ) : X - + R ] / 9 / 

tagsági függvény írja le. 

A / 4 / - / 9 / definíciók által megadott rendszer zárt algebrát a l -
kotj további definícióit, tulajdonságait itt nem ismertetjük (Kóczy 1974, 
Kóczy és Győrffy 1974/1). 

I I I . Egy sejtmag-osztályozó algoritmus 

A karyometria a sejtmagok méreteinek nagyobb mennyiségben tör-
ténő megfigyelése alapjón igyekszik az egy szervet alkotó sejtek tu la j -
donságaira következtetni (Palkovits és Fischer 1965). Az információkat 
metszetek mikroszkópi képén végzett mérésekből nyerik. Az 1. ábra ilyen 
metszet fényképét mutatja egy ideg-sejtmag jellemző geometriai méretei-
nek feltüntetésével (L a közelítő ellipszis nagy-, B a kistengelye). Az 
eddig kialakult módszer szerint egy sejtpopuláció osztályozását mintegy 
3-400 adatpár (L-B, vagy ezeknek függvényei) alapján készített sürüség-
függvény hisztogram, az un. pontdiagram szubjektív - folthatás - vizsgá-
lata utján végzik. Magától értetődik az igy nyert eredmények megbízha-
tatlan, reprodukálhatatlan és összehasonlíthatatlan volta. 
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1. ábra 

Metszet mikroszkópi képe a sejtmag 
lényeges méreteinek fel tüntetésével 

E probléma megnyugtató megoldását csakis a c lusteranal iz is 
szol gól ta that ja . M i ve l a metszetek vé le t len je l lege miatt a kü lönböző 
méretű sejtek a metszeti kép a lap ján közvet lenül nem választhatók 
szét (minden tetszőleges tipusu sejtmag metszetének méretei megköze-
l í t he t i k a 0 - t ) , az egyes osztályok határa? nem élesek, ezért látszik 
alkalmasnak a probléma megoldására a fuzzy koncepc ió . Osztályozási 
kísér leteink eddig i eredményei igazo l ták ezt a fe l té te lezést . 

3 
Az egyelőre csak egy dimenzióra k i fe j lesz te t t (a D = f I— B' 

un. térfogatekvivalens gömbátmérő f igye lembevéte lével a lka lmazot t ) ta-
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nuló osz tá lyozó algoritmus ( K ó c z y és G y ő r f f y 1 9 7 4 / 1 ) a k ö v e t k e z ő f ő 
lépésekből á l l : 

1 . ) Rendel jünk minden ( i . - i k ) b e é r k e z ő m i n t a p o n t h o z e g y " t a g -
sági függvény -kvan tumot" : 

ju.(x) = c . e " d ( x " x « ) " / 1 0 / 

(c és ő a lka lmasan vá lasz to t t konstansok) . 

2 . ) Képezzünk az összes mintapontbó l e r e d ő tagsági f ü g g v é n y t : 

ju(x) = ü c . e - d ( x - x i } / l l / 
6 i = l 

(Lásd / 4 / d e f i n i c i ó . ) 

A z utóbbi lépés más j e l l e g ű , v á l t o z ó k ö r n y e z e t h e z t ö r t é n ő a -
d a p t á c i ó igénye esetén módosításra szorul ( K ó c z y és G y Ő r f f y 1 9 7 4 / 1 ) . 

A f e n t i két lépésből á l l ó egység a l a p g o n d o l a t á b a n rokon a P a r -
z e n - f é l e valószínűségi sűrűségfüggvény becslési módszerrel (Pa rzen 1 9 ó 2 ) , 
bár tar ta lmában a t tó l e l t é r . 

3 . ) Bontsuk fe l az e r e d ő tagsági f ü g g v é n y t sz immetr ikus ( k o m p -
lex) összetevőkre a / 7 / és / 9 / d e f i n í c i ó k a l a p j á n ) . 
Több d imenzióban e z a lépés módosításra s z o r u l . 

S 
4 . ) Egyesítsük a 3 . ) lépés során n y e r t r é s z h a l m a z o k a t m i n i m á l i s 

számú unimodális c l u s t e r r á ( / 4 / a l a p j á n ) . 
A z igy k e l e t k e z e t t o s z t á l y o k ka ryomet r ia i a d a t o k ese tében 
valósok / ] / d e f i n i c i ó , más j e l l e g ű a d a t o k esetén szükség l e -
het egy b e f e j e z ő lépésre ( K ó c z y és G y ő r f f y 1 9 7 4 / 1 ) . 

A f e n t i algori tmus e g y konkrét a d a t h a l m a z tagsági f ü g g v é n y é n 
szemlé l te tve lá tható a 2 . - 4 . ábrasoroza tokon . 

Algor i tmusunkkal e z i d e i g a macska c e r e b e l l u m n é g y n u c l e u s á n a k 
s e j t j e i t i g y e k e z t ü n k osztá lyozn i ( N u c l e u s média i is , d e n t a t u s , in terpos i tus , 
i l l e t v e interpositus an ter io r ) . 
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A z osztályozás során nyer t e redmények a se j tpopulác iókra v o -
n a t k o z ó sejtésekkel messzemenően e g y e z n e k . Az 5, - 8 . ábrasoroza-
tok a f e n t i négy nucleus se j tpopu lác ió jának pontd iagramja i t ( a z egyes 
k a r a k t e r e k sötétségi foka a sűrűséggel arányos) , a z e r e d ő tagsági f ü g g -
v é n y e k e t és az egyes osz tá lyok tagsági függvénye i t m u t a t j á k . 

További cé lunk a z algori tmus n d imenz ió ra tör ténő á l t a l á n o -
s í tása, és ennek segítségével a se j tpopulác iók a z edd ig iné l jóval h a t é -
konyabb - uj tipusu j e l l e m z ő k a l a p j á n tör ténő - osz tá lyozása , a m e l y a 
korábban a l k a l m a z o t t szub jek t ív módszerekkel még b i z o n y t a l a n , k ö z e l i -
t ő sz in ten sem lehetséges. 

2 . á b r a . 

Eredő tagsági függvény és a z osz tá lyozot t minta 
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3« á b r a 

A 2 . ábra tagsági f ü g g v é n y é n e k 

fe lbontás i f o l y a m a t a 
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4 . ábra 

A 3. ábra részhalmazainak egyesítési 
fo lyamata 
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5a. ábra 

Nicleus medial is (Pontdiagram) 
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N ucleus media l is 

(Eredő tagsági függvény és clusterok) 
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6a . ábra 

Nucleus dentatus (Pontdiagram) 
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ób . ábra 

Nuc leus dentatus 

(Eredd tagsági függvény és c lusterok) 
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7a. ábra 

Nucleus interpositus (Pontdiagram) 
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7 b . ábra 

N u c l e u s interpositus 

(Eredd tagsági függvény és c lusterok) 
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8a . ábra 

Nucleus interpositus anter ior (Pontdiagram) 
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8 b . ábra 

N u c l e u s interpositus anter ior 

(Eredő tagsági függvény és c lusterok) 
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