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Egy algori tmus az e lek t rokard io lőg ia inverz problémájához 

V . V . Shakin 

1. Bevezetés 

A z e lek t rokard io lóg iában széles körben használatosak k ü -
lönfé le matemat ikai model lek . Ezen model lek többnyire i n tu i t í v 
ismereteken a lapu ló , szigorú kvan t i ta t í v formába öntöt t k i f e j e z é -
sek. Amennyiben ismeretes á sziv bioelektromos működését le i ró 
matematikai apparátus, lehetőség ny í l i k u j számítási el járások k i -
fejlesztésére EKG feldolgozás és interpretálás cé l j ábó l . Ezek a 
módszerek várhatóan hasznosabbak, szemben azokka l az egyszerű 
s ta t isz t ika iakka l , amelyek f igye lmen k i vü l hagyják a sziv b i o f i z i -
k á j á t . 

2 . Egyenes és inverz problémák 

Azon matemat ikai model lnek, amelyet e lekt rokardiograf ikus 
alkalmazás cé l jábó l az e lek t rokard io lóg ia felhasznál az a fe lada ta , 
hogy összefüggést keressen a sziv elektromos je lenségei, a test e -
lektromos vezetó' tulajdonsága és az EKG közö t t . Ez utóbbi közve t -
len kapcsolatban van a test fe lü let po tenc iá l j a i va l . 

Általánosan az i l yen modell leí rható operátorok kapcsolatá-
va l : 

ZG = / V 

ahol u a test egy részterülete po tenc iá l ja inak matemat ikai leírása, 
azaz az EKG, g egy elektromos szivgenerátor, azaz a szívbel i e -
lektromos forrás egy része, z a Schmi t t - fé le transzfer impadencia o -
perátor , ami azonos a McFee- fé le vezetó'mező operátorával . 
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A fen t i egyen le t te l / l / kapcsolatos kü lönböző e l e k t r o -
kard io lóg ia i problémákat az a lább i táb láza t f og la l j a össze. 

Egyenes fe ladat 
Inverz fe lada t 

Egyenes fe ladat 
Járulékos l . f . Fő l . f . 

Ismert 
adat 'z, g <J, g z , u 

Keresett 
adat 

u z g 

A fe ladat 
lényege 

EKG szimulálás 
Transzformátor 
imped. mérés 

EKG 
in terpretá lás 

A fe ladat 
megoldása 

u = z g 
1 - 1 

z = u . — = u g 
9 

1 - 1 
g = — U = Z U 

E dolgozat a Fő Inverz fe lada t (Fő l . f . ) címmel j e l z e t t 
problémával f o g l a l k o z i k . A c é l : az / ! / összefüggés a lap ján E K G -
ból rekonstruálni a sziv elektromos generá tora i t , f e l t é v e , hogy a 
transzfer impedancia adott . Ezáltal mind az egyenes, mind a j á -
rulékos inverz fe ladato t megoldhatónak t e k i n t h e t j ü k . 

Szükséges hangsúlyozni, hogy sok tek in te tben a f ő inverz 
fe ladat tek in the tő a legnehezebbnek. Elég, ha csak arra u ta l unk , 
hogy akár az E K G , akár a transzfer impedancia csak b izonyos h i -
bával mérhető. Épp ezért csak a ke l lően stabi l is inverz megoldás 
fogadható e l . Ehhez minden e lé rhe tő a p r io r i adatra szükségünk 
van . A sziv bioelelctromos jelenségeinek természete köve tkez tében 
i l yen adatok a lehetséges megoldásokat nagyban k o r l á t o z z á k . 

3. A l a p v e t ő integrál összefüggés 

Fejezzük k i pontosabban az / l / operátoros összefüggésben 
használatos u , g , z matematikai ob jek tumokat . Használ juk a k ö -
vetkező je lö léseket : 



H a szív ingere lhető térfogattartománya és p egy H -
bel? pont, azaz p £ H , 

L a fest külső f e l ü l e t e , és q azon egy pon t , q e L, 
t egy i dőp i l l ana t , 
u a test fe lü let potenc iá l -e losz lása, amely a térbe l i q 

és az időbel i t vá l tozó függvénye, u = u ( q , t ) , 

Z a Schmi t t - fé lö vektor iá l is transzfer impedancia^ a -
mely két térbel i vá l tozó , q és p , vektor - függvénye Z = Z ( q , p ) , 
g = g(p , t ) a szívbel i dipólus források sűrűsége. 

Ezen függvények a l ko t j ák az a lább i összefüggést, ez t 
nevezzük a lapve tő integrálösszefüggésnek: 

A z egyenlet ba lo lda la a H térfogat fe le t t ér te lmezet t háromdi-
menziós in tegrá l . 

Felvetődik a kérdés, va jon lehetséges-e bizonyos f e l t é -
te lek teljesítése esetén egyszerűsíteni e háromdimenziós model l t 
o l yan kétdimenziós folytonos model l re , amelynek a lap ja két egy -
forma sikréteg. 

4. Egyszerűsítések 

A sziv elektromos ál lapotának leirása ny i l vánva lóan a 
membrán akciós potenc iá l jának felhasználásával tör ténhet . Legyen 

(p a t időp i l lana tbe i i p € H ponthoz tartozó transzmembrán po -
t e n c i á l . Igy <p a térbe l i p és az időbel i t vál tozók függvénye. A 

<p transzmembrán potenc iá l meghatározott kapcsolatban á l l a sziv 
elektromos dipólus forrásaival . Pontosabban, h ivatkozva Plonsey-rc 
(1), a források arányosak a transzmembrán akciós potenciá l negatív 
gradiensével: 

r a H tartomány határa, 

H 

g = - X V <p / 3 / 



ahol X egy poz i t í v á l l andó , \7 = i —— + j —— + k - r — a 
ó x <3y o z 

nabla-operátor , azaz gradiens operátor . 

Fel té te lezzük a miokardium elektromos vezetőképességé-
nek homogenitását. Ez azt je len t i , hogy a I ! tartományban a 
transzfer impedancia d ivergenciá ja zérus: 

v . Z = 0 . / 4 / 

Kimutatható, hogy a / 3 / ós / 4 / f e l té te lek tel jesülése e -
setén a háromdimenziós térbel i szivgenerátor he lye t tes í the tő egy 
vele ekv iva lens, sokkal egyszerűbb kétdimenziós generá tor ra l . Ez 
egy kétrétegű a lakza t , amely a sziv ingere lhe tő tartományának 
fe lü le tére ter jed k i . 

A következő integrál k i fe jezés ezt a tényt t ü k r ö z i : 

/ / K ( q , p ) f ( p , 0 dn = u (q , t ) , / 5 / 

r 

ahol K(q ,p) a kétdimenziós model l skaláris á t v i t e l i függvénye . 

K(q ,p ) = - X Z ( q , p ) . n (p) , 

•ahol n (p) a P f e l ü le t külső normál isa. 

Az /5/ egyszerűsített k i fe jezésben a T fe lü le ten csak 
kétdimenziós integrálást kel l végreha j tan i , s nem háromdimenz i -
ósat, mint a / 2 / a lapegyenletben. 

I lyen kétrétegű mode l l -koncepc ió t sikeresen a l ka lmazo t t 
az egyenes probléma megoldására Baum és Dubrov in (3) Lacombe, 
Ducimet iere és d ' A l c h e (2). 

5 . Inverz fe ladat megoldása fo lytonos két ré tegű esetre 

Az alcímben emlí tet t megoldás az elsőfajú Fredholm i n teg -
rál egyenletből nyerhető, amelynek a lak ja tel jesen azonos az /5/ 
összefüggéssel. Az / 5 / in tegrá lcgyenlet egyet len és stabi l is n iego l -
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dósa érdekében fe lhasználhatók a már korábban p u b l i k á l t szá-
mítási el járások ( 4 , 5 ) . Ezen módszere!: egyszerű radar mode l -
lek inverz megoldására készül t számítógépes programok. 

E módszerek a lap ján az / 5 / egyen le t K (q ,p ) magja az 
a lább i módon sorba fe j thető ' : 

K (q,p)= I - < U p ) X . 0.(q), p C T , q G L • i > I I 
I=L 

aho l OL. = < M p ) és ( í . = ft .(q) függvény , továbbá A é r t é -

ke a köve tkező fe l té te leknek ta r toz ik e leget t e n n i : 

• 

j f a *.dp = ff fit / 3 j d q = / . ' 

r l i ' ' f i 
és 

« o > A 1 í í A . . . é 0 

A z inverz fo ly tonos , most már rendezet t megoldás a köve t kező : 

M O I - ( P ) r r 

V M - ' T M ^ - I " T - J J 
i = l 1 L 

az m véges egészszám aszer int vá lasztandó, hogy a megoldás b i -
zonyos kívánalmaknak megfelelően., ke l l ően stabi l is legyen , (p 

a szív ingere lhető fe lü le tének <p transzmembrán po tenc iá l j á t 
legkisebb négyzetek e lve a lap ján köze l i t ő függvénye . N y i l v á n v a l ó 
a kérdés: a sz iv tér fogat elektromos forrásai rekonstruál ha tók -e a 
kapo t t eredményből? 

A válasz igen lő , ha f igye lembe vesszük az ingerhul lámok 
terjedésének természetét. 
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6 . Ingerhullámok ter jedési természete 

Fe l té te lezzük , hogy az ingerhul lámok te r j edése 'a sz iv H 
ingere lhető tartományában e leget tesz a háromdimenziós h u l l á m -
egyen le tnek : 

á2 <P 2 2 /£ , 
v 2 = V V W , / ó / 
a T 

ahol v hullámsebesség nem azonos az egész H tar tományban. Fel-
té te lezzük továbbá, hogy a transzmembrán akciós po tenc iá l egész 
H-ban azonos : 

9 = ?>(P,0 = f ( t - T ( p ) ) , / 7 / 

ahol f = f ( t ) a transzrnembrán akciós potenc iá l jó l ismert, t ip ikus 
hul lámformája, T = T (p) az ingerlés! hul lám időkés le l te tése. Ez 
az t j e l en t i , hogy a p pontba a hu l lám a T (p) i d ő p i l l a n a t -
ban érkezik^ A fe l té te lek leg inkább a QRS-komplexusra érvényesek. 
Hasznos az / 5 / egyenlet megoldása esetén e f e l t é t e l e k e t , mint k o r -
látokat f igyelembe venn i . Másrészt k imuta tha tó , hogy oz u jabb / ó / 
és / 7 / fe l tételek esetén az ingerhu l lcm FI tar tornán ybe l i T ( p ) kés-
leltetése a lap ján két egyenlet á l l i t ha tó f e l . A z e lső : 

( « 
v 

e lkonál is egyen le t , a második ped ig a Laplace e g y e n l e t : 

V ? T = 0 . / 8 / 

/ 8 / szerint T függvény a H - b a n harmonikus függvény . Igy az i n -
gerhul lám késleltetése az egész tartománybari rekonst ruá lható , f e l -
téve, hogy a késleltetés ismert a miokardíum f e l ü l e t é n . Ez magába 
fog la l j a a / 8 / egyenletre vonatkozó D i r i ch l e t ha tá r -p rob lémát . 

Ezek a lap ján , ha cz ingere lhető sz i v - f e l ü l e t en ingervezetők 
helyezkednek e l , a sziv ingere lhető tartományában megbecsül he tők 
az elektromos források. A belső, ar ry thmiát okozó ingervezetők f e l -
tárása érdekében sokkal f inomabb módszerek a lkalmazása szükséges. 
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7. Következtetések 

1.) A / 3 / , /A/, / 6 / és / 7 / fe l té te lek a lap ján a test fe lü let 
po tenc iá l ja i segítségével becsülhető az elektromos dipólus fo r rá -
sok szívbel i eloszlása. A z emi i te t t számítási el járások b iz tosí t ják 
a folytonos inverz fe ladat megoldását, és a mérési hibáknak meg-
fe le lően ez az egyet len és stabi l is megoldás. 

2 . ) A z emi i te t t fe l téte lezések elégséges fe l té te lek abban az 
értelemben, hogy a folytonos térbel i inverz fe ladat egyet len és 
stabi l is megoldását b i z tos í t j ák . E fe l té te lek alkalmasak ar ra , hogy 
reálisabb szükséges fe l t é te lekke l helyettesíthetők legyenek. 

3 . ) A fe ladat le i r t megközelítése lehetővé teszi annak megol -
dását d ig i tá l is számitógépen, azaz a tárgyal t fo lytonos model lü i n -
verz probléma diszkrét k ö z e l í t ő megoldását kaphat juk igy meg. 
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