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MTA SZTAKI

A kozelitd szamitésok néhény probléméjarél

Cergely Jézsef

1. Mérési adatok kiértékelése kozben gyakran talélkozunk
olyan feladatokkal, amelyekben pontatlan mérési odatokat kell ki~
értékelnink., A pontatlansdgok mérési hibébsl, muszereink pontat-
lanségébél, sokszor pedig véletlen tényezdk hatéséra lépnek fel. A
hibék sokszor még a legnagyobb precizités mellett sem kertlhetdk
el, a hibék kikiszobolhetetienek.

A kiértékelések valamilyen tsszefuggésnek, a jellemzdk va-
lamilyen szabélyszeru viselkedésének, vagy valamelyik jellemzd
szémértékének meghatdrozdséra szolgdlnak, Bér tudjuk, hogy méré-
seink hibékkal terheltek, mégis szeretnénk a lehetd legjobb ered-
ményt nyerni belS8luk, Ez sokszor nehéz feladatok elé éllitja a szak-
embert, de sokszor elvileg sem kaphatunk kelld pontos eredményt,
Az eldodésban néhany ilyen tipikus, rosszul meghatérozott, ugyneve-
zett "inkorrekt kituzésy" feladatot targyalok. Rémutatok az ilyen
feladatok megoldési nehézségeire, és az ugynevezett "regularizéciss"
médszert szemléltetem néhény inkorrekt kitizési feladat esetén,

2.1 Numerikus differenciélés, inkorrekt kitUzésii felodat. Szem=
léletesen ez a kovetkezdt jelenti. Legyen kozelitéleg ismert az

y = f(x) fuggvény tdblézatoson az x = X, = x_+ ih pontokban,

i=0,1, ... (@ fuggvényértékek pontatlanok).

Legyen y. = f(xi) Te. Képezztk a kulonbségi hényodosokot‘
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A kilonbségi hényadosnak sokkal nagyobb a relativ hibéja, mint
fuggvényértékeknek, . :
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A numerikus differenciélés inkorrektsége differenciélhaté
fuggvényekkel is j6l szemléltethetd, Legyen u,(x) differencigl-

—r

haté fuggvény és differenciélhanyadosa z.l(x) u; (x)

Tekintsuk az u2(x) = v, (x) + & sinw x fuggvényt (ahol

€ kis pozitiv szém, w tetszdleges), ami ugyancsak differenciélho-
t6. Az u3(x) = UZ(X) - u](x) = € sinwx legnagyobb értéke &

lehet, tetsz8leges w esetén. De az
ué(x) = ué(x) - u;(x) =w € cos w x

felvehet tetsz8leges nagy értéket, ha w elég nagy. Vagyis az
u,(x) és az u,(x) kozelsége nem biztositja a differenciélhénya-
dosaik kozelségét.

2.2 A Fourier sorfejtés numerikus végrehajtésa inkorrekt ki-
tizésu feladat, Ennek kimutatéséhoz legyen az f](x) fuggvény
Fourier sora

T

f(x)=Zc cos nx ,
} n

n=0

Tegyuk fel, hogy az egyUtthaték meghatérozésanél etkovettuk oz —i—
nagysdgu kis hibdkat, és &llitsuk elé a

€
= 4 o— =1 =
“h " % no " % " %
egyltthatéju Fourier sort
f = .
2(x) > c, cos nx .

Az egyutthaték eltérése mérhetd a

= = ‘ 3
C‘s—l': - 2 = £ f.—l‘. = £ L
} (Cn' cn) z . 2 © é
n
n=o n=1
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szémmal, ami tetszSlegesen kicsi, ha az € szémot kicsinek vélaszé-
juk. Ennek ellenére a fliggvények kilonbsége

fz(x) - f](x) =€ E-:-‘ cos nx
n=1

az x =0 pontban tetszdlegesen nagy lehet, hiszen a sor divergens.

2.3 A numerikus szirés feladata is nem korrekt kituzésy fela-
dat. Ennek vizsgélatéval a (2)-ben foglalkoztunk A szurési felade~
tok, mint (2)~ben térgyaltuk az

b
f K(x, s) z(s) ds = u(x)
a

tipusu elséfaju Fredholm tipusu integrélegyenlet megoldésat igényli
/u(x) és K(x,s) ismert figgvények, z(s) a keresett figgvény/, ami nem
korrekt kitizésu feladatra vezet.

2.4 Lineéris egyenletrendszerek megoldésa gyokran vezethet in-
korrekt kitizésu felodatra, ha az egyenletrendszer egyltthaté métrixa
kozel szinguléris. Ugyanis ekkor a métrix determinénsa kicsi lesz, és
ez a megoldés kifejezésében o nevezdben szerepel. Ha az egyitthaté-
métrix pontatlanul ismert, akkor a determinéns értéke is pontatlan, a
hibék alakulasétsl fuggden zérus kortl ingadozé, hol negativ, hol po-
zitiv értéket vesz fel. Ennek reciproka viszont (ami a megoldésban
szorzéként szerepel) - oo é&s + <= kdzt barmilyen szém lehet. Vagyis
o megoldés teljesen hatérozatlanné vaélik.

3. Az elmondott néhany példén kivil nagyon sok inkorrekt ki~
tuzést feladat ismeretes, amelyek az adatkiértékelés, a fizika kilonbo-
z8 tertletérdl szérmoznak. A probléma tisztézéséval sok nagy matemati-
kus foglalkozott és matematikai iskolék alakultak ki a vizsgélatéra, E-
zek kozul egyik legismertebb A.N. Tyohonov iskoléja /I1d. (1)/.

Ezzel a probléméval foglalkozé matematikai iskolék érdeme, hogy
a szémtalon matematikai eszkdzokkel megfogalmazhaté feladatrsl kimu-
tatték annak inkorrektségét, vagy bebizonyitotték korrektségét. De ennél
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tsbbet is tettek azdéltal, hogy megoldési médszert dolgoztak ki az
inkorrekt tipusu feladatok megoldéséra. Ez a regularizéciés méd-
szer /I1d. (1)/, aminek szabatos megfogalmazésa és a megoldés me-
nete magasfoku matematikai appardtust igényel. Ezért ezt teljes &l-
talénossdgéban itt nem térgyalom, csak néhény megoldést vazolok.

4.1 Az f(x) fuggvény numerikus differencidlésa miveletének
végrehajtésa egyenértéki az

x

J z(s)ds = £(x) - o)

O rd
elsdfaju integrélegyenlet megoldésaval, ami ugyancsak inkorrekt ki-
tizésu feladat. Az integrélegyenlet regularizéciés médszerrel valé
megoldésa egyben a numerikus differenciélés regularizélt megoldasat
is jelenti.

Numerikus differenciélésra més regularizélt médszert talélha-
tunk a (3) cikkben. E szerint oz f(x) figgvény numerikus differenci=-
élasa egyenériéki oz

d
' _'(40(1—5)(— W (X,)’) f()’) dy
x=yl = -

integrél adott x helyen valé kiszémitaséval, ahol w (x,y) a regu-
larizalé operdtor magfiiggvénye

eXP{ (X'Y)Q/[(X"Y)z' 0623 , ha ’x-)”< o
Z exp[ 1 Y (12~ £H)] dn

O o (xl Y) =

0, ha |x-y| = o

A (4) cikk o numerikus differencidlés regularizélésénak fela-
datét a kdvetkezdképpen fogalmazza meg.

Legyen ismert a (=1, 1)-ben folytonosan differenciélhaté f(x)
fuggvény f ,x) kozelitése, melyre IIf o(x) - f(x)|=< J (valomi-
lyen norméban) és legyen qn+l(x) az f g (x) -et kozelitd n+l-ed
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foku polinom, melyre Il f (x) - 91 )= 4. Legyen .
v J(x) a K@) = loll  funkcionélt a

| f

feltétel mellett minimalizéls figgvény és

df-'q

u(t)
12 i1 &

t

=447

ug )
Pyl = =5 .
Y- x

Akkor o0 p s (x) polinom egyenletesen kozeliti az f’(x) differenciél-
hényadost, azaz o (=1, 1) intervallumon igaz lesz, hogy

lim  pgx) = () .
—0
4.2 Az f(x) fuggvény {‘?n(x)} fuggvénysor szerinti Fourier
sorfejtéséhez szémitsuk ki a Cn egyUtthatékat. A Cn egyUtthaték, egy

% regulariz4l6 parométer és egy bizonyos tulajdonségnak eleget tevd
¢ szémsorozat segitségével képezett

C

_n
N 4o €
n

egyUtthatskkal el8éllitott

d

foc(,x) =Z fo(,n <(>n(x)

n=0o

fuggvény regularizélt kozelitése az f(x) fuggvénynek /1d. (1)/.

4.3 Mint mar emlitettem a numerikus szUrési feladat regulari-
zécibés médszerrel torténd megoldéséval (2)-ben foglalkoztunk.
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