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MTA SZTAKI 

A közelítő számitások néhány problémájáról 

Gergely József 

1. Mérési adatok kiértékelése közben gyakran találkozunk 
olyan feladatokkal, amelyekben pontatlan mérési adatokat kell k i -
értékelnünk. A pontatlanságok mérési hibából, műszereink pontat-
lanságóból, sokszor pedig véletlen tényezők hatásóra lépnek fe l . A 
hibák sokszor még a legnagyobb precizitás mellett sem kerülhetők 
e l , a hibák kiküszöbölhetetlenek. 

A kiértékelések valamilyen összefüggésnek, a jellemzólc va-
lamilyen szabályszerű viselkedésének, vagy valamelyik jellemző' 
számértékének meghatározására szolgálnak. Bár tudjuk, hogy méré-
seink hibákkal terheltek, mégis szeretnénk a lehetó' legjobb ered-
ményt nyerni belőlük. Ez sokszor nehéz feladatok elé á l l í t ja a szak-
embert, de sokszor e lv i leg sem kaphatunk kel lő pontos eredményt. 
Az előadásban néhány ilyen tipikus, rosszul meghatározott, úgyneve-
zett "inkorrekt kitüzésü" feladatot tárgyalok. Rámutatok az ilyen 
feladatok megoldási nehézségeire, és az úgynevezett "regularizációs" 
módszert szemléltetem néhány inkorrekt kitűzési feladat esetén. 

2 . 1 Numerikus differenciálás, inkorrekt kitüzésü feladat. Szem-
léletesen ez a következőt jelenti . Legyen közelítőleg ismert az 
y = f(x) függvény táblázatosan az x = x. = x^ + ih pontokban, 

i = 0 , 1, . . . (a függvényértékek pontatlanok). 

Legyen y. = f(x.) - . Képezzük a különbségi hányadosokat 

, y ; + 1 - / } _ f ( * ? + 1 ) - f ( x ; ) + 2 £ 
V i h h " h 

A különbségi hányadosnak sokkal nagyobb a relatív hibája, mint a 
függvényértékeknek. 
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A numerikus differenciálás inkorrektsége differenciálható 

függvényekkel is ¡ól szemléltethető. Legyen u^ (x) d i f ferenciá l -

ható függvény és differenciálhányadosa z^(x) = u^(x) . 

Tekintsük az ^ ( x ) = u^ (x) 4- £ sin w x függvényt (ahol 

£ kis pozitív szám, cu tetszőleges), ami ugyancsak di f ferenciá lha-
tó. Az u g ( x ) = - u^(x) = £ sinujx legnagyobb értéke £/ 

lehet, tetszőleges cu esetén. De az 

felvehet tetszőleges nagy értéket, ha <-o elég nagy. Vagyis az 
u^(x) és az U 2 M közelsége nem biztosítja a di f ferenciálhánya-
dosaik közelségét. 

2 . 2 A Fourier sorfejtés numerikus végrehajtása inkorrekt k 
tüzésü feladat. Ennek kimutatásához legyen a z f^(x) függvény 
Fourier sora 

Tegyük fe l , hogy az együtthatók meghatározásánál elkövettük az 
nagyságú kis hibákat, és állítsuk e lő a 

u i (x ) = u l (x ) - uí(x) =uj £ cos co x 

n=0 

e 
c = a + — 

n n n / n ^ l , c 0 = a 0 

együtthatójú Fourier sort 

n=0 

Az együtthatók eltérése-mérhető a 

r 
C'J ~ 

n=o 

(c - a ) 2 = £ 
n n 

n 
2 
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számmal, ami tetszőlegesen kicsi, ha az £ számot kicsinek választ-
juk. Ennek ellenére a függvények különbsége 

oá 

f 2 ( x ) - f j ( x ) = £ ^ ^ cos nx 

n=l 

az x = 0 pontban tetszőlegesen nagy lehet, hiszen a sor divergens., 

2 .3 A numerikus szűrés feladata is nem korrekt kitüzésü fe la -
dat . Ennek vizsgálatával a (2)-ben foglalkoztunk. A szűrési felada-
tok, mint (2)-ben tárgyaltuk az 

K(x, s) z(s) ds = u(x) 
t, 

a 

tipusu elsőfajú Fredholm tipusu íntegrálegyenlet megoldását igényli 
/ u ( x ) és K(x,s) ismert függvények, z(s) a keresett függvény/ , ami nem 
korrekt kitüzésü feladatra vezet . 

2 . 4 Lineáris egyenletrendszerek megoldása gyakran vezethet in-
korrekt kitüzésü feladatra, ha az egyenletrendszer együttható mátrixa 
közel szinguláris. Ugyanis ekkor a mátrix determinánsa kicsi lesz, és 
ez a megoldás kifejezésében a nevezőben szerepel. Ha az együttható-
mátrix pontatlanul ismert, akkor a determináns értéke is pontatlan, a 
hibák alakulásától függően zérus körül ingadozó, hol negatív, hol po-
z i t í v értéket vesz f e l . Ennek reciproka viszont (ami a megoldásban 
szorzóként szerepel) - ° ° és + °o közt bármilyen szám lehet. Vagyis 
a megoldás teljesen határozatlanná vá l ik . 

3 . A z elmondott néhány példán kívül nagyon sok inkorrekt k i -
tüzésü feladat ismeretes, amelyek az adatkiértékelés, a f iz ika különbö-
ző területéről származnak. A probléma tisztázásával sok nagy matemati-
kus foglalkozott és matematikai iskolák alakultak ki a vizsgálatára. E-
zek közül egyik legismertebb A . N.Tyohonov iskolája / ! d . ( 1 ) / . 

Ezzel a problémával foglalkozó matematikai iskolák érdeme,hogy 
a számtalan matematikai eszközökkel megfogalmazható feladatról kimu-
tatták annak inkorrektségét, vagy bebizonyították korrektségét. De ennél 
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többet is tettek azá l ta l , hogy megoldási módszert dolgoztak ki az 
inkorrekt tipusu feladatok megoldására. Ez a regularizációs mód-
s z e r / l d . ( 1 ) / , aminek szabatos megfogalmazása és a megoldás me-
nete magasfoku matematikai apparátust igényel. Ezért ez t teljes á l -
talánosságában itt nem tárgyalom, csak néhány megoldást vázolok. 

4 . 1 Az f(x) függvény numerikus differenciálása műveletének 
végrehajtása egyenértékű az 

x 
J z(s)ds = f(x) - f(o) 

0 

elsőfajú integrálegyenlet megoldásával, ami ugyancsak inkorrekt k i -
tüzésü feladat. Az integrálegyenlet regularizációs módszerrel való 
megoldása egyben a numerikus differenciálás regularizólt megoldását 
is jelenti . 

Numerikus differenciálásra más regularizólt módszert ta lá lha-
tunk a (3) cikkben. E szerint az f(x) függvény numerikus d i f ferenci -
álása egyenértékű az 

í - j - Wot (x, y) f (y) dy 
¡ x _ y | - o G d x 

integrál adott x helyen való kiszámításával, ahol u j ^ , ( x , y ) a regu-
larizáió operátor magfüggvénye 

exp { ( x - y ) 2 / [ ( x - y ) 2 - oá2]] 

J í e x p [ a 2 / ( " l 2 - <A2)] d ^ 
co„o(x,y) = | 06 

0, ha I x - y I — oO 

ha l x - y l < oL 

A (4) cikk a numerikus differenciálás regularizálcsának f e l a -
datát a következőképpen fogalmazza meg. 

Legyen ismert a ( -1 , 1 ) -ben folytonosan dif ferenciálható f(x) 
függvény f^-^x) közelítése, melyre l l f j - (x) - f(x)||^= cf (va lami -
lyen normában) és legyen q _(x) az f ^ ( x ) - e t köze l i tő n + l - e d 
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fokú polinom, melyre l l f ^ x ) - q n + ^(x) | | ^ c f . Legyen 

u j (x) a K(u) = II u'll funkcionált a 

Ü f V " v i W l - 4 j " 2 

o 1 - t 

feltétel mellett minimalizáló függvény és 

U<T M 
p < f ( x ) = 2 . 

1 - x 

Akkor a p j - ( x ) polinom egyenletesen közelít i az f ' ( x ) differenciál-
hányadost, azaz a ( - 1 , i ) intervallumon igaz lesz, hogy 

lim P < r ( x ) = f ' ( x ) . 
cT-> o 

4 . 2 Az f(x) függvény n ( x ) ] függvénysor szerinti Fourier 

sorfejtéséhez számítsuk ki a C együtthatókat. A C együtthatók, egy 

oC regularizáló paraméter és egy bizonyos tulajdonságnak eleget tevó' 
| szómsorozat segítségével képezett 

C 

n 

együtthatókkal előáll í tott 

T e « * ' ' f i 

n=o 
függvény regularizált közelítése az f(x) függvénynek/ ld . ( 1 ) / . 

4 . 3 Mint már emiitettem a numerikus szűrési feladat regulari-
zációs módszerrel történő megoldásával (2)-ben foglalkoztunk. 

<£, n 1+o6 
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