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Rekeszrendszerek strukturdlis identifikdlhatésagi probléma-

jadnak egy algebrai megkdzelitése

GyOri Istvan, Lehoczky Andras és Eller Jbzsef

A matematikai rekeszmodelleket egyre gvakrabban és‘egy-
re szélesebb kdrben hasznaljak kutatasi problémakban, - az
&18 szervezetben bizonyos anyagok eloszlasé&nak vizsg&lataban,
‘kémiai, biokémiai kutatdsokban -, illetve a klinikai diagné-
zis felallitasanal és a klinikai farmakoléogiaban.

A rekeszmodellek alkalmazésa_szémos matematikai és sza-
mitastechnikai problémat vet fel, melyek kozilil az un. struk-
turalis identifikélhatéség kérdésével foglalkozunk. Ezt a
fogalmat 1970-ben Bellman és Astrdm vezette be (1), és az el-
telt tiz év alatt dolgozatok tdmege /[lasd pl. (2), (3)/ fog-
lalkozott ezzel a kérdéssel. Négy évvel ezeldtt a kollokviu-
mon is elhangzott egy eldadas (6), amelyben Vajda Sandor tar-
‘gyalta a strukturalis identifikalhatésag néhany kérdését.

A rekeszmodellek szokdsos abrazolasat az intravénas
gybgyszerkinetikai modellen mutatjuk be /1. abra/.

A vérbe /xl rekesz/ juttatott gydgyszer [I/ egyik része

eljut a vizsgalt szervbe /X, rekesz/, masik része pedig tavo-

zik a szervezetbdl. A nyilai mentén aramlik az anyag az ugy-
nevezett relativ transzport-egyiitthaték altal meghatéarozott
sebesség szerint. l ’

A rendszer alkalmazasa szempontjabdl alapvetd probléma
a transzport-egyilitthaték numerikus értékének meghatdrozasa a
mérési eredmények alapjan. Ahhoz, hogy mérési hibakkal ter-

helt adatokb6l a kérdéses paramétereket becsiilni tudjuk, al-
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1. abra

kalmasan kell megtervezni a mérés-elrendezést.
Ennek illusztralasara tekintsiik a két osztott input-
tal rendelkezO kétrekeszes modellt /2. abra/, melynek e-

gyenletei a kodvetkezok:

xp = ~(ag +a, )x +a,,x,4b, T, +b o1,
X, = :12|x|~(302'+a)2)x2+(|—bl])I|+(l—bl2)12
L1
Yy ® SRt E Ny
Yo = 1% %€52%,

A 2. abran lathato, két inputtal /I1 és 12/ és két
outputtal /yl‘és y2/ rendelkezd rekeszrendszer ekvivalens
egy linearis szabalyozasi rendszerrel /3. abra/, melynek

atviteli fliggvényei az alabbiak:

BB/ o b ke ok U K p M P T A F i ) LA
ij 7
§ +(ay *ag,*a  ta, )S*ay a ,+ay a) *ag,a,,

(1<i, j<2)



~ 289 =

4-by

Dyq 4-baz
5 8 Q.
i P 1 Xz e
2. abra
Haq
I o >
1 = 5 Y,
24 Z
L M, Ty




- 290 -

Itt a Hij(s) atviteli filggvényt ugy nyertiik, hogy
az [1/ differencialegyenletrendszer mindkét oldalét'Lap—

lace-transzformaltuk, és kifejeztiik bel&le az X, és X
ill. Yq és Y, Laplace transzformaltjat Il és 12 Laplace

transzformaltja fliggvényében. A feladat ilyen médon tér-
ténd atfogalmazasa azt jelenti, hogy a 3. abran felraij-
zolt ‘

Liy 1] [1,,(8) ()] [ulr 1]
= L e * /3/

Liy,](s) ' B,y (8) H,,(S) Ll1,](s)

szabdlyozasi rendszert, és a vele ekvivalens rekeszrend-
szert a Hij(s) fﬁggvények egyértelmiien meghatarozzak.
Igy Bellman és Astrdm nyoman a kévetkezdképpen fogal-
mazhatjuk meg a strukturalis identifikélhatéséq fogalmat.
Tegyik fel, hogy ismert inputhoz pontosan ismerjiik az
outputot is, azaz meg tudjuk hatarozni a -Hij(s) fliggvé-
nyeket, melyek alakja: '
a. .S + 8

Ho (S) = ;J LN (1} £ i,j € 2) /4]
i S +YIS+YO '

A rekeszrendszer egylitthatéira az eddigiek alapjan telje-

slilni kell a kovetkezd egyenleteknek: (I < i,j < 2)

ciiPyy*ein Iy ) = %5
' + ~b, . + = B,
;1 (Bysagp*a )re p((17b ag va, ) = B, .
. /5/
3517202722799 =Y ‘

351%02%%01212%%02%21 =7



- 291 -

Definicid: Ha_az /5/'e§yenleteknek tetszdleges ismerf

Y yo:‘esetén csak véges sok megolddsa van, ak~ .

a.., B..,
1] 1] .
kor a rendszert strukturdlisan identifikdlhatdnak nevezziik.

1

Qlog] QA X | | )
e ) X4. —2a A2 | a.+a, =ism,

o

J

4. abra

Tekintsiink két egyszerii példat. A 4a. &bran lathatd
rekészrendszer ismeretlgn c, azlquramétefeire dltaldnos e-
setben két, filggetlen egyenletbdl &llé egyenletrendszert
képunk, mely egyértelmiien megoldhatd, ezért a rendszé:
identifikdlhatd. Ezzel szemben a 4b. abran felrajzolt re-

keszrendszer strukturdlisan nem identifikdlhatd, mivel a
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két egyenletbdl 4116 egyenletrendséere hdrom ismeretlent
‘tartalmaz, s igy végtelen sok megoldasa van. ‘

| Az idontifikélhatéség'kérdésének tanulméhyozéséra
tobb -szamitdgépes program-készﬁ;t /pl. (2)/} ameIYekbén
a ézerzok'valamilyen.numerikus eljaras felhasznalasaval
allapitjak meg, hogy a rendézer-identifikélhaté—e.

A mi elkepzelesunk az volt hogy egy, az altalanoo
‘alakban fellrt po]1nomokka1 formallsan szamold program
‘kialakltasaban és hasznalataban szere&zunk tapasztaratot.
A nemllnearls algebrai cgyenletrendszerek elmeletebol is- _
mert, nogy egy algebral egyenletrendszernek blvtosan ningcs
'vegtelen sok: kulonbozo megoldasa, ha a rendszerhez tartozo
fJacobl mater rangja nem klsebb, mint az- 1smeretlenek sza-
ma. Igy az 1dent1f1kalhatosag kérdését v1sszavezettdk az,
/5] bal oldalan 4116 po‘lnomrendszerhez tartozo Jacob1
.matrlx rangjanak klszamltasara o

] Az alta]unk klfejlesztett program a pollnomokkal t8r-
teno formalls szamolas utjan, Gauss-— ellmlnac1o segltsege-¢
fvel hatarozza meg a Jacob1 matrlx rangjat A program R- -10-

7_szam1togepre késziilt CDL nyelven Jelenleg tetszoleges

rﬁszamu osztott 1nputtal ‘rendelkezd ketrekeszes modellek

vstrukturalls identlflkalhatosaganak eldontesere nyujt le-
'hetoseget ugy, hogy a rendszerben talalhatd bizonyos paraf;
'metereknek eldre r0921tett szamertexe is lehet.
Tapasztalatalnk szerint a program altalanOSltasat.tobb
.rekesz esetere neheziti, hogy a memorlaterulet korlatozotb.

Ugyanis a Gauss- ~elimindciét formalisan végezve t8bb valtozo

- esetén a pollnomokban szereplo tagok sz&ma rohamosan nd.Igy -

a ]elenlegl program nagyobb rekeszszamok eseten csak egy-
szerdbb konfigurac1ok /pl. korok/ v1zsgalatana1 alkalmazha-

' Programunkaﬁ lefuttattuk azokra a‘kétrekeszes,'maximum
két inputot és két mérést tartalmazé modellekre, melyekre
az alabbi kikdtések teljesillnek:
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b =1, b =0, ¢ =0, ¢ = 0. /6/

A /6/-ban nem szerepld paraméterek értéke egymastdl fig-
" getleniil vagy O, vagy ismeretlen.. .

| Az igy kapott, szimmetridtdl eltekintve 80 kiildnbo-
20 mérési elrendezés kozil 31 identifikalhatd. Az utdb-
biakat megprobaltuk valamilyen kénnyen'éttekinthetﬁ mo-—
don csoportositani. Ehhez felhaszndltuk a rendelkezésiink-
‘re 4116 AQVAL nevii programot (5), amely alakfelismerési
feladatok matematikai logikai uton valdé megoldasara ké-
sziilt. Az identifikalhaté mérési elrendezések az 5. &b-
'ran lathaté. 7 csoport valamelyikébe sorolhatdk.

Az 5. abran folytonos vonal jeldli azokat a paramé-
tereket, amelyek értéke ismeretlen, a /2. abrahoz képest/
hianyzo hyilaknak megfe1e16 paraméterek értéke 0, a szag-
gatdtt vonallal jelzett paraméterek értéke pedig kdzdmbdos.

Az 5. abran az a/ - g/ esetek mindegyike egy logi-
kai szaballyal jellemezhet6.'Pl. az £/ tipus azt jelenti,

hogy ha b = 1, = 0, = 0, valamint ¢ és

1 b2 €21 22 221
értéke ismeretlen /nem O/, akkor a rendszer identifikalha-

-

to.
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