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S z e g e d i O r v o s t u d o m á n y i E g y e t e m S z á m í t á s t e c h n i k a i 

K ö z p o n t és S e m m e l w e i s O r v o s t u d o m á n y i E g y e t e m S z á -

m í t á s t e c h n i k a i C s o p o r t 

N e m l i n e á r i s p a r a m é t e r b e c s l é s d i n a m i k u s b i o l ó g i a i r e n d s z e r e k 

m o d e l l e z é s e s o r á n - I: p a r a m é t e r b e c s l ő e l j á r á s o k és a m o d e l l 

- i l l e s z k e d é s s t a t i s z t i k a i e l e m z é s e 

E l l e r J ó z s e f , G y ő r i I s t v á n és M a g y a r G á b o r 

Bevezeté s 

M a t e m a t i k a i m o d e l l e k a l k a l m a z á s a az o r v o s i b i o l ó g i á b a n 

k é t f o n t o s c é l t s z o l g á l h a t . Az e g y i k h i p o t e t i k u s m o d e l l e k 

k o n s t r u á l á s a és t e s z t e l é s e m e g f i g y e l t a d a t o k h o z v a l ó i l l e s z 

tés u t j á n / A m e n n y i b e n egy m o d e l l jól m a g y a r á z z a a m é r é s i a-

d a t o k a t , jól " i l l e s z k e d i k " h o z z á j u k , ugy e l f o g a d h a t ó az il-

l e t ő b i o l ó g i a i j e l e n s é g l e i r á s á r a . M á s i k f o n t o s c é l l e h e t 

m á r e l f o g a d o t t , jól b e v á l t m o d e l l e k b i o l ó g i a i l a g f o n t o s pa-

r a m é t e r e i n e k b e c s l é s e a m e g f i g y e l é s i a d a t o k a l a p j á n . Ez u-

t ó b b i r a s z á m o s p é l d á t s z o l g á l t a t p l . a g y ó g y s z e r k i n e t i k a 

/lásd (14)/. 

C é l u n k az v o l t , h o g y a b i o l ó g i á b a n g y a k r a n . v i z s g á l t , i -

d ő b e n l e z a j l ó d i n a m i k u s f o l y a m a t o k m a t e m a t i k a i m o d e l l j e i n e k 

i l l e s z t é s é r e , p a r a m é t e r b e c s l é s é r e és az i l l e s z k e d é s és a 

b e c s ü l t p a r a m é t e r e k j ó s á g á n a k e l d ö n t é s é r e jól h a s z n á l h a t ó 

s z á m í t á s t e c h n i k a i e l j á r á s t d o l g o z z u n k k i . E c é l é r d e k é b e n a 

p r o g r a m o t a B M D P - 7 7 s t a t i s z t i k a i p r o g r a m r e n d s z e r (3) k e r e t e 

in b e l ü l i m p l e m e n t á l t u k , a B M D P 3 R n e m l i n e á r i s r e g r e s s z i ó s 

p r o g r a m t o v á b b f e j l e s z t é s e k é n t . E r e n d s z e r v e z é r l ő n y e l v e le-

h e t ő v é t e s z i v á l t o z a t o s m é r e t ű és p a r a m é t e r e z é s ü f e l a d a t o k 



- 298 -

e g y s z e r ű l e i r á s á t . A B M D P 3 R p r o g r a m p a r a m é t e r e z é s é t o l y a n 

p a r a m é t e r m e g a d á s i l e h e t ő s é g e k k e l b ő v i t e t t ü k k i , a m e l y le-

h e t ő v é t e s z i a k ü l ö n b ö z ő d i n a m i k u s m o d e l l e k e g y s z e r ű m e g -

a d á s á t a p r o g r a m s z á m á r a . 

A z i d ő b e n l e j á t s z ó d ó , d i n a m i k u s j e l e n s é g e k k v a n t i t a -

t í v l e i r á s a s o r á n r e n d s z e r i n t d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k b ő l 

i n d u l u n k k i . E g y s z e r ű b b e s e t e k b e n a d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k 

a n a l i t i k u s m e g o l d á s a is r e n d e l k e z é s ü n k r e á l l . P é l d á u l i s -

m e r t (5), h o g y a b i o l ó g i a i k o m p a r t m e n t - r e n d s z e r e k l e i r á s á -

ra l e g g y a k r a b b a n h a s z n á l t l i n e á r i s á l l a n d ó e g y ü t t h a t ó s d i f -

f e r e n c i á l e g y e n l e t e k m e g o l d á s a á l t a l á b a n e l ő á l l e x p o n e n c i á -

lis t a g o k ö s s z e g e k é n t . A z o n b a n az e x p o n e n c i á l i s o k i l l e s z -

t é s é v e l s z e m b e n a m o d e l l - d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k m e g o l d á s a -

i n a k - a d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t p a r a m é t e r e i s z e r i n t v a l ó -

i l l e s z t é s e a k ö v e t k e z ő e l ő n y ö k k e l j á r : 

a/ a m o d e l l - d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t b e n s z e r e p l ő , b i o l ó -

g i a i l a g jól é r t e l m e z h e t ő p a r a m é t e r e k é r t é k é r e é s s z ó r á s á r a 

k a p u n k b e c s l é s t , nem p e d i g e z e k n e m l i n e á r i s f ü g g v é n y e i r e 

/pl. a s a j á t é r t é k e k r e , m e l y e k t ö b b t r a n s z p o r t l é p é s e r e d ő -

jét k é p e z ik/; 

b/ f i g y e l e m b e v e h e t ő k a b i o l ó g i a i l a g é r t e l m e z e t t p a -

r a m é t e r e k r e / p l . t r a n s z p o r t e g y ü t t h a t ó k r a / a b i o l ó g u s á l t a l 

k i r ó t t , v a g y t e r m é s z e t e s e n f e n n á l l ó k o r l á t o k / p l . n e m n e g a -

t i v i t á s / , i l l . f e l t é t e l e k . 

T ö b b e s e t b e n a z o n b a n n e m á l l a n d ó , h a n e m i d ő b e n v á l t o -

zó e g y ü t t h a t ó j ú l i n e á r i s d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k a l k a l m a z á -

s á r a v a n s z ü k s é g . P é l d á u l az in v i t r o k i n e t i k a i m é r é s e k 

s o r á n a v i z s g á l a t i i d ő a l a t t a t r a n s z p o r t e g y ü t t h a t ó k l a s -

s a n , d e é s z r e v e h e t ő m ó d o n m e g v á l t o z n a k . V a g y p l . h o s s z a b b 

i d e j ű / e g y - k é t h e t e s / v i z s g á l a t o k s o r á n a b e t e g a n y a g c s e r e 

p a r a m é t e r e i /pl. r e a k c i ó s e b e s s é g e k / - k ü l ö n ö s e n t e r á p i a a -

l a t t - m ó d o s u l n a k , a m i t m i n d e n k é p p e n f i g y e l e m b e k e l l v e n n i . 
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A z e m i i t e t t e s e t e k b e n , é s á l t a l á b a n n e m l i n e á r i s m o -

d e l l - d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k e s e t é n a m e g o l d á s , é s i g y a m o -

d e l l - f ü g g v é n y , n e m f e j e z h e t ő k i v é g e s s z á m ú e l e m i f ü g g v é n y 

s e g í t s é g é v e l . U g y a n e z i g a z a m o d e l l - f ü g g v é n y p a r c i á l i s d e -

r i v á l t j a i r a , m e l y e k s z á m í t á s á r a a p a r a m é t e r b e c s l é s i e l j á r á s 

s o r á n v a n s z ü k s é g . U t ó b b i a k u j a b b d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k -

a z u n . érzékeny ségi egyenletek m e g o l d á s a i s e g í t s é g é v e l f e -

j e z h e t ő k k i . A m o d e l l - d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k é s a h o z z á j u k 

t a r t o z ó é r z é k e n y s é g i e g y e n l e t e k m e g o l d á s á r a h a t é k o n y s z á m í -

t á s i e l j á r á s t i s m e r t e t k ö v e t k e z ő e l ő a d á s u n k ( 1 1 ) . E z e n e l ő -

a d á s t o v á b b i r é s z é b e n a p a r a m é t e r b e c s l é s é s m o d e l l - i l l e s z -

k e d é s k é r d é s é v e l f o g l a l k o z u n k . 

A probléma matemntikai megfogalmazása 

Egy dinamikus rendszer egy x / O állapotváltozó vek-

torral irható le. Ha feltesszük, hogy a rendszer állapota 

időbeli változásának x(t) sebessége egy meghatározott mó-

don /pl. lineárisan/ függ magától az állapottól, és 

egy 8 paramétervektortól és esetleg a t időtől, akkor a 

rendszert egy 

x = f ( t , x , 9 ) / 1 / 

a l a k ú m o d e l l - d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t i r j a l e . A z /X/ e g y e n l e t 

m e g o l d á s a az i d ő n k i v ü l a 0 p a r a m é t e r v e k t o r t ó l i s f ü g g , 

a z a z x = x ( t , 9 ) , m i v e l k ü l ö n b ö z ő p a r a m é t e r - é r t é k e k h e z k ü -

l ö n b ö z ő m e g o l d á s o k t a r t o z h a t n a k . 

Á l t a l á b a n m a g á t a z á l l a p o t v e k t o r t n e m t u d j u k 

k ö z v e t l e n ü l m e g f i g y e l n i , h a n e m c s a k e n n e k v a l a m i l y e n 

y ( t , 0 ) = g ( 9 , x ( t , 9 ) ) /2/ 



- 3 0 0 -

f ü g g v é n y é t . A z o n b a n a m é r é s r e r a k ó d ó zaj m i a t t v a l ó j á b a n 

egy 

y ( t ) = y(t,e° ) + e ( t ) /3/ 

f ü g g v é n y t m é r ü n k , i l l . f i g y e l ü n k m e g t d i s z k r é t é r t é k e -

i r e , a h o l c ( t ) j e l ö l i a z a j t é s 9° a p a r a m é t é r v e k t o r -

nak az a d o t t k o n k r é t r e n d s z e r r e j e l l e m z ő " p o n t o s " é r t é k e 

a m o d e l l s z e r i n t . A f e l a d a t e z e n e l m é l e t i p a r a m é t e r v e k t o r -

- é r t é k b e c s l é s e az y ( t ) m é r é s i a d a t o k b ó l . 

M a t e m a t i k a i - s t a t i s z t i k a i m e g f o n t o l á s o k a l a p j á n a p a -

r a m é t e r e k i s m e r e t l e n é r t é k é n e k b e c s l é s é t a legkisebb négy-

zetek elve a l a p j á n s z o k t á k m e g a d n i , a m e l y a ¡9 b e c s l ő é r -

t é k r e az 

S('S):=
 t

 [ y ( t) - y ( t , 0 ) ]
2

 = m i n ! / A / 

m i n i m u m f e l t é t e l t i r j a e l ő . I l y e n s t a t i s z t i k a i s z e m p o n t p l . 

a z , h o g y az c ( t ) h i b á k k o r r e l á l a t l a n s á g a , z é r u s v á r h a t ó 

é r t é k e , a z o n o s v a r i a n c i á j a é s n o r m á l i s e l o s z l á s a e s e t é n ez 

a m ó d s z e r e g y b e e s i k a maximum-likelihood m ó d s z e r r e l ( 2 ) , 

a m e l y több s t a t i s z t i k a i l a g e l ő n y ö s t u l a j d o n s á g g a l b i r . 

Paramcterbecslő iterációs módszerek 

Bár t ö b b v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k m i n i m a l i z á l á s á r a t ö b b f é l e 

e l j á r á s i s m e r e t e s , d e a /4 / - m i n i m u m f e l a d a t m e g o l d á s á r a a z o k 

az e l j á r á s o k a l e g h a t é k o n y a b b a k , m e l y e k f i g y e l e m b e v e s z i k a 

m i n i m a l i z á l a n d ó S ( 9 ) f ü g g v é n y n é g y z e t ö s s z e g - s t r u k t u r á j á t 

(2). E m ó d s z e r e k a l a p j a a n é g y z e t r e e m e l e n d ő y(t)-y(t,9_) 

f ü g g v é n y l i n e a r i z á l á s a az a k t u á l i s , m o n d j u k k - a d i k k ö z e l i -

tés k ö r ü l . E z á l t a l a m i n i m a l i z á l a n d ó S ((3) f ü g g v é n y t h e -

l y e t t e s i t j ü k az 
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S

k
< 9 >

 = S

k
(

^
k +

-
) =

 ^
t
Cy(t)-y(t,0

k

)-E ^ L ( t , 0
k

) . ö . J
2

 /5/ 

" j
 J 

kvadratikus függvénnyel, melynek minimumhelyét már viszony-

lag egyszerű meghatározni, pl. a • V.s, = 0 feltételből adó-

d ó u n . Gauss-féle normálegyenlStrendszerbol: 

A T A6 = A T r / 6 / 

a h o l 
9 v k i 

.
 A =

 C.a'.j)»
 a

£j = • a e 7 ( t i » £ >.»" . j =• i p ' 

, i=1,...,m; 

r = (r )', r . = y ( t , ) - y ( t . , 8 k ) 

továbbá p a £ paramétervektor komponenseinek száma és 

m a mérési pontok száma. 

A klasszikus Gauss-Newton-módszer a /6/ normálegyen-

letrendszer megoldásaként adódó 6° vektort használja az 

aktuális közeíités korrekciójaként és az ujabb közelitést 
k + 1 k 

0 = 8 +^5° a l a k b a n v e s z i f e l . A z o n b a n az e l j á r á s i l y e n 

f o r m á j á b a n n e m f e l t é t l e n ü l k o n v e r g e n s , m é g jó k e z d ő é r t é k 

e s e t é n sem ( 9 ) . A d i v e r g e n c i a o k a l e h e t a m o d e l l - f ü g g v é n y 

n a g y m é r t é k ű n e m l i n e a r i t á s a v a g y r o s s z i l l e s z k e d é s e a m é r é -

s i a d a t o k h o z . I l y e n e s e t e k b e n s z o k á s o s a 6° k o r r e k c i ó s 

v e k t o r n a k e g y o l y a n ui < 1 r e l a x á c i ó s t é n y e z ő v e l v a l ó fi-

g y e l e m b e v é t e l e , h o g y a 

8
k +

-
1

 = 6
k

 + o)• 6° / 7/ 

h e l y e n m á r k i s e b b l e g y e n a m i n i m a l i z á l a n d ó S ( £ ) f ü g g v é n y 
k 

é r t e k e , m i n t az e l o z o , 13 k ö z e l i t e s b e n . A B M D P 3 R p r o g r a m 

p l . w = l-ből k i i n d u l v a a d d i g f e l e z i u> - t , a m i g e f e l t é -

t e l n e m t e l j e s ü l . 
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Ha a ó° k o r r e k c i ó a l k a l m a z á s a n e m v e z e t az S ( 0 ) 

n é g y z e t ö s s z e g c s ö k k e n é s é h e z , a n n a k o k a a m o d e l l - f ü g g v é n y 

l i n e á r i s k ö z e l í t é s é n e k e l é g t e l e n s é g e . Marquardt módszere 

( 2 ) , ( 9 ) , ( 1 2 ) i l y e n k o r a k o r r e k c i ó s v e k t o r n a g y s á g á n a k 

c s ö k k e n t é s é v e l e g y i d ö b e n a n n a k i r á n y á t f o k o z a t o s a n a m i -

n i m a l i z á l a n d ó f ü g g v é n y n e g a t i v g r a d i e n s e f e l é f o r d i t j a , 

m e l y n e k i r á n y á b a n l o k á l i s a n l e g m e r e d e k e b b a c s ö k k e n é s . A 

m ó d s z e r á l t a l d e f i n i á l t 6* k o r r e k c i ó s v e k t o r a z 

( A
T

A + X I ) ' 6
X

 = A
T

r /8/ 

l i n e á r i s e g y e n l e t r e n d s z e r m e g o l d á s a , a h o l X > 0 v a l ó s 

s z á m . H a X = 0 , - a k k o r a G a u s s - N e w t o n - f é l e k o r r e k c i -

ó s v e k t o r t k a p j u k ; a X - t c s a k a k k o r n ö v e l j ü k , h a ez s z ü k 

s é g e s a h h o z , h o g y a k o r r e k c i ó a l k a l m a z á s á v a l c s ö k k e n 

jen S(Q_) é r t é k e . M a r q u a r d t b e b i z o n y í t o t t a , h o g y e z e l é g 

n a g y X - r a b i z t o s a n t e l j e s ü l , h a c s a k n e m e g y s t a c i o n á r i u s 

p o n t b a n v a g y u n k , m e r t ll_ő̂ ll X n ö v e k e d é s é v e l m o n o t o n c s ö k 

k e n , i r á n y a p e d i g e g y r e j o b b a n e g y b e e s i k S (8 ) n e g a 

t i v g r a d i e n s é n e k i r á n y á v a l . • 

A M a r q u a r d t - m ó d s z e r l o k á l i s o p t i m a l i t á s i t u l a j d o n s á -
X k 

g a , h o g y m i n i m a l i z á l ja'az S (8 + 6.) k ö z e l i t ő n é g y -
X 

z e t ö s s z e g e t a II ö. II s u g a r ú g ö m b b e n ,/lásd az 1 . á b r á t / . 

A z á b r á n k i p o n t o z o t t iv j e l z i a l e h e t s é g e s M a r q u a r d t 

k o r r e k c i ó s v e k t o r o k m é r t a n i h e l y é t , m i k ö z b e n X b e f u t j a 

[o,°°) i n t e r v a l l u m o t . A x p a r a m é t e r i t e r á c i ó s l é p é s e n -

k é n t ! m e g v á l a s z t á s á r a M a r q u a r d t o l y a n s t r a t é g i á t j a v a s o l t 

* ( 1 2 ) , m e l y s z e r i n t az S ( £ ) n é g y z e t ö s s z e g c s ö k k e n é s é n e k 

f e l t é t e l e m e l l e t t l e h e t ő l e g m i n é l k ö z e l e b b k e l l m a r a d n i a 

G a u s s - N e w t o n - m ó d s z e r h e z . E n n e k m e g f e l e l ő e n , h a az e l ő z ő i 

t e r á c i ó s l é p é s b e n X e g y kis p o z i t í v k ü s z ö b s z á m n á l / p l . 

10
 6

/ n a g y o b b v o l t , a k k o r p r ó b á l j u k m e g c s ö k k e n t e n i , p l . 

1 0 - e d r é s z é r e , a m e n n y i b e n igy is c s ö k k e n S ( 8 ) é r t é k e . H a 
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S(e) szintvonalai 

S k(6) szintvonalai s k ( e ) r s ( ^ ) 

. 1. ábra 
A Marquardt-módszer geometriai szemléltetése a p = 2 két-
dimenziós esetben. , _6A és 6_* rendre Gauss-Newton, 
Marquardt és a legmeredekebb lejtó módszere szerinti kor-

rekciós vektorok, 6_ pedig a keresett minimumhely 
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n e m c s ö k k e n , a k k o r a d d i g 1 0 - s z e r e z z ü k A - t , a m i g e g y c s ö k -

k e n é s t e l é r ü n k . B á r e s t r a t é g i a v a l a m i v e l h a j l é k o n y a b b a 

B M D P 3 R - b e n a l k a l m a z o t t f e l e z é s n é l / m i v e l i t t m i n d i g A e -

l ö z o i t e r á c i ó s l é p é s b e n f e l v e t t l e g u t o l s ó é r t é k é b ő l i n d u -

lunk k i / , d e m é g igy is e l é g g é m e r e v . 

A z á l t a l u n k ö s s z e á l l í t o t t M a r q u a r d t - i m p l e m e n t á c i ó f ő 

j e l l e m z ő i a k ö v e t k e z ő k . 

Ill A A t é n y e z ő v á l a s z t á s á n a k e r e d e t i , M a r q u a r d t 

á l t a l j a v a s o l t s t r a t é g i á j a h e l y e t t e g y a d a p t i v a b b s t r a t é -

g i á t a l k a l m a z t u n k , m e l y é t T a t a b a é s I t e d o l g o z o t t k i ( 1 3 ) , 

és t ö b b p r ó b a f e l a d a t o n l e t e s z t e l v e , l é n y e g e s e n h a t á s o s a b b -

n a k b i z o n y u l t az e r e d e t i n é l . A z e l j á r á s l é n y e g e , h o g y e -

g y e t l e n 1 0 - e s s z o r z ó t é n y e z ő h e l y e t t t ö b b f é l e s z o r z ó t é n y e -

z ő t is f e l v e s z é s az i t e r á c i ó e l ő z ő h á r o m l é p é s é n e k f ü g g -

v é n y é b e n v á l a s z t j a k i a z a k t u á l i s a n a l k a l m a z a n d ó s z o r z ó t é -

n y e z ő t . 

/2/ A n o r m á l e g y e n l e t r e n d s z e r k é p z é s e é s a n n a k p l . 

C h o l e s k y - f é l e m ó d s z e r r e l v a l ó m e g o l d á s a h e l y e t t a z S ^ ^ ö ) 

l i n e a f i z á l á s u t j á n n y e r t n é g y z e t ö s s z e g e t Householder-féle 

ortogonális triangulgrizáoióval m i n i m a l i z á l j u k . E z o l y a n Q 

o r t o g o n á l i s t r a n s z f o r m á c i ó v é g r e h a j t á s á t j e l e n t i , m e l l y e l 

Q A 
R 

0 
é s Q r 

c 

d 
/ 9/ 

t e l j e s ü l , a h o l R p - e d r é n d ü n é g y z e t e s f e l s ő t r l a n g u l á r i s 

m á t r i x és a Q m - e d r e n d ü o r t o g o n á l i s m á t r i x p s z á m ú e -

l e m i H o u s e h o l d e r t r a n s z f o r m á c i ó s m á t r i x s z o r z a t a . E k k o r a 

/6/ l i n e á r i s e g y e n l e t r e n d s z e r e k v i v a l e n s a z 

R 6 = c /10/ 

h á r o m s z ö g m á t r i x u e g y e n l e t r e n d s z e r r e l , a m e l y m á r e g y s z e r ü b -
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b e n o l d h a t ó m e g . A / 6 / , i l l . /10/ e g y e n l e t e k k o n d í c i ó s szá-

m a i k ö z t a 

T 2 
cond (A A ) = [ c o n d ( R ) ] / M / 

ö s s z e f ü g g é s á l l f e n n , i g y az u t ó b b i m ó d s z e r r e l s z á m o l v a , a 

k e r e k í t é s i h i b á k f e l h a l m o z ó d á s a j ó v a l k i s e b b m é r t é k ű , d u r -

v á n s z ó l v a a n n a k f e l e l m e g , m i n t h a a n o r m á l e g y e n l e t - m ó d s z e r -

n é l d u p l a p o n t o s s á g ú a r i t m e t i k á t h a s z n á l n á n k / l á s d L a w s o n -

H a n s o n ( 1 0 ) / . T o v á b b i e l ő n y e e m e g k ö z e l í t é s n e k , h o g y lehető-

s é g v a n c o n d ( R ) e g y s z e r ű b e c s l é s é r e (10); h á t r á n y a v i -

s z e m b e n a 
2 3 2 

s z o n t , h o g y m ű v e l e t i g é n y e m ( n + 2 n ) - n / 3 + 0 ( n ), 
2 3 2 

n o r m á l e g y e n l e t C h o l e s k y m ó d s z e r ( m / 2 ) * ( n + 3 n ) + n / 6 + 0 ( n ) 

m ű v e l e t i g é n y é v e l . A z o n b a n a m i e s e t ü n k b e n , a d i f f e r e n c i á l e -

g y e n l e t e k n u m e r i k u s m e g o l d á s á n a k ' l é n y e g e s e n n a g y o b b m ű v e l e t -

i g é n y e m i a t t , a z e m i i t e t t t ö b b l e t r e l a t í v e n e m s o k a t t e s z 

k i . 

A m e n n y i b e n v a l a m e l y A > 0 - h o z t a r t o z ó M a r q u a r d t -

f é l e k o r r e k c i ó s v e k t o r m e g h a t á r o z á s á r a v a n s z ü k s é g , u g y o -

l y a n , a l k a l m a s a n m e g v á l a s z t o t t e l e m i H o u s e h o l d e r - t r a n s z f o r -

m á c i ó k s z o r z a t a k é n t e l ő á l l ó Q o r t o g o n á l i s transzforraáci-
A •• 

ó t h a t á r o z u n k m e g , m e l l y e l t e l j e s ü l n e k a 

_R_ SS 
_ V 

0 
e s 

o 
/ 12/ 

1 

r e l á c i ó k ; e k k o r a 6 k o r r e k c i ó s v e k t o r az 

/ 1 3/ 

h á r o m s z ö g m á t r i x u l i n e á r i s e g y e n l e t r e n d s z e r b ő l f e j e z h e t ő k i . 

E d d i g i t a p a s z t a l a t a i n k s z e r i n t i az i g y ö s s z e á l l i t o t t 

M a r q u a r d t e l j á r á s á t l a g o s a n k b . 1 0 - 1 5 s z á z a l é k k a l g y o r s a b b 
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a B M D P 3 R - b e n a l k a l m a z o t t J a n n r i c h - S a m p s o n - f é l e (8) m ó d o s í -

t o t t G a u s s - N e w t o n - m ó d s z e r n é l . T o v á b b f e j l e s z t é s t j e l e n t a z 

i s , h o g y az á l t a l u n k i m p l e m e n t á l t p r o g r a m b a n t ö b b m é r é s i 

g ö r b é h e z v a l ó e g y ü t t e s i l l e s z t é s is l e h e t s é g e s . 

M e g t a r t o t t u k a B M D P 3 R p r o g r a m á l t a l b i z t o s i t o t t s ú -

l y o z á s i o p c i ó t : l e h e t ő s é g v a n a r r a , h o g y a p r o g r a m a f e l -

h a s z n á l ó á l t a l k ü l s ő l e g m e g a d o t t s u l y o k k a l k é p e z e t t s ú l y o -

zott" h i b a n é g y z e t ö s s z e g e t m i n i m a l i z á l j o n . E l e h e t ő s é g a m é -

r é s é k b i z o n y o s e l o s z l á s a i m e l l e t t / p l . e x p o n e n c i á l i s v a g y 

P o i s s o n - e l o s z l á s / a J é n n r i c h é s M o o r e á l t a l l e i r t m ó d o n 

/lásd (7)/> az i t e r á c i ó f o l y a m á n a l k a l m a s a n v á l t o z t a t o t t 

s ú l y o z á s u t j á n f e l h a s z n á l h a t ó a z i l l e t ő e l o s z l á s o k n a k m e g -

f e l e l ő m a x i m u m - l i k e l i h o o d b e c s l é s e k m e g h a t á r o z á s á r a i s . 

A modell-illeszkedés statisztikai elemzése 

A g y a k o r l a t b a n az i t e r á c i ó s m ó d s z e r r e l n y e r t p a r a m é -

t e r b e c s l é s ; ö n m a g á b a n n e m e l é g i t i k i a m o d e l l e z ő t ; s z e r e t n é 

t u d n i , h o g y m e n n y i r e m e g b í z h a t ó , p o n t o s a b e c s l é s , i l l . , 

h o g y
;
 j ó l i l l e s z k e d i k - e a m o d e l l a m é r é s i a d a t o k h o z . A t o -

v á b b i a k b a n ,e k é t k é r d é s m e g v á l a s z o l á s á t e l ő s e g i t ő k ü l ö n f é -

le m é r ő s z á m o k a t , i l l . m u t a t ó k a t i s m e r t e t ü n k , m e l y e k e g y 

r é s z e h a s z n á l a t o s a s z a k i r o d a l o m b a n , e g y m á s i k r é s z ü k h a s z -

n á l a t á t p e d i g m i j a v a s o l j u k . 

> A m o d e l l - i l l e s z k e d é s j ó s á g á t n e m l i n e á r i s r e g r e s s z i ó s 

m o d e l l e k n é l á l t a l á b a n a z á t l a g o s h i b a n é g y z e t t e l é s n é h a a z 
i 
u n . n e m l i n e á r i s k o r r e l á c i ó s e g y ü t t h a t ó v a l s z o k t á k j e l l e m e z -

~ ~ A ' * 

n i . A z y
i
 .= y ( t ^ ) és y^ = y ( t . , 8 ) ' j e l ö l é s e k k e l , a h o l 8_ 

a l e g k i s e b b n é g y z e t e k m ó d s z e r é v e l n y e r t b e c s ü l t é r t é k , a z 

átlagos hibanégyzet /Error M e a n S q u a r e = E M S / k é p l e t e : 

1
 m

 2 
EMS = Z [ y . - y . ] / 14 / 

m-p i = l 1 1 
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A z á t l a g o s h i b a n é g y z e t a m é r é s i h i b a v a r i a n c i á j á n a k b e c s l é -

s e , n é g y z e t g y ö k e p e d i g a h i b a s z ó r á s b e c s l é s e . 

A z á t l a g o s h i b a n é g y z e t h i á n y o s s á g a , h o g y ö n m a g á b a n n e m 

j e l l e m z i az i l l e s z k e d é s m e g f e l e l ő v o l t á t , c s a k h a a f ü g g -

v é n y é r t é k e k n a g y s á g r e n d j é h e z v i s z o n y i t j u k . E z é r t h e l y e t t e , 

v a g y m e l l e t t e , j a v a s o l j u k a k ö v e t k e z ő r e l a t i v m u t a t ó s z á m o t , 

m e l y e t általánosított variációs együtthatónak / G e n e r a l i z e d 

C o e f f i c i e n t o f V a r i a t i o n = GCV/ n e v e z h e t ü n k : 

y m ( y . - y . )
2 

— Z — - V - / 1 5/ 
m - p . . ,* .í 
• 1 = 1 (y.) 

E m u t a t ó s z á m a p o n t o n k é n t i r e l a t i v h i b á k b i z o n y o s é r t e l e m b e n 
v e t t k ö z e p e . Az e l n e v e z é s o k a , h o g y a l e g e g y s z e r ű b b , y . ^ O j 

* ' _ m 

m o d e l l e s e t é n /0 = y : = ( l / m ) Z y.( G C V a jóllsmejrt /min-' 

i = l
 1 

ta-/ v a r i á c i ó s e g y ü t t h a t ó r a r e d u k á l ó d i k . E m u t a t ó h a s z n á l a -

t á n a k n y i l v á n c s a k a k k o r v a n é r t e l m e , h a az i l l e s z t e t t g ö r b e 

a s z ó b a n forgó i n t e r v a l l u m o n n e m v á l i k n u l l á v á , a m i a g y a -

k o r l a t i e s e t e k n a g y o b b i k r é s z é b e n t e l j e s ü l . 

T o v á b b i d i m e n z i ó m e n t e s m u t a t ó s z á m o k az i l l e s z k e d é s jó-

s á g á r a a k o r r e l á c i ó s t i p u s u m u t a t ó k : e z e k a l i n e á r i s r e g -

r e s s z i ó a n a l i z i s b ő l i s m e r t t ö b b s z ö r ö s k o r r e l á c i ó s e g y ü t t h a t ó 

á l t a l á n o s í t á s á v a l s z á r m a z t a t h a t ó k . A z i n t e r p r e t á c i ó n á l a z o n -

b a n v i g y á z n i k e l l a r r a , h o g y e g y e t l e n igy n y e r t m u t a t ó s e m 

v a l ó d i k o r r e l á c i ó s m é r ő s z á m : n i n c s o l y a n k é t v a l ó s z í n ű s é g i 

v á l t o z ó , m e l y e k k o r r e l á c i ó j á n a k b e c s l é s e l e h e t n e . A z i l y e n 

t i p u s u m u t a t ó k k ö z ü l a z u n . nemlineáris korrelációs együtt-

ható v a g y korrelációs index ( 1 ) , ( 4 ) h a s z n á l a t o s a g y a k o r l a t -

b a n , m e l y n e k k é p l e t e : 
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[ y . - y . ] 

KI = / i _ _i_J / |
 6
 / 

m

 r~ i 2 

RI é r t e k e a n n á l k ö z e l e b b v a n e g y h e z , ininél i n k á b b j o b b a n 

i l l e s z k e d n e k a m é r é s i a d a t o k a m o d e l l f ü g g v é n y h e z , m i n t a 

k ö z ö n s é g e s á t l a g h o z . 

E g y m á s i k l e h e t s é g e s á l t a l á n o s í t á s a a l i n e á r i s r e g -

r e s s z i ó t ö b b s z ö r ö s k o r r e l á c i ó s e g y ü t t h a t ó j á n a k a m é r t y a 

és a n e m l i n e á r i s m o d e l l b ő l b e c s ü l t y^ é r t é k e k k ö z t i s z o -

k á s o s / l i n e á r i s / k o r r e l á c i ó s e g y ü t t h a t ó , m e l y e t görbevona-

lu korrelációs együtthatónak / C u r v i L i n e a r c o r r e l a t i o n c o e f -

f i c i e n t •= RCL/ c é l é z e r ü n e v e z n i : 

m 

Cy
i
'y)'<9

i
-9) 

R C L

 = —
 1 = 1

 — / 1 7/ 
m „ m „ 
í ^ y P I y , - y ]

2 

i =! i = 1 • 

L i n e á r i s r e g r e s s z i ó s m o d e l l e s e t é n i s m e r t , h o g y R C L = R I , 

n e m l i n e á r i s m o d e l l e k b e n a z o n b a n á l t a l á b a n R C L f R I . 

A z e d d i g b e m u t a t o t t m é r ő s z á m o k a m o d e l l - i l l e s z k e d é s 

j ó s á g á t o l y a n é r t e l e m b e n j e l l e m e z t é k , h o g y m e n n y i r e k i c s i k 

az i l l e s z t e t t m o d e l l h e z t a r t o z ó r . -- y . - y . r e z i d u á l o k . 
í i i 

H a a r e z i d u á l o k v i s z o n y l a g n a g y o k , a n n a k k é t f ő o k a l e h e t : 

/'a/ a m é r é s i h i b á k v i s z o n y l a g n a g y o k ; /1>/ a f e l t é t e l e z e t t 

r e g r e s s z i ó s m o d e l l n e m elég p o n t o s a n i r j a le a v i z s g á l t je-

l e n s é g e t . H o g y az /a/ és /b/ t é n y e z ő k k ö z ü l m e l y i k v a n j e -

l e n , a z t a . r e z i d u á l o k analízise u t j á n d ö n t j ü k e l . H a a r e -

z i d u á l o k n e m v é l e t l e n s z e r ű e n i n g a d o z n a k a n u l l a k ö r ü l , h a -

n e m s z i s z t e m a t i k u s t é n y e z ő t , u n . trendet t a r t a l m a z n a k , a k -

k o r e z a m o d e l l - f ü g g v é n y k i s e b b v a g y n a g y o b b h i á n y o s s á g á t 
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t ü k r ö z i . I l y e n t r e n d e k j e l e n l é t é n e k m e g á l l a p í t á s a t ö r t é n -

h e t s z e m r e v é t e l e z é s s e l , m e l y h e z jó s e g i t s é g e t j e l e n t a 

B M D P 3 R p r o g r a m b ó l á t v e t t r a j z o l ó s z u b r u t i n , a m e l y k i r a j -

z o l j a a r e z i d u á l o k a t a b e c s ü l t y é r t é k e k h e z , v a l a m i n t 

t e t s z ő l e g e s f ü g g e t l e n v á l t o z ó h o z / t e R á t p l . az i d ő h ö z / 

v i s z o n y í t v a . 

A r e z i d u á l o k v é l e t l e n s z e r ű s é g é n e k k v a n t i t a t i v j e l -

l e m z é s e t ö r t é n h e t az 

m 

£ ( y . - y . W y . ^ - y . ^ ) 

RS =
 1

 / 18/ 

, I m „ m-1 „ 

soro zatkorrelációs együttható / S é r i a i c o r r é l a t i o n c o e f f i -

c i e n t / s e g i t s é g é v e l . RS n a g y / e g y h e z k ö z e l i / é r t é k e t r e n d 

j e l e n l é t é r e u t a l . 

E z e n k i v ü l a r e z i d u á l o k v é l e t l e n s z e r ű s é g é n e k n u l l h i p o -

t é z i s e t e s z t e l h e t ő az u n . run-szám-próba (2) s e g i t s é g é v e l , 

a m e l y a p o z i t i v é s n e g a t i v r e z i d u á l o k n a k , i l l . a r e z i d u á -

l o k j e l v á l t á s a i n a k a s z á m á n .alapul. H a m i n d a p o z i t i v , 

m i n d a n e g a t i v r e z i d u á l o k s z á m a e l é r i a 1 0 - e t , a k k o r a 

p r ó b a s t a t i s z t i k a e l o s z l á s a m á r m e g f e l e l ő e n k ö z e l v a n a nor-

m á l i s e l o s z l á s h o z ; e k k o r a j ó l i s m e r t i n t e g r á l t r a n s z f o r m á c i -

ó v a l p - s t a t i s z t i k á v á a l a k i t h a t ó ; e g y é b k é n t p e d i g a m e g f e -

l e l ő t á b l á z a t h a s z n á l a t a s z ü k s é g e s a p r ó b a e l v é g z é s é h e z . 

A m i az i t e r á c i ó s m ó d s z e r r e l n y e r t (K p a r a m é t e r b e c s -

l é s e k p o n t o s s á g á t i l l e t i , az j e l l e m e z h e t ő p é l d á u l az 
" o 2 

M( [9. -8°. ] ) v á r h a t ó n é g y z e t e s h i b á v a l ; e n n e k , és e g y ú t t a l 
A1 1 

a 8^ s z ó r á s n é g y z e t é n e k m i n t á b ó l v a l ó b e c s l é s e a l i n e a r i -

z á l t m o d e l l és a 8° ~ M ( £ ) ~ 8 k ö z e l í t é s e k a l a p j á n : 

M ( [ 8 . - 9 ° . ] 2 ) « D 2 ( 0 . ) « E M S - c . . , 
i i í íi 

/ 19/ 



- 3 1 0 -

a h o l
 A

 r ?
 T

 ? i "
1 

C = ( c
i
j ) - [A A ] 

A A 

é s A a /6 /- s z e r i n t i p a r c i á l i s d e r i v á l t a k m á t r i x a a £ 

h e l y e n . 

A /19/ jobb,oldalán s z e r e p l ő m e n n y i s é g k i s E M S á t l a -
A p A 

g o s h i b a n é g y z e t m e l l e t t is n a g y l e h e t , h a a z A A / t a -

p a s z t a l a t i / Fisher-féle információs mátrix k ö z e l s z i n g u -

l á r i s ; h a s z i n g u l á r i s , a k k o r v é g t e l e n n a g y : e z a p a r a m é -

terek k ö z ö t t f e n n á l l ó f ü g g v é n y k a p c s o l a t o t , a z a z p a r a m é -

t e r - r e d u n d a n c i á t j e l e z . A r e d u n d á n s p a r a m é t e r e k s z á m a a z 

i n f o r m á c i ó s m á t r i x r a n g j á t ó l f ü g g ; e z t l e g m e g b í z h a t ó b b a n 

f ő k o m p o n e n s - a n a l i z i s s e g í t s é g é v e l , a m á t r i x s a j á t é r t é k e i -

n e k m e g h a t á r o z á s á n k e r e s z t ü l b e c s ü l h e t j ü k . 

P r o g r a m u n k m e g h a t á r o z z a a F i s h e r - f é l e i n f o r m á c i ó s 

m á t r i x s a j á t é r t é k e i t é s s a j á t v e k t o r a i t . E s a j á t é r t é k e k 

a l a p j á n a p a r a m é t e r b e c s l é s e g y é r t e l m ű s é g é n e k m é r t é k e k é n t 

a l e g k i s e b b és a l e g n a g y o b b s a j á t é r t é k 

y = A . ( A
X

A ) / A ( A
T

A ) / 20/ 
m i n m a x 

h á n y a d o s á t j a v a s o l j u k , a m e l y n e m m á s , , m i n t a n u m e r i k u s a -

n a l i z i s b ő l j ó l i s m e r t /cf. (10)/ kondiciós szám r e c i p r o k a ; 

m i n d i g 0 és 1 k ö z é esik? h a 0 , a k k o r á l t a l á b a n n e m e g y é r -

t e l m ű e k a p a r a m é t e r e k ; ha 1 , a k k o r n a g y o n j ó l m e g h a t á r o -

z o t t a k . H a y k i c s i , az a z t j e l e n t i , h o g y a p a r a m é t e r t é r 

n a g y k i t e r j e d é s ű r é s z h a l m a z á n a z S (()) n é g y z e t ö s s z e g a 

m i n i m á l i s h o z i g e n k ö z e l i é r t é k e t v e s z f e l . I l y e n g y e n g é n 

k o n d i c i o n á l t p r o b l é m á k n á l g y a k r a n t a p a s z t a l h a t ó , h o g y a z 

i t e r á c i ó s m ó d s z e r k e z d e t i " n o r m á l i s " s z a k a s z a u t á n i s t á d i -

u m b a n az i t e r á l t p a r a m é t e r k ö z e l i t é s e k e l é g s o k a t " v á n d o r o l -

n a k " , m i k ö z b e n a m i n i m a l i z á l a n d ó f ü g g v é n y é r t é k e a l i g c s ö k -

k e n . 

V é g ü l m e g j e g y e z z ü k m é g , h o g y a £ b e c s ü l t é r t é k k ö -
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r ü l l i n e a r i z á l t m o d e l l e n g y a k o r l a t i l a g az ö s s z e s , a t ö b b -

v á l t o z ó s l i n e á r i s r e g r e s s z i ó b a n s z o k á s o s p r ó b a e l v é g e z h e -

t ő , i l l . k o n f i d e n c i a - i n t e r v a l l u m o k a d h a t ó k ; e l m é l e t i s z e m -

p o n t b ó l a z o n b a n e z e k e r e d m é n y e i c s a k m e g f e l e l ő a d a g g y a -

n a k v á s s a l f o g a d a n d ó k e l , m i v e l az e m i i t e t t l i n e a r i z á l á s 

g y a k r a n nem b i z t o s i t j a a k e l l ő p o n t o s s á g o t . 

P r o g r a m u n k a f e l h a s z n á l ó i n f o r m á l á s a c é l j á b ó l v a l a -

m e n n y i f e n t e b b i s m e r t e t e t t m u t a t ó s z á m o t k i n y o m t a t j a . H o g y 

az a l t e r n a t í v m é r ő s z á m o k k ö z ü l a f e l h a s z n á l ó m e l y i k r e é s 

m i l y e n s ú l l y a l t á m a s z k o d j é k , a r r a n é z v e - m i v e l a n e m l i n e -

á r i s r e g r e s s z i ó s m o d e l l e k s t a t i s z t i k á j á n a k e l m é l e t e e té-

r e n n e m e l é g g é k i d o l g o z o t t - n e m a d h a t ó e g y é r t e l m ű u t m u t a -

t á s ; ez a m o d e l l e z é s m i n d e n n a p i g y a k o r l a t á b a n a l a k u l k i , és 

f ü g g a v i z s g á l t i n o d e l l - t i p u s o k t ó l , a m é r é s e k m i n ő s é g é t o l , 

v a l a m i n t a t t ó l , h o g y m e l y i k m u t a t ó s z á m h o g y a n v á l i k b e a 

g y a k o r l a t b a n . 

. Példa 

S z e m l é l t e t ő p é l d a g y a n á n t a 2 . á b r á n l á t h a t ó r e k e s z m o -

d e l l t (6) v á l a s z t o t t u k , a m e l y a v é r b e / l . r e k e s z / b e a d o t t 

r a d i o a k t i v s z u l f á t f e l s z i v ó d á s á t m o d e l l e z i . A m o d e l l t l e i r ó 

d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k , i l l . a m e g f e l e l ő k e z d e t i f e l t é t e l e k 

a k ö v e t k e z ő k : 

X j ( 0 ) = 2-10
5 

x 2 ( 0 ) = 0 

x 3 ( 0 ) > 0 

A m é r é s i a d a t o k az á b r á n a k m e g f e l e l ő e n az e l s ő r e k e s z , m e g -

f i g y e l é s é b ő l s z á r m a z n a k , t e h á t 

y ( t , 6 ) = x ( t , 8 ) 

x . = - ( 9
] +

8
2
) . x

1 +
8

3
X

2 

e
1
x

1
- ( 0

3 +
e

4
) . x

2 +
e

5
x

3 

9
4

X 2 - 8 5 X 3 
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Input pi a t=0 idő-
pillanatban 

X , 

0 . 

a 
0 , 

5 

2 . á b r a 

R a d i o a k t i v s z u l f á t e l o s z l á s á n a k e g y r e k e s z m o d e l j e 

az i l l e s z t e n d ő m o d e l l - f ü g g v é n y . A z i l l e s z t é s e r e d m é n y é t a 

3. á b r a m u t a t j a b e . 

A 3 a . á b r á n l á t h a t ó a p r o g r a m á l t a l k i r a j z o l t m e g f i -

g y e l t / O = o b s e r v e d / é s b e c s ü l t / P = p r e d i c t e d / g ö r b e , v a l a -

m i n t a r e z i d u á l o k g ö r b é j e a z i d ő f ü g g v é n y é b e n . .Látható, 

h o g y a z i l l e s z k e d é s i g e n j ó , a m i t a m e g f e l e l ő m u t a t ó k i s 

k ö v e t n e k /RI = 0 . 9 9 9 9 , G C V = 0 . 0 0 6 6 / . A r e z i d u á l o k r u n -

- s z á m - p r ó b á j a /p = 0 . 3 6 / , v a l a m i n t a s o r ó z a t k o r r e l á c i ó s 

e g y ü t t h a t ó /RS - 0 . 5 1 1 / n e m m o n d e l l e n t a r e z i d u á l o k v é » 

l e t l e n s z e r ü v o l t á n a k , a z i d o f ü g g v é n y é b e n . A z o n b a n , a 3 b . 

á b r á n l á t h a t ó a r e z i d u á l o k n a k a b e c s ü l t é r t é k e k h e z v i s z o -

n y í t o t t k é p é n , h o g y e z e k s z ó r á s a l i n e á r i s a n n ö v e k v ő t r e n d e t 

m u t a t , a m i a l a p j á n e s e t l e g é r d e m e s e g y , a m é r é s i é r t é k e k 

n é g y z e t é n e k r e c i p r o k é v a l s ú l y o z o t t n é g y z e t ö s s z e g m i n i m a l i z á -

l á s á t is e l v é g e z n i . 
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