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Szégedi Orvostudomanyi Egyetem Szamitadstechnikai
Kbzpont és Semmelweis Orvostudomanyl Egyetem Sza-

mltastechnlkal Csoport

Nemlinearis paraméterbecslés dinamikus bioldégiai rendszerek

modellezése sordn - I: paraméterbecsld eljarasok ésamodell

-illeszkedés statisztikai elemzése

Eller Jozsef, Gydri Istyén és Magyar Gabor

Beveszetés

Matematikai modellek élkalmaéésa'az orvosi biblégiéban
két fontos célt szolgalhat. Az egyik hipotetikus modellek
konstrualasa és tesztelése megfigyelt adatokhoz valé illesz-
‘tés uﬁjén.'Amennyibén egy modell jél1 magyarazza a'mérééi'a-
datokat, jol "illeszkedik" hozzajuk, ugy elfogadhaté az il-_
letd bioldgiai jelenseg lelrasara. Masik fontos cel lehet
mar elfbgadott, j6l1 bevalt modellek biolégiailag fontos pa-
raméteréinek becslése a megfigyelési adatok alapjan. Ez u—:
tébbira szamos példat szolgaltat pl;'a-gyégyszerkinetika
/lasd (14)/. - | -

Célunk az volt, hogy a biolégiébah gyakran.vizsgalt, i-
doben lezajlo dinamikus folyamatok matematikai modelljelnek
"1llesztesere, parameterbecslesere és az 1lleqzkedes es a
becsiilt parameterek jésaganak eldbntésére j6l hasznalhaté-
szémitéstechnikai eljarast dolgozzunk ki. E cél érdekében a
prégramot a BMDP-77 statisztikai programrendézer (3) kerete-
in beliil implementéltuk; a BMDP3R nemlineéris regressziés
_program tovébbfejlesztééeként. E rendszer vezérldnyelve le-

hetdvé teszi valtozatos méreti és paraméterezésii feladatok
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egyszerl leirasat. A BMDP3R program paraméterezését olyan
paramétermegadasi lehetdségekkel bdvitettiik ki, amely le-
hetdvé feszi a kiil6nbozd dinamikus modellek egyszeri meg-
adasit a program szamara. ' '

Az idGben lejatsz6dd, dinamikus jelenségek kvanﬁita—
tiv leirédsa sordn rendszerint differencidlegyenletekbdl
indulunk ki. Egyszérubb esetekben a differenciélngenletek‘
analitikus‘megoldésa is rendelkezésiinkre &l1l1. Pé&ldaul is-
mert (5), hogy a bioldgiai kompartment-rendszerek leiraséa-
ra leggyakrabban hasznalt linedris &llanddegylitthatés dif-
ferencidlegyenletek megoldasa altaléaban eldall exponencia-
lis tagok Osszegeként. Azonban az ekponenciélisok illesz~-
: tésével szemben a modell-differencidlegyenletek megoldasa-
inak -.a differenciélegyenlet paraméterei szerint valé -
illesztése a kdvetkezd eldnydkkel jar:

al a mdde1l—diffefenciélegyenletben szerepld, biolo-
giailag jél értelmezhetd paraméterek értékére és szdrasara
kapunk becslést, nem pedig ezek nemlinedris fﬁgg?ényeire
/pl. a sajatértékekre, melyek t8bb transzportlépés eredd-
jét képezik/; | | |

b/ figyelembe vehet®k a bioldgiailag értelmezett pa-
raméterekre /[pl. transzportegylitthatokra/ a biolégus altal
kirdétt, vagy természetesen fennalld korléték /pl..nemnega-
tivitas/, ill. feltételek. ’

T6bb,esetben azonban nem alland6é, hanem iddben valto-
z6 egyﬁtthatéju linearis differencidlegyenletek alkalmaza-
' ééra‘van szikség. Pé&ldaul az in vitro kinetikai mérések
sordn a vizsgalati idd alatt a transzportegyitthaték las-
san, de észrevehetd médon megvaltoznak. Vagy pl. -hosszabb
idejli /egy-két hetes/ vizsgalatok soran a beteg anyagcsere
paraﬁéterei /pl. reakcidsebességek/ - kiilén&sen terapia a-
latt - mdédosulnak, amit mindenképpen figyelembe kell venni.
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Az emlitett esetekben, és &ltaldban nemlinedris mo-
dell-differencialegyenletek esetén a megoldas, és igy a mo-
dell-figgvény, nem fejezhets ki véges szamu elemi fliggvény
segitségével. Ugyanez igaz a modell—fﬁggvény parcialis de-
rivaltjaira, melyek siémitéséra a paraméterbecslési eljéréé
soran vén szlikség. Utdbbiak ujabb differencidlegyenletek -
az un. érzékenységi.egyenletek megoldasai segitségével fe-
jezhetdk ki. A modell-differencidlegyenletek és a hozzajuk
tartozd érzékenységi egyenlefek megoldasara hatékony szami-
tasi eljarast ismertet kSvetkezd elBadasunk (11). Ezen é15—
adas tovabbi részében a paraméterbecslés és modell-illesi-

‘kedés kérdésével foglalkozunk.

A probléma matematikai megfogalmazdsa

Egy dinamikus rendszer egy x(t) allapotvaltozé vek-
torral irhatd le. Ha feltesszik, hogy a rehdszer.éllapota -
iddbeli valtozasanak é(t) sebessége egy meghatarozott moé-
don /pl.-lineérisan/ fﬁgg magatél az x(t) éllapottél, és
egy 8 paramétervektor?él és esetleg a t idotdl, akkor a

rendszert egy
x = £(t,x,8) - /v

alaku modell-differenciélegyenlet irjé le. Az /i/ egyenlet
megolddsa az iddn kivil a 8 paramétervektortél is fiigg,
azaz x = x(t,8), mivel killonbdzd paraméter-értékekhez kii-
18nb5z8 megoldasok tartozhatnak. o
Altalédban magat az x(t,8) Aallapotvektort nem tudjuk
kdzvetleniil megfigyelni, hanem csak ennek valamilyen

y(t,8) = g(8,x(t,8)) ‘ /2/
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figgvényét, Azonban a mérésre rakd6dd zaj miatt valdjaban

egy
yCE) = y(£,8°) + e(t) I3

fiiggvényt mériink, ill. figyeliink meg t diszkrét értéke-
ire, ahol «c(t) Jjeldli a zajt és g° a paramétervektor-
nak az adott konkrét rendszerre jellemz® "pontos" értéke
a modell szerint. A feladat ezen elméleti paramétervektor-
-érték becslése az y(t) mérési adatokbdl.
Matematikai-statisztikai megfontolasok alapjan a pa-
raméterek ismeretlen értékének becslését a legkisebb négy-
" zetek elve alapjan szoktdk megadni, amely a é becsld ér-

tékre az
S(h):= >;t[§(t)—y(t,§)]2 = min! -  ‘/4/

minimumfeltételt irja eld. Ilyen statisztikai szempont pl.
az, hogy az «(t) hibak korrelalatlansaga, zérus varhatd
értéke, azonos variahéiéja és normalis eloszlasa esetén ez
a mdédszer egybeesik a maximum-likelihood mddszerrel (2),

amely tobb statisztikailag elSnyés tulajdonsaggal bir.

Paramdterbecsld i1terdeids mddszerek

Bar tobbvaltozos fliggvények minimalizalasara toObbféle
eljaras ismeretes, de a [4/ minimumfeladat megoldasara azok
az eljarasok a leghatékonyabbak, melyek figyelembe veszik a
minimaliz&landé S(8) figgvény nééyzetbsszeg—strukturéjét
(2). E mbédszerek alapja a négyzetreemelendd ;(t)—y(t,g)
figgvény linearizalasa az aktualis, mondjuk k-adik k&zeli-
tés koril. Ezaltal a minimalizalanddé s(8) fliggvényt he-

lyettesitjik az
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S Pt ke By ko2 ‘
58 = 5(8048) =2 [y(D)-y(6,8 )—gja—,%(c,g)-_aj.) /51

, kvadratlkus fhggvennyel, melynek minlmumhelyet mar viszony- '

' lag egyszerd meghatarozni, pl a VSk = 0 feltetelbol ado-

do un. Gauss féle normdlegyenlétrendszerbol.

> ..
o -
[}

T 8 AT£ B - ‘ /6/ -
- . ahol _ L :
A= (a,.) =i-¥—( ekj =1
1370 i3T50, 2 s ITHeeeenp
' ‘,J : _ s =1, s M5
1

itovabba 'p~5a7‘8 parametervektor komponenselnek szama és
m-a mere51 pontok szama., .

A kla5521kus Gauss -Vewton- -mddszer a [6/ normalegyen-'f
_letrendszer megoldasakcnt adodo gf vektort hasznalja az
-aktualls kozelites korrekc103akent és az ujabb kdzelitést

GkH = é +6° glqkban veszi fel. Azonban az eljaras 1lyen

fo;majabanvnem;feitétlenﬁl konvergens, még jb kezddérték
esetén sem (9). A divergencia oka lehet a modell-figgvény
nagymértéki nemlinearitasa vagy rossz illeszkedése a méré-
si adatokhoz. Ilyen.esetekben'szOkésos a '§8° korrekcids
vektornak egy olyan o <1 rélaxéciés tényezdvel vald fi-
g yelembe vetele, hogy a ‘

ot - f s B /71
helyen mar kisebb legyen a minimaliz&landdé S(8) filggvény
~erteke, mint az elozo, ,Q "kdzelitésben. A BMDP3R program
'“pl. w = 1-bSl klindulva addig felezi (J—t, amig e felté-—

tel nem . teljesul.
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Ha a 8° korrekcid alkalmazasa nem vezet az S(8)
néngetﬁsszeg csdkkenéséhez, annak oka a modell-fiiggvény.
linearis k&zelitésének elégtelensége. Marquardt mddszere
(2),(9),(12). ilyenkor a korrekcids vektor nagyséaganak
cstkkentésével egyidbben annak-iréhyét fokozatosan a mi-
nimalizalandé figgvény negativ gradiense felé forditja,
melynek iranyaban lokdlisan legmeredekebb a csBkkenés. A
médszer ‘dltal definidlt & korrekcids vektor az

(ATAH\I)-gA = ATy , - . /8/
linearis egyenletrendsier megoldasa, ahol A 2 0O valés
‘szam. Ha 2 = 0, rakkor a Gauss—Newton—féle"gf korrekci-

Os véktort kapjuk; é A= t csak akkor névelijiik, ha ez sziik-

séges ahhoz, hogy a g} korrekciod alkalmazasaval csOkken— '

jenA S(G) értéke. Marquardt bebizonyitotta,: hogy ez eleg
nagy Xi-ra biztosan teljesiil, hacsak nem egy stacionéarius
‘pontban,vagyunk, mert . ﬂéx"
ken, gx- lranya pedlg egyre Jobban egybee81k S(g) nega-
tiv gradlensenek iranyaval ’

A Marquardt-mbédszer lok&lis OptlmalltaSl tulajdonsa-
ga, hogy QA' mlnlmallzalja az Sk(g +6) kozellto_negy—'
-zetééSZeget a “6 I sugaru gombben,/lésdvaz_l. abrat/.

'Az.ébréh'kipontozott iv jelzi a lehetséges Marquardt
_korrekciés'vektorék mértani helyét, mikbzben A Dbefutja a
fo,=) intervallumot. A A paraméter iteréqiés lépésen-
_'kénti'megvélasztéséra Marquardt olyan stratégidt javasolt
(12), ‘mely szerint az S(b) -négyzetésszeg csOkkenésének
feltétele mellett lehetoleg ‘minél kozelebb kell maradni a
~Gauss- Newton—modszerhez. Ennek megfelelSen, ha az elozo i—
_terééiés 1épésbeh A egy kis p021tiv kuszobszamnal /pl

/ nagyobb volt, akkor prébaljuk meg csokkenteni pl. a
lo—edreszere, amennyiben igy is csokken S(8) értéke. Ha

A névekedéséVel monoton csdk-

[yp—



w303 =

S\ (8) szintvonalai Sk(.e.)f‘ S(.e_k)

S(8) szintvonalai

%

s(g)=s(e")

l. abra
A Marquardt-médszer geometriai szemléltetése a p = 2 két-

dimenzids esetben. §°, gx

és 8* rendre Gauss-Newton,
Marquardt és a legmeredekebb lejtd mbédszere szerinti kor-

rekcidés vektorok, é pedig a keresett minimumhely
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nem csdkken, akkor addig‘lo'szérezzﬁk A= -t, amig egy csok—
kenést elériink. Bar e strategla valamlvel hajlekonyabb a
BMDP3R ben alkalmazott felezesnel /mlvel itt mlndlg A e-
1328 iteréaciés lepesben felvett legutolso értékébdl indu-
41unk k1/, de meg 1gy is elegge merev.

Az altalunk osszeallltott Marquardt implementacio o]
jellemzdi a- kovetkezok

]l/ A XN tényezd - vélasztééénak'érédeti,‘Mafquardt
altal . Javasolt strategiaja helyett -egy adaptivabb straté-

-.giat alkalmaztunk, melyet Tataba és Ite dolgozott ki (13),,4

es tobb probafeladaton letesztelve, 1enyegesen hatasosabb-]
nak - bizonyult az eredetinel Az eljaras lenyege, hogy e-

E gyetlen lO—es szorzotenyezo helyett tbbbféle szorzdténye-

z0t is felvesz es az. iteracio elozo ha&rom lepesenek fﬂgg—
venyeben valasztja ki az- aktualisan alkalmazando szorzote—
_nyezot. ’ '

12/ r's normalegyenletrendszer kepzese és annak pl
. Cholesky fele modszerrel vald megoldasa helyett az S, (8)
'_linearizalés utjan nyert negyzetosszeget Householder—féle

‘.vortogondes trzangularzzdczdval minimalizaljuk Ez olyan Q

ortogonalis transzfqrmacio_veg:ehajtasét jelenti, mellyel

TN = IR -
-teljeslil, ahol R. p-edrendil négyzetes felsd triangulAris
'métrix és a Q m-edrendd ortogondlis matrix p szamu e-
lemi Householder trangzfoimiciés matrix szorzata. Ekkor a
/6/'lineéris egyenletrendszer ekvivalens az '

RS =c o o/

hé:omszbghétrixu egyenletrendSZe:rel,'amely mér egyszerib~
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. L2
~ ben oldhaté meg. A /6/, ill. /10/ egyenletek kondiciés sz&- -

mai kozt a
'C?nd(ATA)é.'[cond(R)]2 | AT

Osszefiiggés 411 fehn, igy az utdbbi médszerrel szémdlva, a
kerekitési hibdk felhalmozéddsa jéval kisebb mértékfl, dur-
van szb6lva annak felel meg, -mintha a normalegyenlet—modszer-_
nél dupla pontossdgu aritmetik&t haszn&lnank /lasd Lawson-
Hanson (10)/. Tovabbi eldnye e megk&zelitésnek, hogy_lehetp—
ség van cond (R) egyszerﬂ becslesere (10), hétrénya vi-~
szont, hogy muveletigenye m(n +2n) n /3+0(n ),_ szemben a
3'normalegyenlet Cholesky médszer (m/2)+(n +3n)+n /6+0(n )
muveletigenyevel‘ Azonban a mi esethnkben, a differenciale-
gyenletek numerikus megoldasénak’ lenyegesen nagyobb mdvelet-
_ igénye miatt; az emlitett tdbblet relative nem sokat,ﬁesz

~ Amennyiben valamely A > 0-hoz tartozd QA Mérquardt-
féle korrekciés vektor meghatdrozisira van sziikség, ugy  0-
1yan,-alkalmésan megvélasztott elemi-Househdlder-tfanszfor-
macidk szorzatakéht eldalls. QA ortogon4lis transzforméciéA
ot hatarozunk meq, mellyel teljesiilnek a

: ' L - o
IR . Rk . € 1. -
q,]-2- - A &s o, |-=-| = |-Sx|
Avar 0 Ao d .
relacidk; ekkor a 6 korrekciés vektor az |

héromszogmatrixu linearis egyenletrendszerbol fejezheto ki.
' Eddigi tapasztalataink szerinti az igy bsszeallitott
Marquardt eljaras étlagosan kb '10-15 szazalékkal gyorsabb
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a BMDP3R-ben alkalmazott Jannrich—Sampson¥féle (8) mddosi-
tott Gauss-Newton-médszernél.fTovébbfejlesztést jelent az
is, hogy az Aaltalunk implementdlt programban t8bb mérési
gérbéhez valo egylittes illesztés is lehetséges. o
Megtartottuk a BMDP3R program &altal biztositott su-
lyozasi opcidt: lehetdség van arra, hogy a program a fel-
haszndlé altal kiillsSleg megadott sulyokkal képezett sulyo-
26tt"hibanéngét6$szeget minimalizéljﬁn. E lehetbség a mé-
‘rések bizonyos éloszlésai melléttA/pl{ exponencialis vagy.
Poisson-eloszlas/ . a Jénnrichvés.Modre dltal leirt médon
/1asd (7)/7 az iteracid folyamén alkalmasan valtoztatott .
sulyozas utjén felhasznalhatd éz'illetG eloszlasoknak meg-

feiel6‘makimumelikelihood bedslések meghatérozéséra is.

--A7mo&éll-illészkedés statisztikai elemzése

A gyakorlatban az 1terac1os modszerrel nyert paramé-
aterbecsles onmagaban nem elegltl ki a modellezot, szeretne
tudni, hogy mennyire megbizhatd, pontos a becslés, ill.,
hogy. 361 illeszkedik-e a modell a mérési adatokhoz. A to-
vabbiakban e két kérdés megvilaszolasat eldsegitd Kulonfé-
le mérdszamokat, ill. mutatékét7ismertetﬁhk, melyek egy
része hésznélatos a szaklrodalomban, egy masik reszdkluasz—
nalatat pedig mi ]avasoljuk

} A modell- illeszkedes Josagat nemlinearis regresszios
modelleknél &altalaban az atlagos hibanegyzettel és neha az
un.‘nemlinearis korrelaciés egydtthatoval szoktak - jellemez—
ni.’ .§iﬁ= y(ti) és ;i = y(t ,8) jeldlésekkel, ahol g
a’legkisebb négyzetek médszerével nyert becsillt érték, az
dtlagos.hibqnégyzet /Exrror Meénlsquare = EMS/ képlete:

EMS = —— 1 [J.-9.] , VATY.
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Az atlagos hibanégyzet a mérési hiba variancidjanak becélé- 
se, négyzetgydke pedig a hibaszdéras becslése.

Az atlagos hibanégyzet hianyossaga, hogy onmagaban nem
jellemzi az illeszkedés megfelelo voltat, csak ha a fﬂgg—
vényértékek nagysagrendjehez-viszonyltjuk. Ezért helyette,
vagy mellette, javasoljuk a kdvetkezd relativ mutatészamot,
melyet-dlfa;dnositott varideids egyitthatdnak /Generalized
Coefficient of Variation = GCV/ nevezhetiink:

~ o~ 2
(yi"Yi) . '
— /15/
1 (y.)

1

’ m
GCV = — I

E mutatdszam a pontonkénti relativ hibak bizonyos értelémben

vett kbzepe. Az elnevezés oka, hogy a legegyszerdbb, ; 'VG
. - a m
modell esetén /8l = y:=(1/m) I yi/ GCV a Jolismert /min-
| Ci=1 0t
ta-/ variacibés egylitthatoéra redukalédik. E mutaté haszndla-

-ténak nyilvan csak akkor van értelme, ha az illesztett gdrbe
a szbban forgo intervallumon nem valik nullava, ami a gya-
korlati esetek nagyobbik részében teljesiil.

Tovabbi dimen21omentes mutatdészamok az illeszkedes Jo-
éégéra a korreldciés tipusu mutatdk: ezek a llnearis reg- .
resszidanalizisbdl ismert t8bbsz&rds korrelacios egylitthaté
dltalanositasaval szérmaztathaték Az)fnterpretéciénél azon-
ban V1gyazn1 kell arra, hogy egyetlen igy nyert mutatd sem |
valdédi korrelacids meroszam: nincs olyan két valoszinﬁsegi
valtoz6, melyek korrelaciojénak becslése lehetne. Az ilyen
tipusu mutaték k&zill az un. nemlinedris korreldcids egyutt-
- hatd vagy korreldczds index (l) (4) hasznilatos a gyakorlat—

-ban, melynek keplete°



RI = R Sl : - /16/

RI erteke annal kozelebb van egyhez, minél inkabb Jobban_
1llegzkednek a mérési adatok a modellfuggvenyhey, mint a
ko7onseges atlaghoz.,

'ng masik lehetséges dltalan051tasa a 11nearls reg-
‘resszid tobbazoros korrelaciés. eqyutthato;anak a nért ';i-
és a nemlinearis modellbdl becsiilt ’§i értékek kOZtl sz20-
_kasos [lineédris/ korrelacids egyﬁtthaté,_melyet gdrbevona-
lu rorreldetds egyitthatdnak /Curvilinear correlation coef-

ficient = RCL/ célszeri nevezni:

W B
RCL = - = S ARY,

Linearis regresszibds modell esetén iémert, hogy RCL=RI,
-nemlinedris modellekben azonban &ltalédban RCL # RI.

Az eddig bemutatott mérdszamok a modell-illeszkedés
Jjosagat olyan érfelembeh jellemezték, hogy mennyire kicsik
éz illesztett modellhez tartozé r. = ;i_§i rezidualok.

Ha a rezidudlok viszonylag nagyok, annak két f£6 oka lehet: -
jal a mérési hibak viszonylag nagyok; /b/ a feltételezett
regresszids modell nem‘eiég pontosan irja le a vizsgalt je-
lenséget. Hogy az /a/ és [b/ tényezOlk kézﬁl mélyik~van je—
len, azt a rez zduaéok analizise utjan ddntjiik el. Ha a re-
zidualok nem veletlenszeruen ingadoznak a nulla k&riil, ha-
nem szisztematikus tényezGt, un. trendet tartalmaznak, ak=-

kor ez a modell?fuggVény kisebb vagy nagyobb hidnyossagat
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‘tilkrézi. Ilyen trendek jelenlétének megallapitédsa tSrtén-
het szemrevételezéssel, melyhez jo6 segitsége£ jelent a
BMDP3R programbdl atvett rajzold ézubrutin, amely kiraj-
zolja a rezidualokat a becsiilt §i értékekhez, vaiamint
tetszOleges fiiggetlen valtozdéhoz /[tehdt pl. az iddhoz/
viszohyitva.A _

A rezidualok véletlenszeriiségének kvantitativ jel-

lemzése tdrténhet az

RS = ' : - 118/

i=1

sorozatkorreldcids egytitthatd [Serial correlation coeffi-
cient/ segitségével. RS nagy /egyhez kézeii/ értéke trend
jelenlétére utal. '

_ Ezenkivlil a reziduélok véletlenszeriiségének nullhipo-
tézise tesztelhetd az un. run-szdm-prdba (2) segitségével,
amely a pozitiv és negativ rezidudloknak, ill. a rezidua-
lck,jelvéltésainak a szaman .alapul. Ha mind a pozitiv,
mind a negativ rezidudlok szama eléri a 10-et, akkor a
probastatisztika eloszlasa mar megfelelBen k&zel van a nor-
malis eloszlashoz; ekkor a joélismert integraltranszformaci-
6val p-statisztikava alakithatd; egyébként pedig a megfe-=
leld tablazat hasznalata sziikséges a proéba elvégzéséhéz,

Ami az iter&cids modszerrel nyert Aéi paraméterbecs-
lések pontossagat illeti, az jellemezhetd példaul az .
M([éi_gljz) vérhaté négyzetés hibéval; ennek, és egyuttal
a ei szérésnégyzetének Tintébél valdé becslése a lineari-
~zalt modell és a 8° ~ M(8) ~ 8 koOzelitések alapjén:

2

M((6.-0%]%) ~-D2(8,) ~ EMS-C. ., /19/
v 1 1 1 _ 11 -
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ahol - AT~

C = (cij) = [A A]

~

és A a [/6/ szerinti parcidlis derivaltak méﬁrixa a 'é
helyen. o . ' | _-
- A [19/ jobboldalén szerepld mennyiség kis EMS atla--
gos hibanégyzet mellett is nagy lehet, ha az ;TK [ta-
pasztalati/ Fisher-féle informdeids mdtrix kézel szingu—
laris; ha‘szinguléris; akkor végtelen nagy: ez .a paramé-
terek kéiétt fennallé fiiggvénykapcsolatot, azaz paramé-
terjreduﬁdanciét'jelez. A redundéans paraméterek szama az
informéciés matrix rangjatdl. figg; ezt legmegbizhatébban
f6kompoﬁens—aﬁalizis segitségével, a matrix sajatértékei-
-nek meghatérozésén keresztﬁl'becsﬁlhetjﬁk

Programunk meghatarozza a Fisher-féle 1nformac1os
matrlx sajatertekelt és sajatvektorait. E sa]atertekek
alapjan a parameterbecsles egyertelmusegenek mértékeként
a legkisebb és a legnagyobb sajatérték

- RO STESR O S) 20/

hényéddsét javasoijuk;:amely'nem mas, . mint a numerikUs a-
nalizisb6l jélismert Jcf. (10)/] kondicids szdm rec1proka,
‘mindig O és 1 kdzé esik; ha 0, akkor ‘altalédban nem egyer—
telmiiek a paraméterek; ha 1, akkor nagyon jbél meghat&ro-
bzottak. Ha u kicsi, az azt. jelenti, hogy a paramétertér
nagy kiterjedésii részhalmazan az S(8) négyzetdsszeg a
minimalishoz igen k&zeli értéket vesz fel. Ilyen gyengén
kondicionalt problémaknadl gyakran tapasztalhatd, hogy az
iteradcidés médszer kezdeti "normdlis" szakasza utani stadi-
umban az iteralt paraméterkdzelitések elég sokat “véndofolf
nak", mikdzben a minimalizalandé figgvény értéke alig csok-
ken.

A

Végiil megjegyezziik még, hogy a 6 becsilt érték ko-
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riil linearizalt modellen gyakoflatilag az Osszes, a tdbb-
'valtozods linearis regressziébén szokasos pféba elvégezhe-
t5, ill. konfidencia-intervallumok adhatdok: elméleti szem-
pontbél azonban ezek eredményei csak megfeleld adég gya—
nakvassal fogadanddk el, mivel az emlitett linearizalés
gyakran nem biztositja a kelld pontossagot.

Programunk a felhasznaldé informalésa céljabsl véla—
mennyi fentebb ismertetett mutatdszamot kinyomtatja. Hng
az alternativ mérdszamok kdzll a felhaszhélé melyikre és
milyen sullyal'témaszkodjék; arra nézve - mivel a nemline-
aris regresszids modellek statisztik&janak elmélete e té-
ren nem eléggé kidolgozott - nem adhatéd egyértelmﬁ utmuta-
tés; ez a modellezés mindennépi gyakorlatdban alakul ki, és-
fiilgg a vizsgalt mcdell -tipusoktdl, a mérések min6ségét61,
Valamlnt attél, hogy melyik mutatodoszam hogyan valik be a

- gyakorlatban.
. Példa

Szemléltetd példa gyanadnt a 2. 4bran lathaté rekeszmo-
dellt (6) valasztottuk, amely a vérbe /1. rekesz/_beaddtt
radiocaktiv szulfat felééivédését mddeilezi. A modellt leiré
" differencidlegyenletek, ill. a megfeleld kezdeti feltételek
a kévgtkez6k: ' ' o | '

- = - . = L] 5
X, = (8 +8 ) xl+83x2 . x](O) = 2 }0
R T CRUR TSI %0 =0

X3 = 8,%p785%, x3(0) =0

‘A mérési adatok az abranak megfeleloen az elso rekesz meg-

figyelesebol szarmaznak, tehat-

y(t,8) = x, (,8)
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input [} a t=0 144~
pillanatban‘

2.-ébré v
Radioaktiv szulfat eloszlasanak egy rekeszmodelje

az 1llesztendo modell fdggveny. Az illesztes eredmenyet a
3. abra mutatja be. . ’ ' .
A 3a. Abran lathaté a progrém‘éltal kirajzolt megfi-
gyelt /0—observed/ é&s becsiilt /P*predicted/ gbrbe, vala-
mint a re21dualok gbrbéje az ido fdggvenyeben. Lathato,
hogy az illeszkedés igen jé, amit a megfeleld mutatdk is
‘kévetnek /RI = 0.9999, GCV = 0.0066/. A reziduilok run-
-szam-probaja /p = 0.36/, valamint a sorozatkorreléciés
egyﬂtthaté /RS = 0.511/ nem mond ellent a rezidu&lok vé-
letlenszeri voltanak, az idd fﬂggvénYében..Azonhan; a 3b.
- 8brdn lathatd a rezidudloknak a becsiilt értékekhez viszo-
nyitott képén, hogy ezek szérésa linearisan ndvekvd tréndet
mutat,'ami alapjan esetleg'érdemes égy, a mérési értékek
negyzetenek reciprokaval sulyozott negyzetﬁsszeg minimaliz&-
lasat is elvegezni
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Kbszdnetnyilvdnitds

. A szerzdk koszbnetilket fejezik ki Kanyar Bélanak je-

len munkdhoz nyujtott segitségéért_és_hasznos megjegyzé-

" seiért.
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