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A KOMPARTMENT-ANALIZIS EGY UJ 'MEGKBZELITESI MODJAROL ‘CSUVES REKESZ—
MODELLEK™*

GySri Istvan, Eller Jézsef
Szegedi Orvostudomanyi Egyetem Szamitdstechnikai Kdzpontja

"Ll 'B’e'v'e'z'e't'e’a

A biolégiai jelenségeket leird matematikai modellekben igen gyak-
" ran sziikséges a bioldgiai folyamatok természetébdl adddd idSkéslelte-

tésekkel szamolni. Példaul egy populdcid létszamndvekedésének modelle-
zésénél a terhesség ideje/‘vagy az élettartam; maskor a jelek, ingerek
atviteléhez vagy anyagok transzportjahoz szilkséges tranzitiddk okoznak
iddkésleltetést, Az idokesleltetesnek, vagy ahogy a miiszaki életben
nevezik, holtidds tagnak, a biolégial rendszert leird egyenletekben
tdrténd megjelenése azt jelenti, hogy az ilyen jelenségeket leiré dif-
ferenciidlegyenletek un. retardilt argumentumu vagy funkcionél differen-
ciadlegyenletek lesznek.

Az i1d0késleltetéseknek a rekeszmodellekben /kom artment-modelle-
zésben/ tdrténd alkalmazisardl Reeve és Bailey [15] 131lr-albumin ember-
ben t&rténd eloszlésaval, Bellman [3].a farmakokinetikai problemak uj
matematikai leirasaval kapcsolatban irt. Ezek, tovabba Cobelli és
Rescigno (4], valamint Rubinow és Winzer [17] dolgozatai késztettek
benniinket arra, hogy foglalkozzunk a nem-elhanyagolhatd transzport-
iddket tartalmazd, &ltalunk csdves rekesznodelleknek nevezett rekesz-

" rendszerek elmeletevel, illetve néhéany, az alkalmaz&sukkal kapcsola—
tos kérdéssel,

Az olyan tipusu funk01onal -differenciilegyenletek elmeleti vizs-
gadlata, amelynek valamely csdves rekeszrendszer matematikai leirasa-
bdl szarmaznak, pl. Lewis, Anderson [14], Gydri, Eller [8], Gydri [7],
Krisztin [13] munkaiban megtalalhatdék, igy jelen dolgozatunkban csak
a modell lényegére, a modellt lelrd differencialegyenletek £f6bb tulaj-
aonsagaira, illetve az ‘alkalmazasokkal kapcsolatos és az egyenletek
numerikus megold&sa szempontjabol is lenyeges néhany kérdésre szorit-
kozunk

‘2"A'modell‘éh a modelzegyenletek

JelolJek Cl...,C valamely kompartment-rendszer kompartmentjeit,
(t) jelentse a Ci rekeszben a t id0pillanatban talalhaté anyagmeny-
nyiseget és C -lal jeldljik a kompartment-rendszer kbrnyezetet. Téte-

lezzik fel, hogy - a klasszikus esettel szemben - az egyes rekeszek
k8z8tti anyag-At&raml&shoz szilkséges 1idd nem hanyagolhatdé el. Ez a
szituécié ugy képzelhetd el, hogy a Ci rekeszbfl a Cj .rékeszbe egy
-~ valédi vagy képzeletbeli - csbvdn keresztill halad ‘az anyag. Megje-
gyezzuk, hogy az 'i= 3 esetben P11 egy a C -b61 indulé és oda vissza-

térd csdvet jeldl, Az ‘t-edik &s J- -edik rekeszt tartalmazé részletet
sematikusan az '1l, ébrén mutatjuk be. o

.......... [ A A . . . [

* A kutatdst az Egészségugyl Minisztérium 12/4 21/499 szam alatt té-
mogatta.
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1. Abra. Csdves kompartment -rendszer i-edik és j-edik rekeszének
semaga

Az 1, abran lathatd fiiggvények jelentese a k8vetkezd:
"(1) A t20 iddpillanatban & CJ rekeszbdl a Ci rekesz felé kilépd anyag
sebessége 94 (x (tY), /3= 1, yn, 1=0 n/, ahol gi (x) a [O,m)-en folytonos

monoton nemcsokkeno fuggveny. Abban az esetben, ha g, J(x)— ay x, az

aij allandékat frakcionalis sebességi &llanddknak nevezzdk )
(2) ACy
dthaladaséhoz . 3i /z0/ , [/i,3=1,n/ 1dSre van sziksége. |

"(3) A Co kornyezetbol a t20 iddpillanatban a C rekeszbe térténd anyag-
bearamlas sebességét I (t)=vel ngoljdk /i—T_—/, ahol I, (t) a [0,=)-
en folytonos nemnegativ fiiggvény.

Az itt bevezetett csdves rekeszmodellt matematikailag az

rekeszbdl a C., rekesz felé haladd anyagnak a Pji csbvén vald

. T n
kK (8) = -2 g.(x(8)) + T gy.(x
i j=0 Ji j=1 ij
‘retardélt argumentumu d1fferencialegyenletrendszer irja le /lasd pl.
(71/. ' .
A rendszer tanulményozaséhbz, illetve a dlfferen01élegyenletrend-

szer megoldasdhoz. ismerniink kell a rekeszekben talalhato anyagmennyi-
séget a [-1,0] ldointervallumon, ahol

j(tmg3)) + () o 20, TR (1)

LrET o max Ty .
1<1,jsn i3
Ezeket a mennyiségeket a [~ 1,01 n értelmezett mi(t) /1—T / kezdeti
fiiggvényekkel megadva az (l) retardalt argumentumu dlfferencialegyen-
letrendszerhez az ,

s
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xy () =,wi(g) , - 1sts0, i=I,n (2
kezdetiérték-feltétel tartozik.

Az (1)-(2) kezdetiérték-probléma megoldasa mlndlg létezik és”
egyértelmien meghatérozott a [0,«)~en, és 04 ()20 /i=1,n, —Tgtsol

esetén x, (t)z0 /i=T,n, t20/. Abban az esetben, ha I, (t)=I; &llandd,
az (1)- (2) kezdetiertek-problema barmely korléatos. x (t) megoldéasa
. t-+~ esetén tart egy cy egyensulyi helyzethez, amely megoldasa a
/'n . n : s
;jz gji(c ) + ng gij(c ) + Ii 0, 1i=1,n
egyensulyi egyenleteknek [7,13].

Az (1) egyenletrehdszer speciallsan magéban foglalja a klasszi-
kus rekeszmodellek egyenleteit 1s, ha ugyanis minden i,j-re =, 3—0,
akkor (1) az _ A ' - v
n : ’
x,(t) = =1z 954 (x5 (8)) + E gij(x (t)) + Iy (t), ' t20, i=1,n (3)
j=0 j=1

kézdnséges differenc1alegyenletrendszerbe medy &at. A kezdetiertek-
-feltétel ekkor a t—O pontra zsugorodik, azdz

xi(O) = x

i=I/n - ‘ (4)
lesz, ' o

oi ‘¢

A modell és vele egylitt az egyenletek altalanosithatdk arra az
esetre is, amikor a rekeszeket t8bb csd k8ti 8ssze eltérd transzport-
iddkkel/[9]1; lasd meg a kévetkezd pont végén k&z8lt példat/, vagy az
Usszekbtd csbvek szama ugyan egy, de a transzportfolyamat a csOben
egy valdszinliségi eloszlasfiiggvény szerint megy végbe [81].

A rekeszek kozétt todbb csdvdn pérhuzamosan, - kilénbdzd transz-
portiddkkel t8rténd anyagaramlist Kanyar és mtsai [12] alkalmazték
radiokardiogramok matematikai leiridsdra. A kiil¥nb®zd transzportideji
cs8vek a kis- illetve nagyvérkdrt modellezték. Vizsgalataik azt mu-
tattdk, hogy a szamolt és mért gdrbék kdzdtti eltérés erdsen fliggdtt
attél, hogy a nagyvérksrt hany kilénbdzd transzportidejﬂ cs6vel mo-
dellezték, A csbvek szamanak ndvelésével ndtt az illeszKedés Jbséga
*is, ami teljesen egybeesik azzal, hogy a nagyvérkdrbn vald atfolyési
iddk legjobban egy valoszindsegi eloszléassal irhatdk le, .

-'3"Egy agproxzmdczds séma

A csdves rekeszrendszereket leiré retardalt argumentumua differen-
cidlegyenletek gyakorlati célokra tOrténd alkalmazédsénak egyik f& a-
kadalya lehet, hogy nincsenek olyan Jj6l haszndlhatd és elterjedt sza-
mitbégépes programok, amelyekkel az 'ilyen tipusu egyenletek numeriku-
san megoldhatdék lennének,

Ezért is érdemes foglalkozni a Repin [161 altal csupan elméleti ér-
dekességként, majd Janusevszkij [11] k&nyvében mar a holtidds taggal
rendelkezd szabalyozési rendszerekben gyakorlati Haszonnal is alkal-
mazott approximiciés eljarassal, Az eljards lényege, hogy példéul az
egy cs®bdl és egy rekeszbdl 4116 zadrt rendszer
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x(t)

g(x(t) + glx(t-1)) , £20 S
| - “(5) "
x(t) oo

o(t) , =~T5tsO
retardalt arguméntumu differenciidlegyenletének X(t)'mégoldésétfaéT

MO ey S 2gxMOey) + gx@Miey) , t20

M)y = B @)y BeMod-Die) |, z0, 1=T;8  (6)
: -(i=1)%/N J—
X<N'O)(o) = (0), (N'i)(o) J o(s) ds, 1i=1,N
~iz/N .

k8z¥nséges differencialegyenletrendszer x(N O)(t) megoldasaval ugy,

hogy, max 1x(N O)(t) x(t)| + 0 , N+~, barmely T>O esetén.
OSt=T

Az ilyen tipusu kdzelités konvergencidjat bizonyos feltételek
mellett Repin [16] &s Banks [2] is bizonyitotta. Banks egyuttal ra-
mutatott ennek a kozelltesnek a hasznalhatosagara a biolégiai modelle-
zésben, .

. A fenti approximdcids technika eldnye, hogy a retardalt egyenle- .
tek numerikus megoldasa visszavezethetd k&zdnséges differencialegyen-
letek megoldasira. Azonban, mint kdnnyl észrevenni, a (6) egyenletek
nem rekeszmodell-egyenletek, igy célszerii médositani az approximéaciés
egyenletek strukturdjat. Ilyenvaltoztatiast GySri és Eller [9) javasolt
1981-ben, Baker, Schotz (1], Sharney, Wasserman, Schwarz [ 18] illetve

. Reeve és Bailey [15] heurisztikus alkalmazdsaira témaszkodva, majd
eziranyu eredményeiket 1982~ben megjelent dolgozatalkban [5,10] fog-
laltédk Ossze, linedris esetre,

Ez utébbi approximacidés technikanil az (1) egyenletekkel leirt
csdves rendszert egy nagyobb szamu rekeszt tartalmazd, csd nélkili
kompartment-rendszerrel k&zelitjiik., A k&zelitd rekeszrendszer szar-
~ maztatlsa szemléletesen a kdvetkezOképpen vazolhatd. Vegylk barmelyik
Pji csbvet, melynek tranzitideje Tji>o' és vagjuk Nji darabra ugy,

hogy az egyes cs®darabokhoz ugyanaz a Tji/Nji tranzitidd tartozzék.,

Ezutan kdzelitsik ezeket a cs®darabokat olyan sorosan- 8sszekapcsolt
rekeszekkel, melyeknek. transzportegyitthatdja Nji/Tji’ vagyis amelyek

turnover-ideje megegyezik a k&zelitett csdBdarabok tranzitidejével, To-
védbbéa, a kezdeti [t=0/ id0pontban az egyes k&zelitd rekeszekben 1évd
anyagmennyiségek egyezzenek meg a megfelelo csBdarabokban 1év3 anyag-
mennyiségekkel. Az igy kapott k¥zelitd cs® nélkiili rekeszmodellt a 2.,ibra
szemlélteti, egyenletei pedig a k¥vetkezdk:

n ' ' Nj".‘ [Ni ]
2y(t) = - (2 08)) + g 3(z5(0)) + 3 Tzyy Pie) + 1o,
J %3 ©3=1 3 =1715 13
ji i ji . . .
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A (7) kézénséges differencidlegyenletrendszerhez tartozd kezdeti fel-

tételek . :
= —(k—l)fji/Nji
zi(0)=®i(0), zjt (0)= -krj - gji(¢i(s)) ds , k=1'Nji' rji$o, (8)
o s o

i,j=1,n

A k&zelitd rekeszrendszer (7)-(8) modell—egyenleteiben‘zi(t) a csdves

rendszer i-edik rekeszében 1lévd xi(t) anyagmennyiséget, zgi](t)
pedig az i+j irdnyu cs® k-adik darabjdban 1évd anyagmennyiséget approxi-
malja, :
, () N N N
I | 3“ " 1] Ci T, % -.E.‘f' 901(25)
=é=> > % e 4 04 = u_L’ >

-(z;)l ‘ !“ N (=) A
é Fﬂ@.ﬂtﬁ{;: ikl ‘Ié

Z.Abra. Kdzelitd csgnélkﬁli kompartment-rendszer:
az 1.4brédn megadott részrendszer kdzelitd modellje

(A dupla nyilakndl abszolut, a szimpla nyilakndl
relativ sebességek vannak feltiintetve.)

Az Nji darabszédmokat a kdvetkezOképpen valasztjuk meg. Ha N>>1

természetes szadm és T= max T,. /[>0/, akkor legyen

Nji = thji/T] r 1,3 =1,n

ahol [.] itt egészrészt jelent, Ebben az esetben bebizonyiﬁhaté, hogy
az N sz&m korl&tlan ndvelése esetén a (7)-(8) k8zelid modellegyenletek
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zgt)=z£N)(t) megoldésaihak sorozata konvergal az (1)-(2) egyenletek
xi(t) megoldasidhoz /i=1,n/ és a konvergencia barmely véges [0,T] in-

tervallumon egyenletes, Az aladbbi numerikus példa azt mutatja, hogy
mér elég kis N-re igen j6 k&zelités érhetd el.
R : :
példa. Kézelitsiik a 3. abran lathatd, egy rekeszbdl és h&rom
csOBb0l 43116 linedris rendszert az N=4 valasztas mellett,

0.2
0.3
0.5—>=

0.4 | | 40.5> $05>  |{10>

B.Abra, 1-rekeszes 3-csbves zart kompartment—modell

A kozellto csOdnélkiili kompartment-modell sémdjat a 4, &bra. mu-
tatja., A csdves modell egyenletének az x(t)= exp(3t), -1l<tsO kezdeti
4llapothoz tartozd megoldésat és annak a 4. abran megadott modell
szerinti kodzelitését numerlkusan meghatarozva a 5, abran lathatdo gor-
béket kaptuk.

0.2
0.3 4
05 p
<4 ¥ b
4
< 4
4

]
L.Abra. A 3.dbra modelljét kSzelitd csbnélkiili rendszer

A retardalt differencialegyenletek numerikus integralisira imp-
lementdltuk Tavermini médszerét [19], k&z8nséges differencidlegyen-
letekre a Runge-Kutta-Fehlberg formuldkon alapuld RKF45 [6] Fortran
rutint hasznaltuk.
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5.Abra. A 3.abra modellegyenletének megoldasgdrbdje (———)

! ! o . . P T
es annak a 4.abra modellje szerinti approximacioja (~-—.—- )
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