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A KOMPARTMENT.-ANALIZIS EGY ÜJ MEGKÖZELÍTÉSI MŐDJÁRÖL: CSÖVES REKESZ-
MODELLEK* 

Győri István, Eller József 
Szegedi Orvostudományi Egyetem Számitástechnikai Központja 

1. Bevezetés 

A biológiai jélenségeket leiró matematikai modellekben igen gyak-
ran szükséges a biológiai folyamatok természetéből adódó időkéslelte-
tésekkel számolni. Például egy populáció létszámnövekedésének modelle-
zésénél a terhésség ideje, ¡vagy az élettartam, máskor a jelek, ingerek 
átviteléhez vagy anyagok transzportjához szükséges tranzitidők okoznak 
időkésleltetést. Az időkésleltetésnek, vagy ahogy a műszaki életben 
nevezik, holtidős tagnak, a biológiai rendszert leiró egyenletekben 
történő megjelenése azt jelenti, hogy az ilyen jelenségeket leiró dif-
ferenciálegyenletek un. retardált argumeritumU vagy funkcionál-differen-
ciálegyenletek lesznek. 

Az időkésleltetéseknek a rekeszmödellekben /kompartment-modelle-
zésben/ történő alkalmazásáról Reeve és Baiiey [150 ̂ ^I-albumin ember-
ben történő eloszlásával, Bellman [3]-a farmakokinetikai problémák uj 
matematikái leírásával kapcsolatban irt. Ezek, továbbá Cobelli és 
Rescigno [4], valamint Rubinow és Winzer [17] dolgozatai késztettek 
bennünket arra, hogy foglalkozzunk a nem-elhanyagolható transzport-
időket tartalmazó, általunk csöves rekeszmodelleknek nevezett rekesz-
rendszerek elméletevél, illetve néhány, az alkalmazásúkkal kapcsola-
tos kérdéssel. 

Az olyan tipusu funkcionál-differenciálegyenletek elméleti vizs-
gálata, amelynek valamely csöves rekeszrendszer matematikai leírásá-
ból származnak, pl. Lewis, Anderson [14], Győri, Eller [8], Győri [7], 
Krisztin [13] munkáibán megtalálhatók, így jelen dolgozatunkban csak 
a modell lényegére, a modellt leiró differenciálegyenletek főbb tulaj-
donságaira, illetve az alkalmazásokkal kapcsolatos és az egyenletek 
numerikus megoldása szempontjából is lényeges néhány kérdésre szorít-
kozunk. 

2. A' módéit és a modellégyérílétek 

Jelöljék valamely kompartment-rendszer kompartmentjelt, 
*j_(t) jelentse a C^ rekeszbén a t időpillanatbán található anyagmeny-
nyiséget és CQ-lal jelöljük a kompartment-rendszer környezétét. Téte-
lezzük fél, hogy - a klasszikus esettel szembén - az egyes rekeszek 
közötti anyag-átáramláshoz szükséges idő nem hányagolható el. Ez a 
szituáció ugy képzélhétő él, hogy a C^ rekeszből a Cj rékeszbe egy 
- valódi vágy képzeletbéli - csövön keresztül halad az anyág. Megje-
gyezzük, hbgy az i=j esetbén P^^. egy a C^-ből induíő és oda vissza-
térő csövet jelöl. Az i-edik és j-edik rekeszt tartalmazó részletet 
sematikusan az 1, ábrán mutatjuk bé. 

* A kutatást az Egészségügyi Minisztérium 12/4-21/499 szám alatt tá< 
mogatta. 
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1.Ábra. Csöves kompartment-rendszer i-edik es j-edik rekeszének 
i i . sémaja 

Az 1. ábrán látható függvények jelentése a következő: 
(1) A tsO időpillanatban a C^ rekeszből a C i rekesz felé kilépő anyag 
sebessége j (x.. (t)'), / j=l,n, i=0,rí/ , ahol g^fx) a [0,=»)-en folytonos 
monoton nemcsökkenő függvény. Abban az esetbén, ha 9^j(x)= x' 
a^j állandókat frakcionális sebességi állandóknak nevezzük. 

az 

(2) A C, rekeszből a C. rekesz felé haladó anyagnak a P-i csövön való 
áthaladásához t ^ /SO/ , /i,j=l,n/ időre van szüksége. 
(3) A C Q környezetből a tSO időpillanatban a C^ rekeszbe történő anyag-
beáramlás sebességét I^tJ-vel jelöljük /i=l,n/, ahol I^t) a [0,°°)-
en folytonos nemnegativ függvény. 

Az itt bevezetett csöves rekeszmodellt matematikailag az 
n n 

x,(t) = - E g..(x.(t)) + E g,u(x.(t—tJu)) + I.(t) , tiOj i=l,n (1) 
1 j=0 3 1 1 j=l 1 3 3 1 3 1 

retardált argumentumu differenciálegyenletrendszér irja le /lásd pl. 
[7]/. 

A rendszer tanulmányozásához, illetve a differenciálegyenletrend-
szer megoldásához ismernünk kell a rekeszekben található anyagmennyi-
séget a [-t,Ó1 időintervallumon, ahol 

x = max 
Iái, ján 

Ezeket a mennyiségeket a [-x,0l-n értelmezett cp^t) /i=l»n/ kezdeti 
függvényekkel megadva az (1) retardált argumentumu differenciálegyen-
letrendszérhéz az , 
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x^ít.) =.<PiCt) , - TTát-áO, i=T7n (2.)' 

kezdetiérték-feltétel tartozik. 
Az • (1)— (2 ) kezdetiérték-probléma megoldása mindig létezik és" 

egyértelműen meghatározott a [0,«)-ö'n, és ^ (t /i=l,n, -xátsO/ 
esetén x^t)^) /i=l,n, t^O/. Abban az esetben, ha I^tjsi^ állandó, 
az (l )-(2) kezdetiérték-probléma bármely korlátos.xi(t) megoldása 
t-*oo esetén tart egy c^ egyensúlyi helyzethez, amely megoldása a 

' n n 
- E (c. ) + E g. .(c• ) + I, = 0 , i=l,n 
_j=0 3 j=l 3 3 

egyensúlyi egyenleteknek [7,131. 
Az (1) egyenletrendszer speciálisan magában foglalja a klasszi-

kus rekeszmodellek egyenleteit is, ha ugyanis minden i,j-re T^j=0, 
akkor (1) az i 

n n 
x. (t) = - E g . . (x. (t ) ) + E g. ,'(x. (t)) + I. (t), tsO, i=l,n (3) 
1 j=0 3 1 1 j=l 3 \ ' 

közönséges differenciálegyenletrendszerbe megy át. A kezdetiérték-
-feltétel ekkor a t=0 pontra zsugorodik, azáz 

x±(0) = xQ i , i=I7n ' (4) 
lesz. -

A modell és vele együtt az egyenletek általánosíthatók arra az 
esetre is, amikor a rekeszeket több cső köti össze eltérő transzport-
időkkel/ [91; lásd még a következő pont végén közölt példát/, vagy az 
összekötő csövek száma ugyan egy, de a transzportfolyamat a csőben 
egy valószínűségi eloszlásfüggvény szerint megy végbe [,8l. 

A rekeszek között több csövön párhuzamosán, - különböző transz-
portidőkkel történő anyagáramlást Kanyáp és mtsai [12 ] alkalmazták 
radiokardiogramok matematikai leírására. A különböző transzportidejü 
csövek a kis- illetve riagyvérkört modellezték. Vizsgálataik azt mu-
tatták, hogy a számolt és mért görbék közötti eltérés erősen függött 
attól, hogy a nagyvérkört hány különböző transzportidejű csővel mo-
dellezték. A csövek számának növelésével nőtt az Illeszkedés jósága 
is, ami teljesen egybeesik azzal, hogy a nagyvérkörön való átfolyási 
idők legjobban egy valószínűségi eloszlással irhatok le. 

3. Egy' approxirríác iós séma 

A csöves rekeszrendszereket leiiró retardált argumentumú differen-
ciálegyenletek gyakorlati célokra történő alkalmazásának egyik fő a-
kadálya lehet, hogy nincsenek olyan jól használható és elterjedt szá-
mitógépes programok, amelyekkel áz ilyen tipusu egyenletek numeriku-
san megoldhatók lennének. . 
Ezért is érdemes foglalkozni a Repiin [161 által csupán elméleti ér-
dekességként, majd Janusevszkij [11] könyvébén már a holtidős taggal 
rendelkező szabályozási rendszerékben gyakorlati Haszonnal is alkal-
mazott approximációs eljárássál. Az eljárás lényege, hogy például áz 
egy csőből és egy rekeszből álló zárt rendszer 
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x(t) = -g(x(t)) + g(x(t-T)) . , tíO ... 
(5) 

X (t ) = cp(t ) , . -TátáO 
retardált argumentumu differenciálegyenletének x(t) megoldását az 

x(N,0)(t) = _g{x(N,0).(t)) + g ( x(N,N) ( t ) ) ^ ^ 

¿(N/i)(t) = - ^ ' ^ U ^ ' ^ l t ) , t*>, í=17n (6) 

X(N,0)(0) =;<p(0)/ x(N,i)(0) =
 ( Í; 1 ) T /^ ( S ) d s, í=T7n 

-it/N 
közönséges differenciálegyenletrendszer megoldásával ugy, 
hogy, max ¡1 (t)-x(t) | •*• 0 , N-*», bármely T>0 esetén. 

O^táT 
Az ilyen tipusu közelités konvergenciáját bizonyos feltételek 

mellett Repin [16] és Banks [2] is bizonyította. Banks egyúttal rá-
mutatott ennek a közelítésnek a használhatóságára a biológiai modelle-
zésbén. 

A fenti approximációs technika előnye, hogy a retardált egyenle-
tek numerikus megoldása visszavezethető közönséges differenciálegyen-
letek megoldására. Azonban, mint könnyű észrevenni, a (6) egyenletek 
nem rekeszmodell-egyenletek, igy célszerű módositani az approximációs 
egyenletek struktúráját. Ilyen változtatást Győri és Eller [9] javasolt 
1981-ben, Baker, Schotz Cl], Sharney, Wassermán, Schwarz [18] illetve 
Reeve és Bailey [15] heurisztikus alkalmazásaira támaszkodva, majd 
ezirányú eredményeiket 1982-ben megjelent dolgozataikban [ 5,10] fog-
lalták össze, lineáris esetre. 

Ez utóbbi approximációs technikánál az (1)•egyenletekkel leirt 
csöves rendszert egy nagyobb számú rekeszt tartalmazó, cső nélküli 
kompartment-rendszerrel közelitjük. A közélitő rekeszrendszer szár-
maztatása szemléletesen a következőképpen vázolható. Vegyük bármelyik 
Pj^ csövét, melynek tranzitideje ®s vágjuk N..̂  darabra ugy, 
hogy az egyes csődarabokhoz ugyanaz a Tj d/ Nj d tranzitidő tartozzék. 
Ezután közelítsük ezeket a csődarabokat olyan sorosan összekapcsolt 
rekeszekkél, melyeknek transzportegyütthatója Njd/T vagyis amelyek 
turnover-ideje megegyezik a közelitett csődarabok tranzitidejével. To-
vábbá, a kezdeti /t=0/ időpontban az egyes közelítő rekeszekben lévő 
anyagmennyiségek egyezzenek meg a megfelelő csődarabokban lévő anyag-
mennyiségekkel. Az igy kapott közélitő cső nélküli rekeszmodellt a 2.ábra 
szemlélteti, egyenletéi' pedig a következők: 

n n ' n N . [N .] 
z.(t) = - E g.üz.ít)) + E gli'(z.(t)) + E r ^ M J(t) + I,(t), 
1 j=0 3 1 1 j=l 1 3 3 j=lTij 1 3 

Tij=° . Tij*° 
^ g . ^ z ^ t ) ) - ^ Z^](t), .(7) 
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*ji 1 ( t ) = T* 1 Zji" l L c t )" zjíI(-t} ' k=27N~7 , T.^o, i,j=T7n 

A (7) közönséges differenciálegyenletrendszerhez tartozó kezdeti fel-
tételek 

-(k-l)t. . /N. . rvi 3i . , 
z.(0)=<p.(0), Z * (0)= / g. C<f.(s)) ds , k=l,N. . , (8) 
1 1 3 1 ~kTji/Nji 

i, j=T7n 
A közelitő rekeszrendszer (7) — (8) modell-egyenleteiben z.(t) a csöves 

[k] rendszer i-edik rekeszében lévő x^(t) anyagmennyiséget, zjí (t) 
pedig az i-j irányú cső k-adik darabjában lévő anyagmennyiséget approxi-
málja. 

w 
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2.Ábra. Közelitő csőnélküli kompartment-rendszer: 
az 1.ábrán megadott részrendszer közelitő modellje 
(A dupla nyilaknál abszolút, a szimpla nyilaknál 
relativ sebességek vannak feltüntetve.) 

Az Nj^ darabszámokat a következőképpen választjuk meg. Ha N>>1 
természetes szám és T= max T />0/, akkor legyen 

Iái, ján 3 

Nji = [ N* Tj± / T ] ' 1 , 3 = ^ 
ahol [.] itt egészrészt jelent. Ebben az esetben bebizonyítható, hogy 
az N szám korlátlan növelése esetén a (7)-(8) közeliő modellegyenletek 
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zî t ^ ( t.) megoldásainak sorozata konvergál az (l )-(2) egyenletek 
xi(t) megoldásához /i=l,n/ és a konvergencia bármely véges. [P,TJ in-
tervallumon egyenletes. Az alábbi numerikus példa azt mutatja, hogy 
már elég kis N-re igen jó közelités érhető el. 

Példa. Közelitsük a 3. ábrán látható, egy rekeszből és három 
csőből álló lineáris rendszert az N=4 választás mellett. 

•0.4 

>.Z—fe 
0 . 3 — p 
0 . 5 — f e 

0.5> [4.0> 

3.Ábra. 1-rekeszes 3-csöves zárt kompartment-modell 

A közelitő csőnélküli kompartment-modell sémáját a 4. ábra mu-
tatja. A csöves modell egyenletének az x(t)= exp(3t), -látáO kezdeti 
állapothoz tartozó megoldását és annak a 4. ábrán megadott modell 
szerinti közelitését numerikusan meghatározva a 5. ábrán látható gör-
béket kaptuk. 

4..Abra. A 3. ábra. modellj át közelitő csönélküli rendszer 
A retardált differenciálegyenletek numerikus integrálására imp-

lementáltuk Tavermini módszerét [.191, közönséges differenciálegyen-
letekre a Runge-Kutta-Fehlberg formulákon alapuló RKF4 5 [6] Fortran 
rutint használtuk. 
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5.Abra. A 3.ábra modellegyenletenek megoldasgörbéje ( ) 
és annak a 4>ábra modellje'szerinti approximációja ( •—•) 
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