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HIPERGRÁFOK EUKLIDESZI TÉRBE VALÖ BEÁGYAZÁSA VELESZÜLETETT RENDELLE-
NESSÉGEK CLUSTEREZÉSÉHEZ 

Bolla Marianna, Tusnády Gábor 
MTA Számítástechnikai és Automatizálási Kutató Intézet, MTA Matematikai 

Kutató Intézet 

A modell 

Legyen H egy hipergráf pi'»« ,' p
n pontokkal és Gi'««»» G

m élekkel, 
ahol az élek a pontok bizonyos részhalmazai. A hipergráfot megadhat-
juk egy nxm-es A indicenciamátrix-szál, melyre 

aji - < 
1, ha Pj G G ±, 

_ 0, ha P. t G ±, 
j=l,..,n; i=l,...m 

Keresünk olyan € és ^ Ek P o n t o ^ a t /ezek lesz-
nek a H hipergráf pontjainak ill. éleinek képei a k-dimenziós valós 
euklideszi térben,, melyekre 

n 
Q = z 

j=l 

m 
E 

i—1 
lji Hij-Xi Cl) 

minimális, ahol k < min {n,m} előre adott természetes szám. Azaz min-
den élre vesszük az él képének a tartalmazott pontok képeitol való 
távolságának négyzetét, és ezt összegezzük az összes élre. Megmutat-
juk, hogy a fenti célfüggvény minimalizálására bizonyos mellékfelté-
telekkel explicit megoldás adható. Célunk k-t olyan "kicsinek" válasz-
tani, hogy az x^, . ,V,x - ill. ¿^f • »'»'fĵ  pontok a k-dimenziós euklide-
szi térben jól clusterezhetők legyenek /pl. az ottani távolságok alap-
ján/. 

A feladat megoldása 

Vezessük be a következő jelöléseket: 

X = ( x r ...,xn) , Y = "ÍZi' 
a képvektorokat oszloponként tartalmazó kxn-es ill. kxm-es mátrixok. 

s. 

s= , ahol s. = 
m 

i=l 
a ü ( j=l» . . . ,n) 

J J- / . 

n 
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T= 

m 

n 
, ahol t. = E a.., Ci=l,...,m). 

j=l 3 1 

Tegyük fel, hogy t^ > 0, (i=l,...,m), azaz minden él tartalmaz pon-
tot. A pontok képeire tegyük továbbá a következő kényszerfeltételt: 

T N • T XX = E . = I. 
j = 1 ~3 3 X 

(vagyis X sorai ortonormált rendszert alkotnak.) 
A megoldáshoz alakítsuk át a Q kifejezést: 

( 2 ) 

n m 
Q= E E a., x. 

)-l W 3 1 " 3 

~ n m , y n m 
+ B B llXi II " 2 E 

j=l i=l 3 1 
T. E E a. . y. x . = 

1 = 1 i=l 3 1 X l 

n 
= E a. || x . 

j=l 3 3 

2 m 2 n m 
+ 2 t. ||y || - 2 E E a y x, . 

i=l 1 1 j=l i=l 3 1 1 3 

Először rögzítsük az Xj (j=l,.,.,n) vektorokat és fejezzük ki az 
y^ (i=l,...,m) vektorokat ezek segítségével! Ehhez deriváljuk a fen-
ti kifejezést y. szerint. A derivált 

n. 
2t.y. - 2 £ a . .x . 

lesz, amit zérussá téve 
a n 

y, = t- E a • . x . (i=T,. .. ,m) 
1 i .j=l 3 3 

(3) 

adódik, azaz egy él képe az általa tartalmazott pontok képének a súly-
pontja. Ezt visszairvá Q kifejezésébe: 

n 2 m - m t 
Q= E s. || x. ÍM + E t ilXt-l - 2 E y x t.y. 

i=l i=l j=l 

n 

3 -3 

m 
- E tj 

i=l = ^ ii ^ ii 
3=1 

= tr (XSXT-YTYT) = tr{x{S-AT_1AT) X T) , 

(4) 

ahol kihasználtuk, hogy Y=XAT d a (3) összefüggés miatt és T inver-
tálható. 

Tehát a (4) kifejezést kell X oszlopai szerint minimalizálni a 
(2) mellékfeltétellel. Ebből Y oszlopai már (3) szerint adódnak. Mi-

T - - -1 T -vei X oszlopai ortonormált rendszert alkotnak es az S-AT A mátrix 
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szimmetrikus, pozitiv szemidefinit, a feladat megoldását a következő 
lemma alapján kapjuk: 
Lemma: Ha B nxn-es szimmetrikus, pozitiv szemidefinit adott mátrix, 
Z pedig olyan nxk-as mátrix-" Lkán adott egész), melynek oszlopai E 
ben ortonormált rendszert alkotnak, akkor 

n , t> . k 
E X. á tr ( z BZ) á E X , 

i=n-k+l 1 i=l 
és a maximum /minimum/ olyan Z mátrixra vétetik fel, mely a B mátrix 
k legnagyobb /legkisebb/ sajátértékéhez tartozó normált sajátvektort 
tartalmazza oszlopaibán, ahol X ^ X ^ , ..kX^O a B mátrix sajátértékei. 

— 1 T T / \ • . így B=S-AT A , Z=X jelölessel az (1) kifejezes minimuma 
n 
E Xj / 

i=n-k+l 

ahol X!^...SXn a B mátrix sajátértékei. Ha Üi» u n jelöli a hozzá-
juk tartozó normált sajátvektorokat, akkor a megoldást adó X mátrix 
sorait az u »•«V/U • vektorok alkotják. 

Megjegyezzük, hogy a B mátrix legkisebb sajátértéke 0 az 
1 i T ( — ».../ — ) normált sajatvektorral. n n 

n n m . a.ja.^ m 
Ul: E. b..=s.- e E % 1 = Ç. a.. - L - f - a.,, = 0 

1=1 3 1 3 i=i e=i H Í=1 3 1 e=i fc« ,i=i. 

azaz B sorainak összege 0. így 

t = 

amiből' az állitás következik. 
Mivel az utolsó sajátvektor az Cl,...,l)T vektor skalárszorosa, 

ez azt jelenti, hogy az x^,...,xn képvektorok utolsó koordinátája 
egyenlő. így k=l esetén az ¡¡Ç̂ /• •'•'/X pontok egybeesnek, aminek alap-
ján, bár Q=0, nem clusterezhetők. Általában is, k>l esetén a pontok 
k-1 dimenzióban clusterezhetők jól, igy sikbeli clusterezéshez k=3 
kezdőértéket kell választani. Más szóval, ha valódi k-dimenziós clus-
tereket akarunk, akkor X sorait az u , ,.,.,u . vektorok adják,a 

—n~K n*™ x 
n-1 

minimum értéke pedig E X^ lesz. 
i=n-k 

Megjegyezzük, hogy a (2) mellékfeltétel helyett az 

X A X T = I k (5) 

mellékfeltétel is használható, ahol A tetszőleges nxn-es pozitiv dé-
finit mátrix. Ezzel a (4) kifejezés 

t 
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tr{ (XAVt ) [A-^S-AT-.V) 1(XAV*)T 

lesz. Itt az (5) mellékfeltétel miatt (x a'*)t oszlopai alkotnak or-
tonormált rendszert. A feladat megoldását most is a lemma alapján 
kapjuk, csak itt a a */2(s-AT ^ A ^ a /2 mátrix spektrálfelbontását kell 

- Yi 
elvégezni, a sajátvektorokat pedig a végén A -nel transzformálni. 

A modell alkalmazása 

A fenti modellt többszörös veleszületett rendellenességek vizs-
gálatára használtuk, ahol a hipergráf élei az újszülöttek, pontjai 
pedig a rajtuk születéskor megfigyelt rendellenességek voltak. Ese-
tünkben n=40, m=1186742 volt, de látni fogjuk, hogy Q értékét csak a 
legalább két rendellenességgel rendelkező gyerekek befolyásolják, akik 
száma 2762. Célunk a rendellenességek, és ezzel párhuzamosan a gyere-
kek clusterezése volt. 

Gráfunk incidenciamátrixa: 

a. . = 11 
1, ha az i-edik gyereken megfigyelték a j-edik 

rendellenességet; 
0, ha nem. 

(j=l,...,n; i=l,...,m). 
A gyerekek rendellenességeinek száma ¿=1,2,..., 7 lehetett,a 

pontosan í számú rendellenességgel rendelkező gyerekeket pedig " £-es 
csakok"-n*k neveztük. Ennek alapján a B mátrix a következő: 

2 • m a £ 
b . . = S . - £ 
33 3 t=1 t£ 

= (a j-edik rendellenességben szenvedő és legalább még egy 
rendellenességgel rendelkező gyerekek száma) 
(a j-edik rendellenességben szenvedő "2-es csakdk" sz:áma) 

2 

(a j-edik rendellenességben szenvedő: "7-es csakok" száma) 
7 

j=l,...,n ; 
m . a .«a. 

b .,=- E Ö . 
3 1 e=i h 

( az ( i , j) kombinációban szenvedő " 2-es csákók" száma) 
2 
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(az i, j • kombinációkban szenvedő "7-cs: Csákok" száma) _ • -j- • ' ~ 

(1 £ j < i á n), 

és B szimmetrikus. Látható tehát, hogy elég a legalább két rendelle-
nességgel rendelkező gyerekeket tekinteni, igy t^>l, (i=l,...,m). 
Mivel minden rendellenesség előfordul valamely gyereken, Sj>0 is 
igaz (j=l,...,n). (1) minimalizálásához az 

T T xsx = 
n 
l 
j=l 

= i, 

mellékfeltételt használtuk, ami a rendellenességek súlyozását jelen-
ti a megfelelő rendellenességgel rendelkező gverekek számával. 

Mivel a rendellenességeket a sikban akartuk clusterezni, k=3 
értéket választottunk. Az ábra azonban nem volt eléggé szemléletes: 
néhány rendellenesség-társulást sikerült ugyan elkülöníteni, a rend-
ellenességek többsége azonban egy csomóban maradt. Ennek a rendelle-
nességek heterogenitása lehet az oka, azaz hogy különböző gyerekmin-
tákon különböző módon jelentkeznek és társulnak. Ez adta az ötletet 
az un. több lemezes beágyazáshoz: 
Legyen l<u<m természetes szám, és osszuk a gyerekeket ennyi diszjunkt 
csoportra. /Esetünkben célszerű v t 3-10 között választani, ahány 
diszjunkt csoportot el tudunk különíteni./ Ezzel azt mondjuk, hogy 
a gyerekeket u lemezre rakjuk szét, de a 40 rendellenesség továbbra 
is szerepel mindegyik lemezen. Ha az t-edik lemezen levő gyerekek 

\ll) száma m», akkor A nxm^-es indicencia-mátrix. Ezzel a beágyazást 
minden lemezen végrehajtva a rendellenességek és a gyerekek képeire 
az í-edik lemezen az x ^ ̂  " i n 

U ) ill. y. , 1 m« pontokat 
kapjuk, melyek ténylegesen a sikban helyezkednek el. 
Ezután a gyerekeket ismét szétosztjuk a lemezek között, mégpedig ugy, 
ha áz i-edik gyereknek a j-.,... , j rendellenességei vannak, akkor ar-
ra a lemezre helyezzük, amelyre 

(.£) A A U ) 
X . + . . . + X . 

(-6) 

minimális /t-ben/. 
Ezzel a felosztással az előbbieket szóról szóra megismételjük. 

Nyilvánvaló, hogy minden gyerekre a (6) kifejezés i-ben való minimu-
ma az egyes iterációs lépések során monoton csökken. 
Az iteráció addig tart, amig ez az érték minden gyerekre egy éssze-
rűen választott K küszöb alá nem csökken. A többlemezes beágyazásra 
vonatkozó programfuttatások még folyamatban vannak. 


