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" HIPERGRAFOK EUKLIDESZI TERBE VALG BEAGYAZASA VELESZULETETT RENDELLE-
’ NESSEGEK CLUSTEREZESEHEZ
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MTA Szamitdstechnikai és Automatizaladsi Kutaté Intézet, MTA Matematikai
Kutatd Intézet

A modell

Legyen H egy hipergraf Pl”"’Pn pontokkal és GyreeesGy élekkel,

ahol az élek a pontok bizonyos részhalmazai. A hipergridfot megadhat-
juk egy nxm-es A indicenciamatrix-szal, melyre

1, ha P, € Gi'
ayy = ) j=1,e,n; i=1,...m .
AO, ha Pj ¢’Gif
Kerestink olyan Xj,...,X, € Eg &5 Y;,..v,¥, € E pontokat /ezek lesz-

nek a H hipergraf pontjainak ill, éleinek képei a k-dimenzids valés
euklideszi térbhen., melyekre -

m

- . - 1

Q=

|It1!'-$

minimalis, ahol k < min {n,m} eldre adott természetes szam. Azaz min-
den élre vesszilk az €l képének a tartalmazott pontok képeitdl vald
tavolsagénak négyzetét, és ezt 8sszegezzilk az &sszes élre, Megmutat-
juk, hogy a fenti célfiiggvény minimalizidlasira bizonyos mellékfelté-
telekkel explicit.-megoldas adhaté. Célunk k-t olyan "kicsinek" valasz-
tani, hogy az x;,...,x, ill. ¥;,.s.ry, pPOntok a k-dimenziés euklide-

szi térben j61 clusterezhetdk legyenek /pl. az ottani tavolsagok alap-
jéan/. o

4 feladet negotddaa

Vezessiik be a k&vetkezd Jeloleseket.
X—(Xl:--ux ) Y_ (Xll---lxrn)
a képvektorokat oszloponként tartalmazdé kxn-es ill. kxm-es matrixok.,
o
S= 2-. ’ 7 ahol Sj

3j3, (3=ls...im)

"
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- n X
™= . ‘. , ahol t; = E  a,., (i=1,...,m),

ji
. 3 l
(o] tm

Tegylk' fel, hogy t, > O, (i=1,.,..,m), azaz minden él tartalmaz pon-
tot, A pontok képeire tegyiik tovabbd a k&vetkezd kényszerfeltételt:

- (2)

(vagyis X sorai ortonormdlt rendszert alkotnak.)
A megoldashoz alakitsuk at a Q kifejezést:

'n m 2 " n m n -‘m

_ , o2 T '
Q= & = a..flx:l"+ & £ a,.lly; N~ -2 ¢ I a,, yi X, =
j=1 i=1 It "7I 7  g=1 4=1 IE T j=1 i=1 J* “*+ 7

n m s ) n m
2 3 2 T
= s.llx: 00"+ = €yl " -2 £ £ a,. yi x:.
j=1 37 =1t j=1 i=1 J+ T I

El8szdr rogzitsik az X (j=1,..s,n) vektorokat és fejezzik ki az
Y4 (i=1,..;,m)”vektorokat ezek segitségével! Ehhez derivadljuk a fen-
ti kifejezést y. szerint. A derivalt '

n.
2t.y.. = 2 © a..x.
e Lo 1 j=1 ji=j
lesz, amit zérussa téve
X =T T a-A.E-'_' i=l'ooo’m (3)
i ti d=1 Ji ]‘ _

adédik, azaz egy €1 képe az dltala tartalmazott pontok képének a suly-
pontja., Ezt visszairva Q kifejezésébe:

n " "2 m " “2 m o
Q= . s, lIx, + & ot flys -2 I yi t.y.
j=1 373 =1 77 j=1 ©+ i
. 2_ T 2 |
= B sollxgl - =g gyl (4)
j=1 5 125 i=1 3 Iz |
= tr (XSXT-yTY') = tr{x(s-AT'lAT) X7y,

ahol kihasznaltuk, hogy Y={XA’T"l

ta&lhatd.
» Tehdt a (4) kifejezést kell X oszlopai szerint minimalizélni a
(2) mellékfeltétellel. EbbGl Y oszlopai mar (3) szerint adédnak. Mi-

vel XT oszlopai ortonormé&lt rendszert alkotnak és az"S-AT_lAT matrix

a (3) 8sszefliggés miatt és T inver-
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1521mmetrikus, pozitiv szemidefinit, a feladat megoldasat a kovetkezo
lemma alapjan kapjuk-‘

Lemma: Ha B nxn-es szimmetrikus, pozitlv szemidefinit adott matrix,
Z pedig olyan nxk-as matrix (ksn adott egész), melynek oszlopai E n=-
ben ortonormalt rendszert alkotnak, akkor

n ‘ k
L Ay S tr(z BZ) S L N,
i=n-k+1 i=1

és a maximum /minimum/ olyan Z matrixra vétetik fel, mely a B matrix
k legnagyobb /legkisebb/ sajatértékéhez tartozd normdlt sajatvektort
tartalmazza oszlopaiban, ahol A, 2A 2...2kn20 a B matrix sajatértékei,

1 2
Igy B=S-AT lAT Z=X T jeldléssel az (1) kifejezés minimuma

n

As

i ’

z
i=n-k+1

u, jeldli a hozza-

juk tartozd normalt sajatvektorokat, akkor. a megoldast ado X matrix
sorait az 4o k+l,...,u vektorok alkotjak,

ahol ApZeeazr, @ B matrix sajitértékei. Ha ul,..;)u

-n

Megjegyezzgk, hogy a B matrix legklsebb sajatértéke 0 az

( F% Y ) "normalt sajatvektorral,
n n M. a.,a,, m ma., n
"Ui: g, b..=s.- ¢ g ——=== g a.,, - - 1 a, =0,
1=1 173 4 e e 1=1 = AR T
t
: '
.azaz B sorainak O6sszege 0. Igy
. N -
1 1, .
B(—Hlo--r—ﬁ) = 0,

amib®l az &llitas kdvetkezik,

Mivel az utolsé sajatvektor az'Cl,.;.,l)T vektor skalérszoroSa)
ez azt jelenti, hogy az’§i,.;g,§n képvektorok utolsd koordinataja

egyenld, Igy k=1 esetén az 51"';’5n pontok egybeesnek, aminek alap-

jan, bar Q=0, nem clusterezhetdk, -Altaldban is, k>1 esetén a pontok
k=1 dimenziéban clusterezhetdk jdél, igy sikbeli clusterezéshez k=3
kezddértéket kell vialasztani. Mas szdéval, ha valdédi k-dimenzids clus-
tereket akarunk, akkor X sorait az u _,s...,u _, vektorok adjéak, a
n-1
minimum értéke pedig b A lesz.
i=n-k
Megjegyezziik, hogy a (2) mellékfeltétel helyett az

T _ ,
X AX" =1 (5)
mellékfeltétel is hasznalhatd, ahol 4 ° tetszdleges nxn-es pozitiv de-

finit matrix., Ezzel a (4) kifejezés
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. - - -4, 4,
tr{(xa”) (6™ %(s-ar"1aT)a™ * 1 (xa” T
lesz. Itt az (5) mellékfeltétel miatt (x AT oszlopai alkotnak or-
tonormdlt rendszert. A feladat megoldas&t most is a lemma alapj&n
- - e
kapjuk, csak itt a A %(s-ar1aT) AT natrix spektralfelbontasat kell

elvégezni, a sajatvektorokat pedig a végén A %_nel transzformalni.

A modell alkalmazdsa

A fenti modellt t&bbszdrds velesziiletett rendellenességek vizs-
‘'gdlatdra hasznaltuk, ahol a hipergraf élei az ujsziiléttek, pontjai’
pedig a rajtuk szililetéskor megfigyelt rendellenességek voltak. Ese-
tiinkben n=40, m=1186742 volt, de latni fogjuk, hogy Q értékét csak a
legalabb két rendellenességgel rendelkezd gyerekek befolyasoljdk, akik
szama 2762, Célunk a rendellenességek, és ezzel paArhuzamosan a gyere-
kek clusterezése volt.

Grafunk incidenciamatrixa: -

1, ha az i-edik gyereken megfigyelték a j-edik

aji = rendellenességet;
0O, ha nemn.

(j=blllo.. In; i=.1"'."m)'

A gyerekek rendellenességeinek szama 4£=1,2,..., 7 lehetett,a
pontosan ¢ szdmu rendellenességgel rendelkezd gyerekeket pedig " § ~-es
csakok"-nak neveztiikk., Ennek alapj@n a B mdtrix a kdvetkezd:

- m e
o meate
33755 7,2

= (a j-edik rendellenességben szenvedd é&s legaldbb még egy
rendellenességgel rendelkezd gyerekek széma)

- (a j—edik rendellenességben szenvedd "2-es csakok"™ szama)

- (a j-edik rendellenességben szenvedd: "7-es csakok'" szima)

j=>llo-‘- 22
m. A.08.,
b_i=—' r -—J—zﬁ.—l_e-
_(az (i,) kombindciéban szenvedd "2-es csakok™ széma)
= —5

&
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;"(azﬂ iijjfkbmbinéciékbanrszenved6‘“7aes:csa."m'szama)
. . 7 - B "

(s j<1isn),

‘8s B szimmetrikus. Lathatd teh&t, hogy elég a legalabb két rendelle-
nességgel rendelkezd gyerekeket tekinteni, igy t;>1, (i=1,...,m).
Mivel minden rendellenesség eldfordul valamely gyereken, sj>0 is
igaz (j=1,...,n). (1) minimaliz&l4sahoz az

. n -

'XSXT = T

i=1

s, X xT =1

j =3=3 k
. mellékfeltételt haszndltuk, ami a rendellenességek sulyozasét jelen-
ti a megfeleld rendellenességgel rendelkezd gverekek szamaval,

Mivel a rendellenességeket a sikban akartuk clusterezni, k=3
értéket valasztottunk., Az &bra azonban nem volt eléggé szemléletes:
néhany rendellenesség-tarsulast sikeriilt ugyan elkiildniteni, a rend-
ellenességek tébbsége azonban egy csomdban maradt. Ennek a rendelle-
nességek heterogenitisa lehet az oka, azaz hogy kiilénb®zd gyerekmin-
takon kililénbdzd mdédon jelentkeznek és tarsulnak. Ez adta az Stletet
az un. tSbb lemezes bedgyazishoz: ,

Legyen l<u<m természetes sz&m, és osszuk.a gyerekeket ennyi diszjunkt
csoportra, /Esetilinkben célszerii v~t 3-10 k&z6tt valasztani, ahany
diszjunkt csoportot el tudunk kiiléniteni./ EzzZel azt mondjuk, hogy
a gyerekeket v lemezre rakjuk szét, de a 40 rendellenesség tovéabbra
is szerepel minde?y%k lemezen. Ha az {€-edik lemezen levd gyerekek

L

szama mi, akkor A""" nxmy-es indicencia-matrix. Ezzel a bedgyazéast
minden lemezen végrehajtva a rendellenességek és a gyerekek képeire
az QR-edik lemezen az .9 ) RNV S il1, Yy 1 oeeer ¥y pontokat
kapjuk, melyek ténylegesen a sikban helyezkednek el.

Ezuté&n a gyerekeket ismét szétosztjuk a lemezek kdzdtt, mégpedig ugy,
ha az i-edik gyereknek a jl,.;.,jp rendellenességei vannak, akkor ar-
ra a lemezre helyezziik, amelyre :
Yy - , W=1,...,v) (6)
P

minimalis /¢-ben/.

Ezzel a felosztdssal az elObbieket sz4rdl szdra megismételijiik.
Nyilvanvald, hogy minden gyerekre a (6) kifejezés L-ben vald minimu-
ma az egyes iterdcidés lépések soran monoton cs¥kken,

Az iteracid addig tart, amig ez az érték minden gyerekre egy éssze-
rien valasztott K kiisz8b alda nem cs&kken. A t8bblemezes beadgyazasra
vonatkozd programfuttatisok még folyamatban vannak.



