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Czdi Kohészati Uzemek és DOTE Egészségigyi Szervezési Intézet

Magzatok méhen belili sulygyarapodésénak egy matematikoi leirésa

Szondy Etelka és Szabé Zoltén

Ez a dolgozatunk az 5. Neumann Kollokviumon 1974-ben
elhangzott "Eloszlésfuggvények relativ ndvekményérSl és ennek or-
vostudoményi alkalmazéscirél" cimU elSadésnak (2) szerves folyta=
tésa. '

A magzatok méhen beltli sulygyarapodésa o 40. ill, 42,
terhességi hétig egy ndvekvd, folytonos és korlétos valészinuségi
eloszlasfiggvénnyel leirhaté.

A rendelkezéstnkre 6116 statisztikai adatokra - ¢ kaukézu-
si ujszUlottek hetenként megadott medién értékeire (3) - az azokat
a legkisebb négyzetek elve alopjén legjobban kozelitd és szempont-
jaink szerint legolkalmasabb eloszlésfuggvényt illesztjuk.

Pontosabban, ez az eloszlésfuggvény tobbek kozstt azzal a
tulajdonsédggal is rendelkezik, hogy ugynevezett "relativ ndvekmé-
nye" és az. empirikus adatokbsl szémolt relativ névekmény ugyano-
lyan monotonitési tulajdonséggal rendelkezik.

A relativ novekmény figgvény (RNF) definiciéjo és tulajdon- '
sagai :

Tegyuk fel, hogy oz y = F(x) eloszlésfuggvény (EF) értelme-
zési tartomdnyéban kétszer differenciélhats és 0 < F(x) <1 .

A h_(x) RNF-t valomely 9 >0 rogzitett valés szém esetér
az F(x) fuggvény segitségével a kovetkezd médon definidljuk «1*:

_F(x+ &) - F(x)
he) = = TER




- 592 -

1. ébra

Ha teh&t valamely eloszlésfiggvény egy ndvekedési fo-
lyamatot ir le, akkor az ebbdl szérmaztotott RNF jelenti egy
adott id8intervallumban mért novekedésnek az intervallum kez-
detén még hdtralévd ossznsvekedéshez viszonyitott arényat, az-
az a novekedés relativ vdltozését az adott intervallumban,

Az RNF novekvd, ill. cstkkend tendencigjénak vizsgé-
lata a ktvetkezdkben alapvetd fontosségu. Ezen vizsgélatokhoz
szUkséges oz alébbi

Lemma (2):

Az F(x) < 1 kétszer differencislhaté eloszlésfiggvény-
hez rendelt
‘ Fix + ) = F(x)
1 - F(x)

he(x) =

RNF szigoruan monoton ndvekvd (cstkkend) voltéhoz szukséges és
elégséges a kovetkezd két egyenldtlenség bérmelyikének a telje-
stlése:

(log 1 -Fi) ) <0 /1/
[>]
1 - Fx) -F'() < F2(x) /2/

[>]
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def "
A ,1, (x) - [] - F(X);[" F (X)] (Fl (X) % O‘I

F'"(x)

jelolést bevezetve a lemma /2/ allitésa o ¥ (x) £ 1
egyenl8tienséggel ekvivalens. >]

Példét adunk olyan eloszlésfiiggvényekre, melyekhez tar-
toz6 RNF-ek kilonbsz8 monotonitési tulajdonségokkal rendelkez-
nek.

I. Szigoruan monoton novekvd RNF tartozik a kovetkezd

EF-ekhez:

1. Egyenletes eloszlés
2. Normélis eloszlas
3. Logisztikus eloszlés

0 x = (0 5
4, F(x) = { sin x 0< x< L
2
] T
X;—f
0 x <in(2 -V3)
5. F(x) = { 2-ch x In (2-V3) <x <0
1 x =0
0 x <1
6. F(x) = {in x 1 <x <e
1 x=e
0 xé-%—
7. F(x) = f]gx+1 --j—f-<x<0
x =0

8. Barmely konvex eloszlasfiggvény-ivhez.

Il. Monoton csckkenéd RNF tartozik az
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1
1 - ] £ xoo
:E (k=1 valés szém)

4] x < 1

eloszlasfiggvényhez.

Ill. Konstans RNF tartozik az exponencidlis eloszléshoz, és
csak ehhez,

IV. Csokkend, konstans, ill. novekvd RNF-el rendelkezik

-2 x*

az F(x) =1 - e (L, x>0, 0 <x<e)
eloszlés az £ paraméter értékétdl fuiggben:

0 <L < i esetén csokkend
ha o = 1 akkor konstans

és KL = 1 esetén novekvd a RNF,

V. Novekvd majd csoskkend RNF tartozik a kovetkezd elosz-
lashoz :

max{\+c[—%+%crcfgx], 0} (e=1)

VI. Csokkend, majd novekv8 RNF-el rendelkeznek oz aldbbi
eloszlésfuggvények :

x & =1
1. F(x) = {1 - x 1< x <0
] x=0

0 x< 0
2. F(x) = 1x 0 < x <1
1 x =

Az éllitésok helyessége o lemma alapjén a megfeleld Y (x)
fuggvények vizsgélatéval igozolhats (1,2).
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Itt a RNF-ek &t monotonitési tulajdonségat soroltuk fel.
Arra a kérdésre, hogy az eloszlésfuggvények a RNF-ek fent
emlitett tulajdonségai alapjén osztalyozhaték-e, mint tudjuk (2),
a vélasz nemleges, ugyanis b&rmilyen RNF~hez konstruélhaté o-

lyan eloszlasfiggvény, melyhez az adott tulajdonsdgu RNF tarto-
zik.

A modell kivélasztéasa

Rendelkezésinkre élitak a kaukézusi ujszulottek sulyérté-
keinek mediénjai o 24-42, terhességi hetek vonatkozéséban (1.
téblazat).

Terhességi hét Fiuk Lényok Osszes adat
medidnja medidnja medidnja

24 830 760 840

25 880 845 880
26 - 965 - 335 - 955
27 1080 1035 1045
28 1205 ll4o . 1150
29 1330 1255 1270
30 1465 1380 1395
31 16o0" 1515 1540
32 1760 1675 1715
33 1970 1875 1920
34 2220 2155 2200
35 2520 2410 2485
36 2745 2630 2710
37 2930 2800 2900
38 : 3080 2940 3030
39 3200 3060 3140
40 3290 3160 3230
41 3330 321o 3290
42 3330 3210 3300

1. téblézat

Kiszémitottuk (gépi program segitségével) az adott sorok-
hoz tartozé relativ novekmény-értékeket (2. téblézat). Tekintet-
tel arra, hogy az RNF-értékek monoton ndvekvd sorozatokat al-
kotnak mindhéronr esetben, a modellezéshez természetesen csak
monoton ndvekvd RNF-el rendelkezd eloszlésfuggvényt vélasztha-
tunk (I. EF osztély). Ha a sulyodatokat a terhességi hetek fuggvé~
nyében Descartes-féle koordinéta rendszerben &brézoljuk, léthat-
juk, hogy a ndvekedési folyamat egy (alulrél) konvex, majd kon-
kav ivvel rendelkezik,



Relativ_ndvekmények:
Fiuk redidnja: ©.6200
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0.0347

0.0486

0.,0556

0.,0588

Qe0675 0.0724 0.0925 0,1338 0.1838
02703 002778 043162 0,3750 0.4800
0.63923 1,000

Lényok medidnja:0.0347 0.0381 0.0440 0.0483 0,0556

0.0639 0.0738 040944 0,1303 0.2097
02417 062750 002931 0,3415 004444
06667 I,000

Oszzes adat

mediénja : 0:0163 0.0310 000384 00,0466 0,0558
0.0616 0.0761 0.0994 0,1293 0,2029
0.2591 00,2761 003220 0.3250 0,4074
005625 0.8571 1,000

2. téblézat

lgy az . csoportba tartozé, dltalunk vizsgélt valészinuségi el-
oszlésok kozul csak o normélis és logisztikus eloszlas johet szé-
mitésba. "

Mivel a normélis eloszlésfuggvény eldallitésa rendkivul
munkaigényes (szémitGsa numerikus integrélést igényel), ezzel
szemben a logisztikus eloszlés egyszerii képlettel szémithats (j6l-~
lehet mindkét eloszlds esetében szikség van a - példéul sorfej~-
téssel vagy Csebisev-kozelitéssel szémithaté - exp(x) fuggvényre),
ezért az utébbi eloszlés latszott legalkalmasabbnak :

]
- F(X)= - ! xe(-mlm)
1 +e

Az x fuggetlen véltozé (-M(x-A) alaku) lineéris transzfor-
méciéja - mint tudjuk - az RNF monctonitését nem befolyésolja.
1

e-M(x—A) ’ M =0

Az Fix, A,M) =
' 1 +

logisztikus eloszlasfuggvény illesztését a mellékelt program segitsé-
gével  a legkisebb né yzetek médszere alapjén hajtottuk végre, azoz
az A és M paramétereket gépi program segitségével ugy hatéroztuk
meg, hogy a :
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42 2

0<QAaM =3 | [y, - Fox, AM)
i=24

négyzetdsszeg minimdlis legyen.

Az optimélis A és M paraméterértékek meghatérozésa
a kovetkezdképpen tortént,

Az 1, téblézat, ill. a.kapcsolatos grafikon alapjén
intuitiv médon megvélaosztott Ao és M':> koordinatékkal rendel-

kezd8 pontokhoz, tovébbé az (Ao-h, 0,9 Mo) (Ao-h, l,lMo)
(Ao+h, 0,9 Mo) (A°+h, 1,1 Mo) sikbeli pontokhoz tartozé Q

értékek kozul a legkisebbet kivalasztottuk., Ha ezen minimadlis
értékhez tartozé pont nem (A M ) volt, akkor ezen pontot

vélasztivk a kdvetkezd "féglalop-cenfrumnak" (jelsljuk: (A M,),
1
és megusmetehuk a fentebbi lépést.

Ha a minimélis Q érték az (Ao"Mo) ponthoz tartozott,

akkor ezen pont koré irt téglalap méretét csvkkentjuk oly médon,
hogy h értékét 0,6-szeresére csdkkentjiok. Ezt o minimumkeresd
eljérést akkor tekintjuk befejezettnek, ha h értéke minordl egy
eldre megadott, elég kicsiny pozitiv értéket.

Az ODRA-1204 szémitégépre ALGOL-1204 programnyelven
irt eloszlésfuggvény-illeszté programunk a kdvetkezd:

begin
comment eloszldasfiliggvény-illesztés;
real N,x,y,h,X1,Yl,e;
integer k,j,lepsz,i,n;
array p,g[1:20];
real procedure F(c,M,A);
real c,M,A;
:=1.0/(1.0+exp(A*(M~c)));
real procedure f(Ml,Al);
value M1,Al;
.I‘_ee.l.ﬁl,él;
begin
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for j:=1 step 1 until n do
fi=fi+(g[j]-F(p[J],m1,A1))¢2;
f:=fi;

end f;

real procedure KIV(X,Y,H,X1,Y1);
value X,Y,H;

real X,Y,H,X1,Y1;

esin

:

Zi:=X-H;

22 :=X+H;
Z10%=0,9*Y;
220:=1,1%y;
Z:=W[1]:=£(X,¥);
KK:=1;

w2 :=r(21,210);
S W[3] :=£(22,210);
W[4] :=£(21,220);
W[5) :=£(22,220);
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for K:=2 gtep 1 until 5 do
if z=w[Kk]

Y1:=Y;
go to L;
S2:X1:=21;
Y1:=210;
go to L;

S3:X1:=22;
Y1:=210;
go to L;

S4:X1:=21;
Y1:=220;
go to L;

S5:X1:=22;
Y1:=220;

L:end KIV;

KEZD:
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read(n,HN);

format('?1.,123 1.123 1,123 1,123 1,123 ');

if N=<0

then go to Hj

for k:=1 step ! until n do
 begin

glk] :=inreal/n;

if g|k]<0.0Vg|k]=>1.0

then go to Hj

print(g[k] );

end;

go to T;
H:

begin

print('adathiba');

go to VIEG

®
o7

nd,

T:
for j:=1 gtep 1 until n do
read(p[j]);

read{x,y,h,lepsz,e);

for 1:=1 gstep ! until lepsz do -

begin
KIV(x,y,h,X1,Y1); >
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KIV(x,y,h,X1,Y1); |
format('?12.345 1.,12345 <£i=123.,1234%');
print(X1,Y1,£(X1,¥Y1));

VEG: end

Ezen programbon szerepel néhény segédeljérés, melyek a
kovetkezd felodatokat végzik el:

- a statisztikai megfigyelések monoton ndvekvd, nem-
negativ szémértékeibdl (esetinkben a kulonbszd terhességi hetek-
 ben szuletett ujszulsttek sulyértékeinek medidnjaib6l) norméléssal
empirikus eloszlésfuggvényt készit.
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- Az F azonositéju valés tipusu fuggvényeljéréson
belil egy adott (esetunkben logisztikus) két paraméteres (teo-
retikus) eloszlésfuggvény értékeit szémolja ki ugyanazon pon-
tokban, ahol a statisztikai megfigyelési értékeket is megadtuk.
(Az F természetesen kicserélhetd tetszSleges egyvéltozés, két
paraméteres EF szdmitdséra szolgdlé fuggvényeljérésra.)

- Az eldbbi két eloszlasfuggvény eltéréseinek négy-
zettsszegét hatérozza meg az f (M1, Al) valés tipusu fuggvény -
eljérésban, '

o - Véltoztatjuk (adott h lépéskozzel) az eloszlésfugg-
vény mindkét paraméterét, s kivélasztjuk azt, ahol oz eltérések
négyzetdsszege a legkisebb.

Az input adatok lyukszalagrsl keriilnek beolvasésra. Az
adatok gépelési sorrendje:

- a minta nagységa (n),
a maximélis mintaelem (N),
ndvekvd sorrendben a megfigyelt statisztikai ada-

tok (y.),
a meg#elelé’ abszcissza-értékek (pi),

- az adott eloszlasfiggvény két paraméterének kezdd
értéke (x,y),

- a maximélis lépésszém (lepsz),

a kozelités pontosséga (e).

Az output adatok:

az l-re normdlt statisztikai értékek, tovabbé
az eloszlasfiggvény optimélis paraméterei, és
oz ezekhez tartozé négyzetdsszeg.

A logisztikus eloszlasfuggvénnyel az illesztést ugyanazon
3 kezddérték-paraméterpérbsl kiindulva végeztuk el mindhérom e-
setben,

: A megfigyelés® sulyok medianjai 1-re normélt értékeire, to-
vabbé o fenti értelemben legjobban illeszkedd logisztikus EF-ek A
és M porométereire, volamint Q négyzettsszegeire programunk a 3,
téblézatbon 16thaté eredményeket szolgéltatta,
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Egyre normalt statisztikai adatoks

Fiuk mediinjas 0,249 06264 0,290 0,324 0.362
0,399 0.440 0.480 0,529 0.593
0,667 0.757 0.824 0.880 0.925
0,961 0.988 1.000

Lényok medidnjas 06237 0,263 0.291 0e322 06355
06391 04430 0.472 0.522 0.584
0,671 0.751 0,819 0.872 0,916
0953 0.984 153000 ‘

Osszes adat

mediinja 04255 04267 0.289 0,317 0.348
04385 04423 0.467 0,520 0.582
0,667 0,753 04821 0.879 0,918
0,952 04979 0.377 1,000

i & M A Q

Piuk medidnja s 30,333 31l.13 0.31 046623

1.
30.5 0.55 30e7 044 0.2445
O.

0

5
30.85 4 30.69 0.224 0s0912
Linyok medidnja: 30433 1.0 31.13 0.81 0.6706
v 30‘5 0055 31.3 0.44 0.2224
30,85 0e¢4 3069 0.324 0.,0891

Osszes adzt

mediénja : 30.33 31013 0.81 ) 0.7074

1.0
30.5 0.55 307 0.44 0.2709
30.85 0.4 30,69 04324 0.0946

3. tablézat

Mivel az elidrés konvergenciéja meglehetdsen lassu, o Q
értékeibdl is léthatjuk, hogy az Ao’ Mo kezdértékek megvélasz-

tésa nagymértékben befolyésolja az eredményeket,

, Amennyiben feltételezzuk, hogy a 24. - 42, terhességi he-
tekben vilégra jott ujszulsttek szuletési sulyainak median értékei
huen tukrézik a magzatok infrauterin sulygyarapodési folyamatét, a
fenti meggondolésok és numerikus eredményeink alapjén a legkisebb
\
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négyzetssszeghez, a
0,0912, ill, 0,0891, 0,0946-hoz

tartozé - érdekes médon mindhdrom esetben azonos - A, M
értékpér éltal meghatérozott

1
0,324(30,89 -

F{x) =
1+

logisztikus eloszlasfiiggvényt tekinthetjuk az ujszulsttek sulyé-
nak gyarapodasét "legjobban" leiré valészinuségi modelinek.

A normdélis és logisztikus modellek Gsszevetése tovabbi
vizsgélatok térgyat képezi.
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