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Czd i Kohászati Üzemek és DOTE Egészségügyi Szervezési Intézet 

Magzatok méhen belül? súlygyarapodásának egy matematika? leirása 

Szondy Etelka és Szabó Zoltán 

Ez a dolgozatunk az 5. Neumann Kollokviumon 1974-ben 
elhangzott "Eloszlásfüggvények relatív növekményéről és ennek or-
vostudományi alkalmazásairól" cimü előadásnak (2) szerves folyta-
tása. 

A magzatok méhen belül? súlygyarapodása a 40. ¡11. 42. 
terhességi hétig egy növekvő, folytonos és korlátos valószínűségi 
eloszlásfüggvénnyel leírható. 

A rendelkezésünkre álló statisztikai adatokra - o kaukázu-
si újszülöttek hetenként megadott médián értékeire (3) - az azokat 
a legkisebb négyzetek elve alapján legjobban közelítő és szempont-
jaink szerint legalkalmasabb eloszlásfüggvényt illesztjük. 

Pontosabban, ez az eloszlásfüggvény többek között azzal a 
tulajdonsággal is rendelkezik, hogy úgynevezett "relativ növekmé-
nye" és az empirikus adatokból számolt relativ növekmény ugyano-
lyan monotonitás! tulajdonsággal rendelkezik. 

A relativ növekmény függvény (RNF) definiciója és tulajdon-
ságai : 

Tegyük fel, hogy az y = F(x) eloszlásfüggvény (EF) értelme-
zési tartományában kétszer differenciálható és 0 ^ F(x) X . 

A hp(x) RNF-t valamely 0 rögzített valós szám esetén 
az F(x) függvény segítségével a következő módon definiáljuk < 1x: 

, 4 _ F(x+ (T) - F(x) 
f — — 
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1. ábra 

Ha tehát valamely eloszlásfüggvény egy növekedési fo-
lyamatot ir le, akkor az ebből származtatott RNF jelenti egy 
adott időintervallumban mért növekedésnek az intervallum kez-
detén még hátralévő össznövekedéshez viszonyított arányát, a z -
az a növekedés relatív változását az adott intervallumban. 

Az RNF növekvő, ¡11. csökkenő tendenciájának vizsgá-
lata a következőkben alapvető fontosságú. Ezen vizsgálatokhoz 
szükséges az alábbi 

Le m ma (2): 

RNF szigorúan monoton növekvő (csökkenő) voltához szükséges és 
elégséges a következő két egyenlőtlenség bármelyikének a te l je-
sülése : 

Az F(x) ^ 1 kétszer differenciálható eloszlásfüggvény-
hez rendelt 

. F f * J ) - F M 
r ' í - F(X) 

H 
(log 1 - F(x) ) < 0 

1 - F ( x ) - F " ( x ) < F / 2 ( X ) / 2 / 
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A '-r (x) = 
d e f [ l - F ( x ) ] [ - F " ( x ) ] 

F ' 2 ( X ) 

(F'(x) / 0 ) 

jelölést bevezetve a lemma / 2 / állítása a VY (x) 1 
egyenlőtlenséggel ekvivalens. [ L ] 

Példát adunk olyan eloszlásfüggvényekre, melyekhez tar-
tozó RNF-ek különböző monotonitás! tulajdonságokkal rendelkez-
nek. 

I. Szigorúan monoton növekvő RNF tartozik a következő 
EF-ekhez: 

1. Egyenletes eloszlás 
2. Normális eloszlás 
3. Logisztikus eloszlás 

í ° 
4. F(x) = j sin x 

l 1 

x — 0 

0 < 
. ^ r 

/ í r 

5. F(x) = 
0 
2 - ch x 
1 

x ^ ln(2 -1Á3) 
In ( 2 -1 /3 ) < x < 0 
x ^ 0 

6. F(x) = 
0 
in x 

x 
1 < X -Ce 
x X e 

0 
7. F(x) = \ tg x + 1 

x — — ff 

- X < x < 0 
4 

x ^ 0 

8. Bármely konvex el oszlásfüggvény- ívhez. 

II. Monoton csökkenő RNF tartozik az 
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m -
1 

" T 
x 

F(x) = _ 

1 — x' 

X < 1 

(k ^ 1 valós szám) 

eloszlásfüggvényhez. 

I I I . Konstans RNF tartozik az exponenciális eloszláshoz, és 
csak ehhez. 

IV. Csökkenő, konstans, ¡11. növekvő RNF-el rendelkezik 

az F(x) = 1 - e " A x * (oC, X > 0, 0 < x < - ) 

eloszlás az oC paraméter értékétől függően: 

0 ^ oC ; esetén csökkenő 

ha oL = 1 akkor konstans 

es oC > 1 esetén növekvő a RNF. 

V . Növekvő majd csökkenő RNF tartozik a következő elosz-
láshoz! 

max í 1 + c 
1 1 
2 + ^ arc tg x 0 ( c S - 1 ) 

V I . Csökkenő, majd növekvő RNF-el rendelkeznek az alábbi 
el oszi ásf ügg vények: 

1. F(x) = 

2. F(x) = jvx 

x ^ - 1 
- 1 < x < 0 
x ^ 0 

X' — 0 
0 < x < 1 
x ^ 1 

Az állitások helyessége a lemma alapján a megfelelő Y (x) 
függvények vizsgálatával igazolható (1 ,2 ) . 
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Itt a RNF-ek öt monotonitási tulajdonságát soroltuk fel . 
Arra a kérdésre, hogy az eloszlásfüggvények a RNF-ek fent 
említett tulajdonságai alapján osztályozhatók-e, mint tudjuk (2), 
a válasz nemleges, ugyanis bérmilyen RNF-hez konstruálható o -
lyan eloszlásfüggvény, melyhez az adott tulajdonságú RNF tarto-
z ik . 

A modell kiválasztása 

Rendelkezésünkre álltak a kaukázusi újszülöttek sulyérté-
kéinek mediónjai a 24-42. terhességi hetek vonatkozásóban (1. 
táblázat). 

Terhességi hét Fiuk Lán.yok Összes adat 
medián.ja médián .ja. medián.ia 

24 8 3 0 7 6 0 8 4 0 

25 88o 845 8 8 0 

26 965 935 955 
27 lo8o lo35 lo45 
28 12o5 114o 115o 
29 133o 1255 127o 
3o 1465 138o 1395 
31 l6oo 1515 154o 
32 176o 1675 1715 
33 197o 1875 192o 

34 222o 2155 22oo 

35 252o 241o 2485 
36 2745 2 6 3 0 271o 
37 293o 28oo 29oo 
38 3o8o 294o 3o3o 

39 32oo 3 0 6 0 314o 
4o 329o 316O 323o 
41 333o 321o 329o 
42 333o 321o 33oo 

1. táblázat 

Kiszámítottuk (gépi program segítségével) az adott sorok-
hoz tartozó relatív növekmény-értékeket (2. táblázat). Tekintet-
tel arra, hogy az RNF-értékek monoton növekvő' sorozatokat a l -
kotnak mindhárom- esetben, a modellezéshez természetesen csak 
monoton növekvő' RNF-el rendelkező' eloszlásfüggvényt választha-
tunk ( I . EF osztály). Ha a súlyadatokat a terhességi hetek függvé-
nyében Descartes-féle koordináta rendszerben ábrázoljuk, láthat-
juk, hogy a növekedési folyamat egy (alulról) konvex, majd kon-
káv ivvel rendelkezik. 
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R e l a t í v növekmények; 

Fiuk rrediánja: 0.0200 0c0347 0.0486 0 , 0 5 5 6 0 , 0 5 8 8 

0,0675 0,0724 0 , 0 9 2 5 0 , 1 3 3 8 0 . 1 8 3 8 
0.2703 0,2778 0 . 3 1 6 2 0 . 3 7 5 0 0 . 4 8 0 0 
0.6923 1.000 

L á n y o k medián;ia:0.0347 0.0381 0 . 0 4 4 0 0 . 0 4 8 3 0 . 0 5 5 6 

0.0639 0.0738 0 . 0 9 4 4 0 . 1 3 0 3 0 . 2 0 9 7 
0.2417 0.275o 0 . 2 9 3 1 0 . 3 4 1 5 0 . 4 4 4 4 
0.6667 1.000 

Összes adat 
m e d i á n j a 0.0163 

0,0616 
0.2591 
0.5625 

0.0310 
0 . 0 7 6 1 
0 . 2 7 6 1 
0.8571 

0.0384 
0.0994 
0.3220 
1 . 0 0 0 

0.0466 
0 . 1 2 9 3 
0 . 3 2 5 0 

0 . 0 5 5 8 
0 . 2 0 2 9 
0 . 4 0 7 4 

2. táblázat 

Igy az I. csoportba tartozó, általunk vizsgált vaiószinüségi e l -
oszlások közül csok a normális és logisztikus eloszlás jöhet szá-
mi tásba. 

Mivel a normális eloszlásfüggvény előállítása rendkívül 
munkaigényes (számítása numerikus integrálást igényel), ezzel 
szemben a logisztikus eloszlás egyszerű képlettel számitható ( jól -
lehet mindkét eloszlás esetében szűkség van a - például sorfej-
téssel vagy Csebisev-közelitéssel számitható - exp(x) függvényre), 
ezért az utóbbi eloszlás látszott legalkalmasabbnak: 

F(x) = ' x e ( - < * = , ) 
1 + e 

Az x független változó ( - M ( x - A ) alakú) lineáris transzfor-
mációja - mint tudjuk - az RNF monotonitását nem befolyásolja. 

Az F(x, A , M ) = . ¿ ( x . A ) , M > 0 
I + e 

logisztikus eloszlásfüggvény illesztését a mellékelt program segítsé-
gével.a legkisebb négyzetek módszere alapján hajtottuk végre, azaz 
az A és M paramétereket gépi program segítségével ugy határoztuk 
meg, hogy a 
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42 2 
0 — Q ( A , M ) = Y Z 7- " A ' M ) J 

i=24 1 1 

négyzetösszeg min imál is legyen. 

A z opt imál is A és M paraméterértékek meghatározása 
a következőképpen tör tén t . 

A z 1 . t áb láza t , i l l . a .kapcsola tos gra f ikon a lap ján 
i n t u i t í v módon megválasztot t A és M koord inátákka l rende l -

o o 
k e z ő pontokhoz, továbbá az (A - h , 0 , 9 M ) (A - h , 1 , 1 M ) 

o o o o 
(A + h , 0 , 9 M ) (A + h , 1 ,1 M ) s íkbel i pontokhoz tar tozó Q 

o o o o 
ér tékek közü l a legkisebbet k i vá lasz to t tuk . Ha ezen minimál is 
értékhez tar tozó pont nem (A , M ) v o l t , akkor ezen pontot 

o o 
választ juk a köve tkező " tég la lap, -cent rumnak" ( j e l ö l j ü k : 
és megismétel jük a fen tebb i lépést. 

Ha a min imál is Q érték az (A , M ) ponthoz ta r tozo t t , 
o o 

akkor ezen pont köré i r t tég la lap méretét csökkent jük o l y módon, 
hogy h értékét 0 ,ó-szeresére csökkent jük . Ezt a minimumkereső 
e l járást akkor t ek i n t j ük be fe jeze t tnek , ha h értéke minőről e g y 
e lőre megadott , e lég k ics iny poz i t í v é r téke t . 

Az ODRA-1204 számitógépre A L G O L - 1 2 0 4 programnyelven 
ir t e l oszlásfügg vény - i l l e sz tő programunk a köve tkező : 

b e g i n 

c o m m e n t e l o s z l á s f ü g g v é n y - i l l e s z t é s ; 

r e a l N , x , y , h , X l , Y l , e ; 

i n t e g e r k , j , l e p s z , i , n ; 

a r r a v p . g [ i : 2 0 ] : 

r e a l p r o c e d u r e F ( c , M , A ) ; 

r e a l c,M,A; 

F : = 1 . 0 / ( 1 . 0 + e x p ( A * ( M - c ) ) ) ; 

r e a l p r o c e d u r e f ( M l , A l ) ; 

v a l u e M l , A 1 ; 

r e a l M l , A 1 ; 

b e g i n 
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r e a l f i ; 

fi:=OoO; 

for j : = 1 step 1 u n t i l n do 

f i : = f i + ( g [ j ] - F ( p [ j ] , M 1 , A1 ) )t 2 ; 

f : = f i ; 

end f ; 

r e a l procedure KIV(X,Y,H,X1,Y1); 

value X,Y,H; 

r e a l X,Y,H,X1 ,Y1 ; 

begin 

r e a l array Y/[1 :5] ; 

r e a l Z,Z1,Z2,Z10,Z20; 

integer K,KK; 

switch S :=S1 ,S2 ,S3 ,S4 ,S5 ; 

Z1:=X-H; 

Z2:=X+H; 

Z10 t=0 .y*Y; 

Z20:=1o1*Y; 

Z:=W[l] : = f ( X , Y ) ; 

KK:=1; 

W[2] : =f (Z1 ,Z10) ; 

V/[3] : = f (Z2 ,Z1 0 ) ; 

W[4] : =f (Z1 ,Z2 0 ) ; 

W[5] : = f (Z2 ,Z20) ; 
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f o r K :=2 a tep 1 u n t i l 5 do 

i f Z>V/[ifl 

t h e n 

bejgin 

Z : = W [ K ] ; 

KK:=K; 

end ; 

£0 t o S[KK] ; 

S 1 : X 1 : = X ; 

Y1 :=Y; 

go t o L : 

S 2 : X 1 : = Z 1 ; 

Y1 :=Z10 ; 

go t o L ; 

S 3 : X 1 : = Z 2 ; 

Y1 :=Z10 ; 

go t o L ; 

S 4 : X 1 : = Z 1 ; 

Y1 :=Z20 ; 

go t o L ; 

S 5 : X 1 : = Z 2 ; 

Y1 ;=Z2 0; 

L : e n d K IV ; 

KEZD: 
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read(n,M); 

formati '71»123 1.123 1.123 1.123 1 .123 ' ) ; 

i f N<0 

then go to H; 

for k: = 1 step 1 u n t i l n do 

begin 

g[k] := inreal /N; 

i f g[k]«=0„OVg[k]>1.O 

then go to H; 

print (g[k] ) ; 

end; 

go to T; 

begin 

print (* adathiba ' ) ; 

go to VEG 

end; 

for j :=1 step 1 u n t i l n do 

r e a d ( p [ j ] ) ; 

r e a d < x , y , h , l e p s z , e ) ; 

for i : = 1 step 1 u n t i l lepsz do 

begin 

KIV(x ,y ,h ,X1 ,11) ; 
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i f x=xi A 

then 

begin 

h : = 0 . 6 * h ; 

i f h<e 

then go to OUT 

end 

end; 

OUT: 

x :=X1; y :=Y1; 

h : = 0 . 6 * h ; 

KIV(x,y ,h,X1,Y1) ; 

format(»712.345 1.12345 f i = 1 2 3 . 1 2 3 4 ? » ) ; 

p r i n t ( X 1 , Y 1 , f ( X 1 , Y 1 ) ) ; 

VEG: end 

Ezen programban szerepel néhány segédeljárás, melyek a 
köve tkező fe ladatokat végz ik e l : 

- a s ta t isz t ika i megfigyelések monoton növekvő, nem-
negat iv számértékeiből (esetünkben a kü lönböző terhességi he tek -
ben születet t ú jszülöt tek sulyér tékeinek medián ja ibó l ) normálással 
empir ikus eloszlásfüggvényt kész i t . 
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- A z F azonosi tó ju valós t ipusu függvénye i járáson 
be lü l egy adot t (esetünkben logiszt ikus) ké t paraméteres ( teo -
ret ikus) eloszlásfüggvény ér téke i t számol ja k i ugyanazon p o n -
tokban, ahol a s ta t isz t ika i megf igyelési é r tékeke t is megadtuk . 
(Az F természetesen kicserélhető' tetszőleges egyvá l tozós , ké t 
paraméteres EF számítására szolgáló függvénye l já rás ra . ) 

- A z e lobb i két e loszlásfüggvény e l térése inek n é g y -
zetösszegét határozza meg az f ( M l , A l ) . valós t ipusu f ü g g v é n y -
el járásban. 

- Vá l t oz ta t j uk (adott h lépésközzel ) az e losz lás függ-
vény mindkét paraméterét , s k i vá lasz t j uk a z t , aho l az e l térések 
négyzetösszege a legkisebb. 

A z input adatok lyukszalagról kerü lnek beolvasásra. A z 
adatok gépelési sorrendje: 

- a minta nagysága (n) , 
- a maximál is mintaelem ( N ) , 
- növekvő' sorrendben a meg f igye l t s ta t i sz t i ka i a d a -

tok (y ) , 
- a megfelelő' abszcissza-értékek (p. ) , 

- az adot t eloszlásfüggvény ké t paraméterének kezdó' 
értéke ( x , y ) , 

- a maximál is lépésszám ( lepsz), 
- a közel í tés pontossága (e) . 

A z output ada tok : 

az l - r e normált s ta t i sz t i ka i é r t ékek , t ovábbá 
az eloszlásfüggvény opt imál is paramétere i , és 
az ezekhez tartozó négyzetösszeg. 

A logiszt ikus eloszlásfüggvénnyel az i l lesztést ugyanazon 
3 kezdó'érték-paraméterpárból k i i n d u l v a végeztük e l mindhárom e -
setben. 

A megf igyelés ' sulyok med ián ja i l - r e normál t é r t éke i r e , to-
vábbá a fen t i ér te lemben legjobban i l l e szkedő log iszt ikus EF-ek A 
és M paramétere i re, va lamint Q négyzetösszegei re programunk a 3 . 
táb láza tban látható eredményeket szo lgá l t a t t a . 
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Egyre normált statisztikai adatok: 

Fiuk mediánja: 

Összes adat 
mediánja 

0.249 0.264 0.290 0,324 0.362 

0.399 0.440 0.480 0.529 0.593 
0.667 0.757 0.824 0.880 0.925 
0.961 0.988 1 . 0 0 0 

0.237 0.26 3 0.291 0.322 0.355 

0.391 0.430 0.472 0.522 0.584 

0.671 0.751 0.819 0.872 0.916 

0.953 0.984 ljOOO 

0.255 0.267 0.289 0.317 0.348 

0.385 0.423 0.467 0.520 0.582 

0.667 0.753 O/i'821 0.879 0.918 

0.952 0.979 0 . 3 5 7 1 . 0 0 0 

LI A M Q 

Fiuk mediánja : 30,333 1.0 31.13 0.31 0.6623 
30.5 0.55 30.7 0.44 0.2445 
30.85 0.4 30.69 0.324 0.0912 

Lányok mediánja: 30.33 1.0 31.13 0.81 0.6706 
3o.5 0.55 31.3 0.44 0.2224 
30.85 0.4 30.69 0.324 0.0891 

Összes adat 
mediánja : 3o.33 1 . 0 31.13 0.81 0.7074 

30.5 0.55 30.7 0.44 0.2709 
30.85 0.4 30.69 0.324 0.0946 

3. táblázat 

M ive l az el járás konvergenciája meglehetősen lassú, a Q 
értékeiből is l á tha t juk , hogy az A , M kezdőértékek meqválasz-

o o 
tása nagymértékben befolyásol ja az eredményeket. 

Amennyiben fe l té te lezzük , hogy a 24. - 42. terhességi he-
tekben v i lágra jö t t újszülöttek születési súlyainak médián értékei 
hűen tükrözik a magzatok int rauter in súlygyarapodás? fo lyamatát , a 
fen t i meggondolások és numerikus eredményeink a lapján a legkisebb 

l 
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négyzetösszeghez, a 

0,0912, ¡11. 0,0891, 0,0946-hoz 

tartozó - érdekes módon mindhárom esetben azonos - A, M 
értékpár által meghatározott 

F ( x ) " 7 0,324(30,69-x) 
I + e 

logisztikus eloszlásfüggvényt tekinthetjük az újszülöttek súlyá-
nak gyarapodását "legjobban" leiró valószinüségi modellnek. 

A normális és logisztikus modellek összevetése további 
vizsgálatok tárgyát képezi. 
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