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Kossuth Lajos Tudományegyetem és Debreceni Orvostudomány? 

Egyetem 

Eloszlásfüggvények " re l a t i v növekményéről" és ennek orvostu-

domány? alkalmazásairól 

Szabó Zo l tán 

Az é lő lények , igy az ember élete és f i z i o l ó g i a i f e j l ődé -
se során a növekedési fo lyamatoknak a lapvető szerepük van. 
N incs o lyan orvosi d iszc ip l ína , melyben ne bukkannánk igen sok 
növekedési processzusra. Megemlí tek néhány t r i v iá l i s pé ldá t : 

- gyermekek, méhen be lü l ! magzatok súlygyarapodása, 
- emberek és mikroorganizmusok long i tud iná l is , i l l . té r fo -

ga t i növekedése, 
- tumorok időbel i növekedése, 
- te j fogak , i l l . maradó fogak számának gyarapodása, 
- a caries kumuláció ja fogakon a posteruptiv korban, 
- keze le t len bőrgombák ter jedése, 
- emberi szem niyopiájának időbel i növekedése, 
- emberi hallás leromlásának folyamata (pl* öregedés kö-

vetkeztében) , 
- idegrendszer változása a korral (tanulás, re f lexek , agy -

sejtek számának csökkenése, . . . ) , 
- elhízási fo lyamat , 
- leukémiás beteg vérképének időbel i a lakulása, stb. 

s * > 
I 

Az emi i te t t esetekben (bizonyos érielemben korlátos) növe-
kedési fo lyamatokról van szó. A z i lyen tipusu fo lyamatok matema-
t i k a i leírására á l ta lában valószínűség? eloszlásfüggvényeket haszná-
lunk . 

A konkrét növekedési fo lyamatot adekvát módon tükröző ma-
temat ika i model l kiválasztása legtöbbször nehéz és felelősségtel jes 
fe lada t , hiszen a modell gépi és matematikai elemzése ut ján levont 



következtetéseket befo lyásolhat ják a model l speciá l is (eset leg 
ismeretlen) tulajdonságai is. Je len dolgozatban az e losz lás-
függvényeknek a model l -választás szempontjából fontos ( j ó l l e -
het eddig meglehetősen f igye lmen k i vü l hagyott ) j e l l e m z ő j é t , 
un. " re la t í v növekményét" v i zsgá l j uk . 

Minden F(x) eloszlásfüggvényhez (későbbiekben EF) 
hozzárendel jük " re l a t i v növekmény- függvényét " (későbbiekben 
RNF) a következőképpen: 

M x ) = F ( * + Á ) - F < x ) 

F 1 - F(x) 

ahol 0 4 F(x) < 1, és á > 0 rögz i te t t valós szám (3). 
Amennyiben az F(x) függvény növekedési fo lyamatot ir l e , a k -
kor hp(x) je lenthet i az I = £x , x + c f j i dő in te rva l lumban 

mért növekedésnek az I időszak kezdetén még há t ra lévő növe-
kedéshez v iszonyí tot t arányát, azaz a növekedés r e l a t i v v á l t o -
zását l - ben ( Id. 1. ábra). 

i 

1-FfrV 
j F ( x - r d ) - F(x) 

+ 
Fix) ' -

0 X X + 6 X 

1. ábra 
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Min t a fentebb emi i te t t példákból is k i t űn i k , a növe-
kedés? és az elhalálozási folyamatok tulajdonképpen egymás-
hoz rendkívül köze lá l ló , rokon fogalmak. Az F(x) EF-t ; tehát 
egy populáció elhalálozási folyamatgörbéjének is tek inthető. 
Ebben az esetben a h_(x) RNF je lent i az I időszakban ex i tá l t 
egyedeknek az időszak kezdetén még életben lévő egyedek 
számához viszonyítot t arányát, azaz az elhalálozás re lat ív vá l -
tozását l -ben . 

A növekedési modellek konstrukciójában .alapvető szere-
pet játszik a megfele lő RNF növekvő ( i l l . csökkenő) tendenci-
á j a . Vizsgál juk meg tehát h p ( x ) / = h(x) / monotonitását. A 

h(x) függvény fe l í rható . 

I R ( * + CF) 

alakban is, ahol R(x) = 1 - F(x) / / 0 / . A RNF pontosan ak-
kor szigorúan monoton növekvő, ha 

R(x + S ) y R(x + 2 é ) 

R(x) R(x + 6 ) ' 

azaz 

azaz 

Tehát 

így 

azaz 

R2(x + é ) > R(x) R(x + 2 é ) , 

log R(x + é ) > J . jiog R(x) + log R(x + 2 cf ) J . 

R(x) logaritmikusan konkáv függvény, 

[ l o g R ( x ) ] " < 0 , 

R ( x ) R " ( X ) - R ' 2 ( X ) < ( ? . ( R ( X ) / 0 ) . 

R 2 ( X ) 
/ 
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Következésképpen h(x) akkor és csak akkor sz igorúan monoton 
növekvő függvény , ha 

R ( x ) . R " ( x ) < R / 2 ( X ) , 

azaz ha ¡V - F(x)] . [ - F " ( x ) ] < F ' 2 ( x ) . 

Ezzel b i zony í to t tuk , hogy igaz a 

L e m m a : 

A z F(x) < . 1 kétszer d i f f e renc iá l ha tó e losz lás függvény-
hez rendel t 

h-Oc) = F ( X + 6 ) - F ( X ) ( cí > 0 , f i x ) 
F 1 " F(x) 

" re l a t í v növekmény" szigorúan monoton vo l t ához e -

légséges és szükséges az a lább i két egyenlőt lenség bá rme l y i ké -
nek a te l jesülése: 

( l o g [ l - F ( x ) ] ) " < 0 / 2 / 

[ I - F ( X ) ] . [ - F " ( X ) ] < F / 2 ( X ) . ( i d . ( 1 ) ) / 3 / 

A későbbiek során gyakran fe lhaszná l juk ez t a lemmát , 
s ennek kapcsán szükségünk lesz a 

y ( x ) de_f [ i - F ( x ] . C~F"(x)] / 4 /
! 

F ' 2 ( X ) 

(F ' ( x ) ? 0 ) 

függvény- je lö lés re . A lemma / 3 / á l l í tása (p l . n ö v e k v ő RNF e -
setén) az t j e l e n t i , hogy 
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Y M < 1 • / 5 / 

A z 
egyenletes eloszláshoz és bármely 

a lu l ró l konvéx EF- ivhez 
/ 6 / 

(e lég kicsi ó esetén) szigorúan monoton növekvő RNF ta r toz i k , 
hiszen a kapcsolatos Y ( x ) függvény nem p o z i t í v . 

A z 
F(x) * 

1 

- x - O E < X < OO / 7 / 
1 + e 

logísztikus eloszlás esetén 

Y W = 1 - E " X < 1 , 

j gy a RNF szintén (sz tg .mon. ) növekvő. Hasonló módszerrel 
könnyeri be lá tható, hogy az 

F(x) = sín x , 0 ¿5 x í£ -21 ; 

F(x) = 2 - ch x , In (2 - f i ) & x sS 0 , - / 8 / 

F(x) = In x , 1 é x á e 

EF-ek mindegyikéhez növekvő h(x) ta r toz ik (5). A / ? / normális 
eloszlás RNF-ének növekvő vo l ta már nehezebben b izonyí tható . 
(Ld. (1) , ) 

Tekintsük most az 

F(x ) = 1 y , 1 É x C P ° 

x 

EF- t , ahol k A 1 valós szám. M i ve l most 

Y (x) a k i + - £ - > 1 , 

a lemma a lap ián h(x) sz ig .mon. csökkenő függvény (5). 

/ Í 0 / I 
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F(x) = l - e ' A ( x ' a ) , a - S x < < * > ( > > 0 ) / l l / 

exponenciá l is eloszlás esetén (x) s 1, i gy a lemma a -
lapján h(x) = const. 

Érdekes, hogy az exponenciá l is eloszláson k i v ü l e -
gyet len EF sem rendelkezik ezze l a tu la jdonsággal . Tekintsük 
ugyanis a 3 j f ( x ) e s l , azaz a lemma a lap ján ezze l e k v i v a -
lens 

( i n f l - F í x ) ] ) " = 0 ; - O " < x < o o 

re lác ió t . Innen a 

In [ l - F(x)j = A . (x - B) , 

A Z Q Z A / Q\ 

F(x) = 1 - e A ( x " B ) 

egyenlőséget kap juk . F(x) csak akkor lehet EF, ha 

A / = - A / < 0 , és x ^ B . 

Tehát az exponenciál is EF-nek va lóban karakter iszt ikus t u l a j -
donsága a RNF konstans v o l t a . 

A z eddig v izsgál t EF-ekhez vagy növekvő, vagy csök-
kenő, vagy pedig konstans ér tékű RNF ta r tozo t t . 

Megmutat juk , hogy az 
X * 

F(x) = 1 - e~ , 0 < x < * * ( A > 0 , < 0 0 ) / 1 2 / 
I 

a lakú (un. W e i b u l l - ) eloszlások családja - mely egyébként az 
exponenciál is eloszlás egy i k ál talánosításának tek in the tő - m i n d -
három fa j ta RNF-e l rendelkezik (az aL paraméter é r tékétő l f ü g -
gően). M i ve l 
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¿ - 1 - A x ' 
F' (x) = A oL. x e 

és 

azér t 

F" (x) =; 

Y ( X ) = I 

I . A D . - A X * 

I - D 
+ , — . M íve l x poz i t í v , a 

OL ' 
. X 

lemmd alapján fenná l lnak az a lább i imp l i kác iók : 

flL<l < > Y ( x ) > 1 < > h(x) csökkenő f v . 

dl= x) 1 < ' > h(x) konstans f v . 

d > 1 < 1- 4 = = ^ h(x>-növekvő f v . 

( ck = 1 esetben az exponenciál is eloszlásról van szó.) 

A következőkben o lyan EF-eket mutatunk be, melyek mind-
egy ike növekvő és csökkenő RNF- i vekke l rende lkez ik egy ide jű leg . 

Tekintsük először az 

[ 3 + T A R C ' 9 X ] ' ' / 1 3 / 
F(x) = max 

( a > 0 , c > 1) 

a lakú EF-t , mely a Cauchy- ieloszlás egy ik általánosításának is t e -
k in the tő (c = 1 esétbén kapjuk a Cauchy-eloszlást) . A zérustól 
kü lönböző EF-értékek esetébén mást 

Y W = 2 T X . 
1 1 F 
2 ~ F A R C T 9 X 
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Beb izony í t juk , hogy 

Y ( x ) < 1 , x C ( - O O , x o ) és Y ( K ) > 1 / X £ ( x o , o o ) . 

va lame ly valós x érték m e l l e t t , azaz a / 1 3 / EF R N F - e a 
( - 0 0 x ) in terva l lumban növeksz ik , az x pontban k u l -

o o 
m iná l , és az (x- , o o ) i n te rva l lumban csökken ( v . ö . ( 1 ) . ) 

o 

Elegendő be lá tnunk , hogy l im Y ( x ) > 1 é s V 
konkáv függvény . Első á l l i t ásunk i g a z , hiszen a L ' H o s p i t á l - t é -
te l a l ap ján 

¿ a r c i g x j - 2 
l im Y ( x ) = l im W y • •- = = 2 

X — x ~ * ° ° 1 + x 

(Meg jegyezzük , hogy l im Y ( x ) = - <» . ) A Y ( x ) k o n k á v i -
x-*~<*> 

tását pedig a 
•\ <•" - 4 
¥ W = — W < 0 

( I + X T 

r e l ác ió b i z tos í t j a . A f en t i ekbő l az is k ö v e t k e z i k , hogy Y ( x ) 
szigorúan monoton növeksz ik . A Y (x) = 1 egyen le t mego ldá -
sa - mint az gépi számolással adód i k - Xq = 0 , 4 2 8 9 7 8 2 . . . 

A z | i 
F(x) = p-x2 , x € ( - 1 , 0 ) = I / 1 4 / 

EF-hez v iszont - amint a z t megmuta t juk - kezdetben csökkenő , 
s a minimum elérése után növekvő RNF t a r t o z i k . A m e g f e l e l ő 

I 

YW = LJLZZ 
X 2 / T T T 

függvénynek az x = - 1 pontban f e l v e t t j o b b o l d a l i ha tá ré r téke : 
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Hm Y(x) = ° ° . 
x - * - l + 0 

Ha sikerül be lá tn i , hogy a Y ( x ) = 1 egyenletnek l - ben pon-
tosan egy x megoldása van, akkor - a Y ( x ) függvény l - b e l i 

folytonossága miat t - köve tkez ik , hogy h(x) a ( - 1 , x ) in te r -

val lumban csökkenő, és az (x , 0) interval lumban növekvő tu -

lajdonságú. 

Tekintsük tehát az 

azaz . « 
' = 1 + x (x € I) 

egyenle te t . Rendezés és egyszerűsítés után az 

4 2 
x + x - 1 = 0 

egyenlethez ju thatunk, ahonnan 

X 2 • 

Á z h szakaszba eső (egyet len) megoldás: 

><c
 = " || < V 1 ~ " 0,7861514 . 

Tehát a / 1 4 / EF RNF-e a ( - 1 , x ) szakaszban csökken, s az 
O 

(x , 0) szakaszban növel<szik (5). 
O 

Könnyen belátható, hogy az 

F(x) = f x , 0 < x < 1 / 1 5 / 
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EF RNF-e is csökkenő | x £ (0 , ^ )J , majd növekvő 

jx 1 ^ tulajdonságú (5). 

A z eddig iekben lá t tuk , hogy növekvő R N F - e l rende l -
keznek a / 6 / - / ? / EF-ek, csökkenő RNF-e l bír a / 1 0 / e l -
oszlás, és csak az exponenciál is eloszlásnak van á l l andó é r -
tékű re la t ív növekménye. A Weibu l l -e losz lások esetén m ind -
három fa j ta RNF megtalá lható. 

A / 1 3 / EF RNF-e növekvő-csökkenő, s a / 1 4 / , / 1 5 / 
eloszlások re la t i v növekményei csökkenő-növekvő' t endenc iá j u -
a k . 

I t t fe lmerü lhet a kérdés, va jon r e m é l h e t j ü k - e , hogy az 
EF-ek k lasszi f iká lhatók legyenek a R'NF-ek fent em i i t e t t öt mo-
notonitás! tulajdonsága a lap ján . 

Erre a kérdésre nemleges a vá lasz. Könnyű be lá tn i u -
gyanis, hogy bármi lyen, véges számú extrémummal, i l l e t v e szom-
szédos interval lumonként vá l takozó monotonitás! tu la jdonságokka l 
rendelkező RNF-hez konstruálható o l yan EF, melyhez az ado t t 
tulajdonságú RNF ta r toz ik . A konstrukció ugy t ö r t én i k , hogy az 
(öt fé le RNF-hez tartozó) EF-eket az abszcissza tenge ly mentén 
végrehaj tot t zsugorítás (nyújtás) és t ransz lác ió segítségével e g y -
szerűen egymás mel lé he lyezzük ugy , hogy e lső rendben i l l e s z -
kedjenek. (Ezek a transzformációk nem v á l t o z t a t j á k meg a RNF 
monotonitási j e l l egé t . ) A z F 2 ( x ) EF-t tehát ugy i l l e s z t j ü k jobbró l 

az F^(x) - h e z egy rögzí tet t X q pontban, hogy o t t nemcsak az EF-

- é r t é k e k , hanem ér in tő jük is megegyezzen : 

Fí" <V - <*o> ' ! = 0 ' 1 • 
Technika i lag ugy járunk e l , hogy e két egyen le tbő l határozzuk meg 
az F2(X) függvény két transzformációs paraméterét . A z így kapot t u j 
EF is d i f fe renc iá lha tó lesz az i l leszkedési pontokban. 
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N y i t o t t kérdés azonban a z , vajon a kétszer (esetleg 
folytonosan) der ivá lha tó , egy csucsu EF-ek osztá lyozhatók-e 
re lat ív növekményeik monotonitás? tulajdonsága a lap ján . (Több 
csúccsal rendelkező eloszlásoknál hasonló kérdésre nemleges a 
váiqsz, hiszen i l yen EF-eknek legalább két - egymástól kon-
káv ivekke l e lvá lasztot t - konvex iv l i k van, s a kapcsolatos 
RNF-ek konvex iveknél növekvőek . ) 

Amennyiben növekedési (H l . e lhalá lozási ) fo lyamat ma-
temat ika i modellezésére eloszlásfüggvényt kívánunk fe lhasznál -
n i , az EF típusának kiválasztásánál fe l té t lenü l szem ¿ lőt t ke l l 
tartanunk (a "hagyományos" szempontokon túlmenőieg) a va l ó -
ságos folyamat és az EF re la t i v növekményének azonos tenden-
c i á j á t . ( I t t "hagyományos" szempontokon p l . megf igyelési ered-
mények és EF-ek bizonyos értelemben legjobb i l lesztését , a 
megf igyel t fo lyamat már matemat ikai lag t isztázot t vonatkozása-
inak f igyelembe vé te lé t , stb. é r j ü k . ) 

A matematikai v izsgálatokból például k i t űn i k , hogy kons-
tans re la t iv növekménnyel bíró fo lyamat leírására csak az expo-
nenciál is eloszlás alkalmas. 

A caríes ep idemio lóg iá jáva l fog la lkozó stomátológusok k i -
mutat ták, hogy az emberi fogák (mind a t e } - , m i n d a maradó f o -
gak) cariés-esendősége (vagy ami ugyanaz, a cumulat iv caries 
praevalent la görbe RNF-e) az áttörést követően kezdetben növek-
sz i k , majd - foganként kü lönböző életkorban e lé r t ku lminác ió u -
tán - csökkén. 

V i lágos, hogy az eddig előszeretettel használt exponenc i -
á l is és normális EF-model lek he lyet t célszerűbb a / 1 3 / transzfor-
mál t Cauchy-model |eí do lgozn i . Stat iszt ika i nagymintán e lvégzet t 
számítógépi model lezések, va lamint a számított RNF-ku lminác ió 
stomátológiai interpretálása nagymértékben alátámaszt ják ok fe j t é -
se inket , e lképzeléseinket (1), (4). 

Magzatok méhen be lü l i fe j lődésével , súlygyarapodásával 
(2) kapcsolatos növekedési fo lyamat re la t i v növekményé kváz i nö-
v e k v ő tendenciát mutat a 23. terhességi hetet követően : 
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Terhességi hét Á t lggsu ly (g) Rela t iv növekedés / % / 

24 875 2 . 0 8 
25 928 1 .89 
26 975 2 . 7 4 
27 1042 6 . 7 3 
28 1202 6 . 7 7 
29 1352 7 . 5 5 
30 1508 8 . 1 1 
31 1663 10 .93 
32 1855 11.51 
33 2035 16 .26 
34 2260 18 .29 
35 2472 2 3 . 5 5 
36 2695 2 8 . 1 8 
37 2899 2 8 . 6 5 
38 3048 3 7 . 2 0 
39 3186 4 2 . 0 6 
40 3284 5 1 . 8 5 
41 3354 100.00 
42 3419 

2 . ábra 

Következésképpen a / 6 / - / 9 / EF-ek bármely ike a lkalmas (a RNF 
szempontjából) eme sulygyarapodási fo lyamat leí rására. (A k i v á -
lasztott EF értelmezési tartományát - ha szükséges - ax + b a -
laku transzformációval a v izsgál t terhességi kor - tar tományba 
v isszük.) 
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