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Kossuth Lajos Tudoményegyetem és Debreceni Orvostudoményi

Egyetem

Eloszlasfuggvények "relativ ndvekményérdl" és ennek orvostu-

doményi alkalmazésairél

Szabé Zoltén

Az él8lények, igy az ember élete és fizioldgiai fejlédé-
se soran a ndvekedési folyamatoknok alapvetd szerepik van.
- Nincs olyan orvosi diszciplina, melyben ne bukkannénk igen sok
" ndvekedési processzusra. Megemlitek néhény trividglis példat:

- gyermekek, méhen belUli magzatok sulygyarapodésa,

~ emberek ‘& mikroorganizmusok longitudinglis, ill. térfo-
gati névekedése,

- tumorok idébeli ndvekedése,

'~ tejfogak, ill. maradé fogak szémanak gyarapodcsc,

= a caries kumulécidja fogakon a posteruptiv korban,

- kezeletlen bérgombék terjedése,

- emberi szem myopidjénak idbeli ndvekedése,

~ emberi hallgs leromlasénak folyamata (pl: oregedés ko-
vetkeztében),

- idegrendszer véltozdésa a korral (icmulas, reflexek, agy-
sejtek szamanak cstkkenése, ...),

- elhizési folyamat,

- leukémlés beteg vérképénck |duoc|| alakulésa, s'rb.

Az emlitett esetekben (bizonyos éri‘elen1b'en korlatos) nive-

kedési folyamatokrél van szé. Az ilyen tipusu folyamatok matema-

tikai leirgséra Gltaléban valészinuségi closzlczstggvényeLef haszné-
lunk,

A konkrét novekedssi folyamatot adekvat médon tUkrézd ma-
tematikai modell kivélasziéisa |cgioobszor nehdz &s felelSsségteljes
feladat, hiszen a modell gépi 6s matematikai elemzése utjan levont
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ksvetkeztetéseket befolyésolhatigk a modell specidclis (esetleg
ismeretien) tulajdonségai is. Jelen dolgozatban az eloszlés-
fuggvényelinek a modell-vélaszias szempontjchél fontos (jolle-
het eddig meglehetdsen figyelmen kivil hagyott) jellemzdijét,
un. "relativ ndvekményét" vizsgéljuk.

Minden F(x) closzlasfuggvényhez (lésébbiekben EF)
hozzérendeljuk "relativ névekmény-fUiagvényét" (késébbielben
RNF) a kovetkezdképpen: ’

)=F(x+<§)- F(x)

h
F( 1 - F(x)

ahol 0 S F(x) < 1, é& d > 0 rogzitett valés szém (3).
Amennyiben az F(x) fuggvény ntvekedési folyamatot ir le, ak-
kor hF'.(x) jelentheti az | = [x, x + d] id8intervallumban

mért ndvekedésnek az | idSszak kezdetén még hatralévd ndve- --
kedéshez viszonyitott arényét, azaz a ndvekedés relativ vélto-
zésat l-ben (Id. 1. @bra).

¥

0 X X+ &

1. ¢bra -
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Mint a fentebb emlitett példakbsl is kitunik, a ndve-
 kedési & az elhaldlozdsi folyamatok tulajdonképpen egymés-
hoz rendkivil kszelalls, rokon fogalmak. Az F(x) EF-t tehat
egy populécié elhalélozési folyamatgorbéjének is tekinthetd,
Ebben az esetben a h_(x) RNF jelenti az | id&szakban exitalt

" egyedeknek az idé'szafc kezdetén még életben 16v8 egyedek
széméhoz viszonyitott crényét, azaz az elhalélozas relativ val-
tozésat |-ben, -

A ndvekedési modellek konstrukeiéjéban .alapvetd szere-
pet jatszik a megfelelé RNF nivekvd (ill, csskkend) tendenci-
Gja. Vizsgéljuk meg tehdt hF(x) / = h(x) / monotonitéasét. A

h(x) fuggvény felirhaté |

- R,(>;+J)
— R{x)

alakban is, chol R(x)=1-Fx)/#0/. A RNF pontosan ak-

kor szigoruan monoton ntvekvd, ha

R(x + ) N Rix +2d )

R(x) Rx + &)

azaz '

Rz(x+<5)_ > Rx)R(x +2d ),
azez "

log Rix + &) > 7._[109 R(x) + log R(x + 2 &) |
Tehat _ C '

‘ _R(x) logaritmikusan konkav figgvény,

ig)’ . 1

[log R ] < 0,
azaz '

<0; ®RX) #0).

RG) R () = R*%(x)
: . Rz(x)
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Kvetkezésképpen h(x) akkor.és csak akkor szigoruan monoton
névekvd fuggvény, ha

R(x).R"(x) < R’ 2(x) -, :
azaz ha | [l_ - F(x)] . [-F“(x)] < F'2(x) .

Ezzel bizonyitottuk, hogy iéoz a
Lemma:

Az F(x) <1 'kétszer differencialhats eloszlasfuggvény-
hez rendelt ' T :

CFx+ &) - Fix)
l. - F(x)

h,.(x)

oL ( >0, fix)

“relativ ndvekmény" szigoruan monoton -?aséikkvéo,) voltéhoz e-

légséges és szUkséges oz alGbbi két egyenlétlenség bérmelylké—
nek a fe||esU|ése .

(1os [ 'F(x)])/if' - A

-l fralgo . o ) 2

A késdbbiek soréin gyakran felhasznélivk ezt a lemmét,
s ennek kapesén szUkséglnk lesz a

‘lff( ) def [] F(xi [F“(x)] o /4/'
F’ (X)

(F"(x)#0)

fuggvény-jelslésre. A lemma /3/ 6|||fc|sc| (pl. ndvekvé RNF e-
setén) azt |e|enh, hogy
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\f'(x) < 1 - | o ” /5/

egyenletes eloszléshoz és bérmely

e/

alulrél konvéx EF-ivhez

i(elég kicst & esetén) szigoruan monoton ntvekvd RNF tartozik,
“hiszen a kapcsolatos ¥ (x) nggvény nem pozitiv,

A | o |
- Flx) # ————, - -~wo<x<ee /J7/
1+e > : . :

, logiszhkus eloszléas esetén

Yix) = <,

igy a RNF- szintén (szlg.mon ) ndvekvé. Hasonlé médszerrel
konnyen beléthats, hogy dz

.F(x)=sinx, OSXS%r-;

{F6) =2~ chx, In 2 - 13 & x <0 /5/

F(x) |nx,-- IGXSeA

EF-ek mmdegyukéhez ndvekvé h(x) tartozik (5). A /5/ normalis

eloszlés RNF-ének ndvekvd volta mér nehezebben blzonylfhcfé.
(Ld. (1):) :

Tekinfspk'mo‘st az
Fix) =1 - —]E- , 1 & x < o° /‘io./vn
EF~t, ahol k 21 ‘valés szém. Mivel most
\P (X) B] + T 3 ’

a lemma alapjén h(x) szig. mon, csﬁkkené fbggvény 5).
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Az
Fx) = e A(x-a)’

agx<o® (2> 0 /Mm/
exponencialis eloszlas esetén Y x)=1, igy o lemma o~
lapjén h(x) = const. -

Erdekes, hogy az exponenciélis eloszlgson kivil e-
gyetlen EF sem rendelkezik ezzel a tulajdonséggal. Tekintsuk
ugyanis a \Y(x)eg'l , azaz a lemma olopjén ezzel ekvivo-
lens R

(lnﬂ[l-F(x)])" =0, -0° < x < o0

relGciét. Innen a
n [1-F) =AL (x-8),

0zaz ~
T

egyenl&séget kapjuk. F(x) csak akker lehet EF, ha
A/=-A /< 0, 6 x X B.

Tehét az exponencidlis EF-nek valéban karakterisztikus tulaj-
donséga a RNF konstans volta,

N Az eddig vizsgélt EF-ekhez vagy novekvd, vagy csok-
kend, vogy pedig konstans értékiU RNF tartozott.

Megmutatjuk, bhogy az

. ol
.F(x)=1-e-'Ax

,0< x<oe  (ADO0, 450) /12/
alaku (un. Weibull-) eloszlésok csalédja = mely egyébként az
exponencidlis eloszlés egyik éltalanositasénak tekintheté - mind-
hérom fajta RNF-el rendelkezik (az ol paraméter értékétél fug-
gden). Mivel )
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. . d'- ) o
Frp) = A, x*Te A%

S T R
és F'(x) = [)\‘i. x-2 d- 1 - Ad, x] e ))f ‘
azért S ‘Y(x) =] ;+’————]-———-;_:- . Mivel x pozitiv, a

. . . -, - xd. x

lemma alopjén fennalinak az alabbi implikécisk :

del &= Yo > 1 — hx) csskkens fv.
."dﬁ=f1' e——__-—:\}f(x) IR 4===>h(x) konstans fv. _
:cm ¢moY(x) < I 4===9h(x) novekvé fv,
(=1 esetben az exponenciélis eloszlésrél van sz6. )

A kﬁvetkezé'kben olyan EF-eket mufahmk be, melyek mind~
egyike nBvekvé és csﬁkkené RNF-wekkel rendelkezik egylde|U|eg. :

- Tekintsuk el&zdr az -

F(x) = max {HC.E- %-F%urrcfg x]" , O}_ ;. /13/
@>0, c21) :

alaku EF-t, mely a Cauchy-eloszlés egyik Gltalénositésénak is fe- '

kintheté (c = 1 esetben kapjuk a Cauchy-eloszlosf) A zérustél
kUlbnbozé’ EF-értékek esefében fmost

\F(x) =2T x . [-;: 23 arctg x] .

v .



.-~

- 224 -

Bebizonyitjuk, hogy '
Yix) <1, x€loo,x) & Y >1, x Elx,, 02 )

valamely valés x_ érték mellett, azaz a /13/ EF RNF-e a
(o0, x ) omtervallumbcn nBvekszik, az x pontban kul-

minél, és az (x ,°°) intervallumban csokken (v.8. (1).)

Elegendd belatnunk, hogy Ilm Y(x) > 1 é VY
konkav fuggvény. Elsé 6|hfésunl< igazZ, hiszen a L’Hospital-té-
tel alapjén

1 1 '
2"[{(..2.-. 7. arctg x) . 2x2 _,
g 7% CmTTe T

x~900] +x

“m V(x) i

X —» o0 X —» 00

' (Meg|egyezzUk hogy lim Y (x) = -0 ) A Y(x) konkévi-
X~ - 00 ’

tGsat pedlg a

(x)=—————5 < 0
YX (l+x)

reléci6 biztositja. A fentiekbdl az is kovetkezik, hogy ¥ (x)

- szigoruan monoton ndvekszik., A Y (x) =1 egyenlet megoldé~
sa - mmf az gépn szémoléssal adédik - x, = 0,4289762... .

Az | - : |
F(x) = \’1-x2 , x€-1,0) = | 14/

EF-hez viszont - amint azt megmutatjuk - kezdetben csskkend,
s a minimum elérése utan ndvekvd RNF tartozik. A megfeleld

VYixy = Lo W - X

fuggvénynek oz x = -1 pontban felvett jobboldali hatérértéke:
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lim Pix) = .

x=-»-140

. Ha sukerbl belatni, hogy a Y(x) = 1 egyenletriek I-ben pon-
“tosan egy X megoldusa van, akkor - a Y(x) fuggvény I-beli

‘ I'folyfonosséga miatt - kovetkezik, hogy h(x) a (-1, x ) inter-

- "vallumban csskkend, és az (x , 0) intervallumban nbvekvé tu-

lajdonsagu.

. . a ~
_ Tekintsuk tehét az

. azaz | :
o B ! =1+x2‘ (x €1)

 egyenletet. Rendezés és egyszerUsités uten az’
x4 + xz' ~-1=0

- egyenlethez juthatunk, ahonnan

il
Az | szakaszba esé (egyetlen) megoldas :
B

o = 0,7861514 .

" Tehat a /14/ EF -RNF-e a (—1; xo.) szakaszban csokken, s az
| (xo,, 0) szakaszban‘ novekszik (5). :

Konnyen beléthats, hogy az

Fx) = {x , 0 <x <1 /15/



EF RNF-e is cstkkend [x € (0, % )] . majd ndvekvd

[i( €(-}I ;] )] tulajdonsagu (5).

Az cddigickben lattuk, hogy novekvd RNF-el rendel-
keznck a /6/ - /9/ EF-ek, csdkkend RMNF-el bir a /10/ el-
oszlés, és csak az exponencialis eloszlasnak van éllandé ér
téku relativ ndvekménye. A Welbull-eloszlasok esetén mind-
hérom fajta RNF mcgfolélhcto.

A N13/ CF RNF-e ndvekv8-csskkend, s a /14/,/15/ -
eloszldsok relativ novcl'ménym cstklend-ndvekvd fondencnc|u- ,
ak, . '

Itt felmertlhet o kérdés, vajon remélhetjlik-¢, hogy az
EF-ck Kklasszifikélhatok legyenek a RNF-ek fent emlitett &t -mo-
nofonitési fulchonscgcu alapijén.

.Erre a kérdésre nemleges a vélasz. KonnyU belatni u- -
gyanis, hogy barmilyen, véges szému extrémummal, illetve szom-
szédos intervallumonként véltakozé monotonitasi fulcldonmgokkcl
rendelkezd RNF-hez konstruglhaté olyan EF, melyhez az adott
tulajdonsagu RNF tartozik., A konstrukcié ugy torténik, hogy az
(stféle RNF-hez tartoz6) EF-eket az abszcissza tengely mentén
végrehaijtott zsugoritds (nyuitds) és transzlacié segitségével egy-.
.szerUen egymds mellé helyezzUk ugy, hogy elsd rendben illesz-
kedjenek. (Ezek a transzformécisk nem véltoztatick meg a RNF
monotonitdsi |e||egét ) Az F (x) EF-t tehat ugy illesztjuk jobbrél

az F (x) ~-hez egy rtgzitett x pontban, hogy ott nemcsak az EF-

-érfekek hanem érintSjuk is megegyezzen :

(i) _ (i) . _
F1' (xg) =F) (x), i=0,1 .

Technikailag ugy jérunk el, hogy e két egyenletbdl hatsrozzuk meg
az F2(x) fuggvény két transzforméciés paraméterét. Az igy kapott uj

EF is differenciglhaté lesz az illeszkedési pontokban.
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_ Nyitott kérdés azonban az, va|on a. kéfszer (esetleg
folyfonosan) derivélhats, egy csucsu EF-ek osztélyozhaték-e
relativ ndvekményeik monotonitési tulajdonsaga alapjan. (Tobb
csucesal rendelkezd eloszlésokng! hasonlé kérdésre nemleges a
vélasz, hiszen ilyen EF-eknek legalabb két - egymastsl kon-
kév ivekkel elvélasztott - konvex ivik van, s a kapcsolufos

RNF-ek konvex iveknél ndvekvéek,) -

Amennyiben névekedési (il elhalélozésl) folyamuf ma=
tematikai modellezésére eloszlésfiggvényt kivénunk felhasznél-
ni; oz EF hpusénok kivalasztasanél feltétlentl szem elétt kell .
tartanonk (o "hagyoméanyos" szempontokon tulmendleg) a valé-
ségos folyamat &s az EF relatlv ndvekményének azonos tenden- -
cigjat, (It "hagyoményos" szempontokon pl. megfigyelési ered-
mények ‘&s EF-ek blzonyos értelemben legjobb illesztését, a -
megflgyelf folyamat mar matematikailag tisztazott vonafkozésa- o
Inek figyelembe véfeléf, sfb ériUk ) : :

A mafemaﬂl«:i vnzsgélafokbéi példéul k;tUnlk hogy kons- .
~ tahs relativ nbvekménnyel biré folyamat leirgséra csak az expo-
nenclélis eloszlas -atkalmas.

A caries epidemloléglé|éva| foglalkozé stomofolégusok ki-
mutatték, hogy az emberi fogak (mind a te|-; mind a maradé fo-
gak) curnes—esendosége (vogy eémi ugydnaz, a cumulativ carles
praevalentia gorbe RNF-e) az 4ttorést ksvetben kezdetben nvek-
szik, majd - foganként kulonbbzd életkorban elért kulminémé u-
tan - cstkken,

Vilégos, hogy oz eddig elészeretettel hasznélt exponenci-
6lis és normélis EF-modellek helyett célszerlbb a /13/ transzfor=
mélt Cauchy=modellel dolgozni, Statisztikai nagymintén elvégzett
szémitégépi modellezések, valamint a szamitott RNF-kulmingcié
stomatolégiai interpretslésa. nogymérfékben aldfcmaszfick okfejté-

seinket, elkepzelésemkef ('I), ). -

Magzatok méhen beluli fejlédésével, sulygydrapodésévoi
(2) kapesolatos ndvekedési folyamat relativ nsvekménye kvézi ns-
vekv$ tendenciat mutat a 23. terhességi hetet kivetden :
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Terhességi hét /iflagsulz (9) Relativ ndvekedés /%/
24 , 875 2.08
25 928 1.89
26 1975 2.74
27 _ 1042 6.73
28 1202 6,77
29 ' 1352 7.55
30 _ , 1508 8.11
31 1663 10.93 -
32 A : 1855 11,51
33 2035 16.26
4 B 2260 18.29
35 . . 2472 23.55
36 S 2695 28.18
37 , 2899 o 28,65
38 o 3048 37.20
39 : . 3186 .. 42,06
40 - 3284 -51.85"
4 - 3354 100.00
42 ' . 3419

2-‘éb|’0 /\‘

‘Kovetkezésképpen. a /6/-/9/ EF-ek bé&rmelyike alkalmas (a RNF
~szempontigbél) eme sulygyarapodési folyamat leiraséra. (A kiva-
lasztott EF értelmezési tartoményét - ha szUkséges - ax + b a-.
laku transzforméciéval a vizsgélt terhességi kor-tartoményba
visszik, ) ' ‘
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