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A BEZDEK—PACH-SEJTESRL

ELTE Eo6tvos Jozsef Collegium

Az altalam vizsgalt témakor kdzponti kérdése a Ke®: legfeliebb han
eleme lehet egg dimenzids konvex test egymast paronként érititoltjaibdl al-
16 halmaznak? A Beak Karoly és Pach Janos altal megfogalmazott sejtast
egy olyan altalanosabb véltozatara ad becsléstlybareaz eltolas mellett egy-
egy kdzéppontos nagyitast is megengedink.

A téma szorosan 6sszefligg tobb ismert és igen élaad diszkrét geometiia
problémaval. llyen példaul az, hogy hany pontoutidigy elhelyezni egyg di-
menziés normalt térben, hogy kézuluk barmely ketgiymastol egységnyi tavol-
sagra essen; vagy az az &dPal altal 194&an megfogalmazott kérdés |
hogy legfeljebb hany pontot tudunk agy elhelyezxi dimenziés euklideszi tér-
ben, hogy kozulik barmeharom altal meghatarozott szdg legfeljebb dezég
legyen. A kovetked probléma megértéséhez vezessik be az antipodalgals
mat!

Definici¢: Egy X C R? halmaz antipodalis, ha barmely két kilonb@.y € X
pontjahoz létezik két killbnbdz egymassal parhuzamodl. €s H,
tamaszhipersikjX-nek, amikrer € H, ésy € H, teljesul.

X szigoran antipodalis, tX N H, = {z} ésX n H, = {y} is teljesul.

A kapcsolodd kérdések kozul a legjeliesgbb az, hogyd dimenzidbai
legfeljebb hany eleme lehet egy antipodalis ponthzhak. Az antipodal
halmazokatés az &ltalam vizsgalt témat Ludwig Danzer és ByaBkinbaun
hoztédk dsszefliggésbe egymassal [2]. 19&2-bizonyitott tételikben ramutat
a fent emlitett problémak kozotti kapcsolatokra,eéeket hasznalva egysze
valaszoltak meg tdbb, évek 6ta nyitott kérdéstilMOErdis Palét.

Tétel R%-ben egy antipodalis ponthalmaz szamossaga lelgfe2 Egyenbséc

pontosan akkor all fenn, ha az antipodalis ponthalnegy d dimenzids
parallelepipedon csucshalmaza.
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Tétel Ré%-ben egyK C R? konvex test egymast paromiéérin® eltoltjaibol allé
halmaz szamosséaga legfelje2bEgyenebség pontosan akkor all fenn, Kaegy
d dimenziés parallelepipedon.

Hogyan valtozik ez a becslés, ha az eltolas medigttegy kdzéppontc
nagyitast is megengedunk? Bezdek Kéaroly és Baobs sejtése szerint a &
korlat ebben az esetben2% (Ezt Bezdek Karoly kébb Robert Connellyel
kozo6s cikkében [3] publikélta.)

Sejtés Ha K CR? egy konvex test, X :={z,22,..,2,} CR? és
A:={\, N, .., A} CRY Agy, hogy{\:K +z; : i=1,2,..,n} aK test egymas
paronként érirdt pozitiv homotetikusaibdl all6 halmaz, akk < 29,

[3]-ban szerepel az ilyen halmazok elemszamara adbetd konnyen belatha
3¢ felss becslés, és hK a d dimenziés euklideszi gémb, akkor a maxim
szdmossag pontosdnt 2. A BezdekPachsejtés azonban maig bizonyitatlar
jelenleg isrert legjobb altalanos eredmény Naszédi Marton nexdizédik, aki
a kovetke#s, 2006-ban publikalt [4] tételében javitotta 3% felsd becslést
Bizonyitasdban egy megkepprojektiv geometriai gondolattal antipod:
halmazok szadmosségara vezette vissza a problémat.

Tétet Ha KcCR? egy konvex test, X :={z;,22,..,2,} CR? és
A:={\, A, ., A} CRT Agy, hogy{\K +2; : i=1,2,..,n} aK test egymas
paronként ériret pozitiv homotetikusaibdl allé halmaz, akk < 24+,

A bizonyitashozzikségink lesz a kdvetketogalomra:

Definici¢: Legyenk C R? egy konvex test, és tegyik fel, ha € int K! Legyer
A >0, tovabbaL c R¢ egy hipersik, éL* az egyikL altal hatarolt zart félté
Ekkor azLy := {z € R? : z € L, AK + z érinti L-et} ponthalmaz aL hipersik
L*-ba valo\K-eltoltjanak nevezzik. Vegyik észre, hiyegy eltoltjal-nek!

A tovabbiakban feltesszik, hods, X ésA kielégitik a tétel feltieleit, tovabbé
hogyO € int K.

Lemmz: Legyeni, k € {1,2,...,n} két index, és legyeL egy hipersilR-ben, am
érinti a\; K + x; testet! Minderh > 0-ra legyenL, az L-nek abba a zért féltér
vald AK-eltoltja, amelyik tartalmazz\; K’ + x;-t! Ekkor =, azL,, altal hatarolt;-
t tartalmazo zart féltérben van.

148



A Bezde—Pach-sejtésfl Foldvari Viktoria

A bizonyitas otlete a kovetk&ézX-bol eésA-bol konstrualunk egr szamossac
X" halmazt R l-pen, és megmutatjuk, hogy X” antipodalis.
AzonositsukR%-t a{v = (v!,v%,...,v?*) € R | vd+l = 0} R¥*L-beli hipersikkal
és készitsik el aX':= {z}:= (z;,\;) € R |i=1,2,...,n} halmazt! Legye!
i,j € {1,2,...,n} két kiilonbo# index, é<L;; egy(d — 1)-dimenzids affin alterR?-

nek, ami elvalasztj)\;K +z; és \;K + z;-t! Definidlijuk a H; és H; R¥*'-beli

hipersikokat a kovetkéképpenH; := aff(L U z}) ésH; := aff(L U z))!

Most legyerH;"” az aH; altal hatarolt zart féltéR**+!-ben, amelyik tartalmazzr;-

t, és hasonléaH,;" azz:-t tartalmaz¢H; Altal hatarolt zart féltéR**'-ben! Ekkol
HNR'=H;NnR*=H,NnH; = L.

Legyen Cy; := H N H1 A lemma alapjan egyszien meggondolhatd, ho
X' C Cij.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy mindé, j € {1,2,...,n}, 7 # j indexparra létezik ec
Cy;; C R ék, ami tartalmazzX'-t. Ci;-t két R4T-beli hipersik hatarolja, ar
pontosan azL;; (d—1)-dimenziés affin altérben metszik egymast R%t.

Most projektivizaljukR?+1-et idedlis elemek felvételével! Tekintsiink egy ol
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projektiv transzformaciot, amiR?t az idealis hipersikba képezi! Ez
transzformacicX'-t egy X" n-elemi halmazba viszi. Ekkor H;, H; hipersikok a:
X" egymassal parhuzamos tamaszhipersikjaibackiéyek, tehaX” antipodalis
Danzer és Grunbaum tétele szerint R¢"'-beli antipodalis hamaz elemsza
legfeljebb2?+!, Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

Abban a specialis esetben, amikor Ki konvex test kdzéppontos
szimmdrikus, eBsebb becslés is igazolhatd. Naszddi Marton és Lasgit
2009-ben [5] a kovetkét bizonyitottdk: Egy origéra szimmetriklk C R¢
konvex test egymast paronként éfinpozitiv homaeetikusaibdl allé halmes
elemszama szigoruan kisebb, n3 - 2471,

A tovabbiakban arra az esetre szoritkozunk, amikortestek R%-ben
helyezkednek el. Jelenlegi ismereteink szerintsgleli X konvex test egyma
paronként éririt pozitiv homotetikusaibél allé halmaz elemszamdedigepb 8.
Abban a specidlis esetben, Kakézéppontosan szimmetrikus, ez a becslés
javithato. Kutatdsom eredménye, hogy -as fel$ korlatra adott bizonyité
tovabbgondolhatd, s igy az altalanos esetben azsefam felllél becsilheat 5-
tel.

Tétel Ha K CR? egy konvex test, X :={x,2s,...,2,} CR* és
A:={\, 02, .., A} CRY Ugy, hogy K := {\K +2; : i=1,2,..,n} a K test
egymast paronként érthpozitiv homotetikusaibol allé6 halmaz, akin < 5.

A bizonyitas részletesen megtalalhaBSc szakdolgozatomban [6],
kovetkedkben csupan vazolom.

A becslés javitdsa Naszodi Marton tételének bizéegih alapszik. Ha mind
i-re aH; sik pontosan egX'-beli pontot tartalmaz, akkor iR*-et az idedlis sikk
képed projektiv transzformacio Aaltali képére is pontossgy X"-beli pont
illeszkedik. A H;, H; sikok az X" egymdssal parhuzamos tamszsik|
képadtek, tehat ekkoX"” szigordan antipodalis halmaz. Branko Griinbaum
ben bebizonyitotta, hogR®-ben egy szigorian antipodalis halmaz elems:
legfeljebb 5, tehat ebben az esetn < 5.

Megmutattam, hogyha azdébbi feltétel nem teljestl, akkm < 4, vagyis ¢
Bezdek—Pach-sejtés éles. A bizonyitast két esetndottam aszerint, hogk
elemei kozul vare harom olyan, amelyek koz6s ponttal rendelke:
Amennyiben van, felhasznéalva, hogy X” halmaz nem szigorian antipodé
meggondolhatd, hogy létezik egy olyan egyenes, yeh&ktK-beli test az gyik
oldalrdl, egy harmadik pedig a mésik oldalrél érirt a specidlis elhelyezked
€s a pozitiv homotetikussagot kihasznalva esetlaétztassal igazoltam, hog
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haromK-beli testhez mar csak egyetléket érinty K-beli test létezhet, vagy
ekkorn < 4.

Ha nincs harom kozds ponttal rendelkeX-beli test, akkor a pozit
homotetikussagnal sokkal gyengébb feltételek igsgigesek a ds felé korlat
igazolasahoz. Figyeljuk meg, hogy a kovetkéztelhez asem sziikséges, ho
X" ne legyen szigoruan antipodalis!

Tétel HaromR?-beli, k6z0s ponttal nem rendelkezgymast paronként érér
konvex test két diszjunkt tartomanyra borR%nek a testeken kivili rész
Nevezzik bekdnek e két tartomany kozil a katosat! Ekkor h
Ky, K», K3, K4y C R? olyan egymast paronként éinkonvex testek, melye
kdzul semelyik hdromnak nincs k6zos pontja, aklgyileéik a masik harom alt
meghatarozott belsartomanyban fekszik (az 4bran lathaté modon).

\
/ K,
/ J
f

Ebbsl mér kdvetkezik, hogy < 4. Tegyuk fel indirekten, hogn > 5, aza:
leteznek Ky, K., K3, K4, K5 C K testek.K5 érinti K4-et, ezért az ék6 tétel
miatt (az abra jel6léseit haszndh/Kgnek is aki, K> éskK; testek altal korilza
sikrészben kell lennie. Ezt a tartomakthdrom részre osztja, ezk’s része
K4 és aKi, K», K3 kozll valamelyik két test — felteliethogy I és K, - altal
koralzart tartomanynak is. Ekkor azonbeks nem érintheti Ks-at, am
ellentmondas. Ezzel befejeztik a bizonyitas vaanlas
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Egy d dimenziés konvex test egymast paronként &rinpozitiv
homotetikisaibdl allo halmaz elemszdmara adott ma ismerblidgjaltalano
becslés teh2¢*!, kdzéppontosan szimmetrikus test ess3 - 2971, d = 2-re pedic
5. A BezdekPachsejtés maig bizonyitatlan, s igy egy igen érdekemtés
lehetiség.
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